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1. Legkisebb négyzetek modszere

Az interpolacids feladatokndl (pl. a Lagrange interpolaciénél) abbdl indultunk ki, hogy
fliggvények egy F halmazabdl (pl. a Lagrange esetében F a polinomok halmaza volt)
vélasztottunk egy olyan f fiiggvényt, mely pontosan illeszkedett a megadott (z;,y;) alap-
pontokra (azaz az Osszes i-re f(x;) = y; kellett legyen).

Ez abban az esetben, ha az F fiiggvények terében kevesebb a szabad paraméter, mint
amennyi alappontunk van, nem mindig lehetséges: polinomok esetében ez a probléma nem
allt fenn, n alappont esetében mindig talalhatunk egy legfeljebb n — 1-edfoki polinomot,
mely illeszkedik az Osszes alappontra, de pl. ha korlatozzuk F-et (pl. konkrétan egy
méasodfoku polinomot akarunk illeszteni), akkor mar el6fordulhat (ilyenkor akér méar négy
alappont esetében is), hogy az egész F térben nincs egyetlen fiiggvény sem, mely pontosan
illeszkedne.

Ezt mondhatjuk tgy is, hogy az illesztési alapproblémank tilhatarozott.

Annak, hogy nem akarunk feltétlentil pontos illesztést keresni, csak egy ,kozelitot”,
az is lehet az oka, hogy az input ,,zajjal terhelt”, pl. mérési hibdk miatt, ilyenkor eleve
interpolacional is indokolt megengedni valamekkora hibéat az illesztésben.

Optimalizalési problémaként felirva egy olyan f € F fiiggvényt keresiink, melyre a
hibdk négyzetosszege, azaz a i( f(x;) — y:)* kifejezés értéke minimélis. Felmeriilhet,
hogy miért épp a négyzet('jsszgglet és nem mondjuk egyszertien a tavolsagok Osszegét
akarjuk minimalizalni; erre az egy véalasz, hogy ha pl. a hipotézisiink egy linedris
Osszefliggés (azaz feltesszik, hogy f(aq,...,a,) = > a;x; valamilyen z; egyiitthatdkra,
és a F figgvényteriink az ilyen alaki fiiggvényekbdl &ll), akkor az Ax = b egyenletben
adott A-hoz és b-hez keressiik az x-et, ahol is b-t olyan mérési hiba terheli, hogy a ,,val6di”
b vektor helyett minden b; érték helyén egy y; = b; + €; ,,mért” érték szerepel (az €; az
i. méréshez adédott zaj, melynek értékét persze nem ismerjiik), és még az is igaz, hogy
ezek a zajok (az € értékek) fiiggetlenek, azonos szérasiak és varhato értékiik 0, akkor a
Gauss-Markov tétel szerint a legjobb torzitatlan becslését az x-nek ugy kapjuk, hogy az
Ax — y kiilonbségvektor kettes norméjat, vagyis ||Ax — y||o-t minimalizdljuk.

Emlékezziink vissza: ez a kiilonbségvektor koordinatainak négyzetosszegének a
négyzetgyoke. Mivel a gyokvonas egy monoton fliggvény, a kettes normanak pontosan
ugyanott lesz a minimumhelye, mint a négyzetosszegnek, tehat a legjobb x-et pon-
tosan a legkisebb négyzetek maddszerével kapjuk: olyan x-et keresiink, melyre Ax — y
koordinatankénti négyzetosszege a minimalis, ebben a vektorban pedig pont a hibdk sze-

repelnek ]

!Egyébként azért is a hibdk négyzetdsszegét szoktuk gyakorlatilag mindenféle fiiggvénynél min-
imalizalni, nem csak a linedris esetben, mert sokszor kényelmes vele szamolni: a minimumhely
meghatarozasahoz, ha a derivaltat nulldval tessziik egyenlévé, akkor els6foki egyenletet kapunk.



1.1 Linearis illesztés

Ha ténylegesen (tobbdimenzids) linedris illesztést szeretnénk végezni a legkisebb négyzetek
mobdszerével, azaz adott A-hoz és y-hoz akarjuk kiszdmitani azt az @x-et, mely mini-

malizdlja ||Ax — y||>-t, ahhoz a kdovetkezd tételt tudjuk hasznalni:

Tétel 1.1. Tegyiik fel, hogy A € C™*" b e C™ és AT A nem szinguldris. Ekkor |b— Az,

a minimumdt abban az x* vektorban veszi fel, amelyikre az
AP Az = Afp
normdalegyenlet teljestil.

Valds szamok esetén (ami egyébként gyakorlatban altaldban szerepel) persze a kon-
jugélt transzpondlast (AX) dtveszi a hagyomanyos transzponalds (AT). Tovabb4 a fenti
egyenletrendszerre teljesiil az, hogy az A7 A szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, illetve
akar pozitiv definit, ha az A a rangja n. Ez a két feltétel pont a Cholesky felbontés al-
kalmazasat teszi lehetévé, amivel igy megoldhaté az egyenletrendszer és meg is kapjuk az
adatpontokat legjobban kozelit6 (legkisebb négyzetes értelemben) hipersikot. A megoldas
lépései tehat (ami teljesen megegyezik a Cholesky felbontdsnal tanultakkal), amennyiben

adott egy Ax = b formaban megadott adathalmaz:
1. Szorozzuk be az egyenletet Af-val, igy kialakul az A7 Ax* = A"b forma.
2. Adjuk meg az A7 A = LL" Cholesky felbontast, igy LL7x* = A7b lesz.
3. Az Lo x* = z helyettesitéssel oldjuk meg az Lz = A”b egyenletet z-re.

4. Oljuk meg az L7z* = z egyenletet z*-ra.

1.2 Polinomillesztés direkt és gradiens moddszerrel

Ha az F fiiggvényteriinkben n-edfoku polinomok vannak, és m adatpontunk van (ahol
m > n, tehat a feladat talhatarozott), az (x1,v1), ..., (Tm, ym) parok, akkor a legkisebb

négyzetek modszere szerint egy olyan

pe(r) = Q" + 012" '+ ...+ 60, 17+ 06,

polinomot keresiink (tehét az ismeretlen egyiitthatévektorunk most a © = (0,...,0,,)

vektor), mely minimalizélja a



négyzetes hibat. Ennek a figgvénynek a ©;, j = 0,...,n szerinti parcidlis derivéltjdt a

kovetkezoképp kapjuk meg:

m

0 .

—==J(0) =Y 2Ape(w:) — yi)a

00; —

hiszen a pe(z;) = Qo + 61271 + ...+ 6,_12; + O, kifejezés ©, szerinti derivéltja épp
n—j

Z;

Mivel igy megvan minden j-re a ©; szerinti derivéltunk, két lehetdség all elSttiink:

1. Felirhatjuk, hogy a ,,derivalt értéke 0", azaz a fenti gradiens vektort a nullvektorral
tehetjiik egyenlévé. Ekkor ©-ra rendezve egy A© = w alaki linearis egyenletrend-
szert kapunk, amit az 1.1. pontban latott linearis illeszté modszerrel megoldhatunk.
Ezt csak akkor szoktuk hasznalni, amikor kevés az adatpontok szama, részben a
nagy miveletigény miatt, részben pedig azért, mert ha A rosszul kondicionalt, akkor

numerikusan instabil is lesz a kapott eredmény.

2. Ehelyett gradiens moédszerrel, optimalizalassal is megkaphatjuk a megoldast: kiin-
dulunk egy © vektorbdl, majd iteracioval a fenti képlettel kiszamitott gradiensnek

egy a-szorosat kivonjuk (mert minimalizdlunk) minden egyes 1épésben, vagyis:

B
0=0-az5J(0)

egy ,,alkalmas” a 1épéskozzel.

2. Spline interpolacio

Sajnos az a probléma az korabban vett Lagrange interpolaciéval, hogy az interpolacios
polinom fokszdma né az alappontok szamaval, amelynek az a koévetkezménye, hogy
bizonyos esetekben indokolatlanul nagy hullamzasok jelennek meg a polinom grafikus
képében, két egymast koveté pont kozott. Ez annak tudhaté be, hogy az eredeti alappon-
tokat szolgaltaté f(z) fliggvény nem polinomidlis, és egy kozelité polinom csak gy tud
eleget tenni a feltételeknek, hogy kozben lokélis minimum és maximumhelyeken halad at.

Erre nydjt megoldast a spline interpoldcié. A lényege az, hogy kicsi fokszamu poli-
nomokbdl rakjuk ossze a kozelito polinomot, mégpedig gy, hogy elészor keresiink egy poli-
nomot az els6 két alappontra, majd a masodik és a harmadikra (és igy tovdbb), de mindezt
ugy tessziik, hogy kozben figyeliink az illeszkedési pontokban a derivélt értékekre (ezzel
biztositva a gorbék tokéletes illeszkedését, mivel a spline-ok akkor illeszkednek szépen,
ha az alappontokban nem csak az elsd, hanem a mésodik derivalt értéke is megegyezik).

Tehat a kis fokszamt polinomok mindig az egymast koveto két pont kozott értelmezettek.



Létezik els6foki, méasodfoki, harmadfoki és néhany magasabb foku spline is, de gyako-
rlatban a harmadfoku (cubic) splineok a legelterjedtebbek, hiszen amikor méar megvan egy
szakaszon a kozelités, és oda akarunk csatlakoztatni egy kovetkezo spline-t, akkor van két
adatponton érték, illetve a csatlakozasi ponton az elsé és a masodik derivalt. Ez négy
feltétel, amire egy harmadfoku polinomot tudunk illeszteni, (ahogy Lagrange-nél is, négy

szabadséagi fok harmadfokot ad), ezért haszndlunk épp harmadfoku spline-t.

3. Interpolacié Matlabban

Alapvetéen az interpl utasitast hasznaljuk Matlabban az interpolaciéra.
Altaldnos alakja az yO=interpl(x,y,x0), amely illeszt az x és y altal
(szigorian noévekvd sorrendben) megadott alappontokra, majd kiértékeli x0-
ban. Van egy altaldnos negyedik paramétere is, ami az interpolacié tipusa lehet
(‘ cubic','linear','nearest’','spline’ )

A polyfit utasitdst a legkisebb négyzetek moddszere szerinti interpoldcidra
hasznaljuk. Altalanos alakja a polyfit (x,y,n), ahol x és y az alappontok, n pedig
az interpolal6 polinom foka.

Legyen példdul egy A matrixunk, ami az alappontokat tartalmazza (elsé oszlop
az x, masodik az y koordindtdkat). Ekkor a koévetkez6képp tudjuk az interpolécidt

implementalni:

>> A

(1 1; 3 2; 4 4; 5 6; 8 8]1;
polyfit (A(:,1),A(:,2),1);

>> p
>> plot (A(:,1),A(:,2), 'r+',0:10,polyval (p,0:10))

A spline interpolécié esetében ez mar kicsit bonyolultabb:

>> A

(1 1; 3 2; 4 4; 5 6; 8 8]1;

>> s spline(A(:,1),A(:,2))

>> xx = linspace(0,10,101);
>> plot(A(:,1),A(:,2), =", xx,ppval (s,xx),"'=");
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