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1. Hatarozatlan integral

Hatarozatlan integral alatt az
[ @) = Pz

kifejezést értjiik, ahol F'(z) = f(z). Ez tehat nem més, mint a derivélds “megforditasa”.
Itt F(z)-et primitiv fliggvénynek nevezziik. Természetesen ha létezik f(x) integralja,
akkor végtelen sok létezik, ugyanis F(x)+c,c € Ris f(x) integralja lesz, hiszen a konstans

derivaltja mindig nulla.

2. Hatarozott integral

A hatdrozott integrél célja az, hogy egy adott f(z) fliggvénynek adott [a,b] intervallu-
mon szeretnénk a gorbe alatti (el6jeles) tertiletét kiszamitani. Ezt Riemann integrallal is
kozelithetjiik, melynek lényege, hogy az [a, b] intervallumon korlatos f(z) fliggvényen az

la, b] tartoményt n részre osztjuk gy, hogy:
a=x9g <11 <--<x) =0

Legyen

m; =inf{f(z) | # € [z, )]}, &
M; = sup{f () | x € [zj-1, 2]}
Ilyenkor a

=Y mj(x; —z;-1)
j=1

képlet definidlja a Riemann-féle als6 kozelito osszeget, a
up =y Mj(w; — xj00)
j=1

pedig a Riemann-féle felsé kozelito osszeget. Figyeljiik meg, hogy ezek a kozelité osszegek
figgvényt téglalapok segitségével kozeliti, ahol a téglalap magassdga m; vagy M;, a
szélessége pedig (x; — xj_1) (és igen, elGjelesen).
A Darboux-féle alsé integral az l,-k supremuma, azaz
I = sup{l, | p particié},

valamint a Darboux-féle fels6 integral a

I = inf{u, | p particié}.
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1. Abra.: A Riemann alsé kozelits Osszeg abrazolasa.
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2. Abra.: A Riemann felso kozelité 0sszeg abrazolasa.

Az f fiiggvény akkor Riemann integralhat6, ha I = I, és ilyenkor

[ =1

Egy adott intervallumon értelmezett fiiggvény hatarozott integralja egy szam, amely
a fliggvény gorbéje és az z-tengely altal adott intervallumon kozrezért teriiletet adja meg
el6jelesen. Gyakran hasznélt kiszamitasi médja a Newton-Leibniz formula, amely szerint

a hatarozott integrél felirhato:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).



3. Numerikus integralas

Numerikus integralas soran a feladat a fenti formula kozelitése, tehat egy f fiiggvény
hatérozott integraljat akarjuk kozeliteni az [a, b] intervallumon. Abbdl indulunk ki, hogy
az f fliggvény hatarozatlan integraljat (ha van neki egyaltalan) nem ismerjiik, viszont

adott z-re az f(x) fiiggvényértéket ki tudjuk (legaldabb kozelitéen) szémolni.

3.1 Kwvadratura-formulak

Egy kvadratira-formula az f fiiggvény hatérozott integraljara az [a,b] intervallumon a

kovetkezoképpen néz ki:

e Kiszamitunk wq,...,z, un. alappontokat (az adott formulatdl fiigg, hogy ezek
konkrétan hol helyezkednek el az intervallumon beliil, és n értéke is a formulatél

fligg), melyekre a < a1 < 29 < ... <z, <b.

e Meghatdrozunk minden z; alapponthoz egy w; sulyt (ez megint csak az adott for-

mulétol fiigg, hogy hogyan).

e A kvadratura-formula értéke Q,(f) = > w;f(z;), azaz az alappontokon felvett
i=1

fiiggvényértékek w; szerint silyozott Osszege.

Példaul kvadratira-formulara egy lehetéség, hogy csak egy alappontot vesziink, az x, =

“T*b felezépontot és a hozza rendelt w; suly az intervallum mérete, b — a lesz. Azaz,

(b—a) f(%£2) egy kvadratira-formula. Grafikusan abrézolva:

Y

\//

a=—1 =1 b=3

A képen lathaté fliggvényre ez a kvadratira-formula a szines téglalap tertiletét adja,

hiszen ez egyenlé (b— a) (ez a téglalap alapjanak a hossza) szorozva f(%)-vel (ez pedig

a téglalap magassiga).



Ennek a médszernek a neve téglalap-szabdly, és ez a legegyszeriibb kvadratira-formula,

de szamos masik is létezik.

3.2 Interpolaciés kvadratira-formulak

Eszrevehetjiikk, hogy a téglalap-szabdly alkalmazdsakor vesziink egy x; alappontot a
megadott intervallumban (ebben a szabdlyban az alappont az intervallum felezépontja
lesz), majd arra illesztiink egy polinomot (egy alappont esetében az illesztett polinom
nulladfokd, vagyis konstans), és ennek a polinomnak a (kénnyen szamithat6) hatérozott
integraljat vessziik.

A modszer azért gyors, mert a polinom integralasat elore elvégezziik, és a sziikséges
szorzokat fogjak tarolni a sulyok, amikkel az alappontokat silyozzuk be. Pl. a téglalap-
szabalyndl az [a,b] intervallumon az z; = “TH), y1 = f(x1) pontra illesztett nulladfoku
(konstans) polinom képlete y = f(x1), ennek hatarozott integrélja az [a, b] intervallumon
f(z1)(b — a), igy kaptuk meg a w; = (b — a) stlyt.

Altaldban ha egy kvadratura-formula megkaphaté a kévetkezo alakban:
e Meghatarozzuk a mdédszertol fliggben az x4, ..., x, alappontokat,

e A kvadratira-formula értéke az (x;, f(x;)) pontokra illesztett Lagrange-interpolécids

polinom [a, b]-n vett integralja legyen,

akkor ezt interpoldcios kvadratira-formuldnak nevezziik. Tehat a téglalap-szabaly példaul
egy interpolaciés kvadratira-formula.
Ha emléksziink, akkor az (x;, f(z;)) pontokra illesztett Lagrange-interpolacids polinom

eloall a kovetkezo alakban:

Z f(xi)Li(x),

ahol L;(z) az (adott x-ekhez tartozd) i-edik Lagrange-alappolinom. Ennek integrélja
pedig

n

/abi f(x;) Li(z)dr = Z(f(xz) /ab Li(x)dx>,

i=1

tehét egy interpolédcids kvadratira-formula mindig kvadratira-formula, a w; = fab Li(z)dz

sulyok megvalasztasaval.

3.3 Newton-Cotes formulak

Még ha interpolacios kvadratura-formulakat is szeretnénk hasznalni, akkor is fenndll a
kérdés, hogy hogyan valasszuk meg az alappontokat? (Ha az alappontok megvannak,
akkor a sulyok meghatérozasa egyértelmi, mert az L;(x) alappolinomokat megadjik az

alappontok, és a silyok ezeknek a hatarozott integréljabdl dllnak el6.)



A legegyszeriibb mddszer az, ha az [a,b] intervallumot ekvidisztdnsan, vagyis egy-
forma méretli intervallumokra felosztjuk, és ezeknek az intervallumoknak a végpontjait
valasztjuk alappontoknak, ezekre irjuk fel az interpolaciés kvadratira-formulat. Az ilyen
alakban el6allo interpoléacids kvadratura-formulakat Newton-Cotes formulaknak nevezziik.
Ezen beliil megkiilonboztetiink nyitott és zdart Newton-Cotes formuldkat: ha az a és a b
értékek is alappontok, akkor a formula zart, ha pedig nem, akkor nyitott formularol
beszéliink.

Példaul a téglalap mddszernél két egyforma intervallumra osztottuk az [a, b] interval-
lumot, és a kapott harom végpont koziil az a-t és a b-t nem hasznéltuk, csak a kozépsot;
igy a téglalap mddszer masképp mondva az 1 alapponti nyitott Newton-Cotes formula.

Nyilvan egy n alappontu nyitott Newton-Cotes formuldanal n 4+ 1 egyenld részre kell
osszuk az intervallumot, egy n alappontu zart Newton-Cotes formulandal pedig n — 1
egyenlo részre.

A legegyszerlibb zart Newton-Cotes formulanak tehat két alappontja van, a és b. Két

alappontra els6foku (linedris) polinomot tudunk illeszteni, ahogy az dbra mutatja:

Y

/f(T)

x
a=x1=—1 b=x,=3

Mivel a kapott sokszog az abran egy trapéz, ezért a két alappontd zart Newton-

Cotes médszert hividk trapéz-szabdlynak is. Képlete 1 = a, x5 = b és wy; = wy = 52,

2
azaz ( fla) + f (b))b_T“, melynek levezetése: az x1,x, alappontokra illesztett Lagrange

alappolinomok L;(z) = =2 és Ly(z) = ;=1 azaz az ¥1 = a, T2 = b esetben le(x) =
220 ¢s Lo(x) = 22, nekik a hatdrozatlan integraljuk pedig F(z) = [ =2 dz = 2(;_22;”, és

igy az Ly Lagrange-alappolinom hatérozott integralja az [a, b] intervallumon

V=2 —a®+2ab  —(a®+b*—2ab) —(a—b)® b-ua
B(b) = Fila) = 2(a —b) ~ T 2a-b)  20@-b 2

ez az els6 alapponthoz tartozé sily, a mésodikhoz tartozé pedig hasonlé médon az Fy(z) =



z2—2ax
b—a 2(b—a)

—
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I
2
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hatérozott integralja az [a, b] intervallumon,

b* —2ab—a*+2d*> (b—a)*> b—a
2(b) = Fo(a) 2(b— a) 25b—a) 2

igy a masodik alappont wy stlya is b’T“ lesz, igy jon ki a trapéz-szabaly képlete, még

b—a
=4
Az utolsé , nevesitett” Newton-Cotes formula a harom alapponti zart mddszer, mely

egyszer: Ty = a, o = b és wy = wy =

tehat egy mésodfoku polinom hatarozott integraljaval kozelit, a harom alappont pedig

T =a, Ty = ‘IT”’ és x3 = b. A silyok (melyek a fentihez hasonlé médon kijonnek) pedig
W, = Wy = I’_T“ és wy = @. Ezt a kvadratara-formulat Simpson-szabdlynak nevezziik.

3.4 Osszetett kvadratiura-szabalyok

A polinommal torténo interpolacié pontossiaga az alappontok szamanak novelésével nem
javul sziikségszertien (attél az esettdl eltekintve pl, mikor maga az f(x) integralandé
fliggvény maga is egy polinom), haromndl t6bb alappont esetében méar dltaldban tul ,,vad”
a polinom. A mddszerek pontossagat javitani igy szoktdk, hogy az [a, b] intervallumot
felosztjak (mondjuk) n egyforma részre, és a részekre kiilon-kiilon egy kvadratira-formulat
(pl. trapéz- vagy Simpson-szabalyt) alkalmaznak. Az ilyen alakban el6allé kvadratira-
formulakat Osszetett kvadratira-szabdlyoknak is nevezik. A kovetkezd abra példaul az
intervallumot 4 részre felosztd, majd a részeken egyenként trapéz-modszert alkalmazo

osszetett kvadratira-szabalyt illusztralja:

a=-—1 b=3

Ennek a kvadratura-szabalynak az alappontjai, ha n részre osztjuk az eredeti intervallu-

mot (tehdt n+1 alappontunk lesz), o, ..., x,, ahol z; = a—i—ib_Ta és a silyok wy = w,, = 1’2_—”“
bsWyg = ... =Wy,_1 = b_T“ (Ez kijon gy, hogy egy-egy trapézban a stilyok Z’Q_—n“, a kis inter-

vallumok hosszanak a fele, és a két széls6 pont kivételével minden alappontot kétszer kell



szamolni, mert két trapézban jatszanak szerepet.) Nevezik dsszetett trapéz szabdlynak,
vagy trapéz modszernek is.

Ha az al-intervallumokon egyenként Simpson-szabalyt alkalmazunk, az igy eléallo
kvadratira-formulat osszetett Simpson-szabdlynak, vagy Simpson-mddszernek nevezik: ha
n intervallumra bontjuk az eredeti [a, b] intervallumot, igy (mivel minden intervallumon
Simpson-szabdlyt alkalmazva még ezeknek a felezépontja is bejon) lesz 2n+-1 alappontunk,

X0, L1, ..., Lo, ekvidisztansan elosztva, vagyis x; = a + z'bQ_—n“, a sulyok pedig, ha h jeloli a

b—a h

intervallum-hosszt, akkor wy = wq, = ¢, w; = %, ha 1 <7 < 2n paros és w; = %, ha

1 <@ < 2n pératlan.
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