KOZELITO ES SZIMBOLIKUS SZAMITASOK

12. GYAKORLAT

Konjugalt gradiens modszer

Készitette:
Gelle Kitti

Csendes Tibor

Vinké Tamas

Farago Istvan
Horvath Robert
jegyzeter alapjan



1 LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

1. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

A Konjugalt gradiens médszer olyan linedris (azaz Ax = b alaki) egyenletrendszerek
megolddsara alkalmas, melyekben az A egyiitthatémdtrix szimmetrikus (azaz A = AT),
pozitiv definit (azaz V& # 0 T Az > 0) és valés (tehat A € R™ ™). A mddszer ugyan
véges lépésben képes lenne pontos aritmetikaval megtalalni az x* megoldast, viszont a
kerekitési hibdk miatt mégis iteracios modszerként tekintiink ra.

A fenti tulajdonsagu matrixok sokszor adédnak optimalizédlasi feladatok, vagy parcialis
differencialegyenletek megoldasakor, s mivel ezek lehetnek nagy, ritka matrixok is, a direkt
modszerek alkalmazasa nem hatékony. A konjugalt gradiens modszer viszont hatékonyan
oldja meg az ilyen tipusu egyenletrendszereket is.

Az alapotlet az, hogy megadunk egy tobbvaltozos fiiggvényt, melynek globdlis mi-
nimumhelye az egyenletrendszer megoldasa. Ezt a minimumbhelyet keressilk meg egy

megfelel iteracids eljarassal. Vegyiik a

O(x) = %mTA:c —x’b
n-valtozds fliggvényt. Az Osszeszorzott matrixok mérete szerint a jobb oldali kifejezés
valéban egy valds szdmot (egy 1 x l-es métrixot) rendel minden vektorhoz. Megmu-
tathatd, hogy ennek a kvadratikus fiiggvénynek egyetlen globdlis minimumhelye van az
R”™ halmazon és ez pontosan az Az = b egyenletrendszer megoldésa(azaz az * = A~'b
pontban), a minimum értéke pedig —b” A~1b/2.
A O(x) figgvény mindegyik valtozéja szerint parcidlisan derivdlhat6, igy minden

pontban értelmezve van a fiiggvény gradiense. Most kiszamitjuk a gradiensfiiggvényt.

Hatérozzuk meg a 6(x) fiiggvény x) véltozd szerinti parcidlis derivéltjat (kK = 1,...,n).
Ekkor
1 n n n
‘9(13) = 5 Z Z aijxixj — Z ijL’j
i=1 j=1 ]

Elhagyva az xp-kat nem tartalmazé tagokat (derivalaskor azok ugyis kiesnek) kapjuk,

hogy

agit) = ; ag;Tj — by.

Azaz a gradiensfiiggvény V(0(x)) = Ax — b. Egy linedris egyenletrendszer esetén
az r = b — Ax vektort maradékvektornak (vagy rezidudlis vektornak) hivjuk. A
maradékvektor megmutatja, hogy egy adott x vektor esetén mekkora az eltérés az egyen-
letrendszer két oldala kozott. Nyilvanvaléan & = x* esetén r = 0. Fontos észrevétel,
hogy a gradiensvektor a maradékvektor (—1)-szerese.

Az Ax = b linedris egyenletrendszer megolddsa tehdt a 6(x) figgvény mini-

mumhelyének megkeresésével egyenértékii.
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Példa: Tekintsiik a 2x; = 4, 8xy = 8 egyenletrendszert, melynek megoldasa =7 = 2,

x5 = 1. Ekkor ez a megoldas lesz a
O(x) = 22 + 4a3 — 4w — 819 = (21 — 2)* +4(zy — 1)? — 8

kétvaltozos fiiggvény minimuma. A ¢ = 0 értékhez tartozd szintvonal egyenlete

(z1 —2)*  (z2—-1)°
=1
s T :

ami egy x* kézépponti V8 és /2 féltengelyii ellipszis egyenlete, ahogy az az abran is
latszik.

Szemléletesen a 6(x) fliggvény minimumhelyének megkeresése tulajdonképpen egy
olyan feliilet ,,legmélyebben” fekvo pontjanak megkeresése, melynek szintvonalai kon-

centrikus hiperellipszoidokﬂ

2. Konjugalt gradiens médszer

Ismert, hogy egy tobbvaltozds fiiggvény a gradiensvektoraval ellentétes irdanyban
csokken a leggyorsabban. Igy kézenfekvének ldtszik mindig a gradiensvektor (—1)-
szeresét (ami a kordbban mondottak szerint éppen az adott pontbeli r = b — Ax
maradékvektor) valasztani keresési irdanynak. Az igy nyert iterdciés moédszert a 0(x)
fiiggvény minimumhelyének megkeresésére gradiens-modszernek, méasképpen a legmere-
dekebb ereszkedés modszerének hivjuk. Azonban a keresési irany ilyen megvéalasztdsa lassu
konvergenciat eredményez sok esetben. Ezt kiiszoboli ki a konjugalt gradiens modszer.
Adott keresési irdny mentén nem kell adaptiv médon meghatérozni a 1épéskozt (mint
altaldnos nemlinedris minimalizdlds esetén kellene), mert az optimdlis a kozvetleniil
megadhato. Mivel az 1j vektorunk az s, keresési irdny mentén @, + ais, lesz, igy

a O(xy + agsy) értéket kell minimalizdlnunk « fliggvényében az optimadlis « 1épéskoz

legy hipergémb képe egy invertalhaté linedris transzformécié mellett
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bedllitasdhoz. Ezt a minimumot ott veszi fel, ahol az « szerinti derivéaltja ennek a kife-

jezésnek 0. Ezt kiirva:

0 0
0= ——0(zy41) = Ve(warl)T_warl = (Azpq — b)T(a_a<$k +asy)) = _TnglSk‘

oo 196

Az 1j rezidudlis vektort ki lehet fejezni a régivel és a keresési irannyal:
Ty =b— Axp = b— Al + asy) = (b — Axy) — aAsy = rp — aAsy.

Behelyettesitve a fenti 0 = —rgﬂsk-ba a most kapott ri,1 = 1y — aAsg-t kapjuk,
hogy (aAsy — ri)7 s, = 0, dtrendezve ezt kapjuk, hogy (aAsy)?s; = r} s, ami ugyanaz

mint asi ATs; = r] s, amibdl azt kihasznélva, hogy AT = A azt kapjuk, hogy

skry,

A =
sk Asy

Mig a gradiens mddszer mindig a gradienssel ellentétes irdnyaban keres, a konjugalt
gradiens ugy miikodik, hogy az sy, keresési iranyt ugy allitja be, hogy az A-ortogondlis
legyen az s; keresési irdnyra (és az Osszes megeléz6 keresési irdanyra is), ennek a tulaj-

donségnak a definicidja:

Definicié 2.1. Adott egy A € R™" szimmetrikus, pozitiv definit mdtrix. Azt mondjuk,
hogy az x és y vektorok A-kongugdltak (vagy A-ortogondlisak), ha T Ay = 0.

Linearis algebrai azonossagok alkalmazasaval kijon, hogy ehhez az 1j keresési iranyt

az .
Tir1Th+1

Sk
riry,

Sk41 = Tpy1 +

képlettel kapjuk meg. Az elsé iteracioban s;-et a maradékvektorral tessziik egyenlové.

2.1 Konjugalt gradiens-moddszer iterativ algoritmusa

Az A € R™" pozitiv definit méatrix, b € R™ adott vektor, x € R" tetsz6leges kezdévektor.
Az els6 keresési irdny, s; és ry is legyen az x gradiensének (—1)-szerese.

Amig nem teljesiilnek a megallasi feltételek a kovetkezoket iteraljuk:
1. ap = (rfr)/(sf Asy)
2. Ty = @ + Sk
3. Tyl =T — apAsy

4. Brp1 = (""g+17'k+1)/("°grk)
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D. Skt1 = Tk+1 + Br+18k

Vegyiik észre, hogy az «y értékét most kicsit mas formaban hataroztuk meg. Ervényes
viszont, hogy rlsy = rl(ry + Bisi_1) = rir, + Biris,_1 = rirg, mivel az 7,
rezidualis vektor merdleges az s, 1 keresési iranyra, hiszen lattuk, hogy az optimélis
«a meghatarozasakor 0 = —rfﬂsk kell teljesiiljon.

A megallasi feltétel szokas szerint az, hogy a felhasznalo eldirja, hogy az utolsé néhany
iterdlt kozelités eltérése és a linedris egyenletrendszer két oldala kiillonbsége norméja ezek-
ben a pontokban adott kis pozitiv értékek alatt maradjanak.

Egy megvaldsitasa Matlabban:

1 function [x] = conjgrad(A,b, x)
2 r=b—A*x;

3 p=r;

4 rsold=r'~x*r;

5

6 for i=1l:length (b)

7 Ap=A*p;

8 alpha=rsold/ (p'*Ap);
9 x=x+talphax*p;

10 r=r—alphaxAp;

11 rsnew=r'x*r;

12 if sgrt (rsnew)<le—10
13 break;

14 end

15 p=r+ (rsnew/rsold) *xp;
16 rsold=rsnew;

17 end

18 end

3. Nemlinearis optimalizalas

A konjugalt gradiens médszer nemlinearis optimalizalasra is alkalmas, ha minden iteracios
lépésben az eredeti célfiiggvény kvadratikus modelljére alkalmazzuk (az adott pontbeli
fiiggvényértékre, a gradiensre és a Hesse métrixra vagy ezek kozelitésére tamaszkodva).

A lineéris verzidhoz képest 3 dolgon kell valtoztatnunk: a rekurziv formula a rezidualis
vektor kiszamitasahoz nem hasznédlhatd, nehezebb kiszamolni az « 1épéskozt, és a [
megvalasztasara tobbféle lehetdségilink is van.

A nemlinearis konjugdalt gradiens mddszerben a rezidudlis vektort mindig a gradiens
—1-szeresére valasztjuk (azaz 7, = —f'(xy), ha [ a fliggvényiink). A keresési irdnyt

ugyanugy megkaphatjuk, mint linearis esetben, viszont a ,keresés” kicsit bonyolultabb,
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mint a linedris konjugdlt gradiens esetében. Az ay-t ugy vélasztjuk, hogy az f(xy + oy sk)
fiiggvényt minimalizélja ugy, hogy a keresési iranyra merdleges legyen a gradiens.

A nemlinedris konjugalt gradiens médszer esetén a § kiszamitasara tobb kiilonb6zo,
egymassal nem ekvivalens eredményt adé modszer van. Két lehetdség példaul a Fletcher-

Reeves formula, amit a linedris modszerben is alkalmazunk, és a Polak-Ribiéere formula:

T T
BFR _ Thr1Tk+1 BPR — 1 (The1 — Tk)
YT N rTy
klk LTk

A Fletcher-Reeves mddszer akkor konvergens, ha a kiindulasi pont elég kozel van a
keresett minimumhoz, a Polak-Ribiere modszer pedig ritka esetekben végtelen ciklusba
esik és nem konvergédl. Azonban a Polak-Ribiere gyakran sokkal gyorsabban konvergél.

Tehat a nemlinearis optimalizalasra hasznalhaté konjugélt gradiens modszer 1épései a

kovetkezok:
1. So =T = —f/(wo)
2. Keressiik azt az ag-t, ami minimalizélja az f(x) + oysy) fliggvényt

3. Tpy1 = Tp + g8y

4. vy = —f/(karl)
rI r T (r —Tk)
5. Brt1 = %, vagy Brt1 = max{%ﬁ}

6. Skt1 = Tht1 + Butr1Sk

A moédszer egy problémaja, hogy egy f fiiggvénynek tobb lokalis minimuma is lehet,
ekkor a nemlinedaris konjugélt gradiens mddszer viszont nem garantalja, hogy a globalis

minimumot kapjuk eredményiil.
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