Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 01
Figgvények nagysagrendje

Miért? Nem akarunk pontos id8igényekkel szdmolni (mint pl. n® 4 2n? + 16n — 2 helyett csak
annyit szeretnénk mondani, hogy ,,kobos”).

Futésidot és tarigényt leird f fiiggvényekkel fogunk szamolni, ezért hallgatélagosan feltessziik,
hogy ezek a fiiggvények monoton novéek lesznek (,nagyobb inputra tovabb fut és tobb téarat
hasznél”)

A fiiggvények kozotti kapcesolatok lefrasira az O (e. ,,0rdé”), o (,ordd”, ,kisordd”), ©
(,,Théta”), Q (,,Omega”) és w (,,omega”, , kisomega”) jeloléseket fogjuk hasznalni. Ezek kb. a
<, <, =, >, > kapcsolatok lesznek (de nem tgy, hogy ,,minden n-re”, hanem ,,egy idé utén,
egy kiiszObszdm utdn minden n-re”). Erre lathatunk példét az . Abrén.

A matematikai definicié ez:

(“ Definicidé N

Ha f és g: N — N fiiggvények, akkor. ..

o f = 0(g), ha van olyan ¢ > 0 és ng > 0, hogy no < n = f(n) < c-g(n); (ez kb. az

f<g9)

e f =0(g), ha minden ¢ > 0-ra van olyan ng > 0, hogy ng < n = f(n) < c-g(n); (ez
kb. az f < g)

o f =0O(g), ha f =0(g) és g = O(f); (ez kb. az f = g)

o £ =0Q(g), ha g=0O(f); (ezkb. az f > g)

o f=w(g), hag=o(f). (ezkb. az f > g)
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1. Abra.: Példa f(n) = O(g(n))-re




1. Feladat Mutassuk meg, hogy 3n = O(%)!

Megoldas

Az O kapcsolathoz a def szerint mondanunk kell egy jé c-t és egy jo no-t. Példaul, ha ¢ = 300
és ng = 1, akkor: ;) ha 1 < n, akkor 3n < 300 - f—(i]”, ami igaz, hiszen

2

3n < 300 - 17(1)—0 egyszerisités

3n < 3n? osztés 3n-nel
1<n

és kész is.

2. Feladat Mutassuk meg, hogy 3n = 0(%)!

(Az el6z6héz képest annyi a kilonbség, hogy O helyett o van. Intuitive érezzik is, hogy a
négyzetes fligguény ,,tényleg”, szigorian gyorsabban nd, mint a linedris.)

Megoldas

Az o kapcsolathoz a def szerint a ¢ > 0-t kapjuk, és ehhez kell adjunk egy ngy-t, amire kijon az
f(n) <c-g(n), hang <n” képlet.

Ha pl. az ng := %—t vessziik, akkor:

—<n
c
3< Fc()n SZOTZAS 1—(0)0-za1
2
3n < cm szorzas n-nel

és kész is vagyunk.

Ez persze olyankor, mikor mindketté valami polinom(szeril) fiiggvény, ilyen egyszeriien, a
definiciéval is kijon. De nem mindig ilyen egyszerti input c-hez megadni egy konkrét ng-t.
Szerencsére van, amit tudunk hasznalni:

4 Allitas \

Ha lim,, o

e =0, akkor f = o(g):

e < 00, akkor f = O(g).




Persze nem minden fiiggvényre 1étezik ez a hatarérték, de a gyakorlatban eloforduld futasido-
elemzésekben szinte mindig létezik és ki is lehet szamitani.

Ezzel a médszerrel mér 6ssze tudjuk hasonlitani pl. a logn és a y/n fiiggvényeket is. Kozben a
[’Hopital szabalyt is alkalmazzuk.

I Hopital szabély]

Ha f, g a val6sakon értelmezett, derivalhaté fiiggvények, és lim,, o f(n) = lim, o, g(n) =
f(n) f'(n)
g(n) g'(n)’

oo, akkor lim,, . = lim,, o

3. Feladat Mutassuk meg, hogy logn = o(y/n)!

(“ Hasznos N

Ezen a kurzuson a log mindig kettes alapti. Ha valaki esetleg nem emlékszik:

e logn derivaltja ﬁ

o /n derivéltja pedig, mivel \/n =n'/? gy in~'/? azaz ﬁ

e 2" derivaltja In2 - 2"

Megoldas

Itt mar nagyon nehéz (sét, szinte lehetetlen) lenne minden c-re egy alkalmas ng-t kézzel megadni.
Ehelyett hatarértéket szamolunk:

1 ‘Hopita —1 2 2 2 1
lim O Tt L'Hapital lim ln%'” = lim vn = lim vn = — lim —,
n—00 \/ﬁ n—00 ——— n—oo N2 -n In2 nso0o n In2 n—oo \/ﬁ

2Vn

ami 0, hiszen a szdmlal konstans, a nevezd pedig végtelenbe tart. Tehat logn = o(y/n).

Persze a L’Hopital-szabalyt tobbszor is alkalmazhatjuk:

4. Feladat Mutassuk meg, hogy (logn)? = o(/n)!

Megjeqyzés: ezen az drdn a (logn)?-et sokszor log® n-nel fogjuk jeldlni.

Megoldas

Megint hatérértéket szdmolunk, log® n derivéltja 2logn - —, ¢/n = n'/?-é pedig tn=%/3:
lim log” 1 L' Hepital lim 2logn—— 6 - logn 6 T 18 lim 1
n—00 \3/5 e %n—2/3 o In2 nsoo nl/3 - In2 n—oo %n—2/3 o (ln 2)2 n—oo nl/3’




ami 0, tehat tényleg log”n = o(n'/?).

Ennél altalanosabban, az is igaz, hogy ha f egy polilogaritmikus fliggvény (azaz log® n alaku
valamilyen k konstansra), g pedig n® alakd valamilyen € > 0 konstansra, akkor f = o(g), kijon
k darab L’Hopital szaballyal.

5. Feladat Mutassuk meg, hogy n? = o(2")!

Megoldas

Héarom L’Hopital szabalyt alkalmazva:

oond i 3n? i 6n _
Im —=1lm —=1lm — = lim ———,
n—oo 2" n—=ooln2-2" n—oo (ln 2)2 - 2" n—oo (ln 2)3 AL

ami 0, hiszen a szamldlé konstans, a nevezé meg végtelenbe tart.

Ennél altalanosabban is igaz: ha f egy polinomfliggvény, g pedig egy a” alakt exponencialis
valamilyen a > 1-re, akkor f = o(g).

6. Feladat Mutassuk meg, hogy 4™ = o(n!).

Megoldas

Ugyan a limeszt felirhatjuk, de az n! fiiggvény nem terjed ki olyan kénnyen valésra, mint az
eddig latottak, igy ezt rendorelvvel csindljuk meg: megmutatjuk, hogy alulrél is, felilrdl is O
egy korlatja a hatarértéknek. Tehat csak O lehet.

N
0< lim —
n—oo N!
ez konnyt, hiszen két pozitiv érték hanyadosa pozitiv, pozitiv szamok halmazanak pedig a 0
mindenképp alsé korlatja lesz.

A felso korlat kicsit tritkkosebb. A koévetkezdt szeretnénk kapni:

n

lim — <0

n—oo N!
frjuk ki néhany tagig:
5 4-4-4-4-4-4-...-4 <0
m
123456 -om =
A tort értékét noveljik, ha a nevezot csokkentjiik. Allftsuk mondjuk az 5-nél nagyobb
tényezoket 5H-re:

oo 4-4-4-4-4-4-...-4 .o 4-4-4-4-4-4-...-4
lim < lim
nso0l-2-3-4-5-6----- n " ns001-2-3-4-5-5----- 5

Ez az utébbi pedig nem mas, mint

ami pedig azért 0, mert egy 1-nél kisebb konstanst hatvanyozunk n — 4-re, ami végtelenbe tart.

Tehat a hatarérték tényleg 0.




