Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 05

Grafos visszavezetések 1.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ

e Input: G = (V, E) irdnyitatlan graf, 0 < k < |V(G)]| szdm (ahol V(G) a G graf csicsainak
halmaza)

e Output: van-e G-ben k db olyan csics, amik paronként nem szomszédosak?

Példéul:

Nem (pl. mert A,B,C koziil
max egyet tudunk
kivalasztani és D,E koziil is
max egyet)

( Igen, példéul C és E. )

( A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes. )

1. Feladat Mutassuk meg, hogy a KLIKK probléma NP—nehé
KLIKK

e Input: G = (V, E) irdnyitatlan graf, 0 < k < |V(G)| szdm

e Output: van-e G-ben k db olyan csucs, amik paronként szomszédosak?

[ Klikk: teljes graf, vagyis olyan graf, ahol minden csiics minden masikkal 6ssze van kotve.

Példaul: (Kg, K4 és K5>

!minden mai probléménk konnyen ldthatéan NP-ben van, ezért ezt nem nézziik meg kiilon, de mindegyik
NP-teljes is.




Megoldas
Visszavezetjik a Fiiggetlen csucshalmazt (FCSH) erre!
FCSH KLIKK

<
(G, k) — (G' k)
G-ben van k elemi FCSH < G’-ben van k' elemii Klikk

Inputkonverzié: G' = G (azaz G komplementere) és k' = k
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egy tanut is, abbdl tudunk késziteni tanit az inputkonverzié outputjaban, és forditva.

Itt példaul az inputhoz egy tani egy k-csucsu fiiggetlen csticshalmaz, az outputban ugyanaz
a csucshalmaz egy k-cstcsu klikké, vagyis ottani tanuva valik, és az output-beli k-cstcsu
g klikk (az ottani tanu) pedig eredetileg egy k-csicsi FCSH kellett legyen.

[ Ahhoz, hogy lassuk ennek helyességét elég azt meggondolni, hogy ha az inputhoz kapunk h
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2. Feladat Mutassuk meg, hogy a CSUCSLEFEDES probléma NP-nehéz!
CSUCSLEFEDES

e Input: G = (V, E) irdnyitatlan graf, 0 < k < |V(G)| szdm

e Output: lefoghaté-e minden G-beli él legalabb egyik végpontja max k db
csuccesal?

Példaul:

( Igen, példaul {A,C,D}. )

Nem, mert a haromszoghoz
legaldbb 2 a |-hoz pedig
legalabb 1 kell.




Megoldas
Visszavezetjik a Fiiggetlen csucshalmazt (FCSH) erre!
FCSH CSUCSLEFEDES

<
(G, k) — (G' k)
G-ben van k elemi FCSH < G’-ben az élek lefedhetdk k' darab csticesal

Inputkonverzié: G' =G és k' = |V(G)| — k
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Vegyiik észre, hogy az inputban egy X fiiggetlen csicshalmaz (=tant) épp azt jelenti, hogy
koztitk nem megy él, vagyis minden élnek legaldbb az egyik végpontja V(G) — X-ben van,
ami pont azt jelenti, hogy V(G) — X egy lefogd cstcshalmaz, elemszama pedig épp k'

A masik irdnyba pedig hasonléan, egy k’-elemii lefogd csicshalmaz komplementere egy
k-elem(i FCSH lesz. Tehét megint tantibdl tanit tudunk késziteni, igy a (nyilvan polinom-

. idejli) visszavezetés tartja a vélaszt. )

3. Feladat Mutassuk meg, hogy a DOMINANS CSUCSHALMAZ probléma NP-nehéz!

DOMINANS CSUCSHALMAZ
e Input: G = (V, E) irdnyitott graf, 0 < k < |V(G)| szdm

e Output: van-e G-ben olyan k elemii csiicshalmaz, amibdl az 6sszes tobbi cstcs egy
lépésben elérhet6? Vo ¢ X Jye X (y,z) € E(G)
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Példaul:

( Tgen, példul X={C,D}. )

Vegyiik észre: a forras csicsokat (amikbe nem megy él) ilyenkor mindig ki kell
vélasztanunk, a nyel6 csicsokat (amikbél nem jon ki él) viszont felesleges kivalasztanunk,
hasznosabb, ha egy 6stiket valasztjuk inkabb.




Megoldas

Visszavezetjiik a Csucslefedést erre!

CSUCSLEFEDES < DOMINANS CSUCSHALMAZ
(G, ]f) = (Gl, k/)

G-ben van k elemii lefogé < G’-ben van k elemii dominéns

Inputkonverzié(vl):

Megjegyzés: itt nem lesz elég csticsokbdl cstcsokat csindlni. A CSUCSLEFEDES esetén
csucsokkal éleket fogunk le, itt viszont csucsokkal kéne csucsokat.

Otlet: legyenek G’ csticsai a G csticsai és élei

1. ha G-ben c-re illeszkedik e él = ¢ — e legyen él G'-ben
2. VYA, B csticsok kozott is A — B is legyen él
3. K =k

i Ha G-ben X egy lefogd ponthalmaz:

e G'-ben dominalja a tobbi cstcsot is a 2. atalakitas miatt

e dominédlja az éleket is (mert lefogd)
Ha G'-ben X egy domindns ponthalmaz:

e az ,él” csucsok helyett az Osiiket vegytlik be, még mindig dominéns

e (-ben ez mar lefogo lesz




Inputkonverzié(v2):

Megjegyzés: Ha észrevessziik azt, hogy a felsé cstucsokat mindenképp dominalnunk kell
egy csuccsal, megtehetjiik, hogy vesziink egy 1j csicsot, ami mindegyiknek 6se (azaz, ha
kivalasztjuk, domindlja 6ket, és ki is kell valasszuk, mert forras).

Otlet: legyenek G’ csticsai a G csticsai és élei

1. ha G-ben c-re illeszkedik e él = ¢ — e legyen él G'-ben
2. Vesziink egy 1j V' csicsot, majd minden G-beli X cstucsra V' — X is legyen él

3. k' :=k + 1 (mert az 1j forrast biztosan be kell vilasztanunk)
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i Ha G-ben X egy lefogd ponthalmaz:

e G'-ben VU X domindns lesz, mert V' dominédlja az 6sszes csiicsot, X pedig domindlja
az Osszes élt (mert lefogd ponthalmaz)

e VUX pont k'-elemii
Ha G'-ben Y egy dominans ponthalmaz:

e ckkor Y-ban benne van V' (mert forras)

e ahogy korabban is, feltehetjiik, hogy Y-ban nincs nyel§ (,,61” csics), tehat Y =VUX
alaki valamilyen X C V(@) halmazra, ez az X tehdt dominalja az 6sszes ,,él” cstucsat
G'-nek

e (G-ben ez mar egy k elemi lefogd lesz




4. Feladat Mi a helyzet a DOMINANS CSUCSHALMAZ TOBB LEPESBEN probléma bonyo-
lultsagaval?

DOMINANS CSUCSHALMAZ TOBB LEPESBEN
e Input: G = (V, E) iranyitott graf, 0 < k < |V(G)| szdm

e Output: van-e G-ben olyan k elemii csiicshalmaz, amibdl az 6sszes tobbi cstics

elérheto?
Péld&ul:
Ez P-ben van. Adjunk ra
hatékony algoritmust!
, 2
Megoldas
Algoritmus:

1. Keressiik meg az erésen Osszefiiggé komponenseket (SCC) (ez megy linedris idében)
2. Komponensenként elég < 1 csticsot kivalasztani

3. Elég a komponensgraf forrascsucsait kivalasztani

[ Az SCC-kben mindent pont minden masikbol

elérheté = redukalhatjuk a grafot
3\

> Ez az eredeti graf
komponensgrafja.

/
Innen mar elég csak a 0 befoku csucsokat
kivalasztani és azokat kell is.




