Logika gyakorlat — 04

Teljes rendszerek

Teljes rendszer: olyan Boole fiiggvény(ek) (logikai miivelet(ek)), amelyekkel kifejezhet6 az
osszes tobbi is.

Az aldbbiak példaul teljes rendszerek:

e {V,A,—}, mert mindent CNF-re lehet hozni

e {A\,—}, mert ha mar egy ismert teljes rendszer Gsszes jelét ki tudjuk veliik fejezni, & is
teljes rendszert alkot.

{V, A, =} teljes:

TAY = x/\y
r = X

zVy = = (-xA-y)
e {V,—} is teljes, mert:

{V, A, =} teljes:

zVy = zVy
X = T

TNy = ~(—xV-y)
o {—, —} is teljes, mert:

{V, = }-et fejezziik ki:

= X

zVy = (—x)—y
o {— |} is teljes, mert:

{—, ~}-et fejezziik ki:

T—Y = Ty
r=ax— ]

e {N} (NAND) is teljes, mert: //x(Ny = —(z Ay)
{N, =} teljességébdl:

—r=-(xAx)=aNx

w/\y = 2((z Ay)) = (2Qy) D (DY)




e {(V} (NOR) is teljes, mert: //2(Vy = —(x V y)
{V, 1} teljességébol:

-z =-(zVe) =2V

Vy = =(=(z Vy)) = (2OVy)D(zV)y)

1. Feladat Mutassuk meg, hogy az {A,V} nem teljes rendszer!

Megoldas

Ez a feladattipus azért nehezebb, mert mutatnunk kell egy olyan Boole-fiiggvényt, amit nem
lehet kifejezni. Erre a rendszerre példdul a -z fiiggvény ilyen lesz. (Ezt pl. onnan lehet tudni,
hogy ha kifejezheté lenne, akkor a {A,V, =} teljes rendszer minden miivelete kifejezhetd lenne,
és akkor {V, A} is teljes lenne.)

Hogy —x nem Kkifejezheto, azt pl. megmutathatjuk tgy, hogy megnézziik az x-bdl A-sel és V-
gyal kifejezhet Osszes egyvaltozés fliggvényt: mivel zt Az = x és oV = x, ezért az egyvaltozos
fiiggvények koziil csak az x fejezheto ki, a —x az nem.

2. Feladat Mutassuk meg, hogy a {®,1} nem teljes rendszer! Itt @ a XOR (kizar6 vagy)
miivelet.

Megoldas

Itt az el6zo érveléssel azt kapjuk, hogy z-bdl x @ t= —x, tehat x is és -z is kifejezheto,
valamelyik mésik miivelet kell legyen nem kifejezhets. Mivel az {A, =} rendszerrél mar tudjuk,
hogy teljes, igy példdul a A miivelet nem lehet kifejezheté (ha a {®, 1} tényleg nem teljes).

Erre is egy modszer, hogy felirjuk az sszes kétvaltozos, x-bdl és y-bdl kifejezheto fiiggvényt,
és latni fogjuk, hogy A nincs koztiik:

@ T=- yo T ="y

rtot=l r@r =l yoy=l
v & v =t y @y =t +o )=t
TP wy=rdyd T TOY=rDyd T rhYy=rdDy

és a fentiek barmilyen kombinécidja az {z,y, ~z, ~y, v®y, tByd T, T, } miveletek valamelyikét
adja eredményiil (amik kozt nincs az = A y-nal ekvivalens). Tehdt x A y nem kifejezhetd.

Egy masik moédszer lenne, hogy belatjuk, hogy minden x-bdl és y-bdl kifejezheto fliggvény az x,
y és 1 koziil néhanynak az @-a (azzal, hogy | az eredmény, ha nem vélasztunk ki egyet sem); két
ilyen Osszeg @-jaban az azonosak kititik egymast, pl. (z@y)®(x® 1) = (zDxDYyd 1) = (yd 1).




