Logika gyakorlat — 08

Normalformak elsorendben

Egy formula kiigazitott, ha:

o Killonbozo kvantorok kiillonbozd valtozokat kotnek

e Nincs olyan valtozd, amely szabadon és kototten is eléfordul.

Minden formulét kiigazithatunk, pl. atnevezéssel. (Ekvivalencia-tarté médon.)

1. Feladat Igazitsuk ki: F =Vz ((3y p(x,y)) — q(x)) A Jy Vz p(x,y) A ~q(x)

Megoldas

Keressiik ki a kotott valtozdokat:

F=Vz ((3y p(z,y)) — q(z)) A Jy Yz p(z,y) A ~q()

Indexeljiik le a kotott valtozdkat! (Vélasszunk minden kvantor mellé egy tetszéleges indexet:
pl. %1, Yoo7, Zmacska, Majd irjuk ezt be a kvantor melletti valtozo helyére, és oda, amelyik
véltozdt az adott kvantor koti.)

F =V, ((3y2 p(z1,92)) — q(x1)) A 3ys You p(za, y3) A —q()

(Itt most épp: minden kvantorhoz azt\
a sorszamot valasztottuk, ahanyadjara
épp taldlkoztunk vele a formula ( A szabad VéltozéthE bantsuk! )
,,olvasdasa” soran. (Fth balrél jobbra
olvasunk!)

J

Eszrevehetjiik: igy mar minden valtozérol rogton el tudjuk donteni, kvantor koti-e! Mivel a
szabad valtozokhoz nem nyultunk, viszont a kvantorok altal kotott valtozékhoz indexet ren-
deltiink, igy a szabad valtozdk nevei biztosan nem fognak kototten se eléfordulni. Ez nekiink
jo: a formula kiigazitott lesz.




Egy formula prenex alaku, ha ,,a kvantorok az elején vannak”:
Atalakitds (cldadés szerint), ha mar ki van igazitva:

1. —, <> még el6tte eliminaljuk!

(Célszerti kiigazités el6tt!)

2. (2F)VGE=Jz(FVGQ) 3

3. (VaF) VG = Ve(FVG) Elétte igazitsuk ki a formulat,
mivel ezek a szabdlyok csak akkor

4. (FzF) NG = F2(F ANG) igazak, ha G-ben NINCS z!

5. (VaF)ANG = Va(F AG) J

6. "daF = Ve F

7. ~NzF = do—F

2. Feladat Folytassuk az el6z6 formula 4talakitasét!

Megoldas

Az — és — elimindldsa utén:

F =V (m3y2 p(w1,92)) V q(z1)) A Jys Vg p(za, y3)A—q(x)

A\ 4 A\ 4
6. szabaly e e 4-5. szabaly
VY2 —p(z1, Yo) Jys Yoy (p(24,y3) A 2q(z))
\ . 4
~"
3. szabaly
Va1 Vya (mp(z1,y2) V q(21))

4-5. szabaly

\ . 4
h

Vay Vya Jys Viy <(_‘p($lvy2) N Q<x1)) A p(4,y3) A _‘Q($)>

Ugyanezt kapjuk, ha:

e az eredeti sorrendben kvantaljuk a valtozokat (azaz felvessziik a kvantorokat és a hozzajuk
tartozé valtozokat az eredeti formula sorrendjének megfeleléen a formuldnk elejére!)

e a kvantor fordul (V-bdl 3-be és forditva), ha paratlan sok = belsejében van (Fontos: mire
ide eljutunk, mar NEM LEHET a formulankban — és <)

e a formula magjat (azaz, ami a kvantorok utan szerepel) gy kapjuk, hogy az eredeti
formulabdl kitoroljiik a kvantorokat (pl (32 p(x))Vq(y)-bol esak p(x)Vq(y)-t kell, leirjuk).




Egy formula Skolem alaki, ha prenex és csak univerzalis kvantor (V) van benne.

Skolem alakra hozés:

e prenex alakra hozzuk
e az Osszes Jx valtozdéra:

o toroljik a dx-et

o a magbeli x-ek helyére mindenhol f(xy,...,z,) keril, ahol f 10j fiiggvényjel és
x1,...,%, pedig az x elott deklardlt V valtozdk

Ha zart Skolem alak kell, akkor még: a szabad véltozok helyére 1ij konstansjelek kertilnek.

3. Feladat Hozzuk zart Skolem normalforméra az elézé feladat formulajét!

Megoldas

Vay Yy, Jys Vay <(—'p(:v1, Y2) V (Z(l"l)) A p(xa,y3) A _‘Q(flf)>
e toroljiik a kvantort:
Vay Vya Vg <(—|p($1,y2) Vq(x1)) Ap(za,ys) A _‘Q(l‘))

e irjuk at ys-at a megfelel6 helyen:

o kell egy UJ fiiggvényjel: mivel eddig még semmi nem volt, j6 lesz f

o w1 és Yy elétte volt univerzalisan kvantalva: ¢k lesznek f-ben

o Jyz = f(r1,92)
Va1 Yy Vg ((ﬁp(fﬂb y2) V q(x1)) Ap(as, f(x1,92)) A ﬁQ@))

o lezaras:

a szabad véltozé (x) helyére egy UJ konstans szimbélumot kell vélasztanunk: mivel még
egy sincs, jo lesz ¢

Vi, Vya Viy ((_‘p(l’l,yz) Voq(a1)) Ap(a, f(21,52)) A ﬂCI(C)>




4. Feladat Hozzuk zirt Skolem-alakra: (IyVz p(x, g(f(x),2))) — Iy —r(y)

Megoldas

Haladjunk végig az egyes lépéseken sorban:

1. Implikacié eltiintetése: (ugyan a kiigazitashoz még nem sziikséges, de a prenex alakban
mar ugysem szerepelhet, szdval legytink til rajta minél hamarabb, igy biztos nem felejtjiik
el.)

3y p(x, g(f(x), 2)))VIy —r(y)

2. Kiigazitas:

@iV plas, g(F(22),2)) V Fys ~(ys)

3. Prenex alak:
Wy TaTys ((pla, g(f(w2), 2))) V ~r(us))

4. Skolem alak:

e 1, és y3 szerepel egzisztencidlis kvantor utan
o Két 1j fiiggvényjel kell: g és f foglaltak! Valaszthatjuk h-t és i-t.

e Mindkét esetben egy (az y;) valtozo6 all elétte univerzalis kvantorral. Ne felejtsiik el
beletenni a fiiggvényjeliinkbe!

o {ov: 2ot cserdljiik h(y1)-re és ys-t pedig i(y; )-re

e Vegyiik észre: ha az egzisztencialis kvantor a formula legelsé eleme (vagy nincs elétte
univerzélis kvantor) akkor egy 0 véaltozos 4j fiiggvényjelet kell bevezetniink, ez pedig
nem mas, mint egy konstans!

Wy (=), (), 2) v =r(i()))

5. Lezards: van egy szabad valtozénk (z), vezessiink be helyette egy ¢ konstanst
v (=), g(f () ) V (i)

6. Skolem alak v2: jol latjuk, a prenex alak y; kotott valtozdja nem szerepel a formuldban,
igy torolhetjiik. Ezt a formulat is elég Skolem alakra hoznunk:

Swadys (~(p(ez, 9(f(22), 2))) V r(ys) )

Ekkor még mindig két 1j fliggvényjelet kell haszndlnunk az dzodys elimindlasahoz,
az el6zéek alapjan ez lehet az h() és i(), de vegyiik észre, hogy ezek nulla aritdsi
fiiggvényjelek, amik épp a konstanszimbolumok! Igy: wo-t cseréljik a-ra és ys-t pedig
b-re,

~(p(a, 9(f(a),c))) vV —r(b)




5. Feladat Hozzuk zért Skolem-alakra: ((3z q(z,z,¢)) A3y p(f(2),y)) — Yoy r(g(z,y))
Megoldas

Haladjunk végig az egyes lépéseken sorban:

1. Implikacié eltiintetése:
(=((F q(z,2,¢)) A3y p(f(2),9))) vV VaIy r(g(z,y))
2. Kiigazitas:
(=((Fz1 q(z,21,¢)) Ay p(f(2),42))) V VazFya r(g(2s, ya))

3. Prenex alak:

Va3 ((2((g(z 21,0)) Ap(£(2), 32) V r{g(ws, ) )

4. Skolem alak:

e y, szerepel csak egzisztencidlis kvantor utan
e egy 1j fliggvényjel fog kelleni! g és f mar foglaltak! Valaszthatjuk h-t.

e 3 valtozo van univerzalis kvantorral kotve elGtte. fgy: ys-t cseréljik h(xq,ys, x3)-ra

Varvya¥es ((2((a(z 21,0)) AP(F(2),2)) V r{g(as, hlas, yo. 22))

5. Lezaras: Szabad valtozénk is van: z

Vezessiink be helyette egy 1j konstanst: ¢ mar foglalt! Cseréljiik mondjuk a-ra.

Varya¥es ((2((ala,21,¢) Ap(F(a),92)) V rlg(ws, hlar, g, 23)))




( HeLr Box I.

Ha van egy formulank, aminek ilyen az eleje:

dz Jy Vz 3z, Vz,. F2om0(. . .) és van belill f és c is:
—_——— = —_—

a b g(2) h(z,z..)

L Ha van pl. szabad w is, akkor ahelyett is 1j konstansjel keriil be pl. egy d.

( HerLp Box I1.

Jelolések:

e konstansok: a,b,c,d, ...
o fiiggvényjelek: f, g, h,,. ..
e predikatumjelek: p,q,r, s, ...

e valtozok: w,x,y, 2, ...

Indexelt, csillagozott, korbe rajzolt valtozatban tetszolegesen felhasznalhatodak.




