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Az O,), 0O jelolések

Az algoritmusok elemzése soran a lépésszamot a bemenet hosszanak fiiggvé-
nyében szokas meghatarozni. Ebbe a 1épésszamba altaldban csak a ,,fontos”
lépéseket szamoljuk bele, példaul hogy egy rendezési feladat soran hany ossze-
hasonlitast végziink, a ,,nem fontos” lépéseket, pl. egy ciklusvaltozd novelését
nem. A lépésszam pontos meghatarozasa helyett dltalaban elegendé a lépésszam
nagysdgrendjének meghatédrozdsa, ebbdl mar (kis Gvatossdggal) lehet kovetkez-
tetni arra, hogy az algoritmus mennyire hatékony.

Egy masik szempont, ami miatt a nagysdgrendek hasznosak, hogy ezek
alapjan elég jél meg tudjuk jésolni, hogy ha nagyobb bemenetre akarjuk az algo-
ritmusunkat hasznalni, akkor mennyivel fog tovabb dolgozni. Péld4ul tegyiik fel,
hogy egy program az ng = 20 méreti teszteseteken 6 méasodpercig fut. Meddig
fog futni, egy ny = 400 = 20ny méretli bemeneten? Jelolje f(n) az algoritmus
maximélis 1épésszamat az n hosszi bemeneteken. Nézziink néhény esetet:

Linedris fiiggvény: f(n) =cn
A futési id6§ 20-szorosara né, azaz 2 percig is eltart.

Maésodfoku fiiggvény: f(n) = cn?

A futdsi id6 202-szeresére n6, azaz 40 percig is eltarthat.

Logaritmikus fiiggvény: f(n) = clogn
Mivel n; = nZ, a futdsi idé 2-szeresére nd, azaz csak 12 mdsodperc lesz.

Exponencidlis fiiggvény: f(n) = c2"
A futdsi idé erre 6- 2380 masodperc lesz, ami felhasznélva, hogy 21 > 103,
tobb mint 6-104 masodperc. Mennyi is ez az id6? Mivel egy év kb. 3-107
masodperc, ez kb. 210197 év lenne, ami még akkor is nagyon sok, ha



parhuzamos szamitégépiink van: a vildgegyetem allitélag nem tobb, mint
1080 részecskébdl 4ll, tehiat abban az esetben is eltartana a szamitds 2-1027
évig, ha minden részecske nekink dolgozna. Ezt azzal érdemes Gsszevetni,
hogy jelenleg a Fold korat 100 évnél kevesebbre becsiilik. Latszik, hogy
jelentésen gyorsabb processzorokkal is reménytelen a program ekkora be-
menetre vald lefuttatasa.

Ha kicsit &sszetettebb a fiiggvény akkor is hasonlé becslés adhatd, pl. en?+1
alaki fiiggvénynél is ha n a-szorosira né, a fiiggvény értéke kb. a2-szeresére.
Ennek pontosabb megfogalmazasat segitik a kovetkez6 fogalmak.

Legyen f és g két, a természetes szdmokon értelmezett valds fiiggvény.

1. Definicié. Az f € O(g) jelolés azt jelenti, hogy van olyan ¢ > 0 valds kons-
tans és ng pozitiv egész kiiszobszam, hogy minden n > ng esetén |f(n)| < c|g(n)]
teljestil.

1. Megjegyzés. Szoban ez ugy hangzik, hogy az f fliggvény nagy ordo g, vagy
roviden: ordo g.

Egy rogzitett g fliggvényre az O(g) tekinthetd a fliggvények azon halmazanak,
melyekre f € O(g), ez indokolja az € jelolést.

2. Definicié. Az f € Q(g) jelolés azt jelenti, hogy van olyan ¢ > 0 valds kons-
tans és ng pozitiv egész kiiszobszam, hogy minden n > ng esetén | f(n)| > c|g(n)]
teljesil.

2. Megjegyzés. Szoban ez ugy hangzik, hogy az [ fiigguény nagy omega g, vagy
roviden: omega g.

Néhany egyszerii kovetkezmény:

e Ha g(n) < h(n) teljesiil minden n-re, akkor O(g) C O(h), és Q(g) 2 Q(h),
hiszen ha f € O(g), akkor f € O(h) is (Miért?) és ha t € Q(h), akkor
t € Q(g) (Miért?).

e Ha f € O(yg), akkor O(f) € O(g),
hiszen ha |h(n)| < c1]f(n)| teljesiil minden n > ny esetén és |f(n)| <
ca|g(n)| teljesiil minden n > ng esetén, akkor |h(n)| < ciealg(n)|, ha
n > max(Ny,ng).

e Ha f € O(g), akkor g € Q(f),
hiszen ha | (n)] < clg(n)], akkor |f(n)] < lg(n)].

3. Definicié. Az f € ©(g) jeldlés azt jelenti, hogy f € O(g) és f € Q(g)
egyardnt teljesil.

3. Megjegyzés. Szoban ez ugy hangzik, hogy az f fiigguény nagy teta g, vagy
roviden: teta g.



A definiciékbdl latszik, hogy f € O(g) pontosan akkor teljesiil, ha van olyan
c1,co > 0 valés konstans és ng pozitiv egész kiiszobszam, hogy minden n > ng
esetén cq1|g(n)| > |f(n)] > calg(n)| teljestl.

Altalaban tgy hasznaljuk ezeket, hogy a definicidkban levd g valami egyszert
fiiggvény (pl. n, n?, logn, 27). Az O egy felsd becslést, az ) egy alsé becslést ir
le a fiiggvény nagysagrendjére, a © a pontos nagysigrend megadaséara alkalmas.

4. Megjegyzés. Szokdsos az f = O(g), f = Qg), illetve f = O(g) jellés is.

Példak

1. Legyen f(n) = 3n+ 1000 és g(n) = n.

(a)

(b)

()

Ekkor f € O(g), mert példaul ¢ = 4, ny = 1000 valasztéssal |f(n)| =
f(n) =3n+ 1000 < 4n = cn ha n > ng = 1000.

(M4s j6 vélasztds is van, minden ¢ > 3 értékhez taldlhatunk megfelels
ng értéket, de az allitds igazolasdhoz elegendd egyetlen megfelelo c,
no part megadni.)

f € Q(g) is teljesiil, pl. a ¢ =3, ng = 1 vdlasztdssal |f(n)| = f(n) =
3n + 1000 > 3n = ¢n ha n > ng.

(M4s j6 valasztds is van, minden ¢ < 3 érték megfeleld.)

f € ©(g) igaz, mert az elébb lattuk, f € O(g) és f € Q(g).

2. Legyen f(n) = 3n + 1000 és g(n) = n>.

()

(b)

()

Ekkor f € O(g), mert |f(n)| = f(n) = 3n+ 1000 < 4n < n? igaz, ha
n > 1000 (azaz ¢ = 1, ng = 1000 j6).

Vagy mondhatjuk azt is, hogy az el6z6 példaban lattuk, hogy f €
O(n) C O(n?), tehat valéban f € O(g).

f & Q(g) mert |f(n)] = f(n) = 3n+ 1000 < 4n, és ezért ha |f(n)| >
cn? teljesiil, akkor 4n > cn? is igaz kell legyen. Ez pedig, akarhogy
is vélasztjuk a ¢ > 0 konstanst, nagy n-ekre (n > 4/c) nem teljesiil.

f € ©(g), mert az el6z6 pont szerint f & Q(g).

3. Legyen f(n) = 3n? — 100n + 6.

(a)

f(n) € O(n?). Vegyiik észre, ha n elég nagy, akkor f(n) > 0, igy fel-
tehetjiik, hogy |f(n)| = f(n). Példéul ez biztos igaz, ha 3n* > 100n,
tehdt n > 34. (A megolddéképlettel is ki lehet szdmolni, honnantdl
nem negativ f(n) értéke, de most nekiink elég egy érvényes becslést
adni.) Tehdt nézziik csak az n > 34 helyeket. Ekkor |f(n)| = f(n) =
3n? — 100n + 6 < 3n2, mivel 100n > 6. Azaz a ¢ = 3, ng = 34 j6
vélasztés.

f(n) € O(n?), mert az el6z6hdz hasonléan foglalkozhatunk csak az
n > 34 esettel, amikor |f(n)| = f(n) < 3n? < n?, tehdt ac=1,ny =
34 joé valasztas.



Vagy: mivel lattuk mar, hogy f € O(n?) C O(n?), ezért f(n) €
O(n?).

(¢) f(n) ¢ O(n), mert, ismét csak az n > 34 esetet tekintve ldthatjuk,
hogy |f(n)| = f(n) = 3n? —100n+6 > 2n?, feltéve, hogy n? > 100n,
azaz n > 100 is teljesiil. Mivel 2n? > cn minden c-re, ha n > ¢/2,
azt kapjuk, hogy f(n) € cn, ha n elég nagy (pontosabban, ha n >
max{100, ¢/2}).

(d) f(n) € Q(n?), hiszen az elébb lttuk, hogy f(n) > 2n?, ha n > 100.

(e) f(n) € ©(n?), mert f(n) € O(n?) és f(n) € Q(n?) is teljesiil.

4. log,n € O(logyn), hiszen log,n = (logyn)/(logsa), igy tehdt ¢ =
¢z = 1/(logy a) vélasztassal minden n > max{a,2} szdmra teljesiil, hogy
c1logyn =log, n = calogy n.

5. 220 ¢ O(2"), hiszen 22" = 2" . 2", tehat nagy n-ekre semmilyen ¢ esetén
sem teljesiil, hogy 22" < 2" (csak ha 2" < ¢, azaz n < logc).

6. Megmutathaté, hogy ha f(n) = agn®+ap_1n* "1+ - +ain+tag és ap # 0,
akkor f(n) € O(n").

7. max(f(n), g(n) € O(f(n) + g(n), feltéve, hogy f(n),g(n) > 0 minden
n-re. Ez azért igaz, mert ha mindkét érték pozitiv, akkor egyrészt f(n)

és g(n) is kisebb mint f(n) + g(n), tehdt max(f(n),g(n)) < f(n) + g(n),

., f(n)+g(n
mésrészt max(f(n),g(n)) > %-

A leggyakrabban el6fordulé nagysdgrendekre érvényesek a kovetkez6 tartal-
mazasok (Miért?)
O(logn) c O(n)c Om*) c Om)c O@2")c 0B")c Om)c Om')c 02
Q(ogn) > Qn)> QN> Qx*> Q2> QB> Qx> Qn™) > Q2*)

Feladatok

1. Az aldbbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy ha fi-t f; koveti
a sorban, akkor f;(n) € O(f;(n)) teljesiiljon!

fi(n) = 1105 fo(n) = 5v/n + 1000n,
f3(n) = 25" " fi(n) = 20070 log n.

Megoldds: f2(n) = 5y/n + 1000n < 1005n, ha n > 1 és ha n > 2, akkor
10051 < 2007n% logn, ezért fo € O(fy).

Mivel logn < \/n, ezért 2007n?logn < 2007n%/n = 297(11n%?), tehit
fa € O(f1).

frjuk 4t fs-at: 2\08"n = glogn-logn (2losmylogn — plogn Ha n > 6, akkor
logn > 2,5, és ezért ilyenkor fi(n) = 11n® < 11n'°8" = 11f3(n). Tehat

az fa2, fa, f1, f3 sorrend jo.
(Meggondolhatd, hogy ez az egyetlen helyes sorrend.)



2. Az A algoritmusrdl tudjuk, hogy n hosszii bemeneteken a lépésszama
O(n?).
(a) Lehetséges-e, hogy minden n hosszi bemeneten O(n) 1épést haszndl?
(b) Kovetkezik-e a feltételbél, hogy minden n hosszi bemeneten O(n)
1épést haszndl?
(c) Lehetséges-e, hogy van olyan x, hogy az x bemeneten az algoritmus
lépésszama 10|x|? log |z| — 800 (ahol |z| az  bemenet hosszét jeloli)?

Megoldds: Jeldlje f(n) az algoritmus maximalis 1épésszaméat az n hosszd
bemeneteken. A feltétel szerint f(n) € O(n?), azaz elég nagy n értékekre
f(n) < cn? teljesiil valamilyen pozitiv c-re.

Az (a)-ra a vélasz igen, hiszen a feltétel csak egy felsd becslés, lehet pl.
hogy minden n-re f(n) =n.

(b) Nem, hiszen pl. f(n) = n? kielégiti a feltételt, de f & O(n).

(c) Mivel az O(n?) feltétel szerint a fels becslésnek egy megfelel c-re és
valamely ng-nal nagyobb n-ekre kell igaznak lennie de az ng-nal rovidebb
bementekre semmilyen feltételt nem ad, tehdt lehetséges. (Elég nagy ¢
vélasztdsaval is lehet garantalni, hogy egy adott |z|-re 10|z|? log |#|—800 <
c|z|? teljesiiljon.)

3. Egy A algoritmusrdl tudjuk, hogy az n hosszii bemeneteken a 1épésszama
O(nlogn). Lehetséges-e, hogy
(a) van olyan x bemenet, amin a lépésszama |x|3?
(b) minden = bemeneten legfeljebb 2007|x| 1épést hasznal?
(Itt |x| az  sz6 hosszat jeldli.)

Megoldds: Jelolje f(n) az algoritmus maximalis 1épésszdméat az n hosszi
bemeneteken. A feltétel szerint f(n) € O(nlogn), azaz elég nagy n
értékekre f(n) < cnlogn teljesiil valamilyen pozitiv c-re.

(a) Lehetséges, pl. |z| < ng esetén, vagy ha c olyan, hogy erre az z-re
22/ log Jo] < c.

(b) Igen, hiszen pl. f(n) = n is eleget tesz a feltételnek.

4. Jelolje egy algoritmus maximalis 1épésszamat az n hosszi bemeneteken
L(n). Tudjuk, hogy minden n > 3 egész szamra L(n) < L(n — 1) + 3,
és hogy L(3) = 3. Kovetkezik-e ebbél, hogy az algoritmus lépésszama
O(n?)?

1. Megoldds: A megadott rekurziés képletet haszndlva L(n)-re, L(n —1)-

re, stb. kapjuk, hogy L(n) < L(n—1)+ § < L(n —2) + ”Tfl +5<...<
LB)+ 4434 pn=3pnth) 14245 _ 124 1y € 9(n?), tehdt

az allitas igaz.

2. Megoldds: Bizonyftsuk teljes indukciéval: n = 3-ra L(3) = 3 < cn?
teljesiil, minden ¢ > 1/3 esetén.
Ha mar tudjuk, hogy egy adott c-re L(n — 1) < ¢(n — 1)?, akkor n > 3



esetén L(n) < Ln—1)+ 2 <cn—12+ %2 =cn® —n(2c—1/2) + ¢ <
en? — (c—1/2) < cen? hac>1/2. Tehdt pl. ¢ = 1/2, ng = 3 j6 valasztés.

. Jelolje egy algoritmus maximélis 1épésszamat az n hosszi bemeneteken
L(n). Azt tudjuk, hogy minden n = 2k > 4 pdros szémra L(2k) <
L(2k — 2) + 1 teljesiil, és hogy L(4) = 10. Kovetkezik-e ebbél, hogy az
algoritmus 1épésszdma O(n) ?

Megoldds: Nem kovetkezik, hiszen a feltétel semmit nem mond a paratlan
hosszii bemenetekrol, tehat pl. lehet, hogy minden k pozitiv egészre
L(2k) = 10 és L(2k + 1) = 22k+1,

. Igaz-e, hogy
(a) ha f € O(g) és g € O(h), akkor f € O(h) ?
(b) ha f € Q(g) és g € Q(h), akkor f € Q(h) ?

Megoldas: (a) A feltételek szerint léteznek olyan ¢q, co > 0, ng, ny szémok,
hogy |f(m)] < cilg(n)] ha n > no és lgn)| < colb(m)] ha n > nr
Ezeket Gsszerakva kapjuk, hogy |f(n)| < ei|g(n)| < cica|h(n)| ha n >
max(ni, ng), tehdt az allitds igaz. (¢ = ¢ - ca, ng = max(nq,ns2)).

(b) Az el6z6h6z hasonléan ellendrizhetd, hogy ez is igaz.



