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Az optimalizdlas alapfeladata

Keressiik f fliggvény maximumat
max f(x)
X
ahol f:R" - R és x € R™.

Lehetnek adottak korldtozé feltételek: g;(x) < 0,i=1,...,m és/vagy
gi(x) =0,7=m+1,...,m+ k. Ha adottak, feltételes, kiilonben feltétel
nélkiili optimalizalasi feladatrdl beszéliink.

e f és g; fliggvények lehetnek linedrisak (LP), vagy nemlinedrisak
(NLP),

o de feltessziik, hogy folytonosak

@ x-re nincs g;-ken kiviil megszoritds (pl. nem kéthetjiik meg, hogy
egészek, mert akkor MINLP-vé valik a feladat)

@ jeloljik S-sel a lehetséges megolddsok halmazat
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Az optimalizdlas alapfeladata

Mit jelent az, hogy x* egy megoldas?

Lokalis optimum

Egy x* lokdlis maximum (optimum), ha 36 > 0, dgy, hogy f(x*) > f(x)
Vx € S és ||x — x*|| < 0§ esetén.

[|.|| norma tavolsagot jeldl, pl. az Eulédeszi-tavolsagot, ami

Iz = yll2 = V(21 = 91)? + ...+ (20 — yn)?

Globalis optimum

Egy x* globalis maximum (optimum), ha f(x*) > f(x) Vx € S esetén.

Global Optimum

Local Optimum
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Lokalis vs. globalis optimum feltétel nélkili feladatnal

Mikor lesz minden lokalis maximum (minimum) globdlis is?

Ha f konkav (konvex) fliggvény, akkor biztosan.

y =S

Xo
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Feltétel nélkuli optimalizalas: Sziikséges és elegendé feltétel

optimalitasra

Tétel (sziikséges feltétel). Ha x* az f(x) fiiggvény maximuma
(minimuma), akkor f'(x*) = 0.

Ez nem elegendé, Id. pl. f(z) = 23 fiiggvény = = 0-ban.

Tétel (elegendd feltétel). Ha f/(x*) = 0 és f”(x*) negativ (pozitiv),
akkor x* lokalis maximuma (minimuma) f-nek.

Azokat a pontokat, ahol f’(z) = 0 stacionarius pontoknak nevezziik. A

a2 1)

feladat megolddsat a staciondrius pontjai illetve a és b kozt keressiik.
A kovetkezd félidkon erre a feladatra néziink példdkat kiilonb6zé
tulajdonsagu fliggvények mellett.
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Példak monoton fuggvényre

1&

y = flx)

a X1 X X2 b

(@) f'(x) >0
f(xq) < f(xo)
f(x2) > f(xo)
xo nem lokalis
szélstértekhely

(b) f'(xg) <0
f(xy) > f(xo)
f(x2) < f(xo)
Xy nem lokalis
szélsGértékhely
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Példak konkav és konvex fuggvényekre

y = fx)

Xo

() f(x9) =0
Ha x < xg, akkor f'(x) >0
Ha x > x4, akkor f'(x) <0
X lokalis maximum

Xo

d) f'(x) =0
Ha x < xo, akkor f'(x) <0
Ha x > x,, akkor f'(x)>0

Xo lokalis minimum
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Példa se nem konkdv se nem konvex fuggvényre

y = flx)

(€) xg = 0 nem lokalis maximum
vagy lokalis minimum,

de f'(xo) =0
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Példa optimumra nem 0 derivalttal

@) f'(a) >0

a lokalis minimum

(b) f'(a) <O

a lokalis maximum



Legmeredekebb lejté
€000

Legmeredekebb lejto mddszere

Tobb dimenzids feladatokndl az f/(x) = 0 feltételt felvaltja a

Vi) = (f2, (%), fr, (%), f1,(x)) = 0

sziikséges feltétel.
Ez nem feltétleniil vezet konnyen megoldhaté egyenletrendszerre, ezért
iterativ megoldashoz folyamodunk.

Lokalis keresé eljaras

Legyen xg a kezd6 megoldasunk, az iteracids lépés pedig
Xi+1 =%X; +pd;, 1 =0,1,2,...

ahol d; egy novekvé irdny maximalizalasnal, v pedig a l1épéshossz.

Ha ||xi+1 — x;|| < €, azaz az (j |épes nem elég nagy, STOP.

Itt x; az 7. |épésben kapott n-dimenzids vektor.
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Legmeredekebb lejto mddszere

Ahogy f'(x) a ndvekvd irdnyba mutat 1D-ben, dgy Vf(x) a
legmeredekebb novekedés iranydba mutat nD-ben. Igy d; = V f(x;) jé
vélasz/ta’,s.

Lépéshossz meghatdrozasa

p-t vagy az egydimenziés max,, f(x; + pd;) feladat megoldasaval, vagy
kozelitéssel hatarozzuk meg.



https://www.geogebra.org/m/A4HZvzu4
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Legmeredekebb lejto: példa

Példa. Maximalizéljuk az f(x,y) = —(z — 3)? — 3(y — 1)? fiiggvényt!

Y
-(55670) - (628)
xo = (0,0)
x1 = (0,0) + p(6,6) = (64,61),
vagyis

max,, f(64,6p)-t keressiik!

max,, f(64,6p) = max —(6u—3)?—3(6p—1)* = max —144(u—1/4)?—3

p=1/4 — x;=(6/4,6/4)!1
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Feltételes optimalizalds: Lagrange fuggvény

Adott a kovetkezé feltételes probléma

maXxeRn f(X)
gi(x)=0, j=1,....m (1)

Az
L(x,\) Z \;g(x

fuggvényt a feladat Lagrange fuggvenyenek nevezziik.

Tétel (sziikséges feltétel). Ha x* az (1) feladat maximuma, akkor
létezik \* amire x* a Lagrange fiiggvény stacionarius pontja, azaz
VL(x*A*)=0

A )\ vektor elemeit Lagrange multiplikatoroknak nevezziik.
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Lagrange fuggvény — példa

Példa. Maximalizaljuk f(z,y) = = + y fiiggvényt, ha 2?2 + ¢? = 1.
g(z,y) =0, ahol g(z,y) = 2> + 7 — 1.

Lagrange filiggvény.
Ly =c+y— N2 +y>—1)=a+y— Xz — 2+ )

A sziikséges feltétel

c 1— 2 0
VL(z,y,\)=| L, | = 1—2\y =| 0
L\ —x?2 —y? 41 0

Megoldva: z =y = 1/(2)\), A = £1/V/2
gy (z,y) = (V2/2,v2/2), illetve (z,y) = (-v2/2,-v2/2).

Ebbél f(v/2/2,v/2/2) = V/2 a maximum, f(—v/2/2,—/2/2) = —/2 a

minimum.
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Lagrange fuggvény — példa

-0.5

-1.0 e
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

A Lagrange fv A= 1/v/2-vel
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Korlatozéfliggvény modszer

Motivacié: ahelyett, hogy megoldanank egy feltételes optimalizalasi
feladatot, beépitjik a feltételeket a célfiiggvénybe. (hasonléan mint a
Lagrange fliggvénynél)

Otlet: Tegylik fel, hogy adott egy kezd6 lehetséges megoldasunk
(x0 € S). , Készitsiink szakadékot” az S hataran.
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Korlatozéfliggvény modszer

Az eredeti feladat:

maxxern f(X)
feltéve 9i(x) <0, i=1,....,m

A korlatozéfiiggvény (barrier):

Bu(x) = f(x) + pno(x)

ahol ¢(x) tartson —oo-hez ha x tart a megengedett tartomany hatardhoz,
de legyen kis negativ ha még megengedett megoldas!

A médszer

Induljunk ki egy xo megengedett kezdé megoldasunkbdl, oldjuk meg a
max B, feladatot, majd a kapott megolddsbdl -t fokozatosan csokkentve
djra meg Ujra oldjuk meg a max B, feladatot!
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Korlatozéfliggvény modszer: A ¢ fliggvény lehetséges valasztasai

m m 1
00 = 3_log(~9i(x) =2
1=
Az x < 0 feltétel esetén Az x < 0 feltétel esetén
() = plog(—xz) pg(z) = py
| T L t
——_____:_:__“--——-_______ o
——— --""“x Yoo
~— -84
h \‘\\_ -nfpé
—[].ilié
- 14|
\ Lidi
\ ‘-:"‘I:
dr4f

A 1 paraméter megviélasztasa kontrollalja az akadaly szigorlsagat:
@ 1 nagy: fokozatos akadaly (kék)

@ 4 kicsi: éles akaddly (barna)
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Korlatozéfliggvény modszer: példa

Példa. maxz +y ha 22 +y? <1
Bu:$+y+#y271

0.01

2x2-1

Induljunk ki egy xg megengedett kezd6 megoldasbél, maximalizaljuk a kék
By fliggvényt, majd annak optimumabdl indulva pu-t csokkentve kozelitsiik
By.1-et, majd annak a megoldasabdl indulva By g1-et, és igy tovabb!
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Korlatozéfliggvény modszer: Megjegyzések

e A B, feladatok megolddsa tart az eredeti feladat megolddsahoz ha
p— 0, de nem éri el ha g;(x*) =0 (B, (x*) = —oo Vi > 0).

o Csak egyenl6tlenség feltételek mellett alkalmazhatd, kulonben nincs
lehetséges megoldasa!

o Kis p esetén a korlatozd (barrier) fiiggvény rosszul kondicionalt, azaz
numerikusan nehezen megoldhaté (tdl nagy a célfiiggvényérték
kiilonbség kis Iépésre is).

o A feltételeket nem hagyhatjuk figyelmen kiviil: ha kilépiink a
lehetséges tartomdnybdl a fliiggvénylink vagy nem értelmezett
(logaritmus), vagy rossz megoldast ad (reciprok).
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Szimplex vs. bels6 pontos mddszer

A korlatozéfiiggvény maédszer linedris programozasi feladatra valé
alkalmazdsabdl sziiletett az i.n. belsé pontos maédszer!



https://youtu.be/MsgpSl5JRbI?t=104
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Buntetofuggvény

Mi a helyzet akkor, ha nincs meg a kezdo lehetséges megoldas (azaz
egy belsé pont...)?

Otlet: Legyen a biintetd fiiggvény

Pp(x) = f(%) + p¥(x),

ahol p < 0 szdm a bintetd paraméter és

0, ha x lehetséges megoldas
h(x) = e
> 0, kulonben.

Cél:

max P,(x)
X

problémak sorozatdnak megoldasa, ahol p — —o0.
Vagyis: a nem lehetséges megolddsok esetén a célfliggvény legyen egyre
kisebb.
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Buntetofuggvény

Tekintsuk a

maXxeRn f(X)
feltéve gj(x) <0, jzl,...,m
feltéve g;(

feltételekkel adott feladatot.

A ) fiiggvény lehetséges valasztasai:

l

= Zmax{o,gi(x)}—i- Z lg:(%)]
i=1

i=m+1
Vagy a négyzetes blintetéfuggvény

l

= Z:rnax{o,gi(X)}2 + Z 9i(x)*
i=1

1=m+1
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Blntetofuggvény: példa

Példa. maxz +y ha 22 + 2 <1
pP,= z 4y + pmax{0,z? + y% — 1}2
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= 2x-max(0, 2x°-1]°

0.2} \.‘ — Z|x—max|0, 2x° -1]°|
\

\ L.
! S N N S
0.5 06 07 08 0a 10 2{x-2max[0,2x7 -1)7)
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Buntetofuggvény

Nem tudjuk elére, mekkora p fog kelleni

p <0, ha |p| tdl nagy, a feladat rosszul kondicionalt

Csokkentsiik fokozatosan p értékét

@ A keresést mindig az el6z6 megoldasbdl inditsuk

Ha konvergdl a fliggvényérték, megallunk

@ Van olyan feladat amire csak nem megengedett megoldést ad (Id.
kovetkezd abra)
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Blintet6fluiggvény — dbra

Példa. maxe”® f.h. 2 <0
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Korlatozéfliggvény vs blintetofliggvény — abra

Korlatozé fliggvények Biintet6 fliggvények
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