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LP alapfeladat

A linedris programozas (LP) alapfeladata standard formaban

Max cix1 +cxros+... +cCpxp=2
Felt. anzi +appze+... +apz, <b
a21T1 + anre + ... +agmr, < by
Am1Z1 + amax2 + ... + Gpnxn < by
Ti1y...,Tn >0
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Alapfogalmak

Linearis programozasi feladat: keressiik meg adott linedris, R™
értelmezési tartomanyu fiiggvény (célfiiggvény) szélséértékét (minimumat
vagy maximumat) értelmezési tartomanydnak adott linearis korlatokkal
(feltételekkel) meghatdrozott részében.

Lehetséges megoldas: olyan p = (p1,...,pn) € R™ vektor, hogy p;-t
xi-be helyettesitve (Vi = 1,...,n) kielégiti a feladat feltételrendszerét.

Lehetséges megoldasi tartomany: az Osszes lehetséges megoldas
(vektor) halmaza.

Optimalis megoldas: olyan lehetséges megoldas, ahol a célfiiggvény
felveszi maximumat/minimumat.
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Példa — product mix

A linedris programozasi feladat:

Max 2z = 3x1 + 229
1 +x9 <80
2x1 +x2 <100
I S 40
x1,22 20
Lehetséges megoldas: x = (20,20) — 20 katona, 20 vonat
Optimalis megoldas: x* = (20,60) — 20 katona, 60 vonat

Optimum értéke: z* = 180 — azaz $180 profitot érhet el a cég
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Egy linearis program felirasa

@ Vilasszuk meg a dontési véltozokat
@ Hatdrozzuk meg a célt és a célfiiggvényt (linedris fliiggvény)
(3 ) frjuk fel a korlatozd feltételeket (linedris egyenlétlenségek)

© Hatdrozzuk meg a valtozok értelmezési tartomanyat (eldjel feltételek)
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Példa: A posta probléma

Kiindulas:
@ Egy postan az egyes munkanapokon kiilonboz6 szamd teljes
munkaidejl dolgozéra van sziikség. Egy dolgozd egymast kovetd 5
munkanapon dolgozik (pl. hétfé-péntek, szerda-vasdrnap, stb.)

@ Az egyes napokon sziikséges dolgozdi létszamot a kovetkezd tablazat
tartalmazza.

Hétf6 Kedd Szerda Csutortok Péntek Szombat Vasarnap
17 13 15 19 14 16 11

Feladat: Minimalizaljuk a dolgozék szamat a feltételek kielégitése mellett.
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Példa: A posta probléma

Dontési valtozok: x1,...,z7
@ x;: azon dolgozdk szdma, akik az i-edik napon kezdik meg a munkat
(i=1,...,7-hétfé6: i =1)
Cél: a dolgozdk szamanak minimalizaldsa
Célfiiggvény:
@ 2 =x1+x2+2x3+ T4+ x5+ T+ 27
Korlatozé feltételek:

e Pl.: Hanyan dolgoznak hétfén? = Azok dolgoznak hétfén, akik
hétfon, csiitortokon, pénteken, szombaton vagy vasarnap kezdenek
dolgozni, azaz: 1 + x4 + x5 + x¢ + x7 > 17
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Példa: A posta probléma

A linearis program felirasa:

Min z=21+ 29 +x3+ x4+ x5+ T6 + T7

X1 +x4+x5+28 +27 > 17
T+ T2 + x5+ x5 + 27 > 13
1+ T2 + 23 +x6 + w7 > 15
1+ T2+ X3+ 24 +x7 > 19
T1 + T2 + x3 + T4 + T5 > 14
To + X3+ 24+ 25 + T > 16
T3+ x4 + x5 + 16 + 17 > 11
x; >0 =1,...,7)
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Az altalanos standard alak tomoren

Standard alaku linedris programozasi feladat (maximalizalas):

n
Zaijxjgbi i:1,2,...,m
j=1

z; >0 j=12,....n

n
max E Ci; = 2
j=1

Részletesen kiirva az egyiitthatdkat

anry + apr: + ... + apr, < b
as1r1  + axnry + ... + awr, < by
Am1T1 + amaT2 + ...+ ATy < by
max c¢r1 + €Ty + ... + Cpxp, = Z
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Az eddigiek osszegzése

@ A Linedris Program (LP) egy optimalizalasi probléma, ahol
O cél egy linedris (cél)fiiggvény maximalizdldsa/minimalizdldsa
@ a lehetséges megoldasok halmazdn, mely halmazt linedris

egyenl6tlenségek hatdroznak meg

e Standard alak: minden feltétel <-egyenl&tlenség (maximalizalds),
vagy >-egyenl6tlenség (minimalizalds) és minden véltozé nemnegativ
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Az eddigiek osszegzése

Allitas. Minden linedris programozdsi feladathoz megadhaté egy vele
ekvivalens standard alakd feladat.
o Attérés minimalizaldsrél maximalizaldsra
min —z1+ 29 <= max 1 — 212
@ EgyenlGségek helyettesitése egyenlStlenségekkel
201 +3x3 =1 <= 2x1+3x3>1, 2x1+3x3<1

@ Nem 0 alsd korldtos és korlat nélkiili valtozdk helyettesitése 0 alsd
korlatosakkal

—3<zr <<~ y>0, y—3>-3, z1:=y—3
@ '>'iranyl egyenlGtlenségek szorzdsa —1-gyel

T —T92>4 <— —zx1+a9<—4
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Az LP feladat megoldasa

Tekintsiik Gjra az er6forrds allokacids problémat:

Max 2z = 3x1 + 229

1 +2x9 <80
2x1 +x2 <100
I S 40
x1, 22 20

Mi a lehetséges megoldasok halmaza? — Abrézoljuk!

X2 X,

100
80
60 +

40

2 X1+ %< 80

A A
20 40 60 80 100 X 20 40 60 8O\ 100 X

Kezdjiink az x1, 29 > 0-val, majd vegyiik az 1 + x2 < 80 feltételt
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Az LP feladat megoldasa

Hozzaadva a 2x1 + 29 < 100 és az x1 < 40 feltételeket.

X2

2% + X S 100>\
100

o

X2

2% + %3 < 100
.
100

N

X; <40

60 60 -
401 40+
lehetséges .~
204 X+ X <80  megoldasok 204 X; + X, < 80
I~ halmaza >
L, AL Ly L 4, 4,
20 40 x;o 8O\, 100 X 20 4 x;o s\ 100 x,

Cslics (extremalis) pont: két egyenes metszéspontja (az egyeneseink a
korlatozé feltételeinket abrazoljdk egyenléség teljesiilése esetén)
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Az LP feladat megoldasa

Tétel. Ha egy LP feladatnak van optimalis megolddsa (azaz ahol a
célfiiggvény felveszi a maximumat/minimumat), akkor olyan optimalis
megoldasa is van, ami a lehetséges megolddsi tartomany csucspontja.

Feladat: Keressiik meg az Osszes cslicspontot és értékeljik ki ezekben a
pontokban a 3x1 + 2z célfiggvényt.

X3
100 +

Eh (0,80)

60 T

O Csucspontok

(20,60)

40+

feasjble
20 4+ region

>

(40,20)

60 X,

(40,0)

Xz
100 A

Y
80
40

20 1

160 = 30 + 2*80

180 = 3*20 + 2*60
Legnagyobb értek
(optimum)

>
30+ 20 :)[

| feasible M 160 = 3740 + 220
-
20 N4 60 x
= 3740 + 2°0

Probléma: Lehet, hogy til sok csticspont van. Az LP geometridjira egy

késébbi elbaddson visszatériink.



Az LP feladat megoldasa
oooe

Az LP feladat megoldasa




Az LP megoldédsa: a szimplex algoritmus
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Mesterséges valtozdk

Tekintsiik Ujra a minta LP feladatunkat (katondk és vonatok gyartdsa)

Max 2z = 3x1 + 229

1 +x9 <80
2x1 +x2 <100
I S 40

x1,x2 20

Ahhoz, hogy az egyenlStlenségeinket egyenldségekre cseréljik, adjunk
hozza mesterséges valtozékat az egyenlStlenségek bal oldalaihoz:

Max 2z = 3x1 + 229

Tl + Tot+x3 =80
2x1 + a9 —+x4 =100
I +x5 = 40

xl,...,x520
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Szétar

Tekintsiik a mesterséges valtozdk bevezetésével kapott rendszeriinket:

Max 2z = 3z1 + 229

r1 + To+x3 =80
2r1 + 9 +x4 =100
1 +x5 =40
Lly.-.45T5 > 0

Fejezziik ki a mesterséges valtozdkat az egyes egyenletekbol:

r3 = 80 — r1T — X2
ry = 100 — 221 — 2o
Irs = 40 — T

z = 0 + 321 + 22

Ezt hivjuk szétarnak.
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Szétar

A mesterséges valtozékkal bovitett altalanos feladat:

anry + apr: + ... + apT, + Tpypr = by
a1x1 + axry + ... + axp®, + Tyy2 = by
aAm1T1 + ameT2 + ... + GmaTn + Tpim = bm
c1r1T + cxe + ... +  chxn = z

Ebbol a szétar:

Tpne1 = b1 — anxi — apr2 — ... — Q17
Tni2 = by — anx1r — axpr2s — ... — a7,
Tn4m — bmn — @m1T1 — ameT2 — ... — Gmpn

4 = c1T1 + cx2 + ... +  CchTy
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Szétar — terminoldgia

Természetes (vagy dontési) valtozok: a standard alakd feladatban
szerepld véltozdk (x1,xa, ..., Ty)

Mesterséges (vagy slack) valtozdk: a szétér felirdsakor felvett dj,
nemnegativ valtozok (T, 41, Tni2s .-+ Tntm)

Bazisvaltozok (Bazis): a szétar feltétel egyenleteinek bal oldalan &llé
valtozék

Nembazis valtozok: a szdtar feltételeinek jobb oldalan allé véltozdk

Szétar bazismegoldasa: olyan x vektor, amelyben a nembazis valtozdk
értéke nulla, (ezért) a bazisvaltozdk értékei az Sket tartalmazé egyenletek
jobb oldali konstansai,

Lehetséges (feasible) bazismegoldas: olyan bazismegoldas, ami egyben
lehetséges megoldas is, azaz a szétarra teljesul, hogy b; > 0,
i=1,2,...,m a bazismegoldasban
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Egy lehetséges kezd6 megoldas - product mix mintapélda

Legyen 1 = 0 és x5 = 0. Ekkor az
o 1 =0,20 =0,23 = 80,24 = 100, x5 = 40

egy lehetséges megolddsa (a mesterséges véltozok bevezetésével kapott)
feladatnak. (A vdltozék nemnegativok és minden egyenletet kielégitenek)

A célfuggvény értéke ekkor z = 0.

Prébaljuk meg novelni a célfiiggvény értékét!

= Példaul noveljiik z; értékét az aktudlis (z; = 0) értékéhez képest.
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A célfuggvény érték novelése

r3 = 80 — =z — a2
Ty = 100 — 2:171 — T2
5 = 40 - Il

= 0 + 321 + 229
Legyen z; = 20, o = 0. Ekkor
@ x3 = 60,24 = 60,25 = 20, a célfiiggvényérték z = 60. — lehetséges
megoldas
Legyen most x1 = 40, xo = 0. Ekkor
o x3 =40,24 = 20,25 = 0, a célfiggvényérték z = 120. — lehetséges
megoldas
Noveljiik tovabb, legyen 21 = 50, 9 = 0. Ekkor

e z3 =30,24 = 0,25 = —10. — nem lehetséges megoldas
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A célfuggvény érték novelése

Kérdés: Meddig tudjuk x1 értékét novelni, mielbtt egy valtozd negativva
nem valik?

Legyen 1 =t és x9 = 0. Ekkor a megoldas lehetséges, ha

zg = 80 — ¢t — 23 > 0 = t<80
zg = 100 — 2t — 29 > 0 = t<50
rs = 40 — ¢t > 0 = t<40

Azaz x1 maximalis értéke x1 = 40 lehet, ekkor x5 = 0 lesz.

o Fejezziik ki z1-et az x5-0t tartalmazd egyenletbdl: x1 = 40 — x5.

@ Minden egyenletben xi-et cseréljuk ki 40 — x5-re.

Azt mondjuk, hogy x; belép a bazisba, mig x5 kilép a bazisbdl.

= Uj (de az el6z6vel ekvivalens) szétarat kapunk.
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A célfuggvény érték novelése

r3 = 80 — xr1 — X2
Ty = 100 — 25[31 — X2
w = 40 — Tl
z 0 4+ [3z1| + 229

A harmadik egyenletbdl x;

= 40 — x5, ebbdl adédik

r1 = (40 — $5)

r3 = 80 — (40 - $5) — T2

T4 = 100 — 2(40 — l‘5) — X2
z = 0 + 3(40—2xz5) + 29
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A célfuggvény érték novelése

Azaz az 4j szétdrunk

r] = 40 — X5

r3 = 40 — x2 + x5

Ty = 20 — x2 + 2z5
z = 120 + 2z — 3z

Bazisvaltozdk: {x1,x3, x4}
Nembazis valtozok: {2, x5}
Aktudlis bazismegoldas: xo = 0,25 = 0; x1 = 40,23 = 40,24 = 20

Célfiiggvény (aktudlis) értéke: z = 120
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A hanyados teszt

Az el6z6 gondolatmenet automatizalhaté az in. hanyadosteszt
segitségével.

— i hényados
X3 = BQ/—— . \Y 1 — X2 x_4-re
vy =(100 — (2% — x2 100
vs= 40— xq A 5 =5
z = 0+ 3x + 2x

$3:T0:80,:U4:180:5O,$5:4—10:40

A legkisebb hanyados z5-nél adédik: = x5 a kilépé valtozd
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A hanyados teszt

Az Uj szbtér:

ry = 40 — 5

r3 = 40 — x9 4+ x5

T4 = 20 — ro + 21’5
z = 120 + 2z — 3z3

Folytassuk a gondolatmenetet: a célfliggvény értéke xo novelésével
novelheto.
Meddig? — hanyadosteszt

x1 @ az egyenlet nem tartalmazza xo-t — nincs korlatozas,
x3:4—10:40,:n4:?:20

A legkisebb hanyados x4-nél adédik = x4 a kilép6 valtozé:

Ty =20 — 29 + 225 = 19 = 20 — x4 + 275
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A hanyados teszt

Mindenhol x5 helyére 20 — x4 + 2x5-et helyettesitve az Uj szétar:

ry = 40 — X5

ro = 20 — x4 + 2z5

r3 = 20 + T4 — Tp
z = 160 — 2x4 + x5

A célfliggvény értéke x5 novelésével tovabb novelhetd.

Hanyadosteszt:

z1 20 =40,

T9 : 5 itt pozitiv egyiitthatéval szerepel — nem ad korlatot!
2 =20

r3: T =

A legkisebb hanyados x3-nél adédik = x5 a kilépd valtozd:

3 =204 24 — 25 = x5 = 20 + 14 — x3
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A hanyados teszt

Mindenhol x5 helyére 20 + x4 — x3-et helyettesitve az Uj szétdr:

gy = 20 + x3 — x4
To = 60 — 223 + x4
s = 20 — x3 4+ x4

z = 180 — 23 — x4

Vegyiik észre, hogy nem tudjuk tovabb novelni a célfiiggvény értékét —
optimalis megoldast taldltunk:

x1 = 20,29 = 60,23 = 0,24 = 0, x5 = 20; célfliggvény érték: z = 180.
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