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Szimplex algoritmus

Adott a standard alakt LP feladat:

n
Zaijazjgb,- i:1,2,...,m
j=1

z; >0 i=12,....n

n
max E Cil; = Z
J=1

A standard LP feladathoz tartozd szétar:

n
.Ct‘n_;_i:bi— E Q5T j i:1,2,...,m
Jj=1

n
z= E CiTj
J=1
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Szimplex algoritmus

Most feltessziik, hogy b1 > 0,...,b,, > 0, azaz a feladathoz felirt szétar
bazismegoldasa

T = (0,0,...,O,bl,bg,...,bm)
lehetséges megoldas.

e A negativ jobb oldali feltételt (3i : b; < 0) tartalmazé standard
feladatokkal késébb foglalkozunk
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A Szimplex algoritmus bevezetése

A szimplex algoritmus:

@ Algoritmus: iterativ optimum keresés

@ Ismételt attérés mas szdtarakra a kovetkezd feltételek betartdsa
mellett:

@ Minden iteracid szétara ekvivalens az el6z8 iteracidéval

@ Minden iterdcid szdtaranak bazismegoldasan a célfuggvény értéke
nagyobb vagy egyenld, mint az el6z6 iterdciéén

© Minden iteracié bizismegolddsa lehetséges megoldas

Felmeriil6 kérdések:
e Mi alapjan térjlink at egy mdsik szétarra?
@ Hogyan térjiink at, hogy a feltételek teljestiljenek ?
@ Honnan tudjuk, hogy az aktudlis bazismegoldas optimalis?

o Létezik-e minden LP feladatnak optimuma?
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Szimplex algoritmus - definicidk

Pivot lépés: (ij sz6tar megadasa egy bazis és nembazis valtozd szerepének
felcserélésével (Id. példa)

Belépovaltozo: a szimplex algoritmus egy iteraciénak belépévaltozdja az
a nembdzis véltozd, ami a kovetkezd szétarra attérés hatdsara
bazisvaltozéva valik

Kilépovaltozé: a szimplex algoritmus egy iteraciénak kilépovaltozdja az a
bazisvaltozd, ami a kovetkezd szétdrra attérés hatdsara nembdzis
valtozdéva valik

Szétarak ekvivalencidja: két szétar ekvivalens, ha az éltaluk leirt

egyenletrendszer Osszes lehetséges megoldasai és a hozzajuk tartozé
célfuggvényértékek rendre megegyeznek
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Szimplex algoritmus

Tétel. A pivot lépés elbtti és az utdna elballé j szotar ekvivalensek.
Bizonyitas.
o Egyenleteket dtrendezni ekvivalens atalakitas

o Egy egyenlethez egy mdasik konstans-szorosat hozzaadni ekvivalens
atalakitas
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Szimplex algoritmus

Mi alapjan térjiink at egy masik szétarra? Példa:

Ty = 4 — x1 — 2x9

s = 6 — a1 — 4xg3

g = 2 — 2x9 + 223
z = 10 + 3x1 + 4z — 3

o A célfiiggvényértéke nd, ha az aktualis bazismegoldasban x; vagy xo
értéke nd

o A célfiiggvényértéke csokken, ha az aktudlis bazismegoldasban zg
értéke né

o Melyik véltozé értékét noveljiik, x1 vagy xo értékét? Ld. kiilonb6zé
pivot szabdlyok.
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Szimplex algoritmus

Hogyan térjink at, hogy a feltételek teljesiiljenek?

Ty = 4 — x1 — 2x9

s = 6 — 21 — 4x3

Tg = 2 — 2x9 + 2x3
z = 10 4+ 3x1 + 4dxo — 3

@ A bazisviltozék nemnegativitasabdl ered6 korlatok zo-re
(:L'l = 0,1‘3 = 0)2

2420 = 4—-229>0 & 22> a9

$620 = 2—219>0 & 1>y

o A legsziikebb korlatot add egyenletbdl fejezziik ki zo-t (Id.
hanyadosszabily)
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Szimplex algoritmus

Honnan tudjuk, hogy az aktudlis bazismegoldas optimalis?

xqg = 4 — x1 — 2x9

5 = 6 — 11 — 4uxj

T6 = 2 — 2x9 + 2z3
z = — 31 — 4x9 — x3

Tétel. Ha egy szdtdrban nincs pozitiv c; (j =1,2,...,n+m) célfiiggvény

egylitthatd és negativ b; (i = 1,2,...,m) konstans a feltételek
egyenleteiben, akkor a szotar bazismegolddsa optimdlis megoldds.

Bizonyitds. Indirekten konnyen beldthaté.
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Szimplex algoritmus

Létezik-e minden LP feladatnak optimuma?

gy = 4 + x — 2x9

s = 6 4+ 1z — dxs

T = 2 — 2z9 + 223
z = 3r1 — 4x0 — x3

Latjuk, hogy z; tetszblegesen novelheto az aktudlis bazismegolddsban =

a célfiiggvény igy tetszblegesen nagy értéket felvehet

Nem korlatos LP feladat: ha az LP feladat maximalizalandé
(minimalizdlandd) és célfiiggvénye tetszblegesen nagy (kicsi) értéket
felvehet a lehetséges megolddsainak halmazan, akkor a feladatot nem
korlatosnak nevezziik.
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Szimplex algoritmus

Tpyl = b1 — anwr — apr2 ... — a1y
Tnt2 bo — aoiwy — axre ... — a,Tn
z = ¥ + cqx1 + exe ... +  cpxp
Tétel. Ha egy szétdrban van olyan pozitivecj (j =1,2,...,n+m)

célfiiggvény egyiitthato, hogy minden —a;; (i = 1,2,...,m) egyiitthato
nemnegativ, akkor az LP feladat, amihez a szétar tartozik, nem korlatos.

Bizonyitas. Indirekten konnyen belathatd.
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A szimplex algoritmus

Bemenet/Input: Egy /ehetséges indulé szétér.

Kimenet/Output:

*

o z* = (z7,...,x}) optimilis bazismegoldds

@ z* a célfiggvény optimuma

(Egy lehetséges induld szdtdrra van sziikségiink, azaz feltessziik, hogy minden b;
konstans (i = 1,2,...,m) nemnegativ az indulé szétarban, azaz a sz6tar
bazismegoldasa lehetséges megoldas. Azzal az esettel, amikor ez nem teljeslil,
késébb foglalkozunk)
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A szimplex algoritmus

Az algoritmus Iépései:
O A szétdrban ¢; <0 minden j =1,2,...,n-re?
e Igen = az aktualis bazismegoldas optimalis, az algoritmus megall
o Nem = folytatds a 2. ponttal

@ Vilasszuk a nembazis valtozék koziil belépovaltozénak valamely x-t,
amelyre ¢ > 0 (pozitiv célfiggvény egyiitthatd)

Q@ —a;x>0mindeni=12,...,m-re?
o lgen = az LP feladat nem korlatos, az algoritmus megall

o Nem = folytatds a 4. ponttal

@ Legyen [ valamely index, amelyre —a;; < 0 és

i‘ minimélis
alk

(hdnyadosteszt)

© Hajtsunk végre egy pivot lépést gy, hogy x; legyen a belépbvaltozd
és az [. feltétel bazisvaltozdja legyen a kilépd; folytatds az 1. ponttal
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A szimplex algoritmus

Csak egy keretalgoritmus.

o Melyik véltozét vélasszuk a belépovaltozénak a 2. pontban?
o Melyik feltételbdl valasszuk a kilépovaltozét a 4. pontban?

Pivot szabaly: olyan szabaly, ami egyértelm(ivé teszi, hogy a szimplex
algoritmusban mely véltozdk legyenek a belépd- és a kilépovaltozok, ha
tobb valtozd is teljesiti az alapfeltételeket

Klasszikus Szimplex algoritmus pivot szabalya:

o A lehetséges belépovaltozok koziil valasszuk a legnagyobb cy,
értékiit, tobb ilyen esetén azok koziil a legkisebb indexiit

o A lehetséges kilépovaltozok koziil (hanyadosteszt!) valasszuk a
legkisebb [ indexii egyenlet valtozdjat

Mas pivot szabalyok is léteznek. (Id. késébb)
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Ciklizacié

Biztosan ledll az algoritmus véges szamd 1épés utan?

e Mi van, ha az algoritmus elsd [épésében mindig nem a valasz (nem
optimalis az aktudlis megoldas)?

Degeneralt iteracios Iépés: olyan szimplex iterdcié, amelyben nem
véltozik a bazismegoldas.

Degenerdlt bazismegoldas: olyan bazismegoldas, amelyben egy vagy
tobb bazisvaltozd értéke 0
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Ciklizacié: példa

@ Példa: degenerdlt iteracids lépés és bazismegoldas

o 1. iterdcié

= — %xl + %xz + %373 —  9x4
1 3 1

Te = — §$1 + 5.%'2 + §$3 — T4

zr = 1 - T

z = — BT7xo — 8xrz — 24dxy

@ 2. iterdcié

T, = 11lzo 4+ bxg — 18x4 — 25
= - 4dxs — 223 4+ 8x4 + x5
xz; = 1 — 1lxs — bxs + 18xy + x5

z = + 4lzs — 204z4 — 20z
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Ciklizacié: példa

@ 3. iteracié

i R R

T2 = - xs o+ 2wy 4+ s — G

z; = 1 + %1‘3 — dxy - %1‘5 — 17411'6
29

z = 51'3 — 98xy4 — %375 — %31'6

@ 4. iteracid

r3 = - 221 4+ 8zs + %$5 — %xﬁ

= I — 2334 - %$5 + %$6

Ty = 1 - T

z = - 20 + + 1515 — 93z
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Ciklizacié: példa

@ 5. iteracié

= 2¢) — 4wy — x5+ 3%
1 1 1 5
Ty = 3T1  — T2 —  yT5 + 37T
xT7 = 1 - I
21
z = — 201y — 9x9 + ?wg, — 1‘21—1956
@ 6. iteracid
5 = dr1 — 8xo — 2x3 + 9z
1 3 1
= — §$1 — 5%2 + 5373 — T6

Ty = 1 - Tl

y = 22r1 — 93z9 — 2lzg +
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Ciklizacié: példa

@ 7. iteracié

1 11 5
= — 51’1 + 5.@2 + 51133 — 9.’134
1 3 1
Te = — 51}1 + §.%'2 + §$3 — T4
xzy = 1 — 1

z = — BT7xy — 8xrz — 24dxy

@ Visszakaptuk a kiinduldsi feladatot

Ciklizacié: ha a szimplex algoritmus valamely iteracidja utdn egy korabbi
iteracié szotarat kapjuk meg uajra, akkor azt ciklizicidonak nevezziik
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Ciklizacié

Tétel. Ha a szimplex algoritmus nem all meg, akkor ciklizal.

Bizonyitas. Tekintsiink két szétdrat (melyeket a szimplex algoritmus
soran kapunk) amelyeknek ugyanazok a bazisvéltozdi:

o 1. szétar

Ty = b1 — anr — apT2 — 1373
r5 = by — anr1 — ary — a3T3
re = by — az;ry — azray — as3r3
Z2 = v + car1 + Ccx2 + 373
@ 2. sz4tar
Ty = by — apm — apry — ajrs
T = by — aym — ajpry — aprs
re = by — aym — agprs —  agws

z = v + dxi + dhxy + s
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Ciklizacié

@ Ha egy =1, 290,23, x4, x5, Tg, 2 megoldasa az egyiknek, akkor a
masiknak is (mivel a két szétar ekvivalens)

@ Legyen xj, tetszbleges nembdzis véltozd (pl. xp = x1), ¢ tetszbleges
valds szam

o Vegylik a kovetkezd megolddsat az elsé szétarnak
o I :t,xg :0,.%'3 =0
o = u; =b —ant (i=4,5,6)ész=0v+c1t

e Ez megoldasa a masik szétdrnak is (mivel ekvivalensek), ezért:

bi — ait = b, — a;,t i =456
v+ ot =0 + et
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Ciklizacié

Azaz a két szétdr nem csak ekvivalens, hanem megegyezik.

e Altaldnos esetben ( —:n > (véges!) kiilonbdzé mdédon lehet bazist

valasztani:

xi:bifzaijxj 1eB
JEN

z2=0+ Z CiT
jEB

e Ha az algoritmus nem all meg, akkor lesz olyan iteracio, amikor
egy korabbi bazismegoldas, korabbi szétar keriil el6 ujra, azaz
ciklizal.

A ciklizacio elkeriilheté megfelelo pivot szabaly alkalmazasaval.
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[llusztracid

Ciklizacié szemléletesen (2 valtozés feladat esetén): tobb korlatozé
feltételhez tartozd egyenes megy at ugyanazon a ponton:

Xz

6 K
NBX +4x, =24

X,=3

~ B +10%=40
.

6 8 x




Bland szabdly
°

Bland szabdly (1977)

Legkisebb index szabalya:

@ A lehetséges belépoviltozdk koziil a legkisebb indexiit, ES

o A lehetséges kilépovéltozdk koziil a legkisebb indexiit valasztjuk
Tétel. A szimplex algoritmus véget ér, ha a legkisebb index szabalyt

hasznaljuk

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk. (Egy bizonyitds megtaldlhaté pl. Pluhadr
Andrds: Operdcickutatds |. jegyzetében)
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Lexikografikus szabaly

A ciklizacié oka a degeneracid, azaz bazisvaltozék 0 értékiivé véldsa a
bazismegolddsokban. (/d. Ciklizicid: példa)

@ Adjunk hozzad a kezd6 szétar minden feltételének jobb oldaldhoz egy
pozitiv &; konstanst (mit jelent ez geometriailag ?)

@ Minden feltételre legyenek ezek killonbozé nagysagrendiiek a
kovetkezoképpen
I<aKak...Ken

@ Szimplex algoritmus sordn biztosan nem "itik ki" egymdst

@ Nem lesznek degenerdlt bazismegolddasok = nincs ciklizacié
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Lexikografikus szabaly

e Példa: feladat induld szétédra (latjuk, hogy degenerdlt)

r3 = % - X2
Ty = — 2x1 + 4dzo
T5 = 1 — 322
Tg = — x1 + 6x9

z = 4 + 2x1 — x9

@ Sz6tér konkrét értékek helyett szimbolikus e-okkal kiegészitve

3 = 3 + & - a9
T4 = + &9 - x1 + ¥
r5 = + €3 + x — 3x9
Tg = 4+ &4 — 2x1 + 4o

z = 4 + 21 — 29
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Lexikografikus szabaly

@ 1. iterdcié utan

Tr3 = % + & — I
_ 1 1
Ty = €2 — 384 + 3Te — T2
1
5 = €3 + 584 — 3Tg — T2
T = %54 - %336 + 2z
z = 4 €4 — T + 3x2

@ 2. iteracié utan

xr3 = % + & — &3 — 3&4 + %Jfﬁ + x5

Ty = € — € — & + 1z + x5
_ 1 1

To = €3 + 54 — 35T6 — Tp
— ) 3 _ 3 - 9

1 = €3 + 5¢€4 526 5
— 5 5

z = 4 3e3 + 584 — 35%g — 3xs5
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Lexikografikus szabaly

@ Az utolsé szd6tar optimalis

o Elhagyjuk az e-okat:

r3 = % + %-756 + x5

T4 = e + Ts
— 1

ro = — §$6 — T5
— _ 3 - 9

rr = 56 Ts5
— 4 5 3

z = — 2$6 — xIs5
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Lexikografikus szabaly

Lexikografikus szabaly:
@ egészitsiik ki szimbolikus € konstansokkal az indulé szétarat, majd

o A lehetséges belépovaltozok koziil valasszuk a legnagyobb c;,
értékiit, tobb ilyen esetén azok kozill a legkisebb indexiit

o A lehetséges kilépovaltozdk koziil vilasszuk azt, amelynek [ indexii
egyenletére az egyiitthatdkbdl allé vektor lexikografikusan a
legkisebb

Tétel. A szimplex algoritmus biztosan véget ér, ha a lexikografikus szabaly
szerint valasztunk kilépé valtozot

Bizonyitas. Nem bizonyitjuk.
Osszefoglalva:

o A legnagyobb névekmény (ld. gyakorlat) és a klasszikus pivot szabdly
ciklizalhat

@ A Bland és a lexikografikus szabaly esetén nincs ciklizicié

o A Véletlen pivot szabaly valasztdssal az algoritmus 1 valdszinliséggel
terminal
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Lexikografikus szabaly

@ Példa: a kulonbozd pivot szabdlyok kozotti kiilonbségekre

x99 = 5 — 10x;y — bdxg — x5 — 3x7
s 1 4+ bdx1 + 923 + 2lzs — 4y
ro = 2 + 4x1 — 2x3 — dry — 8xr
T4 4 — 8x1 + 4dxs — bdxs — 2x7
x5 = 3 — x1 — 2x3 — 5rj

z = 271 + x + 2x3 — 1llxzs 4+ 6x7

@ A klasszikus, lexikografikus, legkisebb index és legnagyobb novekmény
szabalyok mind kiilonboz6 belépd- kilépovaltozé parokat valasztanak
(HF: ellendrizziik!)
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Boomington sorfozde

A Bloomington Sorfézde pilzenit és angol vildgos sort éllit eld.

A pilzeni eladdsi dra 5% hordénként, a angol vildgosé 2% hordénként. Egy
hordd pilzeni el6allitdsdhoz 5 kg arpamalata és 2 kg komld sziikséges. Egy
hordé vildgos sorhoz pedig 2 kg drpamaldta és 1 kg komlé kell.
Rendelkezésre all 60 kg arpamaldta és 25 kg komlé.

Fogalmazzunk meg egy LP-t, amellyel maximalizdlhaté a bevétel! Oldjuk
is meg. Nézziik meg grafikusan is!
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Reklamkoltség minimalizaldsa

A Dorian Auto cég luxusautdkat és teherautdkat gyart. A vallalat Ggy
gondolja, hogy vasarldi legnagyobb valdsziniiséggel magas jovedelmi nék
és férfiak. Ennek a fogyasztdi csoportnak a megnyerésére a cég egy komoly
tévé-hirdetési kampanyt inditott és elhatarozta, hogy 1 perces
reklamhelyeket vasarol kétféle tipusi tévémiisorban: viddm miisorokban és
futballmeccsek alatt.

Minden kabarébeli rekldmot 7 millié magas jovedelmii n6 és 2 millié
magas jovedelmii férfi néz. Minden futballmeccs alatti reklamot 2 millié
magas jovedelmi nd és 12 millié magas jovedelm férfi néz. Az egyperces
kabarébeli reklam 50 ezer dollarba keriil, és az egyperces futballmeccs
alatti reklam &ra 100 ezer dollar. A cég azt szeretné, ha hirdetéseit
legaldbb 28 millié magas jovedelmii n6 és 24 millié magas jovedelmii férfi
latna.

Alkalmazzuk a linedris programozast arra, hogy a Dorian cég a
reklamcéljait minimalis koltségek mellett érje el!
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