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Kétfazisi szimplex mddszer

A standard alaku LP feladathoz tartozé szotar

n
$n+i:bi— E Q5 j i:1,2,...,m
Jj=1

n
z = E le’j
j=1

@ Ha minden b; > 017 =1,2,...,m, akkor mehet a szimplex algoritmus

o Mit tehetiink, ha nem ez a helyzet?
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Az elso fazis

Példa:
Max 2z = r - T2 + T3
2r1 —  x9 + r3 <4
21 — 3x9 + T3 < =5
-1 + X2 — 203 < —1
r1, 2,23 >0
A kapcsolédé indulé szétar:
sy = 4 — 2x1 4+ x93 — 2zx3
x5 = —5 — 2x1 + 3x0 — x3
s = —1 + x — x2 + 2x3
z = r1 — X2 + I3

Ez nem lehetséges (nem fizibilis) indulé szétar, mert x5, 26 < 0 a
bazismegoldasban.
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Az elso fazis

Otlet: Vezessiink be egy tij mesterséges valtozét (o) és tekintsiik a
kovetkez6 segédfeladatot:

Max w = —x0
2r1 — T2 + x3 — Tg <4
2c1 — 3x0 + 3 — rg < —5
—r1 + To — 2x3 — Ty < —1
z1,%2, 3,20 =0
T4, Ts5, Tg mesterséges valtozdk bevezetésével:
Max w = —xg
21 — 12 + w3 — my + x4 =4
201 — 3x9 + x3 — rg + x5 = -5
—r1 + T2 — 23 — g + g = —1
Z; Z 0

Vegyiik a legnegativabb jobboldali egyenletet (2-es):
Fejezziik ki xo-t ebbdl, a tobbibdl a mesterséges valtozdkat.
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Az elso fazis

Az igy adédd kezdd szétar:

o = 5 + 2xr1 — 3x9 4+ x3 + x5
T4 = 9 — 29 + x5
e = 4 + 3xr1 — 4xo + 3x3 + x5
w = -5 — 2x1 + 3z9 — x3 — x5

Ami mar egy lehetséges induld szétar.
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Az elso fazis

Tétel. A standard feladatnak akkor és csak akkor /étezik lehetséges
megolddsa, ha w = 0 a hozza felirt segédfeladat optimuma.

Bizonyitas.
o Tfh. létezik a kiinduldsi feladatnak egy lehetséges © = (x1,...,zy)

megoldasa

e Ekkor a (zg = 0,x) optimalis megoldasa a segédfeladatnak és
w ((zg=0,2)) =0

o Forditva, tfh. a segédfeladat optimuma 0 és egy optimalis megolddsa

:I/,*

e Ekkor zf; = 0, elhagyva z{-t 2*-bdl a kiinduldsi feladat egy lehetséges
megoldasat kapjuk
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Szimplex mdodszer

Ha a segédfeladatot megoldjuk a szimplex algoritmussal és annak
optimuma w = 0, akkor a megoldas legutolsé szétarabdl konnyen
felirhatunk egy olyan szétarat, amely:

@ az eredeti feladat szétara
@ bazismegolddsa lehetséges megoldas is egyben
A szétar felirasanak lépései:
@ Ha xg = 0 szerepel a feltételek kozott, akkor elhagyjuk

@ Ha z( bazisvaltozd, akkor az egyenletének jobb oldaldn 1évé nem 0
egyiitthatdju véltozok valamelyikét belépovaltozdnak xo-t
kilépovaltozénak tekintve végrehajtunk egy pivot 1épést

© Elhagyjuk xg megmaradt eléforduldsait

Q A célfiiggvény egyenletét lecseréljiik az eredeti célfiiggvényre, amit
atirunk az aktudlis bazisvaltozéknak megfelel6en
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Szimplex mddszer: kétfazisu algoritmus

1. fazis lépései
© Ha a standard feladat szétaranak bazismegoldasa lehetséges
megoldds, akkor johet a 2. fazis

@ Ha nem, akkor tdrsitsuk a segédfeladatot, és készitsiik el annak
atalakitott szétarat

Oldjuk meg az 4talakitott szétarbdl indulva a segédfeladatot

©

Ha a segédfeladat optimuma < 0, akkor nincs 2. fazis, a standard
feladatnak nem létezik megoldasa

©

© Ha a segédfeladat optimuma 0, akkor készitsiink egy a kiinduldsi
feladat szétaraval ekvivalens, lehetséges bazismegoldasi szétarat az
1. fazisban futtatott szimplex algoritmus utolsé szétara alapjan

2. fazis lépései

@ Hajtsuk végre a szimplex algoritmust az elsé fazisbdl kapott szétarbdl
indulva
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Szimplex mddszer: példa

Az indulé szétarunk:

r3 = —H — x1 4+ x9
ry = 6 — x1 — 29
z = 2x1 4+ x2

Latjuk, hogy kétfazisi szimplex médszerre van sziikség.
irjuk fel a segédfeladatot:

T3 = —H — 11 4+ x9 + 20

l‘4:6—.7}1—.7}2+l‘0

w = — X9
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Szimplex mddszer: példa

A legnegativabb jobboldall egyenlet: x3 = --- = ebbdl fejezziik ki z¢-t
rp = 5 + x@ — x2 + 3
ry = 11 — 29 + 3
w = -5 — xm + T2 — T3

Belépo valtozé: xo, kiléps valtozd: xq:

x2 = 5 + wxm — e + x3
gy = 1 — 221 + 2x9 — x3
w = — i)

Optimum: zg = 0, w = 0 = elhagyjuk x¢-t, vissza az eredeti
célfuggvényre.



A kétfazist szimplex médszer
000000000e

Szimplex mddszer: példa

Az kiindulasi feladattal ekvivalens sz6tar:

Ty = 5 4+ I + x3
rq4 = 1 - 2$1 — I3
z = 2x1 + a9

Innen kapjuk (z2 helyére 5 + 21 + x3-at helyettesitve a jobboldalon)

ro = 5 + 1w + z3
Ty = 1 - 2ZE1 — I3
z =5 4+ 3z + x3

Végiil a 2-es fazist végrehajtva leolvashatjuk a megoldast.

To = 55 — 0.5.1,‘4 + 0.5([33
r, = 0.5 — 0.5.7}4 — 0.5.%'3
z = 65 — 1bxy — 0.5x3
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A linedris programozas alaptétele

Tétel. Tetszbleges standard alakd linedris programozdsi feladatra
teljesiilnek az alabbi dllitasok

@ Ha nincs optimalis megolddsa, akkor vagy nem korldtos vagy nincs
lehetséges megolddsa.

@ Ha van lehetséges megolddsa, akkor van lehetséges bazismegolddsa is.

@ Ha van optimalis megoldasa, akkor van optimalis bazismegoldasa is.
Bizonyitas.
@ A szimplex mddszer 1. fazisa eldonti, hogy létezik-e lehetséges
megoldas

@ Ha igen, akkor megad egy lehetséges bazismegoldast is

o Valamelyik, terminalast biztosité pivot szabdllyal a 2. fazis eldonti,
hogy nem korlatos-e a feladat

@ Ha korlatos a feladat, akkor a 2. fazis megad egy optimdlis
bazismegoldast
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LP alaptétele - Kétfazist szimplex folyamatabra

Lehetséges?

v

LP nem lehetséges

YES —

Lehetséges
bézismegoldas

Optimalis?

NO

Javitsuk a megoldast: piva‘t—l

Optimalis
megoldas

Nem korlatos LP

FAZIS|

FAZISII
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Optimalis megolddsok szdmossaga

o Lehetséges megoldasbdl tobb, akar végtelen sok is lehet

@ Hany optimalis megoldas létezik?

o Lehet egyetlen optimalis megoldas

rg = 1 + ®m + 3x4 — 2w
r1T = 2 — 2%2 — 2:174 + 1IL’6
zs = 1 4+ dxo + 214

z = 13 — 32 — x4 — g
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Optimalis megolddsok szdmossaga

o Lehet tobb optimalis megoldas

Te = 3 4+ x2 — 225 + Tx3
gy = 1 — b5x9 + 6x5 — 8zxj
T 4 + 920 + 225 — 13
z = 8 - 3

Hagyjuk el az utolsé oszlopot és a célfiiggvényt:

Ty = 3 + ) - 2.1:5
r1 = 1 — bry + 6xs
Tg = 4 + 9$2 + 2x5

Az egyenletrendszer megolddsai az eredeti feladat optimumai.
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Optimalis megolddsok szdmossaga

@ 11, T4, Tg, Nemnegativak

@ Az optimumok leirhaték az aldbbi egyenl6tlenség rendszerrel

—x9 4+ 2z5 < 3
5% — b6z < 1
Q29 — 225 < 4
x2, x5 = 0

Lehetéség ad masodlagos célfiiggvény szerinti optimalizaldsra.
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Szimplex algoritmus sebessége

@ Mennyire gyors a szimplex algoritmus?
@ Mekkora feladatokat lehet vele elfogadhaté idén beliil megoldani?
o Atlagos és legrosszabb eset analizis.

@ A futdsi id6 mérhet6 a feladat méretének fliggvényében.
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Szimplex algoritmus sebessége

@ A sebesség egy mértéke, hogy hany iterdcids Iépést kell végrehajtani

o Ciklizacié = az algoritmus soha nem ér véget
o Legfeljebb (" ;m) iterécié lehet (ahanyféle bazis)

o n = m esetben, a Stirling-formuldt hasznalval

4”

™

2

~
~

Ynl ~ V2rn(n/e)"
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A szimplex algoritmus sebessége

@ A minimalisan sziikséges iterdcidk szdma is lehet exponencidlisan sok:
V. Klee és G. J. Minty példdja ('72) (n =m)
i—1
2> 10" a4 2; < 1007 i=12,....n
j=1
z; >0 j=12,....n

n
max E 10"
i=1

@ Specidlisan, ha n =m = 3-ra

max z=100x; + 10z + 1z3

fh 1 S 1
20x; + T2 < 100

2007 4+ 20x2 + x3 < 10000

r o, T2 , T3 2 0
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A szimplex algoritmus sebessége

o Legnagyobb egyiitthaté (klasszikus) szabdllyal 2™ — 1 iterécié kell

e Legnagyobb novekmény szaballyal (minden iteracids |épésben az a
nembazis valtozot valasztjuk, melynek bazisba lépésével a leginkdabb
nd a célfiiggvény) is exponencidlisan sok iteracié kellhet (R. Jeroszlov,
1973)

@ Legrosszabb esetben exponencidlisan sok iteracidra van sziikség

o Léteznek-e ennél jobb felsé korlattal rendelkez6 algoritmusok?

Léteznek polinomialisan sok iteraciét igényloek, pl.

L. G. Khachiyan ellipszoid mddszere

o N. Karmarkar projektiv algoritmusa

Bels6 pontos médszerek
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A szimplex algoritmus sebessége - New York Times, 1979. nov. 7.
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A szimplex algoritmus sebessége - New York Times, 1984. nov.

19.

WORLD U.S. NY./REGION BUSINESS TECHNOLOGY SCIENCE @ HEALTH @ SPORTS OPINION

POLITICS EDUCATION TEXAS

BREAKTHROUGH IN PROBLEM SOLVING

By JAMES GLEICK
Published: November 19, 1984

A 28-year-old mathematician at A.T.&T. Bell Laboratories has made B3 Facesook

a startling theoretical breakthrough in the solving of systems of W TWITTER
equations that often grow too vast and complex for the most powerful @ GoosLEr
computers.
B EMAL
The discovery, which is to be formally published next month, is SHARE
already circulating rapidly through the mathematical world. It has a
PRINT

also set off a deluge of inquiries from brokerage houses, oil
companies and airlines, industries with millions of dollars at stake in @ rerrinTs
problems known as linear programming,.

These problems are fiendishly complicated systems, often with thousands of variables.
They arise in a variety of commercial and government applications, ranging from
locating time on a communications satellite to routing millions of telephone calls over
ong distances. Linear programming is particularly useful whenever a limited, expensive
resource must be spread most efficiently among competing users. And investment
rompanies use the approach in creating portfolios with the best mix of stocks and bonds.
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A szimplex algoritmus sebessége - Lehet-e matematikat

szabadalmaztatni?

o Az AT&T 1985-ben szabadalmi védettség alad helyzete Karmarkar
algoritmusdt — U.S. Patent 4,744,026: ,,Methods and apparatus for
efficient resource allocation”, 1988.

o AT&T KORBX szamitégép: 8.9 millié USD piaci aron! Els6 vevé a
Pentagon volt...

o Karmarkart kikozositették a terulet vezetd matematikusai.

@ A szabadalmi védettség 2006-ban jart le.
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A szimplex algoritmus sebessége

o Dantzig megfigyelése szerint, ha m < 50 és n + m < 200, akkor
altaldban 3m/2 iteraciét igényel az algoritmus.

@ Ritkan fordul el6, hogy tobb, mint 3m |épés sziikséges.

o Egy masik megfigyelés szerint az iteracidk szama cm logn kordil
ingadozik, ahol ¢ egy konstans.

@ Jelenleg is aktivan kutatott teriilet.

(Figyeljik meg a formulak asszimmetridjat n és m paraméterekre)
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