Operacidkutatas |.

Szegedi Tudomanyegyetem
Informatikai Intézet
Szamitégépes Optimalizalds Tanszék

7. Eldadas



Erzékenységvizsgélat
[ Jelelolole}

Motivacid

@ A cél annak meghatdrozasa, hogy a bemeneti adatok valtozasai
milyen hatdssal vannak az optimumra (vagy fizibilitasra)

@ Miért érdekes ez? Bizonyos értékek (pl. drak, munkaidé,
anyagkoltség) csak becslések: szeretnénk tudni, hogy , mennyit
hibazhatunk”, mennyire érzékeny a megoldas ezen értékek
véltozasaira

Miben valtozhat meg a feladat?
e megvaltozhat a célfliggvény (az egyiitthatdk)
@ megvaltozhat egy feltétel jobb oldala
@ Uj valtozo léphet be
o Uj feltétel Iéphet be

Az elsé kettot vizsgaljuk részletesebben.
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Erzékenységvizsgélat grafikusan — a szokasos példa

A szokasos példank és grafikus megolddsa:

X2
Max 3x1 + 2x»
X1+ xp <80 100 -
2x1 + xp < 100
X1 < 40 80
xy,x >0
60 -
40 -
20 -

N
N
N

optimal

/solution

X1

60 .. 80

z=3x; +2x,=180


https://www.geogebra.org/m/vvsv8xn8
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Erzékenységvizsgélat — célfuggvény

T1 + x9 = 80
2x1 4+ x5 = 100 az optimalis megoldasban, vagyis 21 = 20, 22 = 60.

Kérdés: Mennyire véltoztathatjuk meg cq1, co célfliggvény egyiitthatékat
hogy az optimalis megoldas ne valtozzon?

3
o A célfiiggvény meredeksége —3
@ 2x1 + x9 = 100 meredeksége -2
@ x1 + x2 = 80 meredeksége -1

Valasz: Annyira, hogy a meredekség [—2, —1]| koz6tt maradjon!

oazaz,c1:3—ra:—2§—%§—1=>420122

3 3
oazaz,CQ:Q—re:—2§——§—1:>§20223
Cc2
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Erzékenységvizsgélat — célfuggvény

Grafikusan illusztralva:

optimal
solution
(same)

i

~

new
optimal

solution
z7'=240

40

i 60™.. -.80
z=3x+ 2%, = 180 Z'=2.5%; + 2%, =170
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Erzékenységvizsgalat — feltétel jobb oldala

Kérdés: Mennyivel véltozhat a feltételek jobboldala, hogy a megoldas
bazisa ne valtozzom?

Valasz:

1+ 2o =80+ Ay
2x1 + x0 = 100
illetve 1 < 40,

vagyis z1 = 20 — Ay, 20 = 60 + 2A;.
21> 06és 21 <40, ha0<20—-A; <40 azaz —20< A1 <20
r9 > 0 ha 60 +2A1 > 0, azaz A1 > —30 aminél a fenti erésebb

T1 + x9 = 80
221 + 29 = 100 + Ay
illetve 1 < 40,

vagyis r1 = 20 + Ay, 29 = 60 — As.
z1 > 04és 1 <40, ha 0 < Ag+20 <40 azaz —20 < Ay <20
To >0 ha 60 — Ag > 0, azaz As < 60 aminél a fenti megint erésebb
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Erzékenységvizsgalat — feltétel jobb oldala

Grafikusan:
. optima
° f/— SO'%tiZOUn
Ss, Z= optimal
‘qu ‘~.~ solution
. s< z=190 optimal
80 4 Tl solution
AR optifiral z=170

~._solution™*

X4
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Arazasi interpretacio

Tekintsiik tjra az eréforras allokacids problémat (katona és vonat
gyartdsa, fa és festék kell). Legyen most az eladdsi ar (tehdt nem a profit)
3 per katona, illetve 2 per vonat.

Max z = 3z1 + 222 [eladdsi &r]

x1+xy <80 [fa]
2r1 + 22 <100 [festék]
1,2 20

Legyen egy egység fa piaci ara y; ($), egy egység festék dra y2 ($).
Mit tehet a gyartd?
o Eladhatja az eréforrasait (fa, festék) piaci dron

@ Vehet tovabbi fat és festéket

o Gyadrt a rendelkezésre all6 eréforrdsokbdl és eladja a jatékokat

Mi a legjobb stratégia (feltéve, hogy mindent tényleg el tud adni)?
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Arazasi interpretacio

o A felvasarlé a készletet 80y; + 100y2 aron venné meg

@ Ha egy katona alapanyagara kisebb lenne, mint az eladasi ara,
azaz

Y1+ 2y2 < 3(9)
akkor a gyarté nem akarna eladni. Miért?

@ Mivel a felvasirlé meg akarja venni az alapanyagokat, csak olyan drat
ajanlhat, amennyiért a gyartd el is adnad azokat, azaz

Y1+ 2y2 > 3(8)

@ Hasonléan megy a dolog a vonatokra is: csak olyan arat ajanlhat,
aminél nem érné meg jobban a gyarténak legydrtani a vonatokat és
eladni, azaz

Y1 +y2 > 2(9)
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Arazdsi interpretdcid: a felvasarlé arképzése

o A felvasarlé a kovetkezd optimalizélasi feladatot ,,oldja meg"” :

Min 80y; + 100y
y1 +  2y2 >3 [katondk]
Y1 + y2 > 2 [vonatok]
y1,y2 =0

Ezt hivjuk az eredeti feladat dualisanak

Az eredeti feladatot (ez alapjdn) primal feladatnak hivjuk.
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Primal-dual feladatpar

A primal feladat:

1 + T2 <80
2x1 + o <100
r1,T2 >0

Max z=3x; + 2z
A dual feladat:

y1 +  2y2 23
yi + y2 =2
y1,y2 =0
Min w=80y; + 100y,
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Primal-dual feladatpar

Spec eset: Primal LP 2 valtozéval és 3 feltétellel

Primal
anry + aprs <b
a1r1 + agrs < by
az1ry + azws < b
r1,T2 >0
Max z=-ciz1 + 29
Dualis

a11y1 + a21y2 +  a3ys =>ci
a12y1 + a2y + azys > c2
Y1 ,Y2,Y3 Z 0

Min w=by1 + by + b3ys




Dualitds
00000@0000

Primal-dual feladatpar altalanosan

Ax<b Zai]xj <b i=12,...m
j=1
x>0 Primal feladat ;>0 j=12,...n
n
maxclx = z maxz CiT; = 2
=1
m
ATy >c Zawy% >c¢; j=12,...n
i=1
y>0 Dudl feladat Yy >0 i=12,...m
m

maxb’ly = w minz biy; = w
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Primal-dual feladatpar

Osszefoglalva csak matrixos formdaban:

A primal feladat: A dual feladat:
Ax < b ATy > ¢
x > 0 y =2 0
Max cI'x = =z Min bly = w

A dudl a (standard alakd) primabdl egyszeriien megkaphaté
@ transzpondljuk az A matrixot
o ,cseréljiik fel” a b és a ¢ vektorok szerepét
o cseréljik a < egyenlGtlenségeket >-ra
@ Max helyett Min feladatot irunk fel
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Primal-dual feladatpar

Allitas. A dudl feladat dudlisa az eredeti prim3l feladat.

Bizonyitas. Atirva a dudlis feladatot maximalizalasi standard alakra

ATy >¢c —ATy < —¢
Dual feladat y=>0 - y=>0
minbly = w max —bly = —w

majd felirva annak dudlisat, illetve standardizalt dudlisat

—Ax > —-b Ax<b
Dudl dualisa x>0 B x>0
min —clx = —z maxeclx = z

a primal feladatot kapjuk.
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Gazdasagi értelmezés

Tegylik fel, hogy az LP feladatunk egy korlatozott eréforrasok mellett
maximalis nyereséget célzé gyartasi folyamat modellje (Id. katona-vonat
mintapélda):

e m — er6forrasok szama

@ n — gyartott termékek szdma

e x; — j termékbdl gydrtott mennyiség

@ a;; — j termék egységnyi mennyiségének eldallitasdhoz sziikséges
mennyiség a ¢ eroforrdsbdl

@ b; — az i erOforrasbdl rendelkezésre allé6 mennyiség

@ ¢j —a j termék egységnyi eléallitdsdval (majd eladdsaval) keletkezd
haszon



Dualitds
000000000e

Gazdasagi értelmezés

A dudl feladat megolddsaban v a primdl (eredeti) feladat ¢ eréforrasdhoz
tartozé piaci ar, amit marginalis arnak, vagy mas néven arnyék arnak is
neveziink.

o Ez az er6forras értéke az LP megoldéjanak szemszogébdl

@ Az i eréforrds mennyiségének egy egységnyi novelésével (bizonyos
hatdrokon beliil) éppen y-gal n6 a nyereség (azaz a célfiiggvény
értéke)

@ Viszont ha ,,tdl sok” van egy eréforrasbdl, az nem érhet sokat!

@ Tovabba y;-nal tobbet mar nem érdemes fizetni az i eréforrdsért, mig
kevesebbet igen

Lid. késBbb komplementaris lazasig rész
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Primal-dual feladatpar

A primal feladat egy példan

T1 + x9 <&0
2r1 + xro < 100
I — 31‘2 S 60
1 ,r2 >0
Max z=3z; 4+ 29
A dual feladat:
o+ 2y2  + y3 >3
Y1 + y2 — 3dy3 =2
yi, Y2 ,y3 =0
Min w=80y; + 100y, + 60y;3
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Gyenge dualitas tétel

Tétel. (Gyenge dualitas) Ha x = [x1,...,2,]7 lehetséges megolddsa a
primal feladatnak és'y = [y1,...,ym] lehetséges megolddsa a dudl
feladatnak, akkor

c'x <bly
Vagyis a dudlis feladat barmely lehetséges megolddsa fels6 korldtot ad a
primal barmely lehetséges megoldasira (azaz az optimdlis megolddsra is).
Bizonyitas. Mivel x és y lehetséges megoldasok, Ax < b és ATy > c,
vagy masképp ¢! < (ATy)T, azaz

cI'x < (ATy)'x = (y'A)x =yT(Ax) <y'b=Dbly
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Lemma. Legyen x* = [2*1,...,2%,]7 lehetséges megolddsa a primdl
feladatnak és y* = [y*1,...,y*m] lehetséges megolddsa a dudl feladatnak.
Ha c’x* = bTy*, akkor x* a primal feladat optimélis megoldasa, y*
pedig a dudl feladat optimalis megoldasa.

Bizonyitas. x* optimalitdsa: A gyenge dualitasbdl tudjuk, hogy
tetszSleges primal lehetséges x pontban ¢/x < bTy*. A bly* felsé
korlatot ad a primal feladat célfiiggvényére, vagyis, ha létezik x, amire
c’'x = bly*, akkor x sziikségképpen primal optimalis is. Mivel x* ilyen,
igy primal optimdlis megoldas.

y* optimalitdsa hasonléan, vagy indirekten: Tfh. y* nem optimdlis. Ekkor
3y lehetséges megoldés, amire b7y < bTy*. Viszont x* lehetséges
prima’l megoldasra c’x* < b’y sziikséges de ez ellentmond a

cI'x* =bly* > bTy nak. Vagyis y* csak optimalis lehet.
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Segédtételek

1. Segédtétel. Ha a primal feladat célfiiggvénye nem korldtos, akkor a
dudl feladatnak nincs lehetséges megoldasa.

Bizonyitas. Direkten: Ha a primal nem korlatos, akkor ¢x — inf. A
gyenge dualitds miatt minden x lehetséges primal megolddsra ¢’x < b'y,
azaz b”y nem lehet véges, vagyis a dudlnak nem létezhet lehetséges
megoldasa.

2. Segédtétel. Ha a dual feladat célfiiggvénye nem korlatos, akkor a
primal feladatnak nincs lehetséges megoldasa.

Bizonyitas. Indirekten: Tfh. létezik x primal lehetséges megoldds. Ekkor a
gyenge dualitds miatt minden y lehetséges dudl megoldasra c’x < by,
azaz a dudl korldtos. Ez ellentmond a tétel feltételének, igy sziikségképpen
a primalnak nem létezhet lehetséges megoldasa.
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Gyenge dualitas

o Latjuk, hogy a korlatossag és a megoldhatdsag nem fiiggetlenek
egymastol

@ Ha a primal nem korlatos, akkor a dudlnak nincs lehetséges megoldasa

@ Hasonléan, ha a dudl nem korldtos, akkor a primalnak nincs
lehetséges megoldasa

o Lehetséges, hogy egyiknek sincs lehetséges megoldasa
@ De ha mindkettének van, akkor mindketto korlatos

@ Tovabbd a primdl és a dudl feladat egyidejii optimalitasa ellenérizhetd
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Primal-dual esetek

Primal

Nincs

Van optimilis

lehetséges , Nem korlatos
> megoldasa
megolddsa
Nincs
—_ lehetséges v - v
\C <
s megolddsa
Q| Van optimalis v
megoldasa

Nem korlatos v -
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