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Dualitasi példa

Példa. Adott a kovetkez6 primal feladat:

I T2 — T3 + 31’4 < 1

5¢1 + o + 3x3 + 8xy < 55

—T 2¢9 + 3z3 ory < 3

Ty T2 o, X3 g = 0

max 4xq T2 + O5z3 3ry = =z

A feladat megoldasanak utolsé szétéra

ry = 5 — x — X3 — Ty — X7
s = 1 4+ bxy + 923 + 2lxs + 1lxy

ro = 14 — 221 — 4dx3 — bdrs — 3x7

z =29 — 2xy — 2x3 — 1llxs — 6xy
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Dualitasi példa

A dudlis feladat:

y1 + dy2 — yz3 => 4
-1+ Y2+ 2ys > 1

-y1 + 3y2 + 3y3 = 5

3y1 + 8y — Sys = 3

Y1 ) Y2 5 Y3 > 0

min y; + 55y + 3y3 = w

e A dudlis egy optimalis megoldasa: y* = (11,0, 6)

@ A primal feladat utolsé szétardban a célfiiggvény
z =29 —2x1 — 2x3 — 11lxs — 627

azaz a mesterséges valtozok egyutthatdi: ¢ = —11,¢6 = 0,c7 = —6
(Mit vesziink észre?)
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Dualitasi példa

o A Lemma miatt elég, ha talélunk egy olyan (y7,v5,y3) dudl
lehetséges megoldast, amelyre ¢’ x* = bly*

@ Standard alaku feladat esetén az utolsd szétarbdl kiolvashatd a duélis
feladat megolddsa. A példiban b = [1 55 3]

Try = 5 — T — I3 — Is5 — X7
¢ = 1 4+ d5x1 + 9z3 + 2lxs + 1lzy
Tro = 14 - 21’1 — 4$3 — 5.%‘5 — 31’7
z = 29 — 221 — 2x3 —1lzs +0x¢ —6x7

A dudlis valtozok az eredeti feladat mesterséges valtozdihoz
rendelhetok:

x5 Y1, X6 < Y2, X7 ys=>y1 =11,y =0,y3 =6

Arnyékér: Az a érték, amennyivel a célfiiggvény értéke valtozik, ha a
feltétel jobboldalat eggyel noveljiik. Ez egy feltétel dudlis valtozdjanak
optimalis értéke.
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Arnyékér

Nézziik meg az els6 két feltétel arnyékarat!

ry, — T3 — x3 + 3xy4 4+ zH = 1
o1 + x2 4+ 33 4+ 8x4 + x6 = 5O

Az optimalis szdtér

Try = 5 — T — I3 — xIs — Ty

¢ = 1 4+ Ddx1 + 9x3 + 2lzxs + 1lzy
ro = 14 — 221 — 4x3 — bdrs — 3x7
z =29 — 2xy — 2z3 — 1llxs — 6x7

a dudlis valtozdk: 13 = 11,40 =0,y3 =6

Az elsé feltétel arnyékara 11, tehat ennyivel né a célfiiggvény, ha az els6
feltétel jobboldalat eggyel noveljik. Miért -11 az x5 egyltthatdja? Az
optimalis megolddsban gy novelhetjiik az els6 feltétel jobboldalat, hogy
x5-6t 1-re dllitjuk. A célfiigggvény alapjan most z5-6t 1-el csokkentve
-11-el csokken a célfiiggvény, azaz pont 11-el fog noni.

A masodik feltétel arnyékara 0, hiszen a maradékvaltozé 1, hidba
novelnénk a jobboldalt, ha eddig se fogyott el az alapanyag.
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Primal-dual feladat

Primal
a11x1 + ai2x2 ...+ Qg T, < by
anx1 + agry ... + apr, < by
Aml 1+ @m2T2 ... + GppTn < by
T1,T9,...,Lyn >0
max € r1+ e x2 ... + €Ty =2
Dual
a1yt + a21y2 ... + [@milym = €1
a2y1r + a2y2 ... +  GmoYm = €2
Ain Y1 + a2z ... + AmnYm = Cn
Yi, Y2, osYm =0

min byyr + bay: ... + b Ym =w
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Primal-dual feladat

Primal kiegészitett feladat

a1171 + a12%2 ... + 1Ty +Tpi =b
2171 + G22%2 ... + a2,y +Tp 42 = by
am1ZT1 + Am222 ... + GmpZn +Tnim = b
T1,T9 4...,Tp >0
max ci1xr1 + C3T2 ...+ cpTy, =z
X8 = [anrl» Tn+2y .00y $n+m]

Ax <b — Ax+Ixs=b
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Eros dualitas tétel

A primal: A dual: A primal kiegészitett:
Ax < b ATy > ¢ Ax+Ixs = b
x > 0 y > 0 x,xs > 0
max c/x = =z min bly = w max cI'x = 2

Tétel. (Eros dualitas) Ha van a primal feladatnak optimalis megolddsa,
x* = (z7,...,x})), akkor a dudl feladatnak is létezik optimalis megolddsa,
v = (y5,...,y},), és a célfiggvényértékiik megegyezik, azaz

cI'x* =ply*

Bizonyitas. Az x* primal optimalis megoldas bazisa legyen x3, nem-bazisa
X/, vagyis a feladat 4tirhatd ezekkel a vektorokkal (lasd 5. el6adds):

Ax+Ixs = b
Bxg+Nxy = b
B !(Bxsz+Nxy) = B7'b
xg+B 'Nxy = B7'b
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Eros dualitas tétel

Kapjuk, hogy x5 = B~'b — B~!'INx /. A célfiiggvény pedig
zZ=C X = C£X3—|—C;I\1/X/\/'

= cL(B'b— B 'Nxy) + chxn

= B b+ (¢l — B 'N)xy

optimum < 0, ha optimalis

Lassuk be, hogy y' = c%:B_1 a dudl optimalis megoldésa:
1. y lehetséges, ha ATy > c vagy transzponalva yT A > ¢
B IA > T
VAN
ctB7'B > ¢} ctB7IN > ch\/
cgzcg OZC'K/—ch*]N

trivialis Xp optimalitasibdl



Dualitas
0000®00

Eros dualitas tétel

1. folytatasa: y lehetséges, ha y > 0, azaz y' = CBB*1 > 0 minden
elemre. Minden
yi = csB™!

ahol e; egységvektor: e; = [0 ... 010 ... 0]7 az I i-edik oszlopa.
Abbdl indulunk ki, hogy xB optimalis bazisra

ck —ckBTIN <.

Minden x,; maradékvéltozéra a B, N matrixhoz tartozd oszlopa az
i-edik egységvektor, e;, és a ceIfuggvenyegyutthatOJa 0.

Igy ha xp4 nembaZ|s véltozé x*-ban, akkor a CN — cBB N megfelelé
eleme a ¢y — CBB e;=0— B le;, ami < 0. Tehat

Y = C%;Bilei > 0.

Ha x,; bazisvaltozé, akkor c%; = c"gB_lB—ben Cnti = ch_lei felel
meg neki, ami 0 = ch_lei tehat

0> Yi = ch_lei =0.



Dualitas
00000e0

Eros dualitas tétel

T

2. y optimdlis: a Lemma alapjin, ¢/x = b”'y elegendd ehhez. Ezt kdnnyii

belatni, hiszen
b’y = y'b = ctB™'b,

ami az x*-hoz tartozé célfiiggvényérték is az optimalis sztar alapjan, ami

z=clx=cEB b+ (ck — B 'N)xp.
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Dualitasi tételbol adédd lehetoségek

A dualitas fogalma rendkiviil hasznos, mert rugalmas hozzaallast teszt
lehetdvé az LP feladatok megoldasanal.

O A szimplex algoritmus iterdciészama kozelitéleg a sorok szdmdval
ardnyos — sok feltétel, kevés valtozo esetén érdemes attérni a
dudlisra

@ Ha az elsé esetben sziikség van 2 fazisra, mig a dudlisnal nincs,
szintén érdemes attérni

© Ha menet kozben kell 4j feltételeket hozzavenni az LP-hez — a dudl
feladattal dolgozva az (j feltétel csak egy Uj, nembdzis valtozdként
jelenik meg — hozzdavessziik az aktudlis szétarhoz, és folytatjuk a
feladatmegoldast
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Altalanos LP feladat

@ Mi a helyzet akkor, ha az LP feladatunk tartalmaz > vagy =
feltételt vagy nem-pozitiv ill. nem korlatozott valtozét (ami
felvehet negativ értéket is)?

@ A jé hir, hogy ez kezelhetd, ugyanis
e egy primal ,>" feltétel egy nem-pozitiv dudl valtozéhoz tartozik
e nem-pozitiv primal valtozéhoz egy , <" dudl feltétel tartozik
o az egyenloség feltétel egy nem korlatozott (dual) valtozéhoz
tartozik
e nem korlatozott valtozéhoz egyenloség feltétel tartozik a dudlban

Miért? Példaul tegyiik fel, hogy 1 + o > 80 [fa]

Irjuk fel ezt < feltétellel, —z1 — o < —80. Igy a feltételhez tartozé duslis
vdltozé yp1 > 0, de minden egylitthatdja -1-szerese az eredetinek. Tehat,
ha bevezetjiik az yn; = —yp; valtozét helyette, yn, egyutthatdi az
eredetik lesznek, de yp1 > 0 miatt yn; < 0 adddik.
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Altalanos LP feladat

Osszegezve:

Primal (Max) Dual (Min)
i-edik feltétel < y;i >0
i-edik feltétel > yi <0

j-edik feltétel =

y; nem korlatozott

ZT; S 0
x; nem korlatozott

i-edik feltétel <
i-edik feltétel >
i-edik feltétel =
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P feladat

Példa.
Primal
Max z= 3x1 + 2z9 -+ T3
xr1 + zo + 0.5z3 <80
2r1 4+  x9 + 3 = 100
1 + r3 > 40
r1 nem korldtozott
To SO
T3 20
Dual
Min w= 80y; + 100y2 + 40ys
v+ 2y +  ys =3
Y1+ Y2 <2
0.5y1 + vy + yz =1
y1 >0
1o nem korlatozott

Y3

<0
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LP feladatok megoldhatésaga

Inkonzisztencia: egyenletek és egyenldtlenségek egy m elemii

n
Zaijxj < b; 1el
j=1
n
Z aij T = b; 1€l
j=1
rendszere inkonzisztens, ha |éteznek olyan y1,y2, ..., ym valds szamok,

amelyekre teljesiil, hogy

m
Zaijyi:() j:1,2,...,n
=1

i biyi <0
=1

yi >0 1el
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LP feladatok megoldhatésaga

Tucker lehetetlenségi tétele egyenlet és egyenlGtlenség rendszerekre.
Egyenletek és egyenlbtlenségek egy rendszere akkor és csak akkor
megoldhatatlan, ha inkonzisztens

@ Nem bizonyitjuk

@ A tétel bizonyithaté a linedris programozas alaptételének és az erés
dualitas tételének altalanos LP feladatokra vonatkozé formajara

tamaszkodva
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Komplementaritas

A primal: A dual: A primal kieg.: A dual kieg.:
Ax < b ATy > ¢ Ax+Ixs = b ATy —Iye = ¢

x > 0 y > 0 x,xs > 0 y,ye > 0
c’x — max| bly — min c'x — max b’y — min

Azt mondjuk, hogy x = (z1,...,2,) ésy = (Y1, .-, Ym)
komplementarisak, ha

yI(b—Ax)=0és x' (ATy —c) =0,
vagy a kiegészitett feladaton nézve
ylxs =0és x ye = 0.

Vagyis
@ ha y; > 0, akkor x-et az i-edik egyenletbe helyettesitve =-et kapunk,
azaz xp4; = 0 (, a feltétel éles")

@ ha az i-edik feltétel nem éles, azaz z,4; > 0, akkor y; =0
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Komplementaritas

A primal feladat:

Max z =c121 + cx9 + 373

air1 + appra + aizrs < by
a21x1 + azry + azsrs < b
T T2 z3 > 0
A dudlis: _
Min w =biy1 +  bays
anlyr + any: = <
a12y1 + axy2 > c2
a13y1 + a3y2 = c3
Y1 y2 > 0
Komplementaritas:

yi(bi — ajw1 — ajrs —aizr3) =0 vagy  YiZp4s =0 (1 =1,2)

xj(ay1 + azjye —c;) =0 vagy xjynyj =0 (j =1,2,3)
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Komplementaritasi tétel

Az er6s dualitas tételnél tobb is tudunk mondani:

Komplementaritasi tétel. Tegyiik fel, hogy x a primal, y a dual feladat
lehetséges megolddsa. Az x és'y akkor és csak akkor optimalisak, ha
komplementarisak is.

Bizonyitas. Mivel x a primal, y a dudl feladat lehetséges megoldasa, igaz,
hogy x,y > 0 és létezik xs,ye > 0 amire

Ax+Ixs=b é Aly—Iye=c
Az elsét yT-tal a masodikat x”'-tal balrél szorozva
yIAx+yTIxs =y'b & xTATy —x'Iye=x"c
yIAx+ylxs=y'b é ylAx—yelx=c'x

Egymasbdl kivonva az egyenleteket azt kapjuk, hogy

%—1— y ! xs —%—i— yelx =yTb —c''x
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Komplementaritasi tétel

yixs+yelx=y'b—c'x (%)

1. ha optimalisak, akkor cTx = bTy, és a (x) feltétel jobboldala 0. Mivel
X,y,xs,ye > 0, és

yIixs+yelx =yizpni1 + oo F YmToim + T1Yma1 + - -+ TnYman,
tagonként is igaz, hogy mind 0, azaz komplementarisak.

2. ha komplementdrisak, akkor a (x) feltétel baloldala 0, amibdl

cx = bly, vagyis optimalisak is.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha x primal optimalis, akkor igazak a
kovetkezok :

@ Ha y a dudl optimalis megoldasa, akkor x és y komplementarisak

o Létezik olyan lehetséges y megoldasa a dudlnak, hogy x és y
komplementaris. Ekkor y optimalis is.
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Komplementaritas

Tekintsiik a kovetkezo feladatot:

Max z= 6x1 + x93 — X3 — x4
r1 + 2x0 + w®3 + wmy <5
3r1 + ro — I3 <8
To + x3 + x4 =1

x1 nem korlatos
xr2, I3, T4 Z 0

Azt szeretnénk ellendrizni, hogy vajon a kovetkezok egyike optimdlis
megoldas-e:
@ 1 = 2,562 = 1,:L’3 = 0,:1?4 =0

(] x1:3,m220,x3:1,$4:0

Gondoljuk at, miért pont ezeket valasztottuk?
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Komplementaritds: példa

Annak ellen6rzéséhez, hogy a javasolt megolddsok valamelyik optimalis-e,
kelleni fog a dudlis feladat:

Max z= 6x1 + x2 — X3 — x4
1 + 2190 + ®3 + my <5
3r1 + x99 — a3 <8
T2 + w3 + xy =1

r1 nem korldtos
xe, w3, w4 20

Dual:
Min w= 5y1 + 8y2 + uys
y1 + 3ye =6
2907 + oy + yz =1
v — Y2 o+ y3 =2-1
Y1 + ys =2-—1
vy, y2 >0

ys nem korlatos
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Komplementaris lazasag:

Az elso javaslat: x1 = 2,20 = 1,23 = 0,24 = 0; tegyiik fel, hogy ez
optimalis
o Ekkor létezik y = (y1,y2,y3) lehetséges megoldasa a dudlisnak ami
komplementaris x-szel

o Az elsé primal feltétel: 1 +2xo + 23+ 24 =24+240+0=4<5
nem éles — y; = 0 kell legyen a komplementaritds miatt

o A masodik primal feltétel: 321 + 2o —23=6+1—-0=7 < 8 nem
éles — yo = 0 kell legyen a komplementaritds miatt

o Ezek alapjan az els6 dudl feltétel: y1 +3yo =04+0=0 # 6 — azaz
(y1,y2,y3) nem lehetséges megolddsa a dudlnak, de feltettiik, hogy
az = z nem optimalis megoldasa a primdlnak
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Komplementaris lazasag: példa

Az masodik javaslat: x1 = 3,29 = 0,23 = 1,z4 = 0; tegylk fel, hogy ez
optimalis
o Ekkor létezik y = (y1,y2,y3) lehetséges megoldasa a dudlisnak ami
komplementdris z-szel
o Az elsé primal feltétel: ©1 + 220 + 23+ 24 =3+0+14+0=4<5
nem éles — y; = 0 kell legyen a komplementaritds miatt
e A masodik primal feltétel: 3x1 + 20 — 23 =9+0—1 =28 éles
o A harmadik primal feltétel: o + z3+ 24 =0+ 1+0=1 éles

o El&jel feltételek is teljesiilnek (z1,x2,x3, 4 > 0) = x lehetséges
megolddsa a primélnak
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Komplemetdris lazasag: példa

@ Nézziink meg az x értékeit a dudlra vonatkozdan
e x1 pozitiv — elsé dudl feltétel y; + 3y2 = 6 éles (sziikségszeriien)

e x3 > 0 — a harmadik dudl feltételnek élesnek kell legyen:
y1—y2+ys=—1
@ Osszegezve az eddigieket:

(41 =0
1+ 3y =6
i o— Y2 + y3 =-1

o Ennek az egyértelmii megolddsa: y; =0,y =2,y3 =1. A
konstrukciébdl adédéan ez komplementaris x-szel.
@ Az utolsé [épés annak ellenorzése, hogy y lehetséges megolddsa-e a
dudlnak. Igen = x optimdlis megolddsa a primalnak, y a dudlnak.
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Komplementaris lazasag: osszegzés

Osszefoglalva:

@ Adott x (javasolt primal megoldas), ellenérizziik, hogy lehetséges-e
@ Nézziik meg mely y; véltozéknak kell 0-nak lennie

© Nézziik meg mely dudl feltételeknek kell élesnek lennie —
egyenletrendszert kapunk

@ Oldjuk meg ezt a rendszert

© Ellendrizzik, hogy a kapott megoldds lehetséges megolddsa-e a
dudlnak

Ha minden 1épés sikeres volt, akkor az adott x optimdlis, kulonben nem.

Kérdés: mi van akkor, ha x lehetséges, de nem bazismegoldds?
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