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El16sz6

A jegyzet a Szegedi Tudoményegyetemen elGadott hasonld cimi kurzuson alapul illetve an-
nak segédanyaginak szantuk. A Grdfelméleti algoritmusok MSc kurzus, amely el6tt diszkrét
matematika, grafelmélet, operacidkutatés, sztochasztika, stb. kurzusok hangzanak el. Ezek
részletes ismeretét nem feltételezziik, ugyanakkor a felmeriil¢ problémaikat csak vazlatosan
kezeljiikk. Az anyagot viszont kibévitettiik, hogy az azonos cimid PhD kurzushoz is hasznal-
hato legyen.

A grafelmélet az alkalmazésokbol sziiletett és az alkalmazasok jelolték ki a fejlédésének
az irdnyait. Ez hol kiilonboz§ grafparaméterek kiszamitasat, hol szerkezeti problémak meg-
oldasat célozta. Valtozott a konkrét input grafok kore is, sikgrafok, perfekt grafok, véletlen
vagy éppen kisvilag grafok kaptak kiemelt figyelmet.

A teriilet megitélése is sokat valtozott a kezdetek 6ta. Euler még a matematika részé-
nek sem tekintette, Whitehead is csak alig, mondvan "scum of topology." Az eltelt években
viszont a grafok osszefonddtak az optimalizalas, geometria s6t a szamelmélet alapvetd kér-
déseivel, igy a szerepiik még a tiszta matematikaban is vitathatatlan.

Mi alapjaban a kiilonb6z6 modellekben felhasznalhatd algoritmusokra és struktturakra
koncentralunk, nem sziikségképpen a klasszikus elméletre.

Mind torténeti mind algoritmikus szempontbol az els6 helyen a grafok kiilonbo6zé 6ssze-
fligg&sége, bejarasai és a feszitéfak fogalmai allnak. Ezek segitségével meglepGen sok prob-
léma oldhato meg, melyek egymassal latszolag kevés rokonsdgban allnak.

A halozati folyamok és a linearis programozas kapcsolata az egyik elsé rendezd elv, amely
sok fontos eredmény kozott teremt kapcsolatot. Hasonld szerepet jatszik a matroidok és a
perfekt grafok fogalmai, melyet szintén érintiink. Kitériink még néhany a véletlenekkel,
sikgrafokkal, adatbanyaszattal stb. kapcsolatos problémara.

A jegyzet elkészitéséhez elsGsorban sajat eladas és gyakorlat jegyzeteinket, tovibba a

jegyzet végén hivatkozott szakirodalmat hasznéltuk fel.
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1. fejezet
Bevezetés

A formalis definiciok el6tt lassuk, mik motivaljak a bevezetendd fogalmainkat. A XVIII.
szazadban vet&dott fel az an. Konigsbergi probléma, melyet Euler 1736-ban altaldnosan is
megoldott. Konigsberg varosat a Pregel folyd osztotta részekre, melyet az abran lathato
modon kotottek ossze hidak. Felmeriilt a kérdés, lehet-e olyan sétat tenni, amelyben minden

hidon pontosan egyszer haladunk at.

A probléma nyilvanvaloéan ekvivalens azzal, hogy a jobboldalon 4ll6 objektum lerajzolhato-
e egyetlen vonallal (azaz a ceruza felemelése nélkiil). Az ilyen objektumokat, melyek pontok-
bol és az Gket Osszekots vonalakbol, élekbdl allnak nevezziik majd grdifnak. Konnyen lathato
kiilonben, hogy a probléma megoldhatatlan, mert harom olyan pont van (1, 3 és 4), amelyhez

paratlan szamu él csatlakozik. Ezt altalaban is igen hasznos elnevezni; egy x ponthoz csatla-
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kozo6 élek szama az x pont fokszdma. Az élekre iranyitéast tehetiink, pl. ha olyan uthélézatot

modelleziink, ahol egyiranyu utak is el6fordulnak.

Y

Ezt a felfogast tovabbvive (azaz uthélozatnak tekintve a grafot) felmeriil a pontok koz-
ti tavolsdg kérdeése, illetve egy x és y pont kozotti legrévidebb it megkeresése. ElGfordul,
hogy a grafok éleire szamokat irunk. Fzzel jelolhetjiik az adott él hosszdt, esetleg ateresztd

képességét kapacitdsdt vagy éppen kdltségét.

v 3 w
1
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A fenti abran, ha a szamokat tavolsdgként interpretaljuk, x és y kozt a legrévidebb ut az
(x, u, w, y), hossza 3. Ha kapacitasként, akkor az x-bdl y-ba 2 egységnyi anyag szallithato
maximalisan. Jelenthetnek a graf pontjai egy adott helyzetben alternativakat is, ahol az
,& jobb, mint y"-t egy y — x irdnyitott éllel jeloliink. Hasznélhatjuk a grafokat térképszi-
nezésre, raktarozasi problémak vizsgalatara (lasd kromatikus szdm), vagy munkafolyamatok
szétosztasara (1asd pdrositds), és ezen feliil ezer mas probléma modellezésére. Lassuk hat a

példaink altal sugallt fogalmak definiciojat!



1.1. Grafelméleti alapfogalmak

Egy G graf egy G = (V(G), E(G), I(G)) harmast jelent, ahol V(G)-t a graf pontjainak,
E(G)-t pedig a graf éleinek nevezziik. I(G) egy fiiggvény, mely G éleihez G pontjainak egy,
vagy két elemii rendezett vagy rendezetlen halmazait rendeli. Szemléletesen a G graf egyes
pontjait élek (irdnyitott vagy irdnyitatlan) kotik Ossze. Megengediink tovabba tdbbszdrds
éleket és hurkokat is. Az utobbin természetesen olyan e € I(G) élt értiink, amelyhez rendelt

halmaznak egy eleme van.

Egy hurokél mentes G graf pontjanak fokszdmdn azon élek szamat értjiik, amelyekhez
I(G) a v-t tartalmazo halmazt rendeli, a jele d(v); masképp mondva d(v) a v cstcsra illeszkedd
élek szama. TetszGleges G graf esetében a hurokéleket duplén szadmitjuk be a fokszamba.
[ranyitott grafok esetén megkiilonboztethetjiik a befutd és a kifutd éleket, ezek szamat d_(v)

6s dy(v) jeloli. Természetesen d_(v) 4+ d4(v) = d(v).

Az I(G) altal az e € E(G) élhez rendelt = és y pontot (ha kételemti halmazrol van sz6)
az e 6l osszekdti, vagy x és y illeszkedik az e élre. Tovabba k hosszi sétanak nevezziink

egy (z1,€1,...,€k Try1) sorozatot, ha x; € V(G), i = 1,...,k+ 1, valamint az e; € E(G)

Osszekoti x-t és x;1-et, ha i = 1,... k. Az el6bbi séta irdnyitott, ha az e;-hez x; és ;14
az (r;,r;y1) irdnyitassal van hozzarendelve. Ha a sétaban z1, ..., x5 kiilonbozGek, akkor
atrol, ha 1, . . ., xy kiillonbozéek és x1 = xyy1, akkor korrdl beszéliink. (Iranyitott séta esetén

irdnyitott dtrol, illetve irdnyitott korral.)

Beszélhetiink sulyozott grafokrol. Egy pontsilyozds alatt egy w : V(G) — R, mig élsu-
lyozds alatt egy w : E(G) — R fiiggvényt értiink. Egy S halmaz silya, w(S) =) qw(x).
Az élsulyozott G grafban egy (x1,eq, ..., ek, 1) Gt hossza Zle w(e;). (A w jelolés helyett
tobbnyire f-et hasznalunk, ha tavolsigot vagy valamilyen alsé korlatot, c-t ha koltséget, és

u-t ha egy kapacitas felsé korlatjat kivanjuk jelélni.)
Azt mondjuk, hogy H a G graf részgrifja ha V(H) C V(G) és E(H) C E(G) N (V(QH)).

Egy G graf dsszefiiggd, ha barmely két pontja kozott van at. Jeloljiik z ~ y-nal ha
x és y pontok kozott van ut. Koénnyen belathato, hogy ~ ekvivalenciarelacio. A ~ &ltal
meghatarozott ekvivalencia osztalyokat a graf komponenseinek nevezziik. Ha barmely két
pont kozott irdanyitott ut is van akkor a graf erdsen dsszefiiggs. Ha x = y-nal jeldljiik két
pont kozott az oda-vissza (iranyitott) elérhetGséget, akkor = ekvivalenciarelacio, és az altala

meghatarozott ekvivalencia osztalyokat a graf erdsen dsszefiiggd komponenseinek nevezziik.
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1.1.1. Tovabbi alapvets fogalmak

A G graf pontjainak egy S halmaza fiiggetlen, ha S elemeit nem koti 6ssze él. Egy fiiggetlen
S halmaz mag, ha minden = € V(G)\S estén van olyan y € S, melyre (y,x) € E(G).

Egy G graf pontjainak K részhalmaza klikk, ha K barmely két pontja Osszekotott.

Egy M C E(G) halmazt pdrositisnak neveziink, ha barmely = € V(G) M-nek legfeljebb
egy elemére illeszkedik. M mazimdlis, ha nem bdvithets, s teljes, ha minden z € V(G)
pontra van olyan e € M, hogy x illeszkedik az e élre.

Egy G graf kromatikus szama, x(G), azon szinek sziméanak minimuma, melyekkel kifest-

het6 a graf ponthalmaza gy, hogy az egymassal 0sszekétott pontok kiilonbo6zé szintiek.

1.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy G grdf esetén

1. Z d(v;) = 2|E|, ahol |E| az élek szama;
veV(G)

2. a pdratlan foku csiucsok szdma pdros.

1.2. Feladat. Egy utat Euler-utnak neveziink, ha a graf minden élén pontosan eqyszer halad

at. A zdrt Buler-utat Euler-kornek hivjuk. Bizonyitsuk be, hogy

1. Egy grdfban van Euler-it akkor és csak akkor, ha dsszefiiggd és legfeljebb két pdratlan

foki pontja van.

2. Egy grafban van Euler-it akkor és csak akkor, ha dsszefiiggd és minden fokszdm pdros.

1.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy eqy grdfban minden fokszdm /-gyel oszthato. Két jdtékos,
legyenek Epits és Rombolo, felvdltva vesz el (tirél vagy foglal el) éleket magdnak a grdfbol.

Mutassuk meg, hogy az Epitd minden csicsndl a fokszdm legaldbb 1/4-ét meg tudja szerezni.

1.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy piros és kék élek vannak eqy G grdfban, minden pontban
megegyezik a szamuk. Ekkor van olyan Euler kor (Gsszefiiggdség esetén) amelyben a kék és

piros élek vdltjak egymdst.

'Ebbél rogton kapjuk a megoldast a Konigsbergi problémara is.
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1.2. Fak

Egy G graf fa ha Osszefiiggs, de barmely e élét elhagyva a maradék G\e graf mar nem

Osszefiiggs.

1.1. Tétel. Egy n ponti G grdfra az alabbi tulajdonsdgok ekvivalensek:
(i) G fa (azaz dsszefiiggd és kirmentes).
(1) G dsszefiiggd, és barmely élt eltdvolitva G-bél a maradék grif mdr nem dsszefiiggd.
(11i) G kormentes, de eqy tetszdleges éllel bovitve az E(G) élhalmazt, mdr keletkezik kir.
(iv) G kirmentes, ésn - 1 éle van.

(v) G ésszefiiggd, ésn - 1 éle van.

1.5. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.1 tételt.

1.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy faban minden x, y pontpdr esetén pontosan eqy x —vy

ut van.

Egy fa egyfokt pontjait a fa leveleinek nevezziik. A késébbiek szempontjabol fontos lesz

a kovetkez6 lemma.

1.1. Lemma. Minden T fira, ha |V(T)| > 2, akkor van legaldbb két elsdfoki pontja.

A fakra minimalis Osszefiiggs grafokként gondolva a kovetkezd fogalom bevezetése kézenfek-
v6. Egy T részgraf G-ben feszitdfa, ha T fa és V(T) = V(G).

Ha egy T fa esetén megadunk egy r € V(T') kitiintetett csucsot akkor gydkeres fanak
nevezziik. Ez az r cstcs egyértelmiien meghatarozza a T fa kovetkezé irdnyitédsat: minden

(x,y) él kezdGpontja legyen az r-hez kizelebbi cstics  és y koziil.
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1.3. Grafreprezentaciok

A grafokat lerajzolasukon? til kiilonbdzé moédokon reprezentilhatjuk, illetve tarolhatjuk a
szamitogépen. Fontos szempont a tarolasnél, hogy az adott adatszerkezet hogyan viselkedik
a grafelméleti algoritmusok komplexitasa szempontjabol. Az aldbbiakban néhany lehetséges
reprezentaciot mutatunk be, gy mint a szomszédsagi és pont-¢él illeszkedési matrix, az éllista
és szomszédsagi lista. Csupén emlités szintjén tériink ki az egyes reprezentaciok hasznala-
tanak el6nyeire és hatranyaira. Végiil definialjuk egy graf Laplace-matrixat és kimondjuk

Kirchoff tételét egy graf feszit6fainak szamarol.

1.3.1. Egyszert reprezentaciok

A grafokat nagyon elegansan reprezentalhatjuk a lerajzolasukon kiviil kiilénboz6 méatrixok
segitségével is. Szamunkra a legfontosabbak az incidencia vagy illeszkedési mdtriz és az
adjacencia vagy szomszédsdgi mdtriz. Egy iranyitott graf incidencia matrixa a kovetkezd-
képpen konstrudlhat6: G minden = € V(G) pontjahoz tartozik a matrix egy sora, és minden
e € E(G) éléhez egy oszlopa. Az x-hez tartozo sor és e-hez tartozd oszlop keresztezGdésébe
+1 keriil, ha e az x-be befutd, —1, ha e az x-bdl kifuté él, mig 0, ha e nem illeszkedik z-re.
Az egyszertiség kedvéért az adjacencia méatrixot iranyitatlan, t6bbszoros éleket és hurokéle-
ket nem tartalmazo grafra definialjuk. Ez egy négyzetes matrix |V (G)| sorral (és oszloppal),
ahol a sorokat és oszlopokat egy rogzitett sorrendben rendeljiik a graf pontjaihoz. Egy sor

és oszlop talalkozasdban 1 van, ha a megfelel§ pontok kiézott van él, 0 kiilonben.?

2Fontos megjegyezni, hogy egy ,iigyes” lerajzolas nagyon sokat tud segiteni grafok vizsgalatanal. Erre
latni fogunk példakat a grafalapt adatbanyaszati modszerek targyaldsanal.
3Lathato, hogy irdnyitatlan grafok szomszédsdgi matrixa szimmetrikus. Megjegyezziik tovabb4, hogy

iranyitott grafok szomszédsagi matrixanak egy lehetséges megadésa, ha a méatrix adott sor/oszlop eleme 1

akkor és csak akkor, ha a sort reprezentalo csicsboél vezet irdanyitott él az oszlopot reprezentald pontba.



1 €1= 1
e1 ey ez eg e;
11-1 0 -1
201 1 0 o1 Voo
310 1 1 0 O
410 0 -1 -1 1
4 g 3
1 2 3 4 5 1 9
110 1 0 0 O
2117 0 11 0
310 1 0 1 O 3
410 1 1 0 1
5/0 0 0 1 0
) 4

Tarolas szempontjabol fontos fogalom a graf, illetve szomszédsagi matrix sidridsége, ami
iranyitatlan esetben p = 2|E|/|V|?, irdnyitott graf esetén pedig p = |E|/|V|>. Tekintsiink egy
n pontt fat, melynek |E| = n—1 éle van. Ha ezt a szomszédsagi métrixaval reprezentalnank,
akkor n? bitet kellene letarolnunk, amit egy fa esetében ttlzasnak érezhetiink. A kovetkezd,
kompaktabb reprezentaciok megadasa természetesnek tiinik.

Egy G grafot leird szomszédsdgi lista a graf minden = € V(G) pontjahoz felsorolja, hogy
kik = szomszédai. Egy |E| élet tartalmazo G (irdnyitatlan) graf éllistdja pedig pedig egy

egyszer( lista, mely azokat a pontparokat tartalmazza soraiban, melyek kozt van él.%

4Iranyitott esetben egy sor elsS eleme lehet az él kezdd-, masodik eleme pedig az ¢l végpontja. Példank-
ban: Ellista: {(1,2),(2,3),(2,4),(3,4), (4,5)} Stlyozott grafok is egyszertien megadhaté igy egy olyan lista

segitségével mely harmasokat tartalmaz.



Példa:

Cstics | Szomszédok
1 2
2 3,4
3 2
4 2,5
5 4

Az egyes reprezentaciok és grafelméleti algoritmusok hatékony implementaciojanak kap-

csolatara nem tériink itt ki, de az alabbi tablazatokban roviden Osszefoglaljuk az egyes rep-

rezentaciok tarigényét (ha a grafnak n pontja és m éle van), illetve néhany elényiiket és

hatranyukat.

Tarigény Osszehasonlitas

Reprezentacio Tarigény | # Nem nullak | Stirtiség | Megjegyzés

Incidencia méatrix O(mn) O(2m) 2/n Nem hatékony

Adjacencia matrix | O(n?) O(m) m/n? | Hatékony siiri grafok esetén

Szomszédsagi lista | O(m + n) 0 1 Hatékony ritka grafok esetén

Ellista O(m) 0 1 Hatékony ritka grafok esetén
El6nyok és hatranyok

Reprezentacio Elényok Hatranyok

Incidencia méatrix

Szép elméleti tulajdonsagok

Gyakorlatban nem hatékony

Adjacencia méatrix

Elkeresés O(1) id6ben

Szomszédok listaja O(n) idében

Szomszédsagi lista

Szomszédok listaja O(d(v)) idében | élkeresés O(d(v)) id6ben

Ellista

Egyszeri, kis tarigény

élkeresés O(m) id6ben

1.7. Feladat. Hatdrozzuk meg eqy grdf hdromszigeinek szamdt a szomszédsdagi mdtrizdnak

segitségével.




1.8. Feladat. Hatdrozzuk meg eqy grdf barmely két pontpdria kozti k kosszi utak szdmdt a

szomszédsdagi matrizanak segitségével.

1.3.2. Graf Laplace-matrixa és a Kirchoff-tétel

e,

elsGsorban az algebrai grdfelméletbol és a grafok spektrdl elméletébdl ered. Ezeket itt nem
targyaljuk, csak egy szép és fontos eredményt, Kirchoff tételét ismertetjiik.

Legyen G egy egyszerii (azaz hurokél, parhuzamos él mentes és Gsszefiiggd) n cstcst
graf, melynek szomszédsagi matrixa A. Ekkor G Laplace-mdtriza L = D — A, ahol D egy
diagonalis matrix mely a csicsok fokszamat tartalmazza; vagyis Dy = d(v;) = 2?21 A;j és
D;; =0, hai # j.> Néhany fontos tulajdonsigat emeljiik ki a Laplace-matrixnak, bizonyités

nélkiil.

1.1. Allitas. Legyenek Ny < N\ < -+ < \,_1 az L mdtriz sajdtértéker. A kévetkezdk

teljestilnek:

(i) L szimmetrikus,
(11) L pozitiv szemidefinit (azaz \; > 0, Vi),
(iii) L minden sor- és oszlopisszege 0,

(iv) Ao =0, mivel vg = (1,1,...,1) esetén Lvy = 0 teljesil. Ebbdl az is kivetkezik, hogy L

szinguldris;
(v) L Ao = 0 sajdatértékének algebrai multiplicitisa a G grdf dsszefiiggd komponenseinek
szdmduval egyenld.
Végiil kimondjuk Kirchoff tételét egy graf feszitGtainak szamarol.

1.2. Tétel (Kirchoff). Legyen G egy n ponti sszefiiggd graf és A1, Ao, ..., An—1 a Laplace-

mdtrizdnak nem nulla sajdatértékei. Ekkor G feszitdfdinak szdma

1
HE) = ~Ada Ao,

5A Laplace-métrix természetesen definidlhaté iranyitott, illetve silyozott grafok esetén is, itt ezekre az

esetekre kiilon nem tériink ki.



Megjegyzés: Lattuk, hogy L matrix szingularis, ugyanakkor barmely j-re (j =1,2,...,n)
L j-edik sorat és oszlopat elhagyva a kapott L (n — 1) X (n — 1)-es matrix nemszinguléris,
s6t, det(f)) = MA2...\,_1. Ez pedig azt jelenti, hogy a feszit6fak szama polinom idében
kiszamithato. Megjegyezziik tovabba, hogy a tétel a Cayley-tétel Altalanositasa, mely szerint

az n ponti teljes graf feszitéfainak szama n" 2.

1.9. Feladat. Egy n xn mdtrix minden oszlopa kilénbozdé. Mutassuk meg, hogy a mdtrizbol

elhagyhato egqy sora ugy, hogy ez a tulajdonsdg megmaradjon.

1.10. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.1 Allitds pontjait.

1.11. Feladat. Kirchoff tételét haszndlva bizonyitsuk be Cayley-tételét, miszerint azn ponti

teljes grif feszitéfdinak szdma n"~2. Mutassuk meq ezt a Priifer kéd segitségével is.
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2. fejezet

Grafbejarasok és alkalmazasaik

Legyen adott egy G = (V, E) graf (iranyitatlan vagy iranyitott, tovabba legyen |V| = n
és |E| = m) és egy kijelolt pontja (amit gyokérnek neveziink) r € V(G). Arra vagyunk
kivancsiak, hogy minden pont elérhetG-e r-bél a graf éleit hasznalo tton. Szeretnék megadni
az r-bél elérheté pontokat, tovabb4d megadni az ttvonalat is. Konnyen meggondolhatjuk,

hogy ezen utak halmaza egy r gyokeri fa.

A fejezetben két alapvets algoritmus, a szélességi- és mélységi bejaras néhany alkalmaza-

sat ismertetjiik. Ezek alapos ismeretét korabbi kurzusok alapjan feltételezziik.

Szélességi- és mélységi bejaras

Az altalanos bejarési algoritmus a kijelolt » pontbol indul, ez lesz egy fa gydkere és bekeriil
egy L listdba. Az algoritmus minden iteraciéban kivalaszt egy pontot L-bdl, kivalasztja egy
grafbeli szomszédjat (iranyitott esetben egy kimend élen vett szomszédot), ha ilyen létezik,
és beteszi L-be. Ez addig folytatodik, amig minden pont vizsgalatra nem keriil. A szomszéd
kivalasztasanak mechanizmusa teszi a kiilénbséget az egyes bejarasi algoritmusok kézott. Itt
feltételezziik a két alapvetd modszer, azaz a szélességi bejdrds (Breadth First Search) amely
az Gn. first-in-first-out (FIFO) stratégiat alkalmazza a szomszéd kivalasztasara, illetve a
mélységi bejdrds (Depth First Search) ami az un. last-in-first-out (LIFO) stratégiaval operal,
ismeretét. Fzek részletes ismertetése helyett alkalmazasokat mutatunk be. Megjegyezziik,

hogy mindkét algoritmus futési ideje O(n + m).
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2.1. Néhany egyszerii alkalmazas

Szélességi-, illetve mélységi bejarast alkalmazva egy graf szamos tulajdonsaga egyszeriien
tesztelhets, erre mutatunk néhany példat.

Egy n pontu G irdnyitott graf erésen Gsszefiiggsége O(mn) id6ben megtehets. Ehhez
inditsunk minden pontbol egy bejarast (barmelyiket). Ha van olyan pont, ahonnan indulva a
bejaras nem érinti a graf minden pontjat, akkor a graf nem erdsen 6sszefiiggd, kiilonben igen.
S6t, ennél ligyesebbek is lehetiink és O(n+m) algoritmust is megadhatunk. Ehhez inditsunk
egy tetszbleges v € V(G) pontbol egy bejarast és nézziik meg, bejartuk-e az dsszes pontot.
Ha nem, akkor kész vagyunk, ha igen, akkor forditsuk meg a graf osszes élének iranyat, és
inditsunk egy bejarast v-bdl. Annak igazolasat, hogyha a masodik bejarast is eléri az 6sszes
pontot, akkor G erésen Osszefiiggs az olvasora bizzuk. Iranyitatlan grafokra az 0sszefiiggGség
eldontése még egyszertibb, elég az el6z6 tesztet elvégezni egyetlen, tetszéleges pontbdl inditva
az algoritmust.

Robert Tarjan adott egy algoritmust (1972), mely egy iranyitott graf erGsen Gsszefiiggs
komponenseit adja meg mélységi bejarassal. Egy tetszéleges pontbol mélységi bejarast in-
ditunk. Amikor ez leall (nincs olyan pont, aminek a ki-szomszédait nem jartuk még be),
akkor a bejart pontok egy erGsen Gsszefiiggd komponenst alkotnak. Ezutan egy tetszéleges
nem bejart pontot vilasztva és abbol Gjabb mélységi bejarast inditva folytatjuk az eljarast,
egészen addig, amig van nem bejart pont.

Azt mondjuk, hogy egy graf kirmentes (vagy aciklikus), ha nem tartalmaz kort. A
kormentesség ellenérzése O(n +m) id6ben ellendrizhets. Ehhez inditsunk szélességi bejarast
egy tetszdleges pontbol. Ha az algoritmus soran talalunk olyan élt, ami egy mar bejart

ponthoz kapcsolodik, akkor a graf tartalmaz kort.

2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a szélességi keresés dltaldban ,gyorsabban” donti el egy

grif kormentességét (azaz ha van kér, azt hamarabb taldlja meg), mint a mélységi keresés.

Egy G = (V, E) graf pdros (vagy kétrészes), ha V(G) két diszjunkt halmazra bonthaté ugy,
hogy minden él egyik végpontja az egyik halmazban, masik végpontja a méasik halmazban
van. Az, hogy egy graf paros-e O(n + m) idében ellenérizhets. Ehhez fel kell hasznalnunk

az alabbi lemmat.

2.1. Lemma. Eqy grdf pdros grdf akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz pdratlan hosszi
kart.
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Ennek ismeretében, egy tetszdleges pontbol mélységi bejarast inditva azt kapjuk, hogy
két azonos szinten! 16v6 pont kozott van él, akkor a graf tartalmaz paratlan kort, vagyis nem

kétrészes. A lemma bizonyitasat az olvasora bizzuk.

2.2. Feladat. FEgy G grdf eldjelezett, ha az élei £1-el cimkézettek. Az A, B egy stabil fel-
bontdisa V(G)-nek, ha A és B belsejében futo élek +1, a koztik levdk pedig —1-el cimkézettek.
Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor van stabil felbontds, ha minden korben pdros sok —1

van.
2.3. Feladat. Vezessuk vissza a 2.1 Lemmdt a 2.2 Feladatra.

2.4. Feladat. Feladat: Legyen az m xn-es A mdtriz eqy G grdf él-csics illeszkedési mdtriza
GF(2) felett, 1 pedig a csupa egyesekbsl vektor. Mutassuk meg, hogy G pdros akkor és csak
akkor, ha az Az = 1 megoldhaté GF(2)-ben.

2.2. Robbins tétele

Erdekes kérdés, ha adott egy G iranyitatlan, dsszefiiggd graf, akkor iranyithatok-e az élei
ugy, hogy a kapott iranyitott graf erGsen Osszefiiggs legyen. A kérdést gyakorlatiasan tgy is
feltehetnénk, hogy egy varos Osszes utcajat egyiranytava tehetjiik-e gy, hogy a varos barmely
két ,pontja” kozott megmaradjon az elérhetGség. A probléma vizsgalatdhoz az 6sszefiiggGség
fogalméat kell altalanositanunk.

Azt mondjuk, hogy egy graf kétszeresen éldsszefiiggd, ha Osszefiiggs, és barmely élét
elhagyva tovabbra is 6sszefiiggé marad. Egy e € E(G) élt elvdgo élnek vagy hidnak neveziink,
ha G'\ e grafnak tobb komponense van, mint G-nek. Azaz egy graf kétszeresen élosszefiiggd,

ha nincs benne elvago él. Az eredeti kérdésiinkre a valaszt a kovetkezd tétel adja.

2.1. Tétel (Robbins). Egy G dsszefiiggd graf akkor és csak akkor irdnyithato erdsen dssze-

fliggd grdffa, ha nincs benne elvdgo él.

Bizonyitas. Ha van elvago él, akkor azt barhogy iranyitva a graf nem lesz erGsen Osszefiig-
g6. Ha nincs benne elvagé él, akkor alkalmazzunk mélységi bejarast a graf egy tetszéleges

pontjabdl inditva. A bejaras altal kapott feszitéfa éleit irdnyitsuk tgy, hogy a gyokérbdl

'Vagyis a gyokértdl vett tavolsiguk a bejaras sordn keletkezd faban azonos.

13



indulva minden pont elérheté legyen. A graf tobbi élét iranyitsuk tgy, hogy a bejaras soran
késébb bejart pontbol a kordbban bejart pont felé mutasson. Ellenérizhets, hogy igy kapott

irdnyitassal a grafunk erdsen Osszefiiggs lesz. OJ

2.3. Foldrajzi jaték, Slither

2 olyan foldrajzi fogalmakat mondanak felvaltva a jatékosok,

A normal féldrajzi jatékban
amelyek az el6z6 sz6 utolso betijével kezdédnek. Kétszer nem hasznalhato egy szo, és aki
nem tudja folytatni, az veszit. Ennek kézenfekvs absztrakt valtozataban egy G iranyitott
graf pontjain lépegetiink felvaltva, adott vy pontbdl indulva, az élek mentén. Egy pont csak
egyszer latogathato, és aki nem tud lépni, az veszit. Az altalanos eset nagyon nehéz, egy
specialis jatékra valo visszavezetése megtalalhato példaul P.A. Jatékelmélet jegyzetben [12].

A foldrajzi jaték egy valtozata an an. dltaldnositott Slither. Ttt az els6 jatékos kezdslépése
a G egy vy pontjanak a kivalasztisa, majd a masodik folytatja a jatékot vo-bol. Ennek a
jatéknak a specialis esetei is érdekesek, lasd [10] 8. fejezet 8. és 9. probléma. A kiovetkezd
tétel (iii) pontja egy tjabb alkalmazasat mutatja a grafbejarasnak. A tétel tobbi pontjanak

bizonyitasa megtaldlhaté példaul P.A. Jatékelmélet jegyzetében.

2.2. Tétel. A kivetkezd dllitasok igazak.

(1) Tegyiik fel, hogy G kormentes. Ekkor az elsd jatékos nyer, és megadhatdk azok a pontok
melyekkel kezdve nyerhet.

(11) Tegyiik fel, hogy van olyan vy € V(G), melyre d_(vy) = 0, azaz vo-ba nem fut él. Ekkor

az elsd jatékosnak van nyerd stralégidja.

(111) Egy tetszdleges G irdnyitott grafra mdsodik jatékos nyer akkor és csak akkor, ha G

minden erdsen 0sszefiiggd komponensében jdtszva is nyerne.

(iv) Egy szimmetrikus G grdf® esetén az elsd jatékos pontosan akkor nyer, ha a G grdfban

nincs teljes pdrositds.*

2Nalunk inkabb az ,orszag, varos, fiti, lany" néven ismert.
3@ szimmetrikus, ha az (z,y) € E(G) = (y,z) € E(G).
4Egy parositas teljes, ha a graf minden pontjat lefedi.
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Bizonyitas. (iii) Hasznaljuk a tényt, hogy G ponthalmaza felbomlik erdsen osszefiiggd kom-
ponensek unidjara és a C;, C; (i # j) komponensek kozott az élek egyiranyban htzodnak.”
Egy komponenshen vesztés vagy az egész jatszma vesztését jelenti, vagy kényszert egy masik
komponensbe els6ként torténd belépésre. Ha van olyan komponens, ahonnan jatszva az elsé
jatékos nyer, akkor vegye a C'(G)-ben egy levélhez (1 befoku, 0 kifoka pont) legkdzelebb
es6 ilyen C; komponenst. Jatssza ezen a Cj-hez tartoz6 nyeré stratégiat. A masodik jatékos
vagy veszit a C;-ben, vagy atlép egy olyan C; komponensbe, ahol méar az masodik jatékosnak
van nyer6 stratégiaja; ezt viszont az elsé jatékos ellopja téle. Ha barmely C; komponensben
nyer a masodik jatékos, akkor persze nyer G-ben, mindig az aktuélis Cj-beli nyerd stratégiat

kovetve. [l

2.4. Train sets

A train set vagy vonathalmaz fogalma a topologiabol ered, de jol értelmezhets a terepaszta-
lokon megvalosithaté jatékra is. Két sin nulla fokos széghen talalkozhat, és a vonat egyik
irdnybol érkezve mindkettére ratérhet, mig a masik iranybol mindkét sinrdl a kitiintetettre

vezet az ut. Kérdés lehet, mely része jarhaté be a rendszernek?

g
e f
e 7 c
9
Egy train set. Kitiintetett graf. Fazisgraf.

Az abra baloldalan egy konkrét palya lathato. Koézépen ennek a palyanak egy reprezen-
tacioja kitintetett (designated) graf forméban. Ebben a sinek taldlkozasa egy csomopont,
amelyiknek az egyik élét a ponthoz kozel megjeldljiik egy kis vonallal. Mégpedig azt az élt,
amelyen elhagyhatjuk a pontot, ha a két mésikbol érkeztiink.

Koénnyen lathato, hogy mig a kitiintetett graf hasznos a probléma leirasaban, nem tdmo-

5 Az erdsen sszefiiggd komponenseket egy pontra és a koztiik hizodo éleket egy élre Ssszehtizva keletkezik

a kondenzdlt grdf, C(G). Ez kormentes.
SEgy (x,y) élen lehet két jelolés is, ha az x-ben és y-ban is kitiintetett.
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gatja megfelelGen az algoritmusokat. Ehhez egy masik grafot szarmaztatunk, ez a fazisgrdf,
lasd az abra jobboldala. A kitiintetett graf éleit iranyitjuk (jelen esetben mindet felfelé) és
az adott élen haladé vonatrél nem pusztan azt rogzitjiik, hol van, hanem azt is, hogy melyik
wrdnyba megy. Ennek megfelelGen a fazisgraf pontjai a kitiintetett graf éleinek normaél és
ellentétes iranyitasainak felelnek meg (e ill. €); ezek a fazisok. A fazisok kozti lehetséges
atmeneteknek felelnek meg a fazisgraf élei.

A fazisgraf C1, ..., C, erGsen Osszefiiggé komponensei felelnek meg azon allapotoknak,
melyek egymashol kolcsonosen elérhetGek. Ha egy C; komponenst egyszer elhagyunk, a
benne 1év§ allapotok nem ismételheték. Ha a C; komponensbdl nem vezet ki él, akkor a

benne lévé allapotok ismétlédnek a tovabbiakban.

2.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy n taldlkozohelybdl dllo vonathalmaz kitintetett grafja
egy n pontid, 3n/2 éli 3-requldris grdaf. A fazisgrdf 3n ponti, melyek kézdl n db 2-kifokd,
1-befoki, n db 1-kifoki, 2-befoki és n db 1-kifoku, 1-befoku.

2.6. Feladat. Mekkora a legkisebb vonathalmaz, amelynek minden szakasza minden irdny-

ban tetszdlegesen sokszor bejdarhato?

2.7. Feladat. Hogyan kellene megudltoztatnunk a fogalmainkat, ha beépithetiink forditokat,

vagy a sinek "x" alakban is taldlkozhatnak?

2.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy a vdltokban érmedobdssal dintink a tovdbbhaladdsrol. Milyen

Markov lancot rendelhetiink ehhez és milyen paramétereket szdmithatunk ki?

2.5. 2-SAT

A 2-SAT a Boole-féle kielégithetGségi problémakor egy specidlis esete. Egy olyan Boole for-
mula’, kielégithetségi problémaja, mely olyan klozok konjunkcioja (logikai ES), ahol minden

kloz két valtozd vagy negalt valtozo diszjunkcidja (logikai VAGY).

Példa:
(1 Vas) A (mz3 Vay) A (1 V oxe) A (x4 V 26)

"Olyan formula, melyben minden valtozo 0 vagy 1 értéket vehet fel, melyeket az ES (V), VAGY (A) és
NEM () operatorok kotnek Gssze.
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A feladat az, hogy adjuk meg az x1,...xg valtozok egy olyan értékadasat, melyre a formula
az 1 (IGAZ) értéket szamolja ki. Aspvall, Plass és Tarjan 1979-ben egy egyszert megoldast
adott a problémara. A formuldhoz egy an. implikdcids grifot definidltak, ami egy irdnyitott
graf, melynek pontjai a formuldban szerepl6 valtozok, illetve a valtozok negéltja. Két pont
kozott van iranyitott él pontosan akkor, ha a két reprezentalt valtozo egy klozban szerepel,
az iranyitas pedig a diszjunckio implikativ formdra vald atirdsa szerinti implikacié irdnya.
Példaul
(21 V mg) = (mx1 = —22) = (22 = 21)

ekvivalencidk a graf (—xy, —x9) és (9, x1) irdnyitott éleit adjak. Az eredeti feladat meg-
oldasa a kovetkezs. Hatarozzuk meg az implikacios graf erésen Osszefiiggé komponenseit
(pl. Tarjan algoritmuséaval). Ha van olyan komponens, ahol egy véltozd és negaltja egy-
szerre szerepel, akkor a formula kielégithetetlen. Egyszerti meggondolassal adédik, hogy egy
erGsen Osszefiiggé komponensen beliil minden valtozo értéke azonos kell, hogy legyen. Ezt
az értéket példaul az implikacios graf kondenzalt grafja segitségével adhatjuk meg (ennek

meggondolasat az olvasora bizzuk).

2.9. Feladat. Ddntsiik el, hogy a példaban szerepld formula kielégithetd-e. Ha igen, adjunk
is meq eqy IGAZ értékaddst.

2.6. Expander feltétel és hosszi utak

Azt mondjuk, hogy a G = (V, E) graf (k, a)-expander ha minden X C V, |X| < k esetén
N(X) > alX]|. A fogalom intuitivan azt mondja, hogy a pontok ,nem til nagy” részhalma-

zainak szomszédsiga ,nagy’.

2.1. Allitas. Legyen G = (V,E) grdf olyan, hogy minden |X| C V(G), |X| = k esetén
N(X) > 2|X|. Ekkor létezik legaldbb 2k hosszi it G-ben.

Bizonyitas. Inditsunk tetszéleges pontbol mélységi bejarast G-ben, ahol a méar bejart
(lezart) pontok halmaza legyen S, a nem latogatott pontok halmaza T, U = V \ (SUT)
pedig a ,bejaras alatti/nem lezart” pontok halmaza. Vegyiik azt a pillanatot, amikor a mar
bejart pontok szama éppen k. A mélységi bejaras algoritmus garantélja, hogy ennek a k
pontnak nem lehet szomszédja egyetlen T-beli pont sem, vagyis N(S) C U. Viszont ekkor
|U| > 2k, és azt is tudjuk, hogy U pontjai mindig egy utat hataroznak meg G-ben. O
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2.2. Allitas. Legyen G = (V,E) egy n ponti sszefiggd grdf olyan, hogy létezik ¢l barmely
XY CV két k elemi diszjunkt ponthalmazt kozétt. Ekkor G-ben van legaldbb n — 2k + 1

hosszu it és n — 4k + 4 hosszu kor.

Bizonyitas. Futtassuk a mélységi bejaras algoritmust tetszéleges pontbél indulva. Tekint-
sitk azt a pillanatot, amikor |S| = |T'|, azaz a mar bejart (lezart) pontok szima megegyezik
a még nem latogatott pontok szamaval (gondoljuk meg, hogy ilyen pillanat van). Mivel a
grafban az aktudlis S és T pontjai kozott nincs él (azaz diszjunktak), ezért a feltétel miatt
a méretiik legfeljebb k& — 1. Ekkor tudjuk, hogy U = V' \ (S UT) bejaras alatt 1évs pontok
szama legalabb n — 2k + 2. Mivel U pontjai egy utat hataroznak meg, ezért a keresett 1t
megvan. A korh6z vegyiik ennek az utnak az elsé k és utolsé k£ pontjat. Mivel a feltételiink

miatt ezek kozot kell, hogy legyen ¢él, ezért megvan a keresett kor is. U

Megjegyzés. Egy grafban hosszi utak 1étezésének igazolasara mas technikak is léteznek.
Az egyik ilyen Poésa Lajos nevéhez fliz6dik 1976-bol, aki véletlen grafokban valo Hamilton-

korok® keresése soran dolgozta ki modszerét.

2.7. Laplace tétel és alkalmazasai

Determinéansokat sokféleképpen kiszdmithatunk, a legritkdbban kifejtési tételek segitségével.

Kiilonosen rossz valasztasnak tiinik az tn. dltaldnositott Laplace tétel hasznalata:

2.3. Tétel (altalanositott Laplace kifejtési tétel). Egy n x n-es A mdtrizra

det(A) = Z (_1)ZI+ZJdet(AI,J) det(AT,j)’
\I|=k,| J|=¢

ahol I,J C{1,...,n}, I ={1,...,n}\ I, AL mdtriz az A mdtriz I-vel indezelt soraibil és
J-vel indexelt oszlopaibol all, Y1 =73 . 1.

A formula miivelet igénye O(n!), ami magyardzza a ritka hasznalatot. Specidlis eset-
ben viszont nagyon kézenfekvs. Az A matrix dltaldnositott diagondlis, ha a f6atlojaban az

Ay, ..., A, négyzetes matrixok allnak, a f6atlo alatt zérok, mig felette tetszéleges elemek.

8Hamilton-kér a gréaf egy olyan kore, mely a graf minden csiicsan athalad.
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2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy A, n X n-es dltaldnositott diagondlis mdtrizra igaz,
hogy det(A) = ], det(A;).

2.11. Feladat. Irjunk fel eqy 6x6 dltaldnositott diagondlis A mdtriz, ahol Ay, As, As rendre
2 X 2 mdtrizok és a fdatlo felett csupa nem zérd elem dll. Szdmitsuk ki det(A)-t a 2.10 feladat

formuldjaval.

2.12. Feladat. Tegyiik fel, hogy az n X n-es A mdtriz nem dltaldnositott diagondlis, de sok
zérd eleme van. Hogyan rendezhetnénk dt a sorait/oszlopait gy, hogy a kapott mdtriz a

lehetd legnagyobb mértékben dltaldnositott diagondlis legyen?

2.13. Feladat. Rendeljiink eqy n x n-es A mdtrizhoz eqy irdnyitott 8,4 grafot gy, hogy
ij € E ha a;; # 0. Minek felelnek meg a 8,4 graf erdsen osszefiiggd komponensei?
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3. fejezet

Legrovidebb utak és alkalmazasaik

Az egyik leggyakrabban felvet6dé graf optimalizalési probléma a legrévidebb utak keresése.
Tegyiik fel, hogy adott a G irdnyitott graf, amelynek éleihez silyokat rendeliink. A hagyo-
manynak megfelelGen a (v, w) él silyat (hosszét) £(v, w)-vel jeloljiik, mig egy p Gtét, ami nem
mas, mint a p-ben 1év§ élek stlyanak osszege, £(p)-vel. Feltehetjiik azt is, hogy (v,v) € E(G)
minden v € V(G)-re, és {(v,v) = 0. A kovetkezd két feladatot fogalmazzuk meg:

(a) Rogzitsiik most G két pontjat, s-et és t-t és keressiik meg azt a p utat, mely s-bél t-be

vezet és ((p) minimalis.

(b) Altalanosabban kereshetjiik a legkisebb stlyt (legrévidebb) utakat s és minden v # s
pont kozott.

Meglepé modon az Gsszes olyan ismert algoritmus, ami megoldja (a)-t, (b)-t is megoldja
egyben. Miel6tt ratérnénk a megoldésra, vizsgaljuk meg mikor létezik ez. Ha az s-bdl el-
érhetd egy C' negativ sulyu kor, azaz ((C) < 0, és C-bdl elérhetd ¢, akkor az a feladatnak
nem lehet megoldasa. (C-n tetszélegesen sokszor ,korbemehetiink”, igy az ut silya tetszdle-
gesen kicsi lehet.) Masrészt, ha nincs ilyen kor, akkor lehetséges megoldéasaink halmazarol

feltehetjiik, hogy véges, igy - amennyiben az nem iires - van optimum.

3.1. Bellman algoritmusa

A (b) feladat megoldasara Bellman 1956-ban publikalt iterativ mddszerét az un. dinamikus

programozdst hasznaljuk. Az eljaras leirdsahoz sziikségiink van néhany jelolésre. Egy v €
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V(G) pontra jelentse ¢(v) az s-b6l v-be vezetd legrovidebb 1t hosszat, mig ¢4 (v) az s-bél v-be
a legfeljebb k élt tartalmazo legrovidebb 1t hosszat. Amennyiben a fenti utak nem léteznek,
((v) vagy lr(v) értéke végtelen (jelben oo). Hasznaljuk még a p : V(G) — V(G) U {0}

fliggvényt a megfelel6 utak nyilvantartasara.
1. Kezdetben legyen £y(s) := 0, po(s) := 0, £o(v) := 00, po(v) := (), ha v # s.

2. A k-adik lépésben legyen (4 (v) := min{/l;_i(w) + £(w,v) : (w,v) € E(G)}, pe_1(v) ér-

téke pedig valtozzon arra a w-re, amely a minimumot megvalositja, ha €5 (v) < 5_1(v).

3.1. Tétel. A fenti algoritmus helyesen szimolja ki a 0}, figguényt, azaz by = 0. Ha G-ben
nincs negativ sulyd kér, akkor €,_1(v) = L(v) minden v € V(G)-re, ahol n = |V(G)|, a
grdf pontjainak szdma. Tovdbbd ebben az esetben eqy legrovidebb s — v it pontjai forditott

sorrendben v, p(v), p*(v), ..., p'(v) = s, ha £(v) < oo, ahol p = p,_;.

Bizonyitas. Az els6 allitast k szerinti indukcioval lathatjuk be. A kezddéértékekre, azaz
k = 0-ra az allitds nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy egy adott v-re a legrévidebb legfeljebb
k+1 élbsl allo s — v at éppen (s, ..., w,v). Az indukcios feltevésbdl kovetkezik, hogy 1étezik
le(w) = £ (w) hosszisagi, legfeljebb k élbol allo s — w 1t, igy lep1(v) > Le(w) + L(w,v) >
L1 (v). Mivel £y 1(v) < €p1(v), adodik az allitas.

Ha G-ben nincsenek negativ korok, akkor barmely séta atalakithato atta dgy, hogy a
hossza nem novekszik. Ez viszont azt jelenti, hogy ¢, 1 = ¢,,_1,; barmely 7 € N esetén és
igy 0, 1 = /.

A p szerepét szintén a legrovidebb utak élszama szerinti indukcioval lathatjuk be. (Ugyan-
isa (p(v),p*(v),...,p'(v) = s) legrévidebb s —p(v) it lesz a feltétel szerint. Ekkor a (p(v), v)
él hozzavételével legrovidebb s — v utat kapunk.) U
Példa: Legyen G az dbran lathato graf; ekkor az algoritmus lépései az alabbi tablazatban

foglalhatok Ossze:

Y
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0 1 2 3 4 5

lo p|h p| Ll p |l p |l p |t p
s |0 0|0 0|0 010 010 0|0 0
T | 00 0|1 s -1 y|-1 y | -1 y | -1 Y
y | 0o 0] -2 5| -2 5| -2 5| -2 s | -2 s
z | oo 0| oo 0|3 |1 x| 1 x| 1 x
u | 00 0| oo 0] 2 x| 0 x| 0 x| 0 T
w | 0o 0| oo 0] oo 0|2 2|0 2|0 z

A tablazatot oszloponkeént toltjik ki, a £o(s) = 0, {p(v) = oo minden s-t6l kiilonb6z6 v-re,mig
p = 0. Ezek utan a ¢, és p,, fiiggvények értékeit rekurzioval kapjuk meg k& > 1-re. A tablazat
utols6 oszlopabol nemesak a legrovidebb s — v utak (v € G) hosszai olvashatok ki, hanem
meghatarozhatok ezek az utak. Ha csak a legrovidebb utak altal hasznalt éleket abrazoljuk,
ezek a p fliggvény értékei, akkor az an.legrovidebb utak fdjdt kapjuk. Ez, ha s-b6l elérhetd
barmely pont, egy gydkeres fa, s gyokérponttal, ami azt jelenti, hogy d_(s) = 0 és d_(v) =
1, ha s #v e V(G).

Y

4

Ebbél kénnyen kiolvashatok a legrovidebb s — v utak és hosszaik:

1. s —x at: (s,y,x), hossza d(z) = —1
2. s—yut: (s,y), hossza d(y) = —2

3. s —wut: (s,y,z,u), hossza d(u) =0
4. s —zat: (s,y,z,2), hossza d(z) = 1

5. s —w 1t: (s,y,x,z,w) hossza d(w) = 0
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Megjegyzések:

1. Az eljaras alkalmazhat6 abban az esetben is, ha G-ben van negativ kor. Ekkor egy C
negativ kor létezését a v = p'(v) jelzi valamely v € V(G)-te és i € N-re, tovabba a p
segitségével meghatarozhato C. Szintén van mod annak eldontésére, hogy egy adott
v pont rajta van-e egy negativ sétdn. Vegyiink hozza a grathoz egy 0j ¢ pontot, és a
(q,v), (v,q) éleket nulla sullyal. Ekkor vilagos, hogy ¢, (¢) < 0 akkor és csak akkor, ha

v rajta van egy negativ sétan.

2. Egy iranyitatlan G graf OsszefiiggGsége is tesztelhetd; vegyiik fel az iranyitatlan (i, j)
helyére az iranyitott (i, 7), (j,4) éleket 1-1 sullyal. Ha minden s—v legrévidebb ut hossza
véges, akkor G Osszefiiggd, ha ¢(v) = oo, akkor s és v kiilénb6z6 komponensekben

vannak.

3. Az algoritmus miikodése azon milott, minden v € V(G)-re van olyan w € V(G), hogy
le(v) = lg—1(w) + L(w, v). Ez durvan azt jelenti, hogy az optimalis struktirank kozott
kapcsolat van, a ,nagyobb” felépitheté a ,kisebbdl”. Ilyen jellegi kapcsolat gyakran
kihasznalhat6 egy hatékony algoritmus felépitésére a fentihez hasonl6 modon. Ezt a

modszert dinamikus programozdsnak nevezziik.

A legrovidebb utakkal meglep&en sok probléma modellezhetd, illetve fontos része més al-
goritmusoknak. Az utobbit kés6ébb latni fogjuk. Itt harom, nem kézenfekvd alkalmazasra

térink ki.

3.2. Topologikus rendezés

Legyen G egy irdnyitott graf. A graf topologikus rendezése a graf csicsainak egy linearis
rendezése, ahol minden (u,v) irdnyitott él esetén w megel6zi v-t a rendezésben. Erre példa,
amikor a graf pontjai feladatokat reprezentélnak az élek pedig a feladatok elvégzési sorrend-
jébdl adodo korlatozasokat mutatjak. Ebben az esetben a topologikus rendezés a feladatok
elvégzésének egy lehetséges sorrendjét adja meg. A kovetkezé feladat egy sziikséges és ele-

gend§ feltételt mond a rendezés 1étezéséhez.

3.1. Feladat. Egy irdnyitott graf csucsainak akkor és csak akkor van topologikus rendezése,

ha a graf aciklikus (azaz iranyitott kormentes).
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Az egyik els6 algoritmust topologikus rendezésre Kahn adta 1962-ben. Az eljarés a

kovetkez6:

1. Legyen L egy (kezdetben iires) lista, amely a rendezett csiicsokat tartalmazza, S pedig

az 0sszes olyan csics halmaza, melyek befoka 0.
2. Amig S nem iires, vegyiink ki egy u elemét és tegyiik L végére:

(i) Minden v-re, amelyre e = (u,v) él, toroljik e-t a grafbol;

(ii) Ha v-nek nincs t6bb bemend éle, akkor tegyiik S-be.

3. Ha a graf az eljaras végén tartalmaz élt, akkor van legaldbb egy irdnyitott kore, azaz

nincs topologikus rendezése. Kiilénben L lista a topologikus sorrendet adja meg.

Ha a graf aciklikus, akkor egy (nem feltétel egyértelmi) megoldast az L lista adja. Ha a

graf tartalmaz iranyftott kort, akkor a topologikus rendezés nem lehetséges.

3.2. Feladat. Igazoljuk, hogy Kahn algoritmusa helyesen hatdrozza meg a topologikus sor-
rendet (ha az létezik).

3.3. Feladat. Adjunk meqg algoritmust topologikus rendezésre, mely a mélységi keresés mdad-

szerét haszndlja.

3.4. Feladat. Adjunk meqg topologikus rendezésen alapulo gyors algoritmust, mely silyozott,

wrdnyitott aciklikus grafban hatdrozza meg az dsszes pont kozti legrévidebb utakat.

3.3. Kritikus at (litemezés)

Tegyiik fel, hogy adott egy projekt, amely t&bb, egyméastol nem fiiggetlen résztevékenységhdl
all. Tudjuk a résztevékenységek végrehajtiasdhoz sziikséges id6t és azt, hogy egy adott tevé-
kenység elkezdésének mely mas tevékenységek befejezettsége feltétele. (Pl. egy épitkezésnél
csak az alapozas utan lehet falazni.) A célunk annak meghatarozésa, hogy minimalisan
mennyi id§ alatt teljesithets a projekt, ha nincs egyéb korlatozas. A javasolt modellt és a

megoldast egy példan illusztraljuk.

Példa: Jeldljiik a részfeladatokat fi, ..., fe-tal, az elvégzéshez sziikséges idGket t1, .. ., tg-tal
és ha az f; elkezdésének az f; befejezettsége feltétele, azt f; < f;-vel. Legyen ¢ = 2, ty =1,
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t3 =4, ty =1, t5 = 2, tg = 2 és a feltételek: f1 < fo, fr < f3, fo < fu4, fo < [5, f3 < [f5,
fa < f5, f5 < fe. abrazoljuk ezt egy iranyitott graf segitségével, ahol a f; pontot rendeljiik
az f; feladathoz, (f;, f;) él a grafban, ha f; < f;, és ekkor I(f;, f;) = t;. Vegyiink fel egy
fiktiv feladatot, f7-et, és legyen (f;, f7) €l a grafban, ha f; nem feltétele mas feladatnak.

f2 1 fa f7
2 2
i [1 f6
2 2
f3 e 5

Vegyiink egy iranyitott utat, az (f1, f2, fs, f6, f7)-et a gratbol. Ennek hossza tq+to+15+1t6
és mivel az irdnyitas szerint az fi, fo, f5 és fg tevékenységek csak ebben a sorrendben és
egymés utan hajthatok végre, az Ut hossza alsé korlatja a sziikséges minimalis id6nek. Mi
tObb ez a minimalis id6 egybeesik egy ilyen tipusi also korlattal, mert a modelliinkben fellépd
grafok kormentesek. Egy G kormentes iranyitott, silyozott graf leghosszabb titjdt nevezziik

kritikus dtnak.

3.2. Tétel. Egy projekt végrehajtasdihoz sziikséges minimdlis 1dd eqyenld a kritikus ut hosszd-

val.

Bizonyitas. Teljes indukcioval a kritikus it élszama szerint. 0

A peéldankban konnyen lathato: a (f1, f3, fs, f6, f7) kritikus ut, melynek hossza t; + t3 +
ts + tg = 10. Igy a tételbsl kivetkezGen a projekt iddigénye pontosan tiz egység.

Egy tetszGleges iranyitott grafban a leghosszabb it megtalalédsa rendkiviil nehéz feladat.
Esetiinkben a helyzet joval kedvez6bb: vegyiik az ¢lekhez rendelt silyok —1-szeresét, és
keressiik meg a legrévidebb utat. Mivel a grafunk kérmentes, igy nincs negativ kor, azaz
hasznalhaté Bellman algoritmusa és a kapott legrovidebb 1t a leghosszabb lesz az eredeti

grafban.
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Megjegyzés: A modszer alkalmazasanak egyik legszebb példaja az Apoll6 program volt.
Ebben ezernél tobb alvallalkozo altal végzett, igen nagy szamu részfeladatot sikeriilt Gssze-

hangolni mignem 1969-ben az ember a Holdra léphetett.

3.5. Feladat. Fgy munkdsnak A, B,C, D, E. F,G, H munkdkat kell végrehajtania. A mun-
kak kbzotte ‘X < Y7 reldcio azt jelenti, hogy X-et hamarabb kell elvégezni mint Y -t. Most
azA< H, B<H, D<FE, D<F,E<C,E<G,F<CC ésG< A feltételek adot-

tak. Adjunk meg eqy lehetséges végrehajtdsi sorrendet. Mi van akkor, ha H < E reldcio is
fenndll?

3.4. Maximalis val6szintiségii ut

Tegyiik fel, hogy adott egy iranyitott graf, amelynek az élein egymastol fiiggetleniil, ismert
valoszintiségekkel lehet athaladni. Kijelolve egy s és t pontot, szeretnénk meghatarozni azt

az utat, amelyen legnagyobb valdszintiséggel eljutunk s-bél t-be.

Példa:
T 0,2 v
0,8
s 0,8 0,7 0,7
0,
Y 0,4 t

Ha rogzitiink néhany élt, akkor annak valészintisége, hogy mindegyik jarhato, a fiigget-
lenség miatt a hozzajuk rendelt valoszintiségek szorzata. Jelen esetben a legnagyobb valoszi-
nifséggel nyitva levé s—t ut az (s, z,y,v,t), a jarhatosag valoszintisége 0,8 x0,8x0,7x0,7 =
0,3156. Altalaban a kovetkez6t tehetjiik:' cseréljiik ki minden e élre az élhez tartozo p(e)
valosziniiséget — In p(e)-re, és keressiik a legrovidebb s — ¢ utat ezen stilyozas mellett. Legye-

nek R és () két kiilonboz6 s — ¢ ut élhalmazai; ekkor az utak jarhatosaganak valdszintiségei

!Valéban, ez az 6tlet nagyon Aaltaldnos, a szorzatok kiszdmitdsdnak Osszeadasra valo visszavezetése a

logaritmus fliggvény bevezetésének egyik {6 motivacidja.
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rendre
[Ir(e)es T] pe),
eER eeq

mig a transzformécié mellett a hosszuk

— Zlnp(e) és — Zlnp(e).

e€R eceq

Ha — Zlnp(e) < - Zlnp(e), akkor Zlnp(e) > Zlnp(e).

eER ecqR) eER ecq)
Ebbél

(] [ p(e)) > (] ] ple)),

eER e€q

és a logaritmus fiiggvény monotonitasa miatt kapjuk a

[IrCe)>[Inrt

eceR e€q

egyenlGtlenséget, ami bizonyitja allitasunkat.

3.5. Fazisterek

A fazisterek alapgondolata az, hogy a vizsgélni kivant rendszer teljes allapotat egyetlen pont
segitségével irjuk le.? Ttt egy kozismert, de mégsem trividlis példan illusztraljuk a fazistere-

ken alapul6 modellezést.

Példa (Autoverseny): Az Gn. autdverseny jatékot egy kockéas lapon jatszhatjuk, ahol
az autd egy lépését egy nyil reprezentdlja. (A nyil az auté egységnyi id6 alatt megtett
utja. Mivel a gyorsulas nem tetsz6legesen nagy, ezért lépésenként csak aje; + ases-vel
valtoztathato, ahol ey, e5 a stk merdleges egységvektorai ag, an € {—1,0,1}.) Adott tovabba
egy palya, amit az aut6 nem hagyhat el, egy rajt- és célvonal, ahonnan indul, illetve ahova

érkeznie kell a lehets legkevesebb lépés alatt.

2Ez rendkiviil hasznosnak bizonyult a fizikdban, ahol példaul egy n témegpontbdl 4ll6 rendszer mozgasat
6n koordinata (pontonként 3 tér és 3 sebesség) irja le. Ez felfoghatd az R egyetlen pontjaként, mig
a rendszer idébeli valtozasa egy térgorbeként. Tobbnyire ez a hozzaéllas segit a Markov lancokkal vald

modellezésben is: a lanc egy-egy allapota a rendszer teljes leirasat kodolja.
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A jobboldali abran lathat6, hogyan lehet meghatarozni a kiovetkezd lehetséges lépést:
megismételjiik az el6z6 lépés vektorat (a szaggatott vektor) és a végponthoz tartozo réacs-
pontba, valamint ennek szomszédaiba léphetiink. A keletkezs Gt nem grafit, hiszen akarhova
nem léphetiink; ez a sebességtdl is fiigg. Készithetiink azonban egy fdzistér grifot, amelynek
pontjai mind az auto6 helyét, mind a sebességét kodoljak és a pontok kozott akkor van él, ha
az atmenet egyik allapotbol a méasikba egy lépés alatt megtorténhet. Egy (a,b) sikbeli pont-
parnak megfelelt egy grafpont, ahol a pontbeli allapot azt jelzi, hogy az aut6 a b pontban
van és oda az a-bol 1épett. Ekkor az allapotgrafnak olyan (b, ¢) pontjaira lehet atlépni (van
él), amelyekre a be vektor az ab vektortol barmely koordinatajaban legfeljebb eggyel tér el.
Sulyozzunk minden élt eggyel, akkor az &llapotgraf legrovidebb ttja a rajt és cél kozott a

minimalis lépésszamu ttvonalnak felel majd meg.

Megjegyzések:

1. Ha a palya n pontbol 4ll, az &llapotgraf n? pontbol fog. A példankban n < 100, igy az

allapotgrafnak tizezernél kevesebb pontja van.

2. Az eljarassal modellezhetSk egyéb feltételek: olajfolt, amin nem lehet lassitani, homok-

agy, ami lassit stb.

3.6. Feladat. Adjuk meg a probléma modelljét, ha a versenypdlydn bizonyos helyeken olaj-
foltok, mdshol pedig homokdgy van.
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3.7. Feladat (Alcuin). Kétszemélyes csonakon szdllitsunk dt a folyon egy kecskét, kdposz-

tat és eqy farkast, gy, hogy a kecske nem maradhat feligyelet nélkil sem a farkassal sem a

kdposztdval.

3.8. Feladat. Egy folyo hidja két embert bir el eqyszerre, és zseblampdt kell haszndlni, amibol
csak egy van. 4 embert kell datjuttatnunk egyik oldalrol a mdsikra, akik egymagukban 1, 2, 5
illetve 10 percet igényelnének. Ha egyiitt mennek, a lassabbik idejét futjik. Mennyi idd alatt

végezhetnek?
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4. fejezet
TotAlisan unimodularis matrixok

Latni fogjuk, hogy szdmos graf probléma megfogalmazhato linearis programozasi (LP), il-
letve egészértéki programozasi (IP) feladatként. Az egészértéki programozas f6 nehézsége
abban rejlik, hogy a lehetséges megoldasokbol allo poliédernek esetleg nem egész koordi-
nataja csticspontjai vannak. Ha valamiképpen el6re tudnénk, hogy csak egész csicspontok
vannak, akkor a folytonos relaxacié6 barmely optimalis bazismegoldasa automatikusan az
egészértékd probléma optimalis megoldéasa lenne. Mint azt A. J. Hoffman és S. B. Kruskal
1956-ban megmutatta az egészértéki problémak egy elméleti és gyakorlati szempontbdl egy-
arant lényeges osztalyéra teljesiil a feltétel. Eredményiik kozponti jelent&ségli a kovetkezd
fejezetben targyalando6 an. hdlézati vagy network problémak vizsgalataban.

A fejezet megértéséhez sziikséges linearis programozas elméletének alapvets ismeretét
(igy mint a bazismegoldas, szimplex algoritmus, LP és konvex geometria kozti kapcsolat)
feltételezziik. Tovabbi olvasnivalo a téméaban pl. Alexander Schrijver kényvének |15] 19-21.

fejezetei.

4.1. TU matrixok

Az alabbi fogalomra lesz sziikségiink: Egy A matrix totdlisan unimoduldris, ha barmely
négyzetes részmatrixanak a determinansa 1, —1 vagy 0. (Vagyis specidlisan A elemei csak a
+1 és a 0 szamok lehetnek.)

4.1. Tétel (Hoffman-Kruskal). Ha A totdlisan unimoduldris, b és ¢ egész vektorok, akkor

a maxclz feltéve Az < b linedris programozdsi feladat (LP) bdzismegolddsai, (koztik az
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optimdlis bdzismegolddsai) egész értékiek. Masképpen a P = {x : Ax < b} poliéder csicsai

egész koordindtajuak.
Bizonyitas. Ha adott egy B bazis, a hozzatartozé rp bazismegoldas szotara:

rp =  AFb — AptAyzy

z = CBAélb + (CN—CBAélAN)ZEN

(A modositott szimplex algoritmus leirasanal hasznaltuk ezt a formulat; Ap az A matrix
B bazis altal kijelolt oszlopaibol all. Konvencionalisan az Ap-t B-vel jelolik, a félreértés
elkeriilése miatt hasznéaljuk az Ag format.)

Az Agl matrix elemeit linearis algebraban megismert Cramer szabdly szerint szamolhatjuk
ki. Ha (A3');; a métrix i, j-edik eleme, * Ap az a métrix, amit Ap-bél a i-edik sor és j-edik
oszlop eltorlésével kapunk, det(Ap) pedig a matrix determinansa, akkor

(A5 = LN dtAs)
’ det(Ap)

Mivel A totalisan unimodularis, és det(Ag) # 0, igy det(Ap) = 1. Természetesen a
det( A5') métrix minden eleme egész. Mivel zp = A5'b, egy egész matrix és egész vektor

szorzata, rp 1S egész. 0

Megjegyzés: Természetesen ha a szimplex modszerrel oldjuk meg a problémat, a szotar
tobbi eleme (A;ANxN, ill. z = cBAglb + (en — cBA;AN)xN) is egész szamokbol all, igy

kereki tési hibak sem lépnek fel.

Nem nyilvanval6 viszont, hogyan donthetjiik el egy adott matrix totalisan unimoduléris-e
vagy sem. A totalisan unimoduléris matrixok karakterizdlhatok, mi tébb, gyors algoritmus
is megadhato ennek a tulajdonsignak az eldontésére. Sajnos az erre vonatkozo tételek és
algoritmusok ismertetése meghaladja lehetéségeinket. (Megjegyezziik azonban, hogy a fent
emlitett karakterizacio altalanositasképpen 1981-ben Paul Seymour bebizonyitotta a kombi-

natorika egyik legmélyebb tételét az un. reguldris matroidok dekompozicios tételét.)
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A kovetkezé tétel kozponti jelentGségii az LP-ként felirt halozati problémak megoldasa

kapcsan.
4.2, Tétel. Egy irdnyitott grdif A illeszkedési mdtriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitas. Hasznaljunk indukciét a részdeterminansok mérete szerint. Az A matrix 1 x 1-
es részmatrixai +1-ek és 0-ak, igy k = 1-re igaz a feltétel. Ha adott egy B (k+1) x (k+1)-es
részméatrix, akkor két esetre bomlik a bizonyitas. Ha a B matrixnak van olyan oszlopa,
amelynek legfeljebb egy nem nulla eleme van, akkor determinansat ezen oszlop szerinti kifej-
téssel kapjuk. Az indukcios feltétel miatt ez 0 vagy +1. Ha B minden oszlopa pontosan két
nem nulla elemet tartalmaz (azaz +1-et és —1-et), akkor B sorainak Osszege a zérus vektor,

vagyis B sorai linearisan fiiggéek. Ekkor det(B) = 0, és ezzel igazoltuk a tételt. O

Megjegyzés: Az eléz6 tételiinkkel kombindlva lesziirhetjiik, hogy minden az illeszkedési
matrix segitségével definidlt egészértékid programozasi feladat egy LP feladatta egyszertiso-
dik. Ez megkonnyiti a feladat megoldasat (tulajdonképpen polinom idejivé teszi), mésrészt
a dualitasi tételt teljes erejében kihasznalhatéva teszi. FEnnek pontos targyaldsa messzire

vezetne, igy a kés6bbiekben csupan illusztrilni tudjuk ezt egy-egy példaval.

Egy masik alkalmazas a mazximdlis parositas megtalalasa paros grafokban. Ehhez a ko-

vetkezd tételre van sziikségiink.
4.3. Tétel. Eqgy pdros grif incidencia mdtriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitas. A 4.2 tételhez hasonldéan a részdeterminansok mérete szerinti mérete szerinti
teljes indukciéval belathato. 0

Mivel a maximalis parositas felithato a kovetkezs egészértékii programozasi feladatként

max ., Z.
e€Elr

x. <1 (VueV)

ENU

r. € {0,1}
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ahol e ~ wu az illeszkedést jeloli. A problémat kompaktabb formaban irva és relaxalva a
max 17z, feltéve Ax < 1, z > 0 feladathoz jutunk, ahol A a paros grafunk illeszkedési mat-

rixa. Mivel ez totalisan unimodularis, ezért az LP megoldasa egészértékii.

4.2. TU matrixok karakterizacion

Altalanossagban sajnos (egyeldre) nincs egyszerti eljaras ami eldonti egy méatrixrol, hogy
totalisan unimodularis-e. Ugyanakkor léteznek kénnyen tesztelhets sziikséges (de nem ele-
gendq) feltételek, tovabba léteznek karakterizécios tételek is, ezek koziil itt kettét emlitiink

meg.

4.4. Tétel (Camion, 1965). Egy 0,+1 elemekbdl dllc A mdtriz akkor és csak akkor totd-
lisan unimoduldris, ha az elemek dsszege 4-gyel oszthato minden olyan négyzetes részmdtri-

zdban, melynek minden minden sora és minden oszlopa pdros.*

4.5. Tétel (Ghouila-Houri, 1962). Egy m X n-es A egész mdtriz totdlisan unimoduld-
ris, ha minden R C {1,2,...,m} halmaz két diszjunkt Ry, Ry halmazra bonthato gy, hogy

D ier: ij — Der, iy € {0,£1} (7 =1,2,....n).
Végiil egy konnyen ellenérizhets elegendé feltételt mondunk ki.

4.6. Tétel. Egy 0, +1 elemekbdl dllo A mdtrix totdlisan unimoduldris, ha eqyetlen oszlopdban

sem tartalmaz egynél t6bb +1-est és eqy eqynél t6bb —1-est.
Megjegyzés. Az utolso allitasbol régton kovetkezik a 4.2 tétel.

4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, ha eqy A mdtrixz totdlisan unimoduldris, akkor barmely sordt

vagy oszlopdt —1-gyel szorozva tovdbbra is totdlisan unimoduldris lesz.

4.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogyha eqy A mdtriz totdlisan unimoduldris, akkor AT is to-

talisan unimoduldris.

4.3. Feladat. Egy grdf él-ut illeszkedési matrixa? totdlisan unimoduldris.

! Az ilyen métrixokat szokas Euler-féle mdtriznak is nevezni.
2A graf minden éléhez tartozik a métrix egy sora, és a graf minden utjdhoz a méatrix egy oszlopa. Egy

sor-oszlop talalkozasnal 1-es van, ha a megfelels él benne van a megfelel dtban, 0 kiilonben.
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4.4. Feladat. Legyen A 0,+1 elemekbdl dllo mdtriz olyan, hogy minden oszlopban az elsd 1-

es utdn (fentrdl-lefelé) mdr minden elem 1-es. Bizonyitsuk be, hogy A totdlisan unimoduldris.

4.5. Feladat. Adjunk meg egy olyan egész csiucsponti politopot ({x : Ax < b,x > 0}), ahol
A 3 x 3-as, A és b elemei egészek, de A nem teljesen unimoduldris. Tudunk olyan példdt,

ahol A elemei csak 0,%1. Es olyat, hogy csak 0,+17
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5. fejezet
Hal6zati problémak

Az an. halézati vagy network problémék rendkiviil elterjedtek az operacidkutatasban. Ennek

harom {6 oka van:

1. Médfelett alkalmasak gyakorlati problémak modellezésére
2. Hatékony algoritmusok dolgozhatok ki megoldasukra

3. Matematikai szempontbol nagyon elegans elméletiik van.

Ennek megfelelen a 40-es évektdl kezdve szamos modellel foglalkoztak a témakor kutatoi,

amibdl itt csak néhanyat és érintSlegesen targyalhatunk.

5.1. Transshipment probléma

L Adott egy G irdnyitott graf, melynek

Az egyik legfontosabb a transshipment probléma.
éleihez valos szamokat (kdltségeket) rendeliink. Szamokat rendeliink a graf pontjaihoz is. Ha
ez a szam pozitiv, akkor a pontot nyeldnek, ha negativ forrdsnak, ha nulla belsd pontnak
nevezziik. Feltehetjiik, hogy a pontokhoz rendelt szamok Osszege nulla. (Ha nem, egy 1]
pont felvételével ilyen formara hozhatjuk G-t.)

Tegyiik fel, hogy valamilyen arut kell szallitanunk a forrasokboél a nyel6kbe a graf élei
mentén gy, hogy barmely forrdsban a kindlat, illetve nyel6ben a kereslet a hozzarendelt a

hozzarendelt szam abszolut értéke (a belsé pontokban nulla). Egy él mentén a szallitasi

'Ezt szallitasi problémanak is szoktadk magyaritani. Mi itt inkabb szdllitmdnyozdsi problémaként emle-

getjiik, hogy ne keveredjen Gssze egy specidlis esettel, a Hitchcock-féle szallitasi feladattal.
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koltsége az élhez rendelt szam és a szallitott &ru mennyiségének szorzata, mig az 0sszkoltség

a szallitasi koltségek Osszege.

Példa: A pontok mellé irt szam a pont neve, zarojelben a kereslet/kinalat. A két megol-

désban csak a szallitasba bekapcsolodo éleket abrazoltuk.

1(0) 58) |
4(10 5 2
1 8 3 6 9
r 36) 2(@)# 1 \ 1
6 10 2 10
6(-9 7(-15) 3 4

A transshipment probléma felirhatd LP feladatként, ahol A a G graf incidencia maétrixa,
az x vektor z;; komponense az (i, j) élen szallitott &ru mennyisége, ¢;; az egységnyi szallitas

koltsége, a b vektor pedig az egyes pontokban jelentkez$ kereslet /kinalat.

min z CZ']'ZCZ']' = CTQZ'
(1.1)EE(G)

(%) Az =b

x>0

A példankban az A matrix a kovetkezs:

1,3 14 15 21 23 24 25 54 6,1 62 63 67 72 75
1] -1 -1 -1 1 o o0 o o0 1 0 0 0 0 o0
2(0 o0 0 -1 -1 -1 -1 0O O 1 0 O 1 0
311 0 0 O 1 o 0 O O o 1 0 0 O
4, 0 1 o o0 O 1 o0 1 O O O 0 0 1
540 o0 1T o0 O O 1 -1 0 O 0 0 0 1
6 0 0 O O 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0 0
7Tt 0 o0 O O o0 o o0 o0 o0 o0 0 1 -4 1

tovabba

Tr = [$13,I14,$15, X21,X23, X24,X25, Ts4, Lel, L62, 9063@67@72@75]
és
br = [O, 0,6,10,8, -9, —15].
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Vegyiik észre, hogy a (*) probléma méatrixabol torolhetjiik az utolsé (de tulajdonképpen
barmely) sort és a b vektor utolso koordinatajat a linearis fiiggéség miatt.

A transshipment probléma megoldésara kiilonb6z6 lehetéségek adodnak. Ha a G graf, ira-
nyitastol eltekintve Gsszefliggs, akkor a (x) LP egy tetszdleges bazis megoldasanak a bazisban
lévs valtozokhoz tartozo élei egy fat alkotnak. Ezeknek a faknak a megfelel6 transzforméci-
6ival fogalmazhato meg az Gn. network szimplex algoritmus. Ez a jol ismert szimplex algo-
ritmus egy, a gyakorlatban rendkiviil hatékony valtozata. Mas eljarasok ennél is direktebb
modon hasznéljak ki a feladat specidlis szerkezetét, és, legalabbis elméleti vonatkozasban,
feliilmuljak a network szimplex algoritmust. Egy egyszeriibb feladat, a maximdlis folyam
probléma vizsgdlataban betekintést adunk ezekbe a modszerekbe. Itt megelégsziink az an.

integralitds tétel bizonyitasaval.

5.1. Tétel (integralitas). Tegyiik fel, hogy a fenti transshipment probléma b vektordnak
minden koordindtdja egész szam. Ha a feladatnak van lehetséges megolddsa, akkor van egész

megolddsa is. Ha van opltimdlis megolddsa, akkor van optimdlis egész megolddsa 1s.

Bizonyitas. A lehetséges megoldas létezésébdl kovetkezik (az LP alaptételébdl), hogy van
lehetséges bazis megoldas. Korabbi tételeink szerint az A métrix totalisan unimodularis, és
igy a probléma barmelyik lehetséges bazis megoldasa egész. Ismét az LP alaptételét hasz-
nalva, ha van optimalis megoldas, akkor van optimalis bazismegoldés, amely az el6z6 pont

miatt sziikségképpen egész. 0

A transshipment probléma formalizmusa és az integralitas tétel az operacidkutatas és
a kombinatorika szerencsés keveréke. Valojaban témérdek kordabbi probléma/modell kézos
altalanositdsa. Mi a forditott utat kovetjiik: az altalanos probléma specidlis eseteiként mu-

tatunk be néhanyat ezek koziil. ElGszor azonban lassunk egy nem trivialis alkalmazast.

5.2. Az étkeztets (caterer) probléma

A modell eredetileg egy titemezési probléma, amellyel a légiers repiil6gép motorjainak kar-
bantartasat tervezték. Késébb a megalkotoi (Jacobs, Gaddum, Hoffman, Sokolowsky és
Prager) a demilitarizalt caterer (étkeztetési) probléma néven publikaltak.

Adott egy étkeztetd, akinek n napon at tiszta szalvétara van sziiksége, a j-edik napon

egy eldre ismert d; darabra. Ezt részint 0j szalvétak vasarlasaval (a cent darabja), részint a
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hasznéaltak mosatéaséaval fedezheti. Az utobbiban valaszthat a gyors (¢ nap alatt, darabonként

b centért) és a lasst (p nap alatt, ¢ centért) ajanlott szolgaltatasok kézott. Természetesen

p>qés a>b>c, aminimalis kéltség pedig a cél.

Példa: Legyen egy étkeztetd feladatban n—=10, d;=50, ds=60, d3=80, dy=70, d5=>50, dg—=60,
d7=90, dg=80, dy=>50, d1(=100; mig p=4, ¢=2, a=200, b=T5, c=25.

Az alédbbi tablazatban Gsszefoglalunk egy lehetséges és egy optimélis (a zardjelben 1évi

szamok) stratégiat. Az utobbi egy a feladathoz rendelt transshipment probléma optimalis

bazis megoldasa. A feladat grafjaban a hozzatartozo fat szintén abrazoljuk majd.

Nap | Mosott  Véasarolt | Gyors mosads Lasst mosas  Térolés
1 0 (0) 50 (50) 50 (0) 0 (50) 0 (0)
2 0 (0) 60 (60) 60 (0) 0 (60) 0 (0)
31 50(0) 30 (80) 50 (0) 30 (80) 0 (0)
41 60 (0) 10 (70) 60 (0) 0 (70) 10 (0)
51 50 (50) 0 (0) 60 (10) 0 (0) 0 (40)
6| 60 (60) 0 (0) 60 (10) 0 (90) 0 (0)
71 90 (90) 0 (0) 50 (50) 0 (0) 40 (40)
8| 60 (80) 20 (0) 100 (10) 0 (0) 20 (110)
9| 50 (50) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 70 (160)

10 | 100 (100) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 170 (260)

A transshipment modell és az optiméalis megoldas faja a kovetkez: Az baloldali abra
értelmezése a kovetkezs. A baloldali pontokban, mint tarolékban jelenik meg a naponként
elhasznélt szalvéta. Ezekbdl a forrasokbol tovabb kiildhet6k gyors moséssal a két nappal
késsbbi felhasznéalasra (vizszintes élek, b koltseg), lasst mosassal (ferde élek, ¢ koltség),
vagy tarolhatok a kovetkezs napig (fiiggsleges élek, 0 koltség). A j-dik napon igényelt d;
darab szalvéta beszerezheté a j — g tarolobol gyors, a j — p-bdl lassti mosatéssal, vagy a
boltbol a koltségii élen. Célszerid feltenni, hogy a boltban elegend§ szalvéta van, és akar
az egész sziikséglet fedezhetd vasarlas utjan. Az utolsé napon a taroloban 1évs szalvétakat
egy (képzeletbeli) gytjtébe iranyitjuk zéré koltség aran csaktgy, mint az n-edik nap utan a
boltban maradtakat. (Ez utobbi szintén zéro koltséggel tehets meg.) Ezek segitségével az

étkeztetési probléméat atirtuk egy transshipment problémaéra.
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A jobboldali dbra értelmezése: Az optimalis bazis megoldas bazisaban 1év6 valtozoknak
megfelel§ éleket abrézoltuk. Az élekre irt szamok a valtozok értékei. Vegyiik észre, hogy
némelyik bazisvaltozo6 nulla értéket kap, azaz a megoldas degeneralt. Ez a halozati problémak
megoldasanal igen gyakori jelenség. Az integralitas tétel garantalja, hogy van egész optimalis

megoldés, és igy a kapott iitemezési terv kerekitések nélkiil alkalmazhato.

-50
-60 3
-80 3
-70 3

-50 3

-60 Y

-90 y Y

-80 Y

-50 ,

-100y 3

-100 3

o‘
L

5.3. Legrovidebb it probléma

A legrovidebb utak keresésére mar adtunk kielégits algoritmust. Most az Gj modelliink erejét
illusztraljuk. Tegyiik fel, hogy egy iranyitott, stlyozott G grafban egy legrovidebb s — ¢ utat
keresiink. Rendeljiink s-hez —1, mig t-hez 1 keresletet. Tekintsiik a stlyokat kéltségeknek és
vegyiik az igy ad6do transshipment probléma egy egész optimumaét, ha az létezik. Ha G-ben
nincs negativ kor, konnyen lathatd, hogy az élekhez rendelt valtozok csak 0 és 1 értéket
vesznek majd fel, és az 1 értékhez tartozd éleken eljuthatunk s-bdl ¢-be. (Parcialisan a
megfordités is igaz: a legrovidebb utak keresése fontos részfeladat a transshipment probléma

megoldaséra adott némely algoritmusban.)
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5.4. Szallitasi (transportation) feladat

A probléméat 1941-ben F. I. Hitchcock tanulmanyozta, igy néha Hitchcock-féle szdallitdsi fel-

adatként is emlegetik:

. m n
min Y Y ¢t

i=1j=1

ZZL‘Z‘]‘:TZ‘, (221,2,,7’”)
j=1

inj:Sj, (]:1,2,,n)
i=1

x5 > 0
Koénnyen lathato, hogy ez egy kett6 kromatikus szamu grafban (vagy mas szoéval pdros
grafon) definialt transshipment probléma. Definiadljuk G gy, hogy V(G) = U NV, ahol
U= {u,ug,...,upn} a forrasok, V = {vy,vs,...,v,} a nyel6k halmaza, és E(G) = {wv; :
u; € U,v; € V}. Legyen tovabba a kindlat r; az u; pontnal (i = 1,...,m), a kereslet pedig
s; av; pontndl (j =1,...,n). A szallitasi feladat ezek utan megoldhaté az integralitas tétel
alapjan. A szallitasi feladatnak a nyilvanvaldan latszé felhasznalhatosagon kiviil sok mély

alkalmazasa van, melyekre itt nem térhetiink ki.

5.5. Hozzarendelési (assignment) probléma

Egy példan keresztiil vezetjiik be a feladatot. Tegyiik fel, hogy van 5 ember, 5 kiilonb6z§
feladat, és egy szammal leirhatjuk az i-edik ember teljesitményét a j-edik feladaton (0 <
i,7 < 5). Adjunk minden embernek pontosan egy feladatot gy, hogy a teljesitmények

Osszege a lehet6 legnagyobb legyen. A teljesitmények leirhatok egy matrix-szal:

1 2 3 45
117 5 4 4 5
217 9 7 9 4
314 6 5 8 5
415 4 5 7 4
5/4 5 5 8 9
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A feladatra egész értékd programozasi modellt célszerd felallitani. Legyen x;; = 1, ha az

i-edik ember a j-edik feladatot kapja, x;; = 0 kiilénben. Ezzel a feltételek 25:1 i =1

(¢ = 1,...,5) (minden ember pontosan egy feladatot kap) és Zle z; =1 (=1, ..., 5)

(minden feladatot pontosan egy ember végez el), a célfiiggvény pedig a méatrix egyiitthatokbol

all: 37, > cijij. Altalaban a hozzarendelési probléma:

n o n
max Z Zcijxij

i=1j=1

(%) ji)lxij:1 (i=1,....n)

i=1

zi; €{0,1} (1 <45 <n).

Vegyiik észre, hogy a (%) problémanak mindig van pontosan n! lehetséges, és ebbdl kovetke-
z6en legalabb egy optimélis megoldasa is, és az integralitasi tétel miatt az alabbi szallitasi

feladat optimalis bazismegoldésa a (x)-nak is optimalis megoldésa:

min > >0 (—cij)wy;
i=1j=1
Z.ﬁlﬁijzl (221,,77,)
j=1

i=1

Megjegyezziik, hogy a (x) feladatnak 1950-ben P. R. Halmos és H. Vaughon egy meglehetd-
sen abszurd ,alkalmazasat” publikdlta. Ebben n hazasodni kivano férfi, illetve né egyméashoz
rendelését irjak le olyan médon, hogy a ¢;; szam a j-edik né altal az i-edik férfinak adott pont-

szdm (n a legjobb esetben, 1 a legrosszabban), mig az ,dsszboldogsag” aranyos >, >~ ¢;;-vel.
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Ez szamunkra csak annyiban érdekes, hogy a késGbbiekben egy valamivel redlisabb feltétel
mellett megvizsgéljuk és megoldéast adunk az un. stabil hdzasitisi problémdra. A probléma
és a ra vonatkozd integralitas tétel jol haszndlhaté a pdros grdfok pdrositdsi problémdinak
tanulméanyozasaban. Egy G graf pdros, ha V(G) = AU B, ahol AN B = (), és minden él A és
B kozott hazodik (jelben x(G) < 2). Koénnyen belathato, hogy egy G péaros graf maximaélis
M parositasa az alabbi LP megoldasidval megkaphato:

max Do wy

jeBicA

J:(i,5)€E(G)

> z; <1 (j€B)
i:(1,))EE(G)

25 <0 (i€ A jeB),

ahol M azon (i, j) élekbdl all, melyekre x}; = 1 az optimalis megolddsban. Hasonl6 kénnyed-

séggel kaphatjuk meg Konig Dénes hires tételét:

5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy G olyan pdros grdf, melyre |A| = |B| = n és minden v € V(Q)
pont fokszama d(v) = k > 1. Ekkor G-ben van teljes pdrositds.

Bizonyitas. Készitsiink egy transshipment probléméat a G grathoz gy, hogy A pontjaihoz
-1-et, B pontjaihoz 1-et rendeliink és az éleket A-bol B-be iranyitjuk. (Az élek koltségével
nem torddiink.) A keletkez$ problémanak van lehetséges x megoldéasa: egyszertien legyen
r. = 1/k minden e élre. Igy az integralitas tétel miatt van z* lehetséges egész megoldas,
amelyben z* € {0,1} minden e élre. Valojaban A minden pontjabol pontosan egy él vezet

ki, melyekhez tartozo valtozo értéke 1, és ezek az élek egy M teljes parositast adnak. 0

5.6. Maximalis folyam

A maximalis folyam probléma felfoghaté egy olyan transshipment problémaként, amelyben
a valtozok értékeire felsG korlatokat kotiink ki. Ezt a kapcsolatot felhasznalva elméleti kovet-

keztetéseket vonhatunk le, illetve a feladatot megoldé algoritmusokhoz juthatunk. A teriilet
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fejlodése nem ezt az irdnyt kdvette és mi sem fogjuk ezt tenni, ugyanis kozvetlen, a szimplex
algoritmusra nem hivatkoz6 eszkozokkel targyalhatoé a probléma. Mi t6bb, az ad6d6 bizonyi-
tasok egyszertibbek, az algoritmusok hatékonyabbak, mintha altalanos elméleten keresztiil

érnénk el céljainkat.

Példa: Kezdjiik egy klasszikus példaval, amelyben San Franciscobol New Yorkba igyekszik

egy repililtarsasag maximalis szamu embert utaztatni. Utkozben tobb atszallasi lehetGség

van és az egyes varosok kozott szallithato utasok szamat egy tablazatban foglaljuk Ossze.

Honnan Hova Helyek szama

Atlanta New York
Chicago New York

San Francisco | Denver 5
San Francisco | Houston 6
Denver Atlanta 4
Denver Chicago 2
Houston Atlanta 5

7

4

A tablazatbol egy iranyitott grafot irhatunk fel; az élek sulyozasa az elszallithato utasok
maximalis szdma a két pontnak megfelel6 varos kozott. A kovetkezdket szeretnénk formali-

zalni egy szallitasi tervben:

1. Ha (v, w) ton k ember megy az ugyanaz, mint a (w,v) Gton —k ember.
2. A egy uton kiildott emberek szama nem haladhatja meg az it korlatjat.

3. SF és NYC kivételével a beérkez6 és tavozd utasok szama egyenls, azaz az 1. pont
miatt az Osszeg nulla.
Legyen G egy iranyitott graf két kitiintetett ponttal, s (forrds) és t (nyeld). Jeldlje c(v, w)
a (v,w) €l kapacitdsdt, azaz az élhez tartozo valtoz6 maximalis értékét, tovabba legyen
c(v,w) = 0, ha (v,w) nem ¢l G-ben. Az f : V(G) x V(G) — R fiiggvény folyam, ha

az alabbi harom feltételnek eleget tesz:

(1) Ferde szimmetria. Minden v, w pontra f(v,w) = —f(w,v). Ha f(v,w) > 0, akkor azt

mondjuk, van folyam v-bdl w-be.
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(2) Kapacitdis korldét. Minden v,w pontra f(v,w) < c¢(v,w). Ha (v,w) olyan, hogy

f(v,w) = c(v,w), azt mondjuk a folyam teliti (v, w)-t.
(3) A folyam megmaradds elve. Minden s és t-t6l kiillénbdz6 v pontra 3 -, ) f (v, w) = 0.

A folyam értéke, [f| := > ,cv (g f(s,w), azaz a forrashol kifolyé mennyiség. A mazimdlis
folyam probléma a maximélis értékd folyam megkeresése. Vizsgalataink kozponti fogalma a
vigds. Egy X,X wdgds a V(G) ponthalmaz olyan particiéja, hogy s € X ést € X =
V(G)\X. Az X, X vagas kapacitdsa c(X, X) := > vexwex ¢(v,w). Egy minimalis kapacitast
vagast minimdlis vdgdsnak neveziink. Ha f egy folyam, X, X egy vagas, akkor a vdgdson
dtmend folyam f(X,X) = Y vexwex f (v, w).

5.1. Lemma. Bdrmely f folyam és X, X vdgds esetén a vdgdson dtmend folyam egyenld a

folyam értékével.
Bizonyitas.

f<X77): Z f(v,w): Z f(’l),lU)— Z f(v,w):]f],

veX,weX veX,weV(G) veEX,weX

mert ZvEX,wEV(G) f(v,w) = [f] a folyam megmaradds, >, x ,cx [(v,w) pedig nulla a ferde

szimmetria torvénye miatt. U

A lemma szemléletes jelentése az, hogy a folyam értéke egyenls az X-et elhagyo netto

mennyiséggel. Mivel f(v,w) < ¢(v,w),

|f| = Z f(v7w) < Z C(va)

veEX,weX ’UEX,U)GY

minden f folyam és X, X vagas esetén. Igy a maximalis folyam értéke nem haladja meg
a minimalis vagas értékét. A meglepd az, hogy ez a két érték egyenls. Ez igazabol az
LP dualitas tétel egy specidlis esete, melyet néhany fogalom bevezetésével kozvetleniil is
beldthatunk.

A maradék kapacitas egy f folyamra v és w pontok kozott r(v, w) := c(v,w) — f(v,w).
Szemléletesen r(v, w) egységgel novelhetjiik a folyamot v-bsl w-be (ha ugyanennyivel csok-
kentjiik f(w,v) értékét). Az R maradék grdif egy folyamra G pontjaibdl és azon (v, w)

parokbol, mint élekbdl all, amelyekre r(v,w) > 0: lehetnek olyan élei, melyek nincsenek
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G-ben. Egy p ndveld 4t az f folyamra egy s-bél t-be vezet§ at R-ben. A p ut maradék
kapacitisa, r(p) a p-ben 1évé élek maradék kapacitdsainak minimuma. A p névels at sze-
repe nyilvanvalo: a p élei mentén r(p)-vel novelve az f folyamot, a folyam értéke r(p)-vel
névelhets. (Ha f(v,w)-t valtoztatjuk, valtozik f(w,v) is!)

5.2. Lemma. Legyen f eqy tetszdleges, f* pedig eqy maximdlis folyam G-n. Ha R az f-hez

tartozo maradék grdf, akkor R-en a maximdlis folyam értéke | f*| — | f].

Bizonyitas. Legyen f’ tetszéleges folyam R-en és definidljuk az f + f” folyamot az (f +
fw,w) = f(v,w)+ f'(v,w) egyenldséggel. Ekkor f+ f’ folyam G-en, értéke |f|+]|f'| < |f*],
amibdl |f'| < |f*| — |f| adodik. A hasonléan definidlt f* — f, (f* — f)(v,w) := f*(v,w) —

f(v,w) folyam R-en, értéke |f*| — |f], azaz az el6z6ek miatt maximalis folyam R-en. O

5.3. Tétel (maximalis folyam - minimalis vagas). A kovetkezd feltételek ekvivalensek:
(i) Az [ folyam mazimdlis.
(i1) Nines noveld it f-re.

(i4i) Valamely X, X vdgdsra az |f] = ¢(X, X).

Bizonyitas. (i)= (ii) Ha van egy p névels ut f-re, akkor novelhetjiik a folyam értékét a
p-ben 1évs éleken megvaltoztatva a folyamot. (ii)=- (iii) Tegyiik fel, hogy f-re nincs novels
ut. Legyen X azon pontok halmaza, melyek elérheték s-b6l az R éleit hasznalva, és legyen

X = V(G)\X. ekkor X, X egy vigis (s € X, t € X), és

1= Y fw= Y cvw)=cX.X)
vEX,wEX veEX,weX
mert v € X, w € X-b6l kivetkezik, hogy (v,w) nem éle R-nek, azaz f(v,w) = c(v,w).
(iii)= (i) Mivel |f| < ¢(X,X) barmely f folyam és X, X vagas esetén, az |f| = (X, X)

egyenldségbdl kovetkezik, hogy f maximalis folyam és X, X minimalis vagas. U

Az el6z6 tétel az alapja Ford és Fulkerson un. ndveld 4t mddszerének: Induljunk ki a
zérus folyambol (f (v, w) = 0 minden (v, w) élre), majd ismételjiik meg a ndoveld lépést amig
olyan folyamhoz jutunk, amiben nincs novels 0t. Nowveld lépés: Talaljunk egy p nével§ utat

a pillanatnyi f folyamra. Noveljiik f értékét r(p) egységgel a p-ben 1évs éleken.
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5.4. Tétel (integralitas). Ha egy folyam problémdban a kapacitdsok egészek, akkor van egy

egész értékid maximdlis folyam.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kapacitasok egészek. Ekkor a novel§ it modszer legalabb
egy egységgel noveli a folyam értékét minden iteracioban, igy f* maximalis folyamot leg-
feljebb | f*| 1épésben megkapja. Masrészt a kezdeti egész értékeket minden lépésben egész

szammal valtoztattuk, igy f*(v,w) egész minden (v, w) élre. O

A példankban az alabbi 1épésekkel kaphatunk maximélis folyamot. Baloldalon a folyam

értékeket, mellette a hozzatartozé maradék grafot a novels uttal egyiitt abrazoljuk.

Inicializalas. A novels ut: SF-H-A-NYC, r(p) =5
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3. lépés. Nincs novels ut, |f* = 9|, X, X a teli ill. iires pontok az abran.

Megjegyzés: A novels ut modszer nem sziikségképpen konvergél, és egész szamok esetén
is lehet nagyon hosszti. Edmonds és Karp viszont megmutatta 1969-ben, hogy a legkevesebb
élbol allo novels t valasztasaval az algoritmus cnm? miiveletet igényel, ahol ¢ konstans, n a

pontok, m pedig az élek szama G-ben.

Példa: Az els6 rajzon a kapacitasok, a tobbin a kozelitések, ha a novel§ at athalad a
fiiggtleges élen. (Csak a folyamot abrazoltuk, a maradékgrafot nem.) Ekkor algoritmus
lépésszama k. Ha a legrovidebb novels utakat valasztjuk, akkor két lépesben eljutunk az

optimumhoz.

5.1. Feladat (baseball elimination). Adott egy bajnoksdg, ahol minden mérkézésen van
eqy nyertes €s eqy vesztes (azaz nincs dontetlen). Tegyiik fel, hogy az i csapat w; meccset
nyert eddig és még r; mérkdzése van hdtra; tovabbd az v és j csapatok kézott még r;; mérkdzés
lesz a bajnoksdg hdtralévd részében. Legyen wmax = w; + 1; a maximdlis gydzelmek szima,
melyet i csapat a szezon sordn elérhet. Adjuk meg, mely csapatnak van a legtébb gydzelemre
esélye a szezonban. [Otlet: vegyiik azt a paros grafot mely egyik osztalyaban a csapatokat,
masikban a lejatszandd mérkézéseket reprezentaljuk, tovabba egy forras és egy nyels pontot.

Az éleket és élsilyokat iigyes modon valasszuk meg,.|
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5.7. A Kkiilszini fejtés probléma

A maximalis folyam probléma egy varatlan és mély alkalmazasa fiiz6dik Balinsky, Rhys és
Picard nevéhez, amit kilszini fejtés (vagy open pit) problémanak hivnak. Tegyiik fel, hogy
egy adott teriileten valamely mélységig felosztottuk a talajt, és ismerjiik egy-egy részben 1év§
asvany értékét, illetve az adott rész kitermelési koltségét. Az egyszertiség kedvéért téglatest
alaka darabokkal szamolunk és az i-edik darab értéke w; a benne levé asvany értékének és a
kitermelési koltség kiilonbsége.

Feladatunk azon P halmaz megtaldlasa, amelyre a ) ., w; maximalis. A nehézség abban
rejlik, hogy P nem lehet akarmilyen halmaz; meg kell felelnie egy lehetséges kitermelésnek.
Ez alatt azt értjiik, ha egy téglat kitermeliink, akkor nemcsak a felette 1év6 téglat, de még

annak szomszédait is ki kell termelniink, még ha negativ is az értékiik.?

Példa: Az alabbi dbra egy adott féldteriilet esetén mutatja az dsvanyok értékének és kiter-

melési koltségének kiilonbségét a fold egyes darabkain.

I 1 1 1 1 -1 1 |
2 -1 ] 1 5 3 1 \ -5 ] 4 \ -1 1
1 1 0 ] 10 5 \ 1 1 1 1 0

Altalaban ha az i-edik elem hozzavétele a P halmazhoz kikényszeriti a j-edik elem hozzavé-
telet azt egy (i, ) irdnyitott éllel jeloljik majd a G grafban, melynek a pontjai az elemek.
Legyen ennek a grafnak egy X C V(G) ponthalmaza zdrt, ha i € X és (i,7) € E(G) esetén
j € X. Ujrafogalmazva a problémat egy olyan X zart részhalmazat keressiik a pontoknak,
hogy a ),y w; maximalis.

Ezt a kovetkez6 eljarassal visszavezethetjiik egy minimalis vagas, vagy ami ezzel ekviva-
lens, egy maximalis folyam problémara. Osszuk fel G pontjait két részre; ¢+ € A, ha w; > 0
illetve « € B, ha w; < 0. Vegyiink hozza G-hez két Gj pontot, egy s forrdst és egy t nyeldt,
valamint egy (s,7) élt minden ¢ € A-ra, és egy (j,t) élt minden j € B-re. legyen az 1j élek
kapacitasa c(s,?) := w; minden ¢ € A-ra, ¢(j,t) := —w; minden j € B-re, mig G eredeti

éleinek kapacitasa végtelen.

2Ez banyatechnikai el6iras, ugyanis bizonyos szdgnél meredekebb lejtét nem szabad létrehozni kiilszini

fejtésnél.
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Koénnyen lathato, hogy egy X ponthalmaz akkor és csak akkor zéart, ha az X U {s},
X U{t} vagas kapacitasa véges.

Tovabba ha az el6bbi vagas kapacitasa véges, akkor az éppen

(X U{s}, XU{t}) = Z c(s,i) + Z c(i, t) =

i€A\X i€ BNX
= E w; + E (—w;) = E w; — E w;.
i€ A\X i€ BNX i€A i€X

Mivel a ), , w; konstans, a fenti vigas kapacitasanak minimalizalasa a )., w; maxima-
lizalasat jelenti. Azaz a minimalis vagas megtalalasa egyben megadja a keresett maximalis

sulyt zart ponthalmazt.

5.2. Feladat. Definidljuk az Altaldnositott Cirkuldcids problémdt (also-felsd kapacitdsok és

koltség egqy-eqy élre), minimdlis 0sszkoltség a cél.
1. Mondjuk ki (bizonyitsuk) egy integralitas tételt.
2. Vezesstik vissza a transshipment és mazflow problémdkat erre.

3. Keressiink gyakorlati példdkat ACP-re.

5.3. Feladat. Azt mondjuk, hogy két (e,e') irdnyitott él anti-parhuzamos, ha végpontjaik
ugyanazok, de irdnyuk kilonbizd. Mutassuk meg, hogy barmely folyamhdlézat esetén létezik

olyan mazimdlis folyam, hogy e és €' legaldbb eqyikén nem megy dat folyam.

5.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy eqy folyamhdlozatban tibb forrds és tobb nyeld van. Mutassuk
meg, hogyan lehet a Ford-Fulkerson algoritmust haszndlni ebben az esetben. Irjuk fel az
dltalanos LP modellt is.

5.5. Feladat. Teqgyiik fel, hogy eqy folyamhdlozatban minden él kapacitdsa pdros. Mutassuk

meg, hogy ekkor a mazximdlis folyam is pdros.
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5.6. Feladat. Adott eqy irdnyitott graf és két csicsa s és t. Adjunk meg algoritmust, ami

az él-diszjunkt s — t utak szamdt adja megq.

5.7. Feladat. Adott eqy irdnyitott grdf és két csicsa s é€s t. Adjunk meg algoritmust, ami

megadja minimdlisan hdny élet kell torolni, hogy t ne legyen elérhetd s-bol.

5.8. Feladat. Adott eqy irdnyitott grif és két csicsa s ést. Adjunk algoritmust, ami megadja

a csucs-diszjunkt s — t utakat.
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6. fejezet

Intervallumgrafok és rokonaik

Kezdjiik a vizsgalatainkat néhany, konnyen lathatéan rokonsagban allo, de nem nyilvanval6an
grafelmeéleti probléméaval. A téméaban jobban elmélyedni vagyo olvasé szaméra pl. a [4]

konyvet ajanljuk.

6.1. Probléma. (HiitGszekrény) Egy laboratoriumban el kell tarolni n mintdt oly mddon,
hogy az i-edik t; hdmérséklet felett és T; alatt tartsuk, 1 < i < n. Kérdés, minimdlisan hdny
hiitdszekrényre van sziikség ehhez, ha eqy-eqy hitdben eqy rogzitett hdmeérsékletet dllithatunk
be?

6.2. Probléma. (Szamla) Folyamatosan kapunk szamldkat, amelyeket be kell fizetniink a
lejarats idejiik eldtt. Eqy alkalommal t6bb szdmlat is rendezhetink, és minimalizdlni kivdnjuk

az alkalmak szdmdt. Az i-esik szdmldt t; iddpontban kapjuk, és T; a befizetés hatdrideje.

6.3. Probléma. (Feliigyelet) FEgy irdsbeli vizsgaztatasndl n csoporthoz kell feliigyeldt be-
osztanunk, szaktuddsra nincs szikség, de két helyen eqy iddben nem lehet a feliigyeld egyszerre.
Az i-edik csoport t; iddben kezd és T;-ben fejezi be a vizsgdt. Minimdlisan hdny feligyeldre

lesz sziikség?

6.1. Intervallumgrafok

Mindhérom feladathoz téarsithaté egy Z = {Iy,...,I,} intervallum rendszer, ahol az I; =

[t;, T;] € R. A hiitGszekrény illetve a szamla probléméakban olyan K = {z1,...,2,} C R
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halmaz lehet a megoldas, amelyre minden ¢ € {1,...,n} esetén K N I; # 0.! Az els6
esetben K elemei az egyes hiitGk beallitott hémérsékletei és az i-edik minta a K M I;-bél vett
hémeérsékleti gépbe keriilhet. A mésodik esetben a K halmaz befizetési idépontokat jeldl,
amely az el6z6h6z hasonléan rendelhetd szamlakhoz. Az optimélis megoldasban k& minimalis.

A harmadik feladat megoldasaban szamozni (szinezni) akarjuk az intervallumokat, for-
malisan egy f:Z — {1,...,(} figgvényt keresiink, amelyre f(I;) # f(I;), ha I; N I; # 0.

Az optimalis megoldasban ¢ minimaélis.

Az 1. és 2. probléméakat nagyon egyszert mohd algoritmussal kezelhetjiik. Legyen z
legkisebb eleme a {7}, halmaznak, azaz a legbaloldalibb jobb végpont.? Vegyiik az x;-gyel
metsz6d6 intervallumokat, azaz Z' C Z és I; € ' akkor és csak akkor, ha x; € I; és a lefedett
intervallumokat kidobhatjuk. A z, szamot, 2 < s < k esetén a moho algoritmus meghivasaval
nyerhetjiik a maradék intervallumokra, azaz a Z \ U{—{Z' rendszerre. Masrészrél, az z.-eket
definial6 intervallumaink, azaz amely miatt x, bekeriilt K-ba, diszjunktak, és a lefedésiikhoz

sziikség van minimum & pontra.

A 3. probléma megoldasahoz célszeri atszamozni az intervallumokat a jobb végpontjuk
nagysaga szerint, azaz feltehets, hogy 77 > Ty > --- > T,. Az intervallumokat ebben a
sorrendben szinezziik moh6 modon. Kapja az I; a legkisebb pozitiv egész szdmot, amelyet
nem adtunk korédbban a I;-vel metsz&d6 egyik intervallumnak sem. Miért optimalis ez a
szinezés? Tegyiik fel, hogy az [; intervallum az ¢ szint kapta. Ez azt jelenti, hogy az I;-vel
metsz6d6, mar szinezett intervallumok kozt van 1,2,...,¢ — 1 szind is. Ezen intervallumok
mindegyike tartalmazza a T; pontot, tehat barmely szinezést valasztanank is, legalabb /¢

szinre lenne sziikség.

Megjegyzések. Miel6tt grafokon fogalmaznank meg az elébbi struktirakat, szégezziik le,
ismét egy szép alkalmazasat lattuk a mohd megkozelitésnek. A szamla probléméaval kapcso-
latban természetes modon felvetddik az on-line és off-line problémak kérdése. Az on-line
arra utal, korlatozott az informacionk, adott pillanatban kell egy dontést hozni és a mar
meghozott dontések nem modosithatoak. Altalaban ennek ara van, nem érjiik el a feladat
teljes ismeretében (off-line eset) kaphaté optimumot. Egyfajta arat viszont meg kell fizet-

niink a megoldés instabil voltdban.> Ha késiink egy befizetéssel (vagy valamelyik hiiténk

LA K n. lefedd halmaz Z-re.
’Egy tipikus bizonyitas jo eséllyel ennek a pontnak a vételével kezdédik.
3Nagyon altalanos elv, hogy minél jobban optimalizalt egy rendszer, annél tdrékenyebb. A miiszaki,

gazdasagi konstrukciok probléméi vagy a bioldgiai organizmusok tulélése, kihalasa is sok példat ad erre.
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nem pontosan tartja az el6irt hémeérsékletet) akkor 6sszeomlik a megoldas.

6.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy G intervallumgrdf akkor és csak akkor, ha csupa nyilt

intervallummal is reprezentdlhato.

6.2. Feladat. Mutassuk meg, ha G intervallumgrdf akkor van olyan reprezentdcidja, amely-

ben az dsszes intervallum végpont eqész szam.

6.3. Feladat. Fgy G wvalddi intervallumgrdf, ha a reprezentdcidjdnak barmely két, I, # I
intervallumdra teljesil az I; ¢ I;. Ldssuk be, hogy nem minden intervallumgrdf valodi inter-

vallumgrdf.

6.4. Feladat. Egy G intervallumgrdf iddgrdf (vagy egység intervallumgrdf), ha van olyan
reprezentdcidja, amelyben az dsszes intervallum egységnyi hosszi. Mutassuk meg, hogy G

pontosan akkor iddgrdf, ha valodi intervallumgrdf.

6.2. Metszetgrafok

Kézenfekvs egy Z intervallum rendszerhez egy G egyszerd grafot rendelni az alabbi modon.
V(G):={h,...,I,} mig (I;,I;) € E(G) akkor és csak akkor ha [; N [; # ) és i # j.*

Masrészt egy G graf intervallumgrdf, ha van olyan Z rendszer, amely G grafot repre-
zentalja. Az intervallumgrafok osztalyat I-vel jelsljiik. Altalaban is érdemes bevezetni az
alabbit:

A Hy, ..., H, halmazrendszer metszetgrifja az a G graf, melyre V(G) = {Hy,..., H,} és
(H;,H;) € E(G) ha H;NH; # () és i # j. Forditva pedig a Hy, ... H, rendszer G graf egy

metszet reprezentacioja.

Koénnyen lathato, hogy barmely egyszert grafnak van metszet reprezentacioja, igy teljes
altalanossidgban a fogalom semmitmondé. Az intervallumgraf egy szerencsés fogalom, amely
képes Osszekotni a folytonos és diszkrét matematika néhany jelenségét. A modell sikere
tovabbi altalanositasokat is sugallt, ahol a halmazok korivek, intervallumok uni6i a valos

egyenesen vagy épp szorzatai az RF-ban, konvex alakzatok stb. Megjegyezziik, hogy az un.

4Az intervallumokhoz rendelt grafok vizsgalatat Hajos Gyorgy kezdeményezte 1957-ben, majd 1959-ben

Seymour Benzer, Nobel-dijas biologus vetett fel ezekkel kapcsolatos kérdéseket.
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kisvilag grafok vizsgalatahoz és adatbanyaszati modellek készitésében is igen hasznos fogalom

a metszetgraf. A feladatok kozt kitériink ezek némelyikére.

A hit6szekrény illetve a szamla probléméak graf feladatta valtoztatdsadhoz sziikség van
egy észrevételre, tkp. az egy-dimenzios Helly tételr: Ha véges, zart intervallumok egy {I;}F_,
rendszere paronként metsz8, akkor NE_ | H; # (0.5 A bizonyitas egyszeri, vegyiik a legbalol-
dalibb jobb végpontot, az benne van az 0sszes intervallumban.

Mindig igaz, ha = kozos pontja egy reprezentacioban a {H,}er halmazoknak, akkor a
metszetgrafban a {H;},cr halmazokhoz tartozo pontok klikket alkotnak. Egy G interval-
lumgraf esetén a Helly tétel miatt ez megfordithato; egy klikk a G-ben egy kozos pontot
jelent a reprezentacioban. Azaz a reprezentacid egy lefogd ponthalmaza megfeleltethets a G
intervallumgraf egy klikkfedésének és viszont. Specidlisan az algoritmusunk azt is bizonyitja,
hogy o(G) = k(G), ha G intervallumgraf.

Még egyszertibb a dolgunk a 3. probléma értelmezésében. Diszjunkt intervallumok a
reprezentécioban fiiggetlen ponthalmazt indukalnak a grafban (és viszont). Mivel a meg-
felel6 modon végrehajtott mohd algoritmus annyi fiiggetlen halmazra bontja V(G)-t, ami
a maximuma az egy pontban metsz6d6 intervallumok szamanak, kapjuk az w(G) = x(G)

egyenldséget.

6.2.1. Benzer probléma

Az 1950-es évekre altalanosan elfogadottd valt az a nézet, hogy az él6lények felépitéséhez
sziikséges informécid a linearis szerkezeti DNS molekulaban tarolodik. Az egyes tulajdonsa-
gokat kodolo elemi egység neve gén. Felmeriilt, hogy egy-egy gén vajon milyen részhalmaza a
DNS molekulanak? Benzer hipotézise szerint egy gén a DNS molekula egy intervallumanak
feleltethet6 meg, megengedve a gének atfedését. Kozvetleniil ez nem volt eldénthetd, igy
Benzer egy eredeti otlettel probalkozott.

Vett egy virust (T4 bakteriofag), ennek azonositotta néhany tulajdonsagat és vizsgélta a
mutacioit. Feltette, hogy a pontmutaciok torténtek, és két mérhetd tulajdonsig valtozasa azt
jelenti, az ket kodold gének kozos részében tortént valtozas. Reményei szerint a sok mutacio
feltarja az Osszes kapcsolatot az gének kozt, azaz barmely két gén kozos részén keletkezik

majd felismerheté mutacio.

5Altaldban is igaz: Ha R™-ben adott véges sok véges, zart, korlatos konvex halmaz tgy, hogy koziiliik

barmely n 4+ 1 metszete nem fiires, akkor az Gsszes metszete sem iires.
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Ha a hipotézis igaz, a kozdsen valtozo tulajdonsigokat Osszekotve intervallumgraf kelet-
kezik. Ahogy a jo jatékosnak, a jo kutatonak is szerencséje van, Benzer intervallumgrafot

kapott, ami megerdsitette a hipotézisét.b

Tanulsagok. Lathato, hogy alkalmazastol fiiggGen specidlis grafok, grafosztilyok bukkan-
nak fel. A szdmunkra fontos problémék ezen grafok egy-egy grafparaméterével vannak kap-
csolatban. Az elsGdleges célunk a hatékony algoritmusok kezdeményezése.

Ebben a folyamatban hasznos lehet a grafok leirasa lokdlis tulajdonsagaikkal, esetleges
tiltott részgrafokkal. Szintén cél a globdlis szerkezet meghatarozasa; ez mélyebb megértéshez
vezet és algoritmikus vonatkozasai is lehetnek.

A megismerés része az esetleges reprezentaciok, felbontasok vagy kiilonb6z6 grafosztalyok
egymashoz viszonyitott kapcsolatainak feltarasa. Ezek segithetnek a modellek készitésében,

kiértékelésében illetve 1j gondolatok felvetésében.

6.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy bdrmely n-ponti G grdfra van olyan He = {Hy, ..., H,}

halmazrendszer aminek a metszetgrafja G-vel izomorf.

6.6. Feladat. Ldssuk be, hogy Cj nem intervallumgrdf, ha k > 4. Mutassunk olyan fdt,

amely nem intervallumgrdf.

6.7. Feladat. Egy G grdf oragrdf, ha a metszetgrifja egy kor tvhalmazanak. Mit modellez-
hetiink oragrdfokkal?

6.8. Feladat. Egy moziban 6t nézd van és elképzelheld, hogy eqyszer, de nem tobbszor, elal-
szanak a film kézben. Tudjuk, hogy bdrmely két nézéhoz van olyan iddpont, amikor ok ketten
biztosan ébren vannak. Mutassuk meg, van olyan iddpont, amikor legalabb hdrman is ébren

vannak.

6.3. Haromszogezett grafok

A haromszogezett grafok fogalma és a rajuk vonatkozo elsé tételek Hajnal Andras és Suranyi
Janos (1958) valamint Claude Berge (1960) munkaiban talalhatoak.

6A magasabbrendti él6 szervezetek génjei tipikusan diszjunkt intervallumok, a fenti kisérlet iires grafot
adna rajuk. A DNS szerkezetének feltarasat feldarabolassal, a darabok feltarasaval, majd Gsszeillesztésekkel

végzik, ahol az intervallumokra vonatkoz6 ismeretek kamatoztathatok.
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Egy G graf hdromszigezett’, ha nem tartalmaz feszitett C,-et, n > 4 esetén. Miel6tt
algoritmusokat keresnénk haromszogezett grafokra, a szerkezetiikrdl kell informéciot szerezni.
Ebben néhany 1j fogalom segit.

Egy G grafban a nem 0sszekotott x, y pontokra az S C V(G) halmaz x, y-szepardtor, ha
x és y kiillonb6z6 komponensekben van a G\ S grafban. S minimalis, ha a valodi része nem
x, y-szeparatorok. Egy S minimdlis szepardtor, ha minimalis x, y-szeparator valamely nem
Osszekotott x és y pontokra.

Egy « € V(G) szimplicidlis pont G gratban, ha az N(z) pontok klikket feszitenek. Az
X1, %o, ..., T, perfekt elimindcios séma, roviden PES, G grafra, ha az x; szimplicialis pont az

iy Tix, - -, T, pontok altal feszitett részgrafban minden ¢ = 1,... n esetén.
6.1. Tétel. Eqgy G hdromszigezett graf minden S minimdlis szepardtora klikket feszit.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G haromszogezett és S minimalis x, y-szeparator. Legyen C,
(Cy) az z-et (y-t) tartalmazo komponens G \ S feszitett részgrafban. S minden pontjabol
vezet €l Cp-be és O, kiilonben nem lenne minimalis x, y-szeparator.

Ha u,v € S és u # v, akkor van egy legrévidebb, az u és v pontokat leszamitva C,-ben
(illetve Cy-ban) Sket sszekots P, (illetve P,) ut. Vegyiik a P, U P, kort; ez legalabb négy
hossztisagt és a minimalis utak és az S szeparator miatt az egyediili potencialis hirja az u, v.

Megforditva, ha barmely minimélis szeparator klikk, két eset lehet. Amennyiben G a
teljes graf, kész vagyunk. Ha x,y € V(G), x # y és (z,y) € E(G), akkor van egy S, amely
minimalis z, y-szeparator. Indukcioval kapjuk barmely C' komponensre a G\ S-re, hogy a
C U S halmazon feszitett részgraf haromszogezett. Igy ha egy koér teljes egészében egy CU S
halmazban marad, akkor azért van hurja, ha két pontot felhasznal S-bdl, akkor szintén van
htrja. U

6.2. Tétel. Egy G graf haromszogezett akkor és csak akkor, ha minden feszitett részgrdfjiban

van szimplicidlis pont.

Bizonyitas. Ha G-ben van egy C} kor, £ > 4, akkor ennek nincs szimplicidlis pontja. A
masik irany kicsit komplikaltabb. Feltehetjiik, hogy G nem a teljes graf. Vegyiink egy olyan
x € V(G) pontot, amelyre a G\ N(z) legnagyobb komponense, nevezziik C-nek, a lehets
legnagyobb. Legyen S C N(z) amelyekbdl vezet él C-be.

"Elsfordulnak még a hiirozott vagy merevkort elnevezések is. A haromszogezett grafok osztalyanak jele:
T.

28



Minden z € V(G) \ (C U S)-re (z,s) € E(G) minden s € S. Ha z = x, akkor azért, mert
S C N(z). Haz € V(G) \ (CUSU{z}), és s € S ugy, hogy (z,s) &€ E(G), akkor a C'U {s}
benne van G\ N(z) egy komponensében. Ez a komponens viszont nagyobb lenne, mint C,
ellentmondas.

Vegyiik most a G’ := G\ (SUC) grafot, és hasznaljuk az indukciot egy 2 szimplicialis pont
letezéséhez. Legyen N'(z) := Ngi(2), amely tehat klikk. A fentiek miatt N(z) = N'(z) U S.
Mivel S maga is egy klikk, illetve minden él létezik S és N'(z) kozott, N(z) is klikk, z pedig

szimplicialis pont. [l

6.1. Kovetkezmény. Egy G grdf hdromszégezett akkor és csak akkor, ha van perfekt elimi-

ndcios sémdja.

Bizonyitas. Ha G haromszogezett, akkor alkalmazhatjuk a 6.2 tételt. Ha az x1,29,..., 2,
perfekt eliminaciés séma, akkor annak egy tetszGleges x;,, x;,,... részsorozata is az. 0]

A perfekt eliminacios séma kozponti adatstruktidra a haromszogezett grafok vizsgéla-
taban. Konnyen lathato O(nm) algoritmus az elGallitasara; keressiink egy 7 szimplicialis
pontot, majd, i = 1,...,n — 2-re egy x;41 egy szimplicialis pontot G \ {x1,...,z;}-ben.
Vegyiik észre, hogy az utols6 pont mar kiilon ellenérzés nélkiil felvehetd, hisz iires feltétel
vonatkozik a szomszédsagara. Ugy is fogalmazhatnank, visszafele is felépithets egy PES. Ezt
kihasznalva Leuker (1974), majd Rose és Tarjan (1975) linearis idejd algoritmust adtak egy
PES-ra.

Az altaluk kifejlesztett tn. lexikografikus széltében keresés az alabbi: Kétféle cimkét
hasznélunk, o (i) jelenti a PES i-edik elemét mig G' minden pontja kap egy halmazcimkét,
ami kezdetben 0.8

Ezutan ¢ = n-t6l visszafele ¢ = 1-ig a kovetkezéket hajtjuk végre:

o(i) := z, ahol x még nincs PES-ben és = halmazcimkéje maximalis?, valamint z dsszes,

a PES-be még be nem keriilt szomszédjanak halmazcimkéjéhez hozzaadjuk i-t.

6.3.1. A w(G), x(G), a(G) és k(G) kiszamitasa haromszogezett G-re

Feltehetjiik, hogy G 6sszefiiggd, a komponenseken megoldott problémék 6sszefiizhetGek. Ha-

tarozzunk meg elGszor egy {z1,...,x,} PES-t G-re.

8Véges N-beli halmazokat lexikografikusan rendezve el8szor a legnagyobb elemeket hasonlitjuk ssze, ha

ezek egyenlGek, a 2. legnagyobb elemet s.i.t. Ha A valédi része B-nek, akkor A a nagyobb.
YEgyenléség esetén a maximalis halmazcimkéjtiek koziil tetszélegesen valasztunk.
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w(G) : Vegyiik észre, hogy z; egy maximaélis klikknek eleme, ami belle és a szomszédaibol
AlL'Y Rekurzioval lépjiink G \ z1-re, w(G) := max{|N(z1)| + 1,w(G \ 1)}

X(G): A moho algoritmussal szinezziik G-t a PES sorrendjében wvisszafele. A k szin hasz-
nalata egy legalabb k-méretii klikk esetén torténik, igy a moho algoritmus w(G) szinnél
tobbet nem igényel (kevesebbel meg nem lehet). Vegyiik észre specidlisan w(G) = x(G) a

haromszogezett G-re.

a(G): Az N(z1) U {z,} klikkbél legfeljebb egy pontot tartalmazhat egy maximum méretd
fiiggetlen halmaz, legyen ez x1. Rekurzidéval megkaphatunk egy maximélis méretd U’ fligget-
len halmazt G\ (N(x;) U{x1})-ben. A U := U’ U {2} maximum méret fiiggetlen halmaz
G-ben, igy a(G) = |U]|.

k(G): Az z1-et fed6 maximalis klikk @y := N(z1) U {z1}, igy rekurzioval a G lehetd legjobb
klikkfedése @1 unidja a G\ (N (z1)U{z1} legjobb klikkfedésével. Indukcioval az utébbi mérete
a(G\ (N(z1) U{z1}), ami egy a(G) méretii klikkfedést ad G-re. Specidlisan a(G) = k(G)

a haromszogezett G-re.

6.3.2. A PES matrixokra

A linearis algebra alapfeladata az Ax = b egyenletrendszer megoldésa. Sok esetben az A
matrix szimmetrikus, azaz A = A'. Ekkor hozzarendelhets az n x n-es A-hoz a G4 graf a
kovetkezSképpen: V(G4) :={1,...,n}, (4,j) € E(G4), ha a;; # 0.

Hasznos megérteni, hogyan véaltozik a matrixhoz rendelt graf, ha Gauss eliminaciot vég-
ziink. Ha az A matrix egy a;,; elemét general6 elemnek valasztva végrehajtjuk az eliminacio
egy lépését, akkor az i-edik oszlop zéro elemei esetleg nem zérova valnak. Ez azzal ekvivalens,
hogy az j matrix (torolve a i-edik oszlopot és sort) grafja része annak grafnak, amit G 4-bol
az i-edik pont torlésével, és az N;-ben az Gsszes ¢l behtizasaval kapunk. Ezzel belattuk az
alabbi tételt:

6.3. Tétel. Eqgy A mdtrixzra végrehajthato a Gauss elimindcid ij nem zéro elemek létrehozdsa

nélkil ha o G4 grdf hdromszégezett.

6.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy G grdf hdromszogezett akkor és csak akkor, ha L(G),G

élgrdafia szintén az.

19Hasonléan kaphaté, hogy a maximalis klikkek szama G-ben legfeljebb n.
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6.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a zsaru nyer a zsaru-rablo jatékban a G grdfon, ha G

hdaromszdégezett.

6.11. Feladat. Legyen o a G hdromszégezett graf eqy PES-e, és iranyitsuk G éleit, gy ha
(x,y) € E(GQ) és x megeldzi y-t a PES-ben, akkor x-bdl y-ba megy él, ez . Mutassuk meg,
hogy (1) 8 irdnyitott kor mentes grdaf (2) Zf barmely topologikus rendezése PES G-n.

6.12. Feladat. Javasoljunk algoritmusokat, melyek bedgyaznak eqy tetszdleges H grdfot eqy
G hdromszogezett grifba gy, hogy a e(G) — e(H) maradjon kicsi.'*

6.3.3. Haromszogezett grafok reprezentacioi

A héaromszogezett grafok az intervallumgrafok altalanositasai. Kézenfekvs a kérdés, van-e
hasonld metszetgraf reprezentaciojuk? Bar az intervallumokhoz hasonl6 reprezentécio bizo-
nyitasa lehetséges kozvetleniil is, a kés6bbi altalasitasok kedvéért megéri tenni egy latszolagos
kitérst.

Legyen G egy graf, (T,S) pedig egy par, ahol T egy fa S elemei V(G) részhalmazai,

melyek rendre 7' pontjainak felelnek meg. Azaz ha ¢ pont T-ben, akkor és csak akkor, ha
S; €S. A(T,S) par klikkfa G-re, ha

(a) (S a maximalis klikkek halmaza G-ben,

(b) minden z € V(G) esetén ha = € S;N.S; akkor = € S; ha ¢ eleme az i-t és j-t Osszekotd
utnak 7-ben.

Azaz G egy klikkfajanak pontjai G maximaélis klikkjeit reprezentéaljak oly moédon, hogy
egy = € V(G) pontot tartalmazo maximalis klikkek halmaza T egy részfaja.

6.4. Tétel. Eqy grdf hdaromszigezett akkor és csak akkor, ha van klikkfdja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (T,S) a G graf egy klikkfaja. Legyen ¢ € T egy levél
T-ben, és S, az ¢ ponthoz tartozé maximalis klikk G-ben. Ekkor van egy olyan z € S, pont,
mely szimplicidlis G-ben. Vegyiik ¢ egyetlen T-beli szomszédjat, p-t. S, és S, maximaélis
klikkek G-ben, igy S;\ S, # 0, azaz van egy z € Sy \ Sp. A z-t tartalmaz6é maximélis klikkek

1A minimalis érték megtalalasa NP-nehéz.

61



részfat alkotnak T-ben, de ez csak a Sy, pont maga lehet, igy 2z szimplicidlis G-ben. Innen
indukcioval jon tétel csak akkor irdnya.

A maésik iranyban feltessziik, hogy G haromszogezett és nem a teljes graf (mely eset
trivialis). Vegyiink egy lehetd legkisebb méretii S minimalis szeparatort. Legyenek C1,. .., C;
a G\ S komponensei, t > 2, hisz S minimélis szeparator. Ekkor S minden pontjanak van
szomszédja minden komponensben. Tegyiik fel, hogy egy s € S pontnak nincs pl. C-
ben szomszédja. Ekkor viszont S’ := S\ s egy x,y-szeparator tetszéleges © € () illetve
y € CyU---UC, esetén, ami ellentmond S definiciojanak.

A G graf klikkfajat a C; U S részgrafokban rekurzioval nyert T; klikk fakbol rakhatjuk
Ossze. Vegyiik azt a M; maximalis klikket C; U S amely tartalmazza S-et. Kénnyen lathato,
hogy M; \ S # 0. (Legyen x; € C; az S-ben legtobb szomszéddal rendelkez6 pont. Ha
S ¢ N(x;), azaz s € S\ N(x;), akkor van olyan y;, mely C;-ben miniméalis tavra van z;-t6l
és (s,y;) € E(G). Ekkor a haromszogezettség miatt (s',y;) € E(G) minden s € N(z;) NS
pontra. Vegyiik észre, hogy M, egyértelmiien meghatarozott.)

Ezek utan a T fat tugy képezziik, hogy ¢ = 2,...,t-re a T; fak M;-nek megfelel6 pontjat
osszekotjitk a Ty fa Mj-nek megfelels pontjaval. A T fa G klikkfaja, ehhez az (a) és (b)
feltételek teljesiilését kell ellendrizniink. Egy klikknek nem lehet eleme Cj-ben és Cj-ben
i # j egyszerre, mert S szeparator, amibdl jon az (a) feltétel. Ha x € C;, akkor minden x-et
tartalmazé klikk G;-ben van, igy az indukcios feltétel szerint ezen klikkek részfat alkotnak
Ti-ben, igy T-ben is. Ha x € S, akkor az x pontosan az M;, i = 1,...,¢ maximalis klikk
eleme G-ben. A T felépitése miatt ezeknem a klikkeknek éppen egy csillag T-ben (az M;-nek
megfeleld pont a kézéppontja, a tobbi M;-nek megfelel6 pontok a levelei). 0

Egy G graf metszetgraf reprezentacidja T' fareprezentdcio, ha G egy x pontjahoz a T egy
T, részfaja tartozik. Tovabba az x # y esetén T, NT, # () pontosan akkor, ha (z,y) él G-ben.

6.5. Tétel. Eqgy grdf hdromszégezett akkor és csak akkor, ha van eqy fareprezentdcidja va-

lamely T faval.

Bizonyitas. H G haromszogezett, akkor a 6.4 tétel miatt van egy (7,S) klikkfaja. Ren-
deljiik az x € V(G) ponthoz T, részfat, ami a z-et tartalmazé maximalis klikkekhez tartozo
pontokon fesziil T-ben. (Ez a klikkfa (b) tulajdonsaga miatt Gsszefiiggd.)

Ha (z,7) € E(G), akkor van olyan ) maximalis klikk G-ben amelynek része. Igy a Q-hoz
rendelt ¢ € V(T')-re kapjuk, hogy ¢ € T, N T, # (). Masrészt ha egy ¢-ra ¢ € T, N T,, akkor
a ¢ altal reprezentalt G-beli klikk tartalmazza az x,y € V(G) pontokat, azaz (x,y) € E(G).
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A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy egy T fa {T,},cv () részfai metszet reprezentacioja
G-nek. Torolhetiink 7-ben barmely olyan ¢ levelet, amelyik (1) nem része egy T,-nek sem,
vagy (2) az Osszes (-et tartalmazo T, tartalmazza p-t, ¢ egyetlen szomszédjat T-ben. gy
vagy |V(T)| = 1 és egy teljes graf G, vagy van olyan T, részfa, amely éppen egy ¢ levélbdl all.
[gy viszont minden T}, részfa, amelyre T, NT, # 0 kapjuk, hogy ¢ € T,, azaz x szomszédai G-
ben klikket alkotnak. Azaz az x € V(G) pont szimplicidlis G-ben. Megismételve az eljarast
T \ {¢}-re indukcioval a G perfekt eliminacios sémajat kapjuk, igy a 6.1 kovetkezményt

alkalmazva kész vagyunk. 0

6.13. Feladat. Ha a G grdfnak van eqy T fareprezentdcidja, akkor van olyan T' is, ahol a

részfak egyike sem valodi része a mdsiknak.

6.14. Feladat. Fgy hdromszigezett G grifnak van olyan T fareprezentdcidja, amire v(T) <
v(QG).

6.3.4. Splitgrafok

A haromszogezett grafok egy énmagaban is érdekes részosztalya az an. splitgrafok. Egy G
graf splitgrdf, ha V(G) felbonthatoé A és B halmazokra ugy, hogy A klikk B pedig fiiggetlen

halmaz G-ben.'?

Egy karakterizaciojat a splitgrafoknak Foldes Istvan és Hammer Péter adta 1977-ben:
6.6. Tétel. Eqgy G grdfra az aldbbiak ekvivalensek:

1. G split grdf

2. G és G hdromszégezett grifok

3. G grdf Cy,2K5 és Cs-mentes.

Bizonyitas. (1) = (2) Tegyiik fel, hogy G split a (A, B) felbontéssal. Ekkor barmely
feszitett C' kor legfeljebb két pontja lehet A-ban. Ha [ANC| = 1, C csak a C3 lehet. Ha
|ANC| =2, a kdzds pontok szomszédosak C-ben, igy C tjra csak a C3 lehet. Mivel G split
graf a (B, A) felbontassal, G szintén haromszogezett.

(2) = (3) Nyilvanvalo.

12 A jeliik S.

63



(3) = (1) Legyen K olyan maximalis klikk G-ben, amelyre a G \ K részgraf élszama
minimalis. Belatjuk, hogy G \ K-ban nincs él, igy a A := K, B := V(G) \ K egy split
felbontas. Tegyiik fel, hogy (z,y) él a G\ K részgrafban. Ekkor egyetlen z € G\ K pont sem
lehet szomszédja K Gsszes pontjanak (kiilonben K’ := K U {z}, és K nem maximalis). Az
sem lehet, hogy z és y csak egyetlen (kozos) z € K ponttal ne legyenek szomszédok, hisz a
K" := (K\{z})U{z,y} egy a K-nél nagyobb klikk lenne. Azaz léteznek u,v € K kiilonb6z6
pontok, melyekre (z,u) ¢ E(G) és (y,v) € E(G). Az (x,v) és (y,u) élek koziil pontosan
az egyik létezik, ha mindkett6 lenne Cy-gyel, ha egyik sem, akkor 2Ks-vel izomorf grafot
feszitene az {x,y,u,v} halmaz. Feltehets, hogy (z,v) € E(G) és (y,u) € E(G). Minden
w € K\ {u,v}-re ha (y,w) és (z,w) egyike sem él, akkor az {z,y,v, w} pontokon 2K5, mig
ha (y,w) € E(G) és (z,w) € E(G), akkor Cy fesziil. Azaz y valojaban Gssze kell legyen
kotve minden ponttal a K \ {v}-bél, és igy a K’ := (K \ {v}) Uy maximalis klikk G-ben.

K valasztasa miatt a G \ K’ részgrafnak nem lehet kevesebb éle, mint a G\ K-nak, igy
kell lennie olyan ¢t € G\ (K U {y}) pontnak, amelyre (t,v) € E(G) de (t,y) & E(G). A
(t,x) € E(Q), kiilonben a {t,z,y,v} egy 2Ko-t feszitene, mig a (t,u) € E(G), mert az meg
Cy-et eredményezne a {t,z,y, u} halmazon. Igy viszont a {t,x,%,u,v} halmazon lenne egy

C5, azaz a (x,y) € E(G) ellentmondasra vezet. O

6.15. Feladat. Egy G grdfban van két kilonbozd, nem szikségképpen diszjunkt Cs. Ekkor
G tartalmaz 2Ky vagy Cy feszitett részgrdafokat is.

6.16. Feladat. Egy G grif 2K, és Cy-mentes. Mi mondhatunk a szerkezetérdl?

6.3.5. Threshold grafok

A splitgrafok egy nagyon tanulsagos specialis esetét tanulményozta Vaclav Chvétal és Ham-
mer Péter 1973-ban.'3

Egy G graf threshold (vagy kiiszob) grdf, ha a pontjaihoz rendelheték xq,...,z, nem
negativ valos szamok és egy ¢t € R gy, hogy (i, j) € E(G) pontosan, ha z; + z; < t.

6.7. Tétel. Eqgy G grdfra az aldbbiak ekvivalensek:

1. G threshold graf

3Ekkor persze a splitgrafokat nem ismerték még.
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2. G grif Cy, 2Ky és Py-mentes
8. G splitgrdf és N(1) 2 --- D N(n).

Bizonyitas. (1) = (2) Ha a (2) feltétel valamelyik grafja része G-nek, feltehetjiik, hogy az
elsé négy ponton; az ezekhez rendelt szamok z; < xy < x3 < x4. Az (1) szerint N(1) D
.-+ D N(4), ami nem teljesiil Cy, 2K, és P, grafok egyikére sem.

(2) = (3) A C4,2K, és Pi-mentesség a 6.6 tétel szerint G splitgraf. Tegyiik fel, hogy
IN(i) N N(5)| < min{|N()|,|N(j)|}, azaz van olyan k,¢, hogy k € N(i) \ N(j) és £ €
N(j7) \ N(i). Ha a maradék lehetséges élek, (i,7) és (k,¢) koziil egyik sem létezik, akkor
2K,, ha pontosan az egyik, akkor P;, ha mindketts, akkor pedig Cy feszil az {i,7j,k, ¢}
ponthalmazon.

(3) = (1) Haxy, ..., x, és t a G-t reprezentalo sulyok, akkor axqy+r, ... ax,+r és at+r/2
is az, ha r > 0,a > 0. Tegyiik fel, hogy x5 < --- < x, és t értékeket mar meghataroztuk
tovabba (1,7) € E(G), de (1,i 4+ 1) ¢ E(G). Legyen 2y € (t — z;,t — x;41) intervallumban,

majd sziikség szerint skalazzuk at az xq,...,x, ést értékeket. 0
6.17. Feladat. Egy T fa mikor lesz grdf threshold grdaf?

6.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy G grdf threshold grdf akkor és csak akkor, ha minden
H feszitett részgrdfjara x(H) + k(H) > v(H) + 1.

6.19. Feladat. Egy G grif 2K,, Cy, Py és Ks-mentes. Mi mondhatunk a szerkezetérdl?

6.4. Osszehasonlitasi grafok

Egy 8 graf iranyitott graf irdnyitasa tranzitiv, ha az xy és yz iranyitott élek jelenlétébdl
kivetkezik, hogy wz is irdnyitott él. Egy G graf dsszehasonlitdsi grdf'* ha van tranzitiv
irAnyitasa.

Egy osszehasonlitasi graf felfoghato, mint egy véges (X, <) parcialisan rendezett halmaz,
an. poset, egy lehetséges reprezentacidja. Mig szokasos Hasse diagramm csak azokat az xz
éleket tartalmazza, amelyekre nincs olyan y & {z, 2z}, hogy x <y < z, itt jelen van az Gsszes

xy, amelyre z < y.

4Eredetiben comparability graphs, igy az osztaly jele C.
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6.8. Tétel. Ha G egy dsszehasonlitdsi grdf, akkor w(G) = x(G).

Bizonyitas. Az w(G) < x(G) miatt elég egy w(G) szint felhasznalo jo szinezését megadni
G-nek. Egy x € V(G) pontra legyen f(x) az z-bdl indulé legnagyobb iranyitott ut pontjainak
a szama. Ha (z,y) € V(G), akkor zy vagy yx irdnyitott él 8—ben. Ha zy, akkor f(z) >
f(y) + 1, azaz az f jo szinezés. Méasrészt ha f(x) = k, akkor = benne van egy k méreti
klikkben, azaz w(G) > max,cv(q) f(x) > x(G). O

Egy (X, <) parcialisan rendezett halmazban egy linearias rendezett L C X részhalmaza
lanc, egy paronként nem Osszehasonlithaté elemekbdl 4116 A C X részhalmaza pedig antildnc.
Ha antilancok unidjara bontunk egy parcidlisan rendezett halmazt, akkor egy lanc ele-
meinek csupa kiilonb6z6 antilancba kell tartoznia. Mivel az antilanc fiiggetlen halmaz, egy

lanc pedig klikk a poset-hez tartozo grafban, a 6.8 tétel Leon Mirsky egy tételét adja:

6.2. Kovetkezmény (Mirsky 1971). Egy (X, <) véges, parcidlisan rendezett halmaz fel-

bonthato annyi antildncra, mint a legnagyobb ldanc mérete.

Kés6bb belatjuk, hogy a(G) = k(G), mas szoval w(G) = x(G). Ennek kivetkezménye
Robert Dilworth egy klasszikus eredménye.

6.3. Kévetkezmény (Dilworth 1950). Egy (X, <) véges, parcidlisan rendezett halmaz

felbonthatd annyi lancra, mint a legnagyobb antildnc mérete.
Az Osszehasonlitasi grafok leirhatok tiltott részgrafok segitségével

6.9. Tétel (Gilmore-Hoffman 1964, Ghouilla-Houri 1962). A G grdf dsszehasonlitd-
si grdf akkor és csak akkor, ha bdrmely (x1,z3), (22, 23),..., (vk,z1) € E(G) esetén, ha

(1, Tp—1), illetve (x;_1,xi41) (1 =2,...,k — 1) egyike sem él G grifban, akkor k pdros.

6.20. Feladat. G grifra V(G) = {z;,y; : i = 1,2,3}, az x1, 29, x5 pontok hdromsziget
alkotnak, ezen kivil (x;,y;) € E(G), i = 1,2,3. Osszehasonlitdsi graf G ?

6.4.1. Permutaciégrafok

Egy m permutdcid bijekcio a {1,...,n}-bdl 6nmagara, 7 (i) jeloli az i képét. A 7 permutacio-
hoz hozzarendeljiik a G[r| = (V, E) grafot, ahol V :={1,... ,n} és E := {(4,7)|(i — 5) (7 (i) —
(7)) < 0}.
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A G graf permutdcidgrdf, ha van olyan m permutécié, amelyre G izomorf a G[r] graffal.

A permutaciografoknak van természetes metszetgraf reprezentacioja, ezt permutacio di-
agramnak nevezik. Vegyiink két parhuzamos egyenest és az egyiken az 1,2,...,n pontokat
jeloljiik be ebben a sorrendben, mig a masikon a 7(1),7(2),...,m(n) sorrendben. Az i pont-

hoz tartozé halmaz a [i, w(i)] sikbeli szakasz.

6.10. Tétel (Pnuelli, Lempel, Evan 1971). A G grdf permutdcidgrdf akkor és csak ak-

kor, ha G és G dsszehasonlitdsi grdfok.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G permutaciograf igy van egy permutacié diagramja. El6szor
belatjuk, hogy G Gsszehasonlitasi graf. Ha (i,j) € E(G), akkor a permutacié diagramban
nem metsz3 szakaszok tartoznak hozzajuk. A G grafban iranyitsuk az (i, ) élt ij-nek, ha
i < j. Bz tranzitiv iranyitas lesz G-ben, azaz G Osszehasonlitasi graf. Kénnyen lathato, hogy
egy permutaciograf komplementere is permutaciograf, igy G maga is 6sszehasonlitasi graf.
Ha G és G 6sszehasonlitési graf, elég megadnunk egy permutacié diagramjat G grafnak,
abbol kovetkezik, hogy G permutaciograf is egyben. Legyen O; illetve O, a G illetve G
éleinek tranzitiv rendezése, O; ' illetve O, ' pedig ezen rendezések megforditdsai. Mind az
0,UO, mind az O; ' UO, rendezések iranyitott kor mentesek (1asd feladat), igy a {1,2,...n}
alaphalmaz linearis rendezéseit adjak, legyen ezek 7 és p. Vegyiink fel egy permutacio
diagramot gy, hogy az egyik egyenesen 7 szerint, a mésikon pedig a p szerint abrazoljuk a
pontokat. O

6.21. Feladat. Eqy G grdf permutdcidgrdf akkor és csak akkor, ha G grdf is az.

6.22. Feladat. Ldssuk be, hogy a 6.10 tételben emlitett O1 U Oy és 01_1 U Oy rendezések

wranyitott kor mentesek.

6.23. Feladat. Ldssuk be, hogy a 6.10 tételben emlitett w, p sorrendekkel G egy permutdcio
diagramgdt kapjuk.

6.24. Feladat. Ldssuk be, max{w(G),a(G)} > /n, ha G egy n-ponti permutdcidgrdf.
(Erdds-Szekeres, 1935)

6.25. Feladat. Mutassuk meg, ha G grdf Py-mentes, akkor G és G grif is dsszehasonlitdsi
grdf.
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6.4.2. P,-mentes grafok

A 6.25 feladat szerint a feszitett Py mentes grafok osztalya része az 6sszehasonlitési grafok,
s6t a permutaciografok osztalyanak is. A feszitett Py-ek szerkezet egy grafon beliil rengeteg
informéciot hordoz'® igy dnmagéban is érdekes, mikor egyaltalan nincs P, egy grafban. A

feszitett Py mentes grafokat nevezik kografnak (cograph) is.

6.11. Tétel. A G grdf kogrdaf akkor és csak akkor, ha minden H feszitett részgrdfjdira G-nek

az alabbiak kozol pontosan eqy igaz:
1. H egy pontbol dll,
2. H nem osszeftiggd,

3. H nem 0Osszefiiggd.

Bizonyitas. Egyrészt ha G kograf, akkor G, és minden feszitett részgrafjuk is az, elég latni,
hogy G-re igaz az allitds. Ha G pontszama kisebb, mint négy, G csak kograf lehet és ezekre
konnyen ellenérizhets az allitds. Feltehets, hogy G legalabb négy pontta kogréaf, és minden
H feszitett részgrafjara H vagy H nem osszefiiggs.

Azaz barmely x € V(G) pontra G'\ = vagy G \  nem sszefiiggs. Az els§ esetben a G\ z
komponensei Cy,...,C;, t > 1. Ha vannak olyan u,v € C; pontok, hogy (u,z) € E(G),
(v,2) € E(GQ) és w € Cj, (w,x) € E(G), i /4, akkor a {w,z,u,v} halmaz Pj-et feszit.

Csak az marad, hogy minden komponens minden pontja 0ssze lenne kétve x-szel, amibd6l
kovetkezik a G nem Osszefiiggdsége. A masik eset, mikor G\ x nem Osszefiiggs, teljesen
hasonl6an megy.

Végiil ha G graf nem kograf, akkor van benne egy P, feszitett részgraf, amire nem teljesiil

egyik pont sem. 0

A G kogrdf dekompozicids fdja'® egy (T, f) par, ahol T egy binaris fa, f pedig egy bijekcio
T levelei és G pontjai kozt. A bels6 pontokat ® vagy @ jelekkel cimkézziik. Legyenek V;(¢)
illetve Vi(r) a t bels6 pontbol induléd bal illetve jobb részfa leveleinek megfelelé pontok. Ha
t cimkéje ®, akkor minden él létezik V;(¢) és V;(r) koz6tt, mig ha a cimke @, akkor egy sem.

15Lasd késobb az un. félerds perfekt grdf tételt.
16Masnéven cotree, melyre nem talaltunk jé6 magyar elnevezést.
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A 6.11 tétel alapjan konnyen megkaphatunk egy dekompozicios fat egy G kogréafra. Ha G
nem Osszefiiggd, akkor a komponenseit & cimkéji pontokkal felftizhetjiik, és rekurziot hasz-
nalunk. Ha G Osszefiiggs, akkor G nem Osszefiiggs, és G komponensei szerint kapcsolhatjuk

Ossze a részfakat ® cimkéji pontokat felvéve.

6.26. Feladat. Adjunk eqy algoritmust, amely a G kogrdf dekompozicios fajdat felhaszndlva

hatdrozza meg w(Q).

6.27. Feladat (Sumner). Egy G grif Ps és Ks-mentes. Mi mondhatunk a szerkezetérsl?
Mi lehet x(G) értéke?

6.5. Perfekt grafok

Sok példat lattunk arra, hogy a w = x egyenlGség igaz lehet szdmos fontos gréafra, és ez igen
hasznos algoritmikus szemponthol. Természetes hat 6nmagaban is vizsgalni ezt a kérdést:

Egy G graf perfekt |Berge, 1961], ha G minden feszitett H részgrafjara teljesiil w(H) =
X(H).

Berge megfogalmazott néhany sejtés a perfekt grafokra vonatozoan, melyek koziil a leg-
ismertebbek az Gn. gyenge és erds perfekt graf sejtések.!”

6.1. Sejtés (WPGC). Ha G grdf perfekt, akkor G is perfekt.

6.2. Sejtés (SPGC). G grdf perfekt akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz feszitett feszitett
részgrafként Copyr és Copyr grafokat, ahol k > 2.

Egy évtizeddel kés6bb Lovasz Laszl6 bebizonyitotta az els¢ allitast, majd &6t kovetve Ray
Fulkerson egy masik technikaval szintén eljutott ide. Mi a Lovasz altal adott ekvivalens

format és Gasparian 1996-ban publikalt 6tletét mutatjuk be:

6.12. Tétel (Lovasz 1972). A G grdf perfekt akkor és csak akkor, ha G minden feszitett
H részgrdfiira w(H)a(H) > v(H). Specidlisan, G perfekt akkor és csak akkor, ha G is az.

1"Weak Perfect Graph Conjecture, réviden WPGC illetve Strong Perfect Graph Conjecture, SPGC.
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Bizonyitas. Minden G grafra igaz, hogy x(G)x(G) > v(G). Ha G perfekt, akkor minden
H feszitett részgrafjara chi(H) = w(G) illetve chi(H) = a(G), amibél w(H)a(H) > v(H).
Ha egy graf nem perfekt, akkor van minimalis nem perfekt feszitett részgrafja. Legyen
G egy minimalis nem perfekt graf, elég belatnunk, hogy v(G) = w(G)a(G) + 1. (Azaz a
perfektség tagadasa tagadja az v(G) < w(G)a(G) egyenlGtlenséget.) A rovidség kedvéért
legyen w := w(G), a := a(G), n := v(G). Minden S fiiggetlen halmazra és z € V(G) pontra

az alabbiak igazak:
. w(G\S)=w
2. x(G=v)=w=w(G—v)

3. Ha Xy,..., X, a G — v egy w szinezésének szinosztalyai, és K egy w méretti klikk
G-ben, akkor két eset lehetséges:

(i) v ¢ K és KN X; # () minden i-re, vagy

(i) ve K és KN X; = () pontosan egy i-re.

Legyen Sy egy a méretii fiiggetlen halmaz G-ben, Sy, ..., S,, rendre a szinoszalyok egy-
egy w szinezésében a G —s-nek, ahol s befutja Sp-t. (Azaz Si,...S, a G—si-hez, S, 1, ... S,
a G — so-hoz és igy tovabb szinosztalyok.) Legyen tovabba @i, ..., Qu. rendre w méreti
klikkek a G\ S;-b6l, mely az (1) altal definialt.

Sziikségiink lesz két (aw + 1) X (aw + 1) méatrixra, J minden eleme 1, mig I a szokasos
egységmatrix. Legyen A az a (aw + 1) X n matrix, amelynek az i-edik sora az S; halmaz
incidencia vektora, mig B egy n X (aw + 1) métrix, melynek az i-edik oszlopa a @); halmaz
incidencia vektora.

Ha K egy tetszéleges w méret klikk, akkor pontosan egy S;-t6l diszjunkt, ugyanis
(i) KNSy=0és KNS;#0,i>1a (3) miatt, vagy
(ii) KNSy #0és KNS; =0, pontosan egy i-re.

AQiNS; =06 Q;NS; #0,hai# jaz AB = J — I matrix egyenletben foglalhato
oOssze.

A G —x graf w fiiggetlen halmazra bonthat6, azaz n < wa+1. A forditott egyenlGtlenség
az AB = J — I-b6l a rangszam tétel miatt n > rk(A) > rk(J —I) = aw + 1 jon. O
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Az ember azt hihetné a fentiek alapjan, olyan sokat tudunk a minimélis nem perfekt
grafokrol, hogy nem lehet tal nehéz belatni, csak a Coyyq ill. ngﬂ, k > 1 lehetnek ezek.
Sajnos ez messze nem igy van, az erds perfekt graf sejtés bizonyitdsa nem egyszeri és nem

is ezt az utat kovette.
Egy G graf Berge grdf, ha G nem tartalmaz feszitett Cayyq vagy Copi,k > 1 grafokat.

Egy Y C V(G) antikomponens, ha Y komponens G-ben. Hasonloan az antiél (antiat) élt
(utat) jelent a komplementer grafban. A V(G) egy (X,Y) particioja (X, Y iires is lehet) jo

particio, ha
(i) G[X] minden komponense és G[Y] minden antikomponense legfeljebb kételem

(ii) ha Cx komponens G[X]-ben, Cy antikomponens G[Y]-ban, és v € Cx U Cy, akkor
legfeljebb egy él és egy antiél létezik C'y és Cy kozott, amely v-re illeszkedik.

Egy G graf dupldzott grdf, ha van jo particioja.

Egy G graf alapgrdf, ha

1. G paros graf,

2. G paros graf,

3. G egy paros graf élgrafja,

4. G egy paros graf élgrafjanak komplementere,

5. G duplazott graf.

Belathato, hogy az alapgrafok perfektek, lasd a feladatokban.

6.13. Tétel (Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas 2006). Egqy G Berge grif
felépithetd alapgrdfokbol olyan kapcsoldsokkal, melyek perfekt grdafokat perfekt grdfokba wvisz-
nek. Specidlisan, G perfekt akkor és csak akkor, ha G Berge grdf.

Az 6.13 tétel els6 bizonyitasa meglehetsen nehéz, és a kés6bbi egyszertsitett forméja is
meghaladja a rendelkezésiinkre allo keretet. Megjegyezziik, hogy a felhasznélt eszkozokkel
belathato az is, hogy hatékony (polinom idében) tesztelhets, hogy egy G graf perfekt-e,
illetve ha az, akkor megadhato példaul w(G).
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6.28. Feladat. Ldssuk be, ha G pdros grif, akkor o(G) = k(G). Mads széval G pdros grif

komplementere perfekt.

6.29. Feladat. Jelolje X' (G) a G grdf kromatikus indezét, azaz X' (G) := x(L(G)). Ldssuk
be, ha G pdros graf, akkor X'(G) = A(G), ahol A(G) a mazimdlis fokszam G-ben. Mutassuk
meg, hogy ekkor L(G) perfekt.

6.30. Feladat. Jeldlje v(G) a mazimum pdrositas mig 7(G) a minimdlis szamdt a pontokat
fedd éleknek eqy G grifban. Lassuk be, hogy eqy Ks-mentes G grifra v(G) = k(G) + v(G) =
a(G) + 7(G).

6.31. Feladat. Ldssuk be a 6.30 feladatot haszndlva, hogy eqy G pdros grdf élgrafjinak komp-

lementere perfekt.
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7. fejezet
Exponencialis algoritmusok

Tudjuk, hogy ha egy algoritmus futasi idejére exponencialis (als6) korlat van, akkor altala-
nos (vagy legrosszabb) esetben reménytelen lehet az adott feladat megoldasa. Ugyanakkor
jelentds kiilonbség lehet egy-egy algoritmus legrosszabb-eset futasi ideje és a valés példakon
valo futési ideje kozott. Gyakorlati szempontbol érdemes fontos grafalgoritmusok tovabbi
fejlesztése, ugyanis tapasztalati tény, hogy a gyorsabb szamitoégép nem képes annyit javitani
az algoritmusok futasi idején, mint maganak az algoritmusnak a javitdsa.! Az egzakt megol-
dast ado6 algoritmusok melletti masik megkozelités az approximacios algoritmusok fejlesztése

exponencialis feladatokra. A fejezetben csak néhany fontos példat mutatunk be.

7.1. Hal6zati megbizhatb6sag

Egy korabban targyalt modellhez hasonléan adott egy iranyitatlan G graf az s és t kitiintetett
pontokkal, tovabba G éleihez valoszintiségeket rendeliink. Ertelmezésiink szerint egy élhez
rendelt szam az él jarhatosaganak (tkp. [létezésének) a valoszintlsége, és az élek létezései
fiiggetlen események. Lattuk, hogy ekkor példaul a legnagyobb valészintiséggel 1étez6 s —t 1t
keresése a legrovidebb it problémara vezethetd vissza. Sokkal nehezebb probléma kiszamolni
azt, milyen valosziniiséggel juthatunk el s-bél t-be. Ez olyannyira nehéz, hogy hatékony
algoritmus nem ismert ra ez id§ szerint, mi tobb, nem is remélt. Ez annal inkabb szomor,
mert a probléma kezelhetGsége lenne az el6feltétele olyan dontések vizsgalatahoz, hogy melyik

él valoszintiségét érdemes ndvelni és mennyivel, vagy éppen mit okozna a hianya. Nem til

!Erre egy érdekes példa: egy 2017-es IP megold6 sokkal gyorsabban fut egy 1980-as évekbeli szupersza-

mitégépen, mint egy 1980-as megold6 a mostani legjobb gépeken.
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nagy feladatok azonban megoldhatok a lehetséges esetek megfelel§ csoportositasaval. A
gondolat egy rekurziv algoritmus, amely az adatok szamanak fiiggvényében exponencidlis
id6t igényel.

Legyen G a kiindulasi graf és valasszunk ki egy e € F(G) élt, melynek valoszintiségét
jeloljiik p(e)-vel. Jelolje tovabba G\ e és G /e rendre azokat a grafokat amelyekbdl elhagytuk
az e élt, illetve ahol az e él két végpontjat egybeejtjiik, azaz dsszehizzuk e-t. Ekkor Pr(G)-vel

jelolve az s — t elérhetGség valoszintiségét
Pr(G) = (1 —p(e))Pr(G \ €) + p(e) Pr(G/e),

és igy az eredeti feladatot két kisebb probléméara vezettiik vissza.
Példa:

o o 0,864

0,8 0.5 0,557 %596 0,9
0,5
o5 o8 %gx 0,5 0,8
’ 0,8 0,5 >ﬂ. 0,576
0,5 0,9 05t s s
’ 0,1x 0,8
S 08 \ 0,5 P — 0,501
0,5
T 0,8

Vegyiik észre, hogy egy parhuzamos élpar, melyeknek valdszintisége p; és py, helyette-

sithet6 egy p1 + p2 — p1pe valoszintiségl éllel. Az alsd ag kiszamolésa hasonléan megy,
illetve ha olyan részgrafra jutunk, amit mar kiszamoltunk, az felhasznalhat6. Igy Pr(G) =
0,72 x 0,9 4+ 0,501 x 0,1 = 0,6981. Osszehasonlitva ezt a legnagyobb valosziniiségii uttal
lathato, hogy mig az csak 0,516 valdszintiségi, az OsszefiiggGségre ennél sokkal nagyobb az

esély.

7.2. Approximacié grafproblémakra

Szamos fontos, széles korben alkalmazhat6 optimalizalasi probléma N P-nehéz, vagyis lénye-
gében nem varhatjuk hogy optimélis megoldast talaljunk realis (~polinomiélis) futasi idében.
Az approrimdcids algoritmusok ennek a problémanak a feloldasara probalnak vélaszt adni a
megoldés legaldbb valamilyen pontossagt kozelitésével. Kulcskérdés, hogy mekkora lehet a

kozelités (azaz approximacio) pontossaga.
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Azt mondjuk, hogy A algoritmus egy P minimalizalasi probléma d-approximécioja, ha
P minden [ inputja esetén, melyre az optimalis megoldas OPT'(I), olyan A(I) megoldas ad,
amire

A(I) < §-OPT(I).

Természetesen a definicibban o > 1, és minél kdzelebb van 1-hez annal jobb az algoritmus.

Maximalizalasi probléma estén
OPT(I) > A(I)>6-OPT(I),

0 <6 <1, a kovetelmény. Itt most csak néhany grafelméleti problémara mutatunk approxi-

méacios algoritmusokat, az érdekldds olvasonak példaul a |7, 6, 17| miveket ajanljuk.

7.2.1. Pontlefedés

Adott G = (V, E) graf és ¢ : V — R, pontsilyozas. Keressiik azt az S C V' ponthal-
mazt, amely lefogja G 6sszes élét (azaz minden él illeszkedik valamely S-beli pontra) és a
c(S) = >, cq c(v) stlydsszeg minimélis. A feladat altalanossagban N P-nehéz, ami indokolja
approximécios algoritmus keresését.

A feladat specidlis esete minimalis méret( lefog6 halmaz keresése, azaz amikor ¢ = 1.
Ebben az esetben a maximalis parositas elemszama (|M|) alsé korlatot ad az optimumra,
ugyanis a péarositas egyik pontjat lefogva lefogtuk a parositasban szerepls éleket. Ugyanak-
kor 2| M| fels6 korlat, ugyanis ha az M-beli élek végpontjai nem fogtak le minden élt, akkor
novelhets lenne a parositds. Azaz a maximélis parositas egy 2-approximéacios algoritmus a
pontlefedésre, ha nincs stlyozas. Koénnyen lathato, hogy a legrosszabb esetre példa a K,

teljes paros graf. Ekkor az algoritmus 2n-et ad, ugyanakkor n-ponttal fedhetd a graf.

Nézziik most az altalanos esetet. Ehhez elGszor vegyiik azt a sulyfiiggvényt ami a cstics
fokszaméaval aranyos, azaz c(v) = Ad(v), minden v € V. Ekkor ha U egy optimalis lefogo

halmaz c-szerint, akkor
(V)= cw) =Y dv) =2)\E| < 2c(U),
veV veV

mivel

S dw) > Y dw) > |B),

veV velU
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ugyanis U lefogja az Gsszes élt.
Legyen A\ := minycy[c(v)/d(v)], és t(v) = Ad(v) (ekkor c(v) > t(v) és létezik olyan v

pont, amelyre c(v) = t(v). Ekkor a kiévetkezs (in. szintezd) algoritmus adhaté meg.

1. Legyen W azon v € V pontok halmaza, amelyre c(v) = t(v). Ezeket vegyiik be a lefogo

ponthalmazba.

2. A mar bevett és 0-foka pontokat vegyiil ki a grafbol, és legyen c(v) := ¢(v) — t(v) a

megmaradoé grafon.
3. Ismételjiik az eljarast, amig van nem 0 fokd pont.

Nem til nehezen bizonyithatd, hogy ez az eljards 2-approximéacié a stlyozott pontlefedés

probléméra.

7.1. Feladat. Irjuk fel a pontlefedés problémdt 0 — 1 egészértéki programozdsi feladatként.
Mutassuk meg, hogy a relaxdlt feladatnak van olyan megolddsa, ahol minden vdltozo értéke

0,1/2 vagy 1. Adjunk ez alapjin 2-approzimdcidot a problémdra.

7.2. Feladat. Adott U n elemi alaphalmaz és S = {Sy, - Sn} részhalmazai, gy, hogy
UL, Si =U. A feladat az, hogy taldljuk meg S legkisebb részhalmazdt dgy, hogy a benne levd
halmazok unidja eqyeld U-val. Adjunk meg approzimdcids megolddst (pl. mohd algoritmus,

IP felirds majd relaxdcid).

7.2.2. Az utaz6 iigynok probléma

Az egyik legismertebb N P-nehéz graf probléma az utazd igynok (traveling salesman) prob-
léma. Adott egy G sulyozott graf, a feladat az, hogy egy adott pontbdl indulva latogassuk
meg a graf Osszes pontjat, miel6tt visszaérnék a kiindulasi helyiinkre, dgy, hogy a meg-
tett Gt hossza minimalis. Feltessziik, hogy érvényesiil a haromszog egyenlGtlenség, azaz a
sulyokra (pontok kozti tavolsagokra) teljesiil, hogy (;; + ;. > € V(i,7,k).2 A feladatra
viszonylag kénnyen kapunk egy 2-approximaécios algoritmust a minimalis feszitGfa segitsé-
gével. Emlékezziink vissza, hogy egy Osszefiiggs grafban pontosan akkor van Euler-ut, ha
minden fokszam paros. Ebben az esetben az Euler-ut gyorsan (élszdmban linearis idGben)

megadhat6. Az approximéciés algoritmus a kdvetkez6:

2Természetesen ezzel a feltevéssel is N P-nehéz marad a probléma.
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1. Konstrualjuk meg a graf minimalis feszit6fajat.

2. Dupléazzuk meg a feszit6fa éleit (igy minden fokszam paros lesz) és adjuk meg az Euler-

utat.

3. ,,Roviditéseket” hasznalva, ahol lehet, adjunk meg egy valédi utat a grafon, ami minden

pontot egyszer latogat meg.

Mivel teljesiil a haromszog egyenlStlenség, igy a roviditett it biztosan nem hosszabb, mint
az Euler-ut, aminek a hossza nem t6bb, mint kétszer a minimalis feszitéfa Gsszhossza (stlya).

Mivel az optimalis 1t egy feszitéfa és egy plusz él, adodik a kivant kozelités.

Egy jobb, 3/2-es kozelitést Christofides adott 1978-ban. Az algoritmus azt hasznalja ki,
hogy ha a minimalis feszit6fa egyes pontjainak fokszama paros, akkor azoknal a pontoknal
az élek duplazasa (az el6z6 algoritmus 2-es ponja szerint) felesleges. Cristofides algoritmusa

csak a minimalisan sziikséges plusz élet adja a feszitGfahoz.

1. Konstrualjuk meg a graf minimaélis feszit6fajat. Legyen a paratlan foka pontok halmaza
Vodd'

2. Keressiik meg a minimalis silyt teljes parositast® a 174 4ltal feszitett grafon, legyen
ez M*.

3. Adjuk M~ éleit a feszitéfa éleihez, ezzel minden pont foka paros lesz a kapott grafban.

Adjuk meg az Euler-utat ebben a grafban.

4. Roviditéseket” hasznalva, ahol lehet, adjunk meg egy valodi utat a grafon, ami minden

pontot egyszer latogat meg.

Tudjuk, hogy a minimélis feszitéfa silya alsé korlat az optimumra. Figyeljiik meg, hogy
az optimalis Gt megszorithaté V°% pontjaira tgy, hogy hossza nem ng. Tudjuk, hogy V%
paros szamu csticsot tartalmaz, és egy paros hosszi kér (V°% pontjain) két teljes parositasra
bonthato, legyenek ezek M, M. Igy |M|,|Ms| > |M*|. Ebbél adédik, hogy az optimélis
at hossza nagyobb egyenl6 mint |M;| + | M| > 2|M*|. A feszit6fa és |M|* éleinek Gsszstlya
adja a 3/2-es kozelitést.

30lyan pérositas, mely a graf osszes pontjat lefedi és a benne 16v6 élek stlydsszege minimalis.
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7.2.3. Maximalis klikk probléma

Egy G graf K C V cstcshalmaza klikk, ha K minden csdcsparja Ossze van kotve. Szé-
mos alkalmazasban felmeriil, hogy megkeressiik a graf legnagyobb (vagy legnagyobb stlyt)

klikkjét. A probléma N P-nehéz, s6t, még az n®%

-nél jobb approximacio elérése is N P-teljes
probléma, ami elég lehangol6 eredmény. Szamos fontos alkalmazas miatt ugyanakkor klikkek
keresése nagy grafokban ma is aktivan kutatott téma. Itt egy nem trividlis approximécios

algoritmust mutatunk a feladatra.

1. A graf n pontjat osszuk n/k darab k méreti részre. Minden halmazra nézziik meg,

hogy nem-e klikk.

2. Adjuk meg a legnagyobb klikket (K') amit taldltunk. Fix k-ra az algoritmus O(% - 2)
id6 alatt megtehetd (2% részgrafjat ellenérizziik minden k elemif ponthalmaznak). A

k = logn vélasztassal az algoritmus polinom ideji lesz.

Az algoritmus mikoédése azon all, hogy egy klikk minden részhalmaza is klikk. Ha K* a
maximalis klikk a grafban, akkor a skatulyaelv miatt van olyan halmaz az n/k koziil, amely-
ben |K*|/(n/k) = (k/n)|K*| eleme van K*-nak. Az algoritmus garantalja, hogy megadott
|K| > (k/n)|K*|, vagyis egy O(n/logn) approximéciot kapunk.

7.3. Feladat. Egy grif csucsainak jo szinezése eqy olyan szinezés, ahol barmely két szomszé-
dos cstics kiilonbozd szind. A feladat a grdf jo kiszinezése minimdlis szdmai szinnel. Mutassuk
meg, hogy a maxrimdlis klikk mérete also korldtot ad erre. Mutassuk meg, hogy a moho szi-

nezés nem tobb mint A(G) + 1 szint haszndl, ahol A(G) a mazximdlis fokszam G-ben.

7.4. Feladat. Adjunk approrimdcids algoritmust a mazimdlis fiiggetlen halmaz problémdra

a mazimdlis klikkre vonatkozo algoritmus felhaszndldsdval.

7.3. A maximalis vagas probléma

A maximdlis vdgds egy tjabb N P-nehéz feladat.! Egy G = (V, E) silyozott graf (¢ : B —
R, ) vigasat és minimalis vagasat a szallitasi probléma kapcesan méar definialtuk. A maximalis

vagas olyan X, X = V — X vagéas amelyre ¢(X, X) = ZiereY ¢;; maximalis. Lattuk,

4Ttt nem targyaljuk, de érdekes moédon sikgrafok esetén polinomiélis algoritmus adhato.
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hogy a minimalis vagas feladat polinom megoldhato, talan emiatt némileg meglepd, hogy a
maximalizilasi feladat N P-nehéz.

A kovetkez§ két egyszerd algoritmus a probléméara Erdés Pal nevéhez fliz6dik.

7.3.1. Maximalis vAgas moh6é mobdszerrel

Az els6 kézenfekvs megkdzelités a moho algoritmus hasznilata. Vegyiik a maximalis salyd
e = (r,y) élt és legyen z € X és y € X. A maradék csiicsokat sorban vizsgélva tegyiik a

vizsgalt cstcsot oda, ahol nagyobb novelést ériink el c-n. Kénnytd meggondolni, hogy

— 1 1
(X, X) 2 5 3 ele) > Sele).

7.3.2. Maximalis vagas véletlen modszerrel

Els6ként egy egyszert, polinom futasi ideji véletlen algoritmust adunk meg, ami 2-appro-
ximaciot ad a probléméara. Itt feltessziik, hogy ¢ = 1, azaz a maximalis vagas a particiok
kozti élek szamat maximalizalja. Minden egyes v csticshoz dobjunk fel egy szabalyos érmét;
ha a dobas fej, legyen v € X, kiilonben legyen v € X. Legyen S a vagasban szerepls élek
szama. Minden e € E(G) élhez legyen & = 1, ha e a vagasban van és & = 0 kiilonben.
Ekkor S = ZQGE(G) . A varhato érték linearitdsa miatt

SPICEDILCED 3T

e€E(G e€E(G) e€E(G

Gondoljuk meg, hogy P(£, = 1) = 1/2, amibsl E(S) = |E(G)|/2. Mivel a vagas maximalis

élszama |E(G)|, adodik a 2-approximacio.
A masik oldalrél a kovetkezd negativ eredmény ismert.
7.1. Tétel (Hastad). Ha létezik polinomidlis algoritmus, ami kiszdmol egqy (X, X) vdgdst

mely az optimumot 16/17-nél jobban kézeliti, akkor P = N P.

7.3.3. Reprezentacié R"-ben

A maximalis vagas probléma megfogalmazhato

max — Z cii (1 —viy;)

'L<]
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kvadratikus egészértékd programozdsi feladat formajaban az y; € {—1,1} minden i € V
feltétel mentén. Legyen ugyanis X = {i € V(G) : y; = 1}, ekkor ¢(X, X) pontosan az el6bb
megadott célfiiggvény. Ilyen feladatokat megoldani természetesen N P-nehéz. A feladatot
relaxéalva y;-ket x; magas dimenzios (Euklideszi) térbeli egységvektorokra cseréljiik le, és a

kovetkez§ feladatot kapjuk:
1
max 5 Zcij(l —x; - Tj),

i<j

feltéve, hogy x; € S™ minden ¢ € V. Itt z; - x; a vektorok skalarszorzatat jelenti, S" pedig
az n+ 1-dimenzios egységgomb felszine. Igy egy szemidefinit programozdsi feladatot kapunk,
ami konvex programozasi feladat, vagyis polinom idében megoldhato.’

A megoldas mogotti intuicié az, hogy azon vektoroknak, melyek a vagas kiilonb6z6 olda-
lara es6 pontokhoz tartoznak, ,tévol” kell lenniiik egymastol (S™-en). Az algoritmus menete
a kovetkez6. ElGszor megoldjuk a relaxalt feladatot, ezzel megkapjuk xq, xo, ..., z, € S™ vek-
torokat. Ezutan véletlenszeriien vesziink egy r € S"™ vektort. Legyen X := {z; : z; - r > 0}

és X = {x; 1 x;-r <0}

7.1. Lemma. P(sign(z; - r) # sign(z; - r)) = L arccos(x; - 2;) minden i # j esetén.

Bizonyitas. Gondoljuk meg, hogy elég ha z;,x; és r vektorokat a sikon tekintjiik (vegyiik
a sitkot, melyet x; és x; vektorok feszitenek, vetitsiik le ide r-et, és normalizaljuk, hogy egy-
séghosszu legyen; figyeljiik meg, hogy csak r iranya érdekes). Szintén egyszerti meggondolni,
hogy ez az eljaras ekvivalens azzal, hogy vélasztunk egy egységvektort véletleniil az z; és x;
altal meghatarozott egységkoron. Ekkor sign(z; - ) # sign(z; - r) pontosan akkor teljesiil,
ha r az x;-re és x;-re merdleges egyenesek altal kozrefogott részbe (két korcikk) esik. Ha x;
és x; altal bezart szog 7, akkor ennek a valoszintisége 27/27. Mivel z; és x; egységvektorok,

ezért x; - x; = cos(7). Ezzel, behelyettesités utan adodik az allitas. O

7.2. Tétel. Legyen C véletlen viltozo annak vdgdasnak kapacitdsa melyet az algoritmus adott.

Ekkor BE(C) = 13", _ . ¢;; - arccos(z; - ;)

i<j %

Bizonyitas. Legyen &; = 1, ha (4, j) él benne van a vagasban és ;; = 0 kiilonben. Ekkor

C= Zi<j c;;&i;. A varhato érték linearitasabol és a 7.1-bol egyszerien adodik az allitds. [

A megoldas azt jelenti, hogy az optimum (1 + £) pontosiggal kozelithets barmely ¢ > 0 esetén.
6Ttt sign az elGjel fiiggvényt jelsli.
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Legyen
2 9

a= mn ———
o<y<r 1 — cost)’

ekkor minden —1 <y < 1 esetén

arccos(y)

1
Za'_(l_y)a
™ 2

mely az y = cos()) helyettesités utan konnyen adodik. Ezutan egyszerii szamolassal kapjuk

hogy o > 0.87856. Ezek utan gyorsan adodik a f6 eredmény.

7.3. Tétel (Goemans- Williamson). Az algoritmus egy olyan vdgast ad mely, mely kapa-
citdsa vdrhato értékben - OPT > 0.87756 - OPT', ahol OPT a mazimdlis vdgds kapacitdsa.

Bizonyitas. Legyen a relaxalt szemidefinit programozasi feladat optimalis megoldasa v >
OPT. Ekkor

E(C) = ZC’J arccos(z; - x;) ch —x;-x;) =ay > a-OPT

l<j 1<j

O

7.5. Feladat. Formalizdljuk a mazximdlis vdgds problémdt LP feladatként. Mutassuk meg,

hogy a megoldds nem ad jobb mint 2-approximdciot.
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8. fejezet
Moh6 algoritmusok

Mint kordbban lathattuk, szamos iteracion alapuld algoritmusnak van moho aspektusa: az
algoritmus az adott pillanatban a legkedvez6bbnek ting lehet&séget valasztja. Ez a megko-
zelités néha kivalo, néha katasztrofalis eredménnyel jar; mindenesetre egy tjonnan felmerils
probléménal célszeri szerencsét probalni vele. Ha pontos megoldast nem is, hasznos infor-
maciokat nyerhetiink altala. A moho6 algoritmusok altalaban nagyon gyorsak és egyszertiek,
igy ha egy feladatot pontosan oldanak meg, akkor nemigen lehet jobbat talalni naluk. A

kovetkezd néhany probléméban ez az eset all fenn.

8.1. Matroidok

8.1.1. Maximalis sulyt feszitéfa

Tegyiik fel, hogy adott egy iranyitatlan, sszefiiggé G graf, melynek éleihez nem negativ st-
lyokat rendeliink; w(e) > 0, ha e € E(G). Célunk egy olyan X C E(G) élhalmaz megadésa,
mely X nem tartalmaz kért és a > w(e) maximalis. (A szumma jelolhets w(X)-szel és

ez X silya.)

Megjegyzés: Mivel w(e) > 0 minden e élre, feltehets, hogy X maximalis kormentes halmaz,
azaz feszitdfa G-ben. Konnyebben motivalhato lenne egy minimadlis sulyi feszitéfa keresése,
ami példaul egy minimalis koltségi Osszefiiggd kommunikéacios halozatot modellezhet. A
probléma valoban igy vet6dott fel elGszor (Bortivka 1926, illetve Kruskal 1956), nem nehéz

viszont belatni az ekvivalencidjukat.
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Az alabbi mohé algoritmus tiinik kézenfekvének: Rendezziik az élhalmaz eq,es, ... ey,
elemeit gy, hogy w(e;) > w(es) > ... w(ey). Legyen Xy = {e;1}, majd az X; ; halmazhoz
probaljuk hozzavenni az e; élt; ha X; 1 U {e;} kormentes, akkor X; := X; 1 U{e;}, ellenkezd
esetben X; := X, ;. Legyen végiill X := X,,, illetve tulajdonképpen X := X;, ahol 7 a

legkisebb szam, amelyre |X;| =n — 1.

Az algoritmus helyességét sokkal altalanosabb kériilmények kozott is belathatjuk; csupan
a kormentes élhalmazok néhany tulajdonsagéra van sziikség. Nyilvanvalo, hogy a 0, azaz
az iires halmaz kormentes, illetve ha X C E(G) kérmentes, akkor barmely Y C X is az.

Sziikségiink van tovabba az alabbira allitasra:

8.1. Lemma. Ha X ésY eqy G grif kormentes élhalmazai és |Y| < | X|, akkor van olyan
e € X\Y, hogy Y U{e} is kérmentes.

Bizonyitas. A G graf pontjain az Y élek altal alkotott komponensek részfak. Egy-egy
ilyen komponensben az X élhalmaznak sem lehet tobb éle, mint Y-nak, hiszen kiilénben
tartalmazna kort. Mivel | X| > |Y|, van olyan e € X, mely az Y két komponensét koti Gssze.

Ezzel az e éllel az Y U {e} halmaz kérmentes. O

8.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha eqy grafban minden siuly kilonbozd, akkor a mazimdlis

(minimdlis) feszitdfa egyértelmd.

8.2. Feladat. Egy irdnyitatlan silyozott grdaf eqy feszitdfdjdat iivegnyaku feszit6fanak nevez-

ziik, ha a maximdlis élsilya minimdlis a feszitofak kozott.
1. Igaz-e, hogy minden minimdlis feszitdfa tivegnyaki is?

2. Igaz-e, hogy minden tvegnyaki feszitdfa minimdlis is?

8.3. Feladat. Igaz-e, hogy ha eqy dsszefliggd irdnyitatlan sulyozott grafban a legnagyobb sily
szigoruan nagyobb, mint a tobbi, akkor ez az él nem szerepelhet a minimdlis feszitdfdaban?

lgazoljuk, ha van olyan kor, ami ezt az élt tartalmazza, akkor igaz az dllitds.
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8.1.2. Matroidok: formalis definicié

Ha adott egy E véges halmaz és az S részhalmazainak egy 7 halmaza tgy, hogy

(L) 0 €Z;

(I;) Ha X € TésY C X, akkor Y € 7,

(I;) Ha X € T és Y € Z; tovabba |X| > |Y|, akkor van olyan =z € X\Y ugy, hogy
Y Uu{z} e,

akkor az M = (E,T) par matroid. Az Z-be tartoz6 halmazokat a matroid figgetlen halma-
zainak nevezziik.

Egy halmazrendszer, amely az (I1) és (I3) axiomakat kielégiti fiiggetlenségi rendszer.

Példak:

1. Az el6bbiek szerint egy G iranyitatlan graf F(G) élhalmazanak kérmentes részhalmazai

matroidot alkotnak.

Ez a G graf kérmatroidja.

2. Vektormatroidok. Legyen E véges sok vektorbol all6 halmaz, 7 pedig a linearisan

fiiggetlen részhalmazainak halmaza.

Erre (1) és (I2) nyilvanvaloan kovetkezik, (I3) pedig a jol ismert Steinitz-féle kicserélési
tétel.

Megjegyzés: (I3)-bol kovetkezik, hogy a maximalis fiiggetlen fiiggetlen halmazok egyforma

elemszamuak. Ezek az M matroid bdzisai, a halmazukat B jeloli..

Célunk egy M = (F,Z) matroid és w : E — R" esetén annak az X € Z halmaz
megtalaldsa, amelyre a > _, w(z) maximalis. (Feltehetd, hogy ez a halmaz maximalis,
azaz bazis.) A mohd algoritmus a kovetkezd: Rendezziik E = {x1,...,z,}-et agy, hogy
w(z;) > w(y), 1 <i<j<m.

Legyen X := {x1}, X; := X;_1 U{x;}, ha X, U{x;} € Z, X, := X;_; kiilonben. Végiil
pedig X = X,,.

8.1. Tétel. Tetszdleges M = (E,I) matroid és w nem negativ sulyfiigguény esetén a mohd

algoritmus eqy maximdlis sulyid figgetlen X halmazt taldl.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a moho algoritmus az X = {x1, o, ..., x,} bazist adta, de egy
Y = {y1,y2, ..., Yo} bézisra >  w(z;) < > w(y;). Feltessziik, hogy az X és Y elemei
csokkend suly szerint vannak rendezve, azaz w(x;) > w(z;) és w(y;) > w(y;), 1 <i < j < n.
Mivel > w(z;) < > w(y;), lennie kell egy olyan legkisebb k szamnak, amelyre w(xy) < w(yx).
Legyen A = {x1,..., 251} &8 B = {y1,...,yx}. (Ha k =1, akkor A = ().) Az (I5) miatt
A, B eTés |Al <|BjJ, igy (I3) miatt van olyan y; € B, melyre AU {y;} € Z. Ekkor viszont
w(y;) > w(yx) > w(zy) és igy a moho algoritmus nem az xz, hanem az y; elemet valasztotta

volna. O

A fenti tétel részlegesen megfordithaté és ez mutatja a matroidok és a moho algoritmus

szoros kapcsolatat.

8.2. Tétel (Edmonds). Legyen E egy véges halmaz, I pedig S részhalmazainak egy (I )-et
és (I3)-ot kielégitd halmaza, amely nem matroid. Ekkor van olyan w : E — R™ sulyfigguény,

amelyre a moho algoritmus nem taldlja meg T maximadlis silyd elemét.

Bizonyitas. Mivel az (E,Z) par nem matroid ((I3) nem mindig teljesiil), van olyan XY €
Z, hogy |X| > |Y|, de barmely z € X\Y esetén az Y U {z} ¢ Z. Legyen w(y) = 1 minden
y € Yra, w(x) =1 —¢, ha z € X\Y, ahol € > 0, és w(z) = 0 kiilsnben. Ekkor a moho
algoritmus az Y halmazt szolgaltatja; ennek silya > _, w(y) = [Y]. Masrészt X € Z, a

Zw(:c): Z w(x) + Z w(x) =

zeX reXNY zeX\Y

=[XNY[+ (1 -g[X\Y[=> (1 -¢[X]| >0 -e(Y]+1).

silya pedig

Ha 0 < e < 1, akkor az (1 —¢)(|Y|+ 1) > |Y], és igy w(X) > w(Y).
Y X
U

Megjegyzés: Amennyiben minimalis silyt bazist szeretnénk talalni, alkalmazhatunk egy

egy transzforméciot: Vegyiik a stilyok —1-szeresét, majd adjunk hozzi egy elegend&en nagy
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konstanst. (w(x) = —w(x) + K, ahol K > w(z) minden = € S-re.) Mivel a bazisok azonos
elemszamuak, az 4j silyok mellett maximéalis X € Z minimalis az eredeti sulyfiiggvénnyel.
Ugyanezen transzforméacio szerint médosithatjuk a mohé algoritmust és a stlyok szerint no-

vekvé sorrendbe allitott elemeken végrehajtva egybdl a minimumot kapjuk.

Példa: Balra a sulyozott G graf, jobbra a minimélis feszit6fa; a zardjelben az adott él

megoldasba keriilés ideje (1épése) lathato.

1

Felmeriilhet a kérdés, van-e egyaltalan mas matroid, mint a kérmatroidok. Vegyiink
egy n elemd S halmazt, és legyen Z az Gsszes k-nal (kK < n) nem nagyobb elemszamu
részhalmazanak halmaza. Ez az un. U, uniform matroid. Kénnytd belatni, hogy példaul az
Uso nem lehet semmilyen G graf kormatroidja. (Szintén nem nehéz megmutatni, hogy az
Unk, 0 < k < n felfoghat6, mint vektormatroid.)

Természetesen més koriilmények kozott a moho algoritmus sikeres lehet anélkiil, hogy egy
matroid struktiara garantalnd az algoritmus elérését. Egy egyszeri példa erre a legrévidebb

utak problémajanak egy specidlis esete.

8.1.3. Dijkstra algoritmusa

Tegyiik fel, hogy egy G iranyitott grafban minden él ¢(v,w) sulya nem negativ. A G grafban
nincs negativ silyi kor, igy barmely s és v pontokra létezik az s-bdl v-be vezeté utak
hosszanak a minimuma (ez végtelen, ha nincs s — v 1t). Az s-bdl kiindulo legrovidebb utak
hosszat, illetve ezen utakat leiro feszitéfat egy egyszert és gyors algoritmussal, n = |V (G)|
iteracioban megkaphatjuk. Az eljarast 1956-ban publikalta Edsgar Dijkstra. Az algoritmus

a kovetkezd lépésekbdl all:
1. lépés: legyen X; := {s}, d(s) =0, d(v) = o0 ha v # s és Ty := {s}, egypontu fa.

k. 1épés: tegyiik fel, hogy Xx_; és d(v) (v € Xi_1) mar definialtak. Valasszunk egy olyan
w € V(G)\Xg_1 pontot, amelyre a d(v) + ¢(v, w) minimélis, ahol v € Xj_;. Legyen
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X = Xy U{w}, d(w) := (v) + £(v,w), T}, pedig az a fa, amelyet Tj_;-b6l a w pont

és a (v, w) 1t hozzavételével nyeriink.

8.3. Tétel. A fentiek mellett az algoritmus n-edik lépése utdn d(v) értéke a legrovidebb s —v

it hossza minden v € V(G) esetén. Tovdbbd T, az s-bdl kiinduld legrévidebb utakat kodolo

fa.

Bizonyitas. A tételt a lépések szama szerinti teljes indukciéval latjuk be. Az indukcits
feltétel szerint v € Xj;_; esetén d(v) a legrévidebb s — v ut hossza, és tegyiik fel, hogy
w € Xp\Xp_1-re d(w) = minyex, , d(v) + £(v,w) nem ezt, azaz a legrévidebb s — w 1t
hosszat adja. Ekkor a p legrovidebb s — w 1t egy u pontbdl kilépve elGszor hagyja el Xj_1-
et. Legyen a p ttban az u utan kovetkezs pont y (feltehets, hogy y # w).

Xk—l v

Mivel p hossza kisebb, mint d(w), a p vonalan haladé s — y 1t hossza is kisebb, mint d(w).
(Itt hasznaljuk ki a silyok nem negativitasat.) Ekkor viszont az algoritmus az y pontot
valasztotta volna a k-adik 1épésben, ellentmondas. A T, fa szerepének bizonyitisa szintén
indukcioval torténhet; igy Ty rogziti a legrovidebb s — v utakat (v € Xj_1) és azon (v, w)
¢l hozzavetelével valtoztatjuk Ty_i-et Tj, fava, amelyen keresztiil a w pont d(w) hosszu aton
elérhetd s-bdl. U

Példa: Baloldalon egy iranyitatlan, silyozott G' graf az s kiinduloponttal. Jobboldalon az
s-bél indulé legrévidebb utak fajat; a szdmozas azt mutatja, hinyadik 1épésben keriilt be a

pont a faba.
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A legrévidebb utak hosszat is koénnyen leolvashatjuk. A gydkérpont, azaz s 6nmagatol vett
tavolsaga nulla, egy x pontra pedig ugy kaphatjuk meg d(x)-et, ha Gsszeadjuk az faban az

s — x Ut élein 1évo stlyokat.

Megjegyzés: Dijkstra algoritmusa joval egyszeriibb és gyorsabb, mint a korabban ismerte-

tett Bellman algoritmus, ugyanakkor csak nemnegativ silyok esetén alkalmazhato.

Példa: Baloldalon a graf, kozépen a Bellmann algoritmus altal adott (helyes) legrévidebb
utak faja, jobboldalon pedig a Dijkstra algoritmus végrehajtasaval kapott fat abrazoltuk.

Azaz a Dijkstra modszer nem talalja meg a legrovidebb s — t utat, hisz d(t) = 0, nem kettd

és a legrévidebb s — ¢ ut nem az {s,z,t} hanem az {s,y,t}.

8.4. Feladat. Az incidencia mdtriz felhaszndldsdval ldssuk be, hogy eqy G grdf kérmentes

élhalmazai vektormatroidot alkotnak.

8.5. Feladat. Vegyiik eqy G grdaf olyan részhalmazait, amelyek legfeljebb egy kort tartalmaz-
nak. Matroid lesz ez? Altaldban, ha az S halmaz felett adott az My és My matroid, vegyiik
azon F C S halmazokat, amelyekre F = AU B, ahol A ill. B fiiggetlen My-ben ill. Msy-ben.

Maitroid lesz ez a halmazrendszer?

8.6. Feladat. Ldssuk be, hogy az Uss nem lehet semmilyen grdf kormatroidja. Van olyan

matroid, amely nem vektormatroid?

8.7. Feladat. Egy M = (E,Z) matroid bizisa B. Ldssuk be, hogy
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1. B#0

2. ha A,BeBésaec A\ B+#0, kkor van olyan b € B\ A, hogy A\ {a} U {b} € B.

8.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy a 8.7 feladat 1. és 2. feltételeit teljesitd B C 2F halmaz-
rendszer adott. Legyen F € T ha F C A valamely A € B bdzisra. Ekkor (E,T) matroid,

amelynek éppen a B a bdzisainak halmaza.

8.9. Feladat. Legyen M = (MB) a 8.8 feladatnak megfelelden a bazisdval megadott matroid.
Legyen B := {E\ A: A € B}. Ldssuk be, hogy M := (E,B) is matroid; ez lesz az M matroid

duélis matroidja.

8.10. Feladat. Egy G sikgrdf egy tetszdleges sikbarajzolasanak dudlis grifja legyen G*. Lds-

suk be, hogy G kormatroidjinak dudlis matroidja éppen G* kérmatroidja.

8.11. Feladat. Egy M = (E,I) matroidra definidljuk az r halmazfiggvényt, ez az un. rang-
fiiggvény. Ha X C E, akkor r(X) = max{|F| : FF C X,F € T}. Ldssuk be, hogy r
szubmoduldris, azaz minden XY C E-rer(X UY)+r(X NY) <r(X) 4+ r(Y).

8.1.4. Szubmodularis fiiggvények

Legyen S véges halmaz, f : 2° — R az S részhalmazaihoz egy valos szamot rendel fiiggvény.

Azt mondjuk, hogy f szubmoduldris, ha minden X,Y C S esetén
fX)+ )z f(XUY) + f(XNY).
Ekvivalens definici6, ha minden X, Y C S, X CY és minden z € S\ Y esetén
fXU{a}) = f(X) > FIXU{a}) — f(X).!

Egy szubmodularis fiiggvény monoton ha minden X C Y esetén f(X) < f(Y).

Példak.

1. Minden f(S) = ) .sw(s) alakban adott fiiggvény szubmodularis. Ha w(z) > 0

minden 2 € S, akkor monoton is.?

' Kozgazdaszok ezt gyakran csékkend hozadék elvének nevezik.
2Gondoljunk vissza a fejezet elején targyalt minimélis sulyt feszitfara
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2. Legyen M = (E,Z), A C S akkor A maximalis fliggetlen részhalmazai azonos méret-

ek. Ez a méret A rangja, r(A). A rangfiiggvény r szubmodularis.

Természetesen adoddik az optimalizalasi probléma, hogy keressiik meg azt az X C S hal-
mazt, amelyre f szubmodulais fiiggvény minimélis. A feladat polinomiélis id6ben megoldha-
t6. Példaul a minimalis feszit6fa, vagy minimalis vagis megtalalasa is ennek a probléméanak
egy specidlis esete. Ugyanakkor szubmoduléris fiiggvények maximalizalasa N P-nehéz fel-
adat. Egy kézenfekvs megkozelités monoton szubmodularis fliggvények maximalizalasra a
moho6 stratégia. Eszerint iires halmazbol kiindulva minden 1épésben azt az x € S elemet
adjuk hozza a keresett X C S halmazunkhoz, mely elem valasztasaval az f fiiggvényérték a
legnagyobb mértékben né. A feladat a maxxcs{f(X) : |X| < K} forméaban fogalmazhato

meg.

Moho heurisztika szubmoduléris halmazfiiggvényekre®

Legyen Xog =0, Sy = S és p.(X) = f(X U{x}) — f(X), azaz f novekménye ha az aktualis
halmazunkhoz a = € S elemet adjuk hozza. A t-edik lépésben valasszuk azt a z(t) € S,y
elemet amelyre p,)(X;—1) = max,es, , po(X¢—1). Ha tobb ilyen elem is van, akkor az egyiket

tetszblegesen. Legyen p;_1 = p(X;_1).

1. lépés. Ha p;_1 < 0 akkor megallunk, | X| = K* =t—1 < K. Ha p,_; > 0, akkor legyen
Xe =X 1 U{z(t)} és S; = Si—1 \ {z(t)} és tovabb a 2. lépésre.

2. 1épés. Ha t = K, akkor megéllunk, |X| = K* = K. Kiilonben legyen t = ¢ + 1 és

folytassuk az eljarést.

Legyen F' a maximalizalasi feladat optimalis megoldéast, Fz pedig a mohd heurisztikaval
kapott megoldas. Vegyiik észre, hogy Fo = f(0)+po+...pr+—1, (K* < K). Megmutathato,
hogy ekkor (F—Fg)/(F—f(0)) < [(K—1)/K]¥ ~ 1—1/e. A kovetkez6 tétel kimondja, hogy

a moho algoritmus egy elfogadhatéan j6 approximéciojat adja az optimalizalasi feladatnak.

8.4. Tétel (Nemhauser-Wosley-Ficher, 1978). Legyen f : 2° — R, nemnegativ szub-
moduldris figguény és {Si}i>0 a mohd mddon vdlasztott halmazok sorozata az elézd algorit-

mus szerint. Fkkor minden pozitiv eqész k és [ esetén

f(Sg) = <1 B e_g/k) S%%gk f(S>

3Joval részletesebben 1d. Nemhauser, Wosley és Fisher, 1978.
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Specidlisan, ha k = {, akkor f(Sy) > (1 —1/e) maxg<i f(S5).

8.2. Stabil parositasok

A stabil péarositas vagy stabil hazassag probléma kivald példa mind a gyakorlat és elmélet
viszonyanak szemléltetésére, mind a mohdé algoritmus egy tjabb illusztracidjara. A problé-
makort eredetileg az USA-ban a 40-es évek kézepén kulminél6 orvos gyakornok hidny, illetve
elosztasi zavar motivalta. A végzGs orvosok ezreit kellett a korhézak altal meghirdetett he-
lyekre beosztani; raadasul mindkét fél (orvos vs. korhaz) a sajat preferencidit igyekezett
érvényesiteni. Az eredetileg alkalmazott technikak teljesen alkalmatlanné valtak 1947-re,
mikor is egy radikalisan 4j rendszert vezettek be helyettiik. Erdekes modon ennek elméleti
vizsgélatat csak 1962-ben tette meg D. Gale és L. S. Shapley, s igazabol 6k nem tudtak a
problémérol: az egyetemi felvételi rendszert illetve a hézassagok stabilitasat akartdk model-
lezni.*

Mi az altaluk vizsgélt legegyszertibb modellt ismertetjiik, utalva ra, hogy igen sok alta-
lanosités sziiletett azota. A stabil hazassag problémaban adott n férfi, n n6 és mindegyikiik
valahogyan rangsorolja az ellentétes nem tagjait; ez az illet6 személy preferencia listdja. A
forfiakat gorog, a noket latin bettikkel jelsljiik majd. Igy példaul akkor mondjuk, hogy az
a (ferfi) jobban kedveli vagy preferdlja A-t B-hez képest, ha « preferencia listajan A elérébb
van, mint B. A személyeket és preferenciaikat leirhatjuk (duplan) silyozott paros grafokkal,

vagy matrixokkal is az alabbiaknak megfelelGen:

A B C N

Példa:

A matrix egy elemének els6 koordinataja a megfelels oszlop altal reprezentalt né helyezése

4Néhany éve a magyar felsGoktatasi felvételi rendszere is hasonlé algoritmust hasznal.
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a sorhoz tartozo férfi ranglistdjan, mig a masodik koordinata a forditott helyezés.

A feladat egy olyan n-elemi M parositas megadasa, amely, legalabbis valamely érte-
lemben, elképzelhets. Gyakorlati és elméleti megfontolasok alapjan az alabbi definici ti-
nik ésszertinek. Egy M péarositas instabil ha vannak olyan «, 8 férfiak és A, B nék, hogy
(o, A) € M, (B, B) € M, de j preferdlja A-t B-hez képest, és A preferalja 8-t a-hoz képest.
Egy M péarositas stabil, ha nem instabil.

A definicié motivacidja kézenfekve: feltehetd, hogy az instabil esetben [ illetve A felbont-
ja pillanatnyi kapcsolatat, és egymassal 1ép kapcsolatra. A célunk egy stabil M péarositas
keresése lesz majd, mar ha van ilyen egyaltalan. (A korabban emlitett Halmos-Vaughan mo-
dell globalis optimumra térekedett, nem véve figyelembe a lokalis érdekeket, lehetGségeket.
Ezért legfeljebb kikényszerithets, mig a fenti stabilitas szerint egy M teljes parositas nem

bomlik fel, ha magéara hagyjuk a rendszert.)

Kérdés persze, van-e egyéaltalan megoldas? A fenti példaban harom megoldéas van: M; =

{(a,A),(8,B), (v, C)}, My ={(e,C), (B, A), (7, B)} és M3 = {(v, B), (8,C), (7, A)}-

M, My M
« A Q A ot A
B B B B B B
Y C Y C Y C

Példa: A stabil hazassag mintaja alapjan definidlhatjuk az an. szobatdrs problémét. Itt
adott 2n ember, akiket kétszemélyes szobdkba kell telepiteni és az el6z6ekhez hasonloan
preferencidkkal rendelkeznek. Nyilvanvald, ha adott négy személy («, 3,v,0) tugy, hogy a,
B és v preferencia listajan ¢ az utolsd, a-én (3, 5-én v és v-én « az elsd, akkor nincs stabil

parositas.
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A példa fényében kellemes meglepetés az alabbi tétel.
8.5. Tétel (Gale-Shapley). A stabil hazassdg problémdnak mindig van megolddsa.

Bizonyitas. Val6jaban egy nagyon hatékony, mohé tipust algoritmust adunk, melynek
végeredménye bizonyosan stabil péarositds. Tradiciondlisan, hisz ez igencsak tradicionalis
eljaras, a megfelel§ koznapi kifejezéseket hasznaljuk a leirds soran. A eljaras elsé lépésében
minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Minden né a legjobb ajanlatot fogadja el, de ez
csak annyit jelent, hogy ,varakozo6 listara” helyezi a kérét. A mésodik 1épéshen az elutasitott
kérck tGjra ajanlatot tesznek, ezuttal a preferencia listajukon 2. helyezett holgynek. A nék
ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot fogadjak el; esetlegesen lecserélve a varakozo listan
l6vs kérst. Hasonloan folytatodik ez a késSbbiekben is: egy elutasitott (vagy egy varakozo
listarol lekeriilt) férfi a soron kévetkezd jelolttel probalkozik, mig a ndk a lehetd legjobb
jeloltet tartjak meg.

Legkéssbb n? —2n+2 lépés elteltével minden holgy kap legalabb egy kérét, igy a varakozo
listajan is lesz majd valaki. (Ugyanis ha egy lépésben van olyan ng, aki nem kapott még
ajanlatot, akkor lennie kell elutasitasnak is ebben a lépésben, illetve egy férfi csak egyszer
tesz ajanlatot egy nének.)

Mikor minden né kapott ajanlatot, akkor véget vetiink az eljarasnak, és a pillanatnyi pé-
rokat véglegesnek kidltjuk ki. Megmutatjuk, hogy az igy kapott M pérosités stabil. Tegyiik
fel, hogy van olyan « és A, melyre (o, A) ¢ M, de « preferdlja a parjahoz képest. Ekkor
viszont « valamikor ajanlatot tett A-nak és A elutasitotta 6t, azaz a varakozo listajan a-nél
.jobb” személy volt, s ha cserélgdott is azota, csak még jobb lehet késsbb. Igy A a parjat

jobban kedveli, mint a-t, azaz nincs instabilités. O
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Példa:

Az algoritmus végrehajtasat egy tablazaton kovethetjiik. Egy cella baloldali eleme az adott

lépésben a sor altal kodolt személytsl ajanlatot kapo, a jobboldali elem pedig a sor ajanlatat

elfogadott személy.

A B C D
all, , 3,2 4,3
g1, , 3,3 2,2
vl 2, ) 3,4 4,1
0|4, , 3,0 1,4

1. 1épés | 2. lépés | 3. 1épés | 4. lépés | 5. 1épés | 6. lépés
al AA 0, A 0, A 0,0 B, oNe
I6; A D, D 0,D 0,D 0,D 0,D
v| B,B 0,B 0,0 A A 0,A 0,A
0| D,D 0,0 B, B 0,B 0,B 0,B

A kovethetGség kedvéért felvettiik a férfiak preferencia listait, ahol feliilvonassal jeleztiik, ha
mar tortént ajanlat: (A, B,C, D), B(A,D,C,B), v(B,A,C,D), §(D,B,C,A). A megol-

dast az utolso oszlop jobboldalarol olvashatjuk le:

M ={(e, ), (8, D), (7, A), (0, B)}.

Felmeriil a kérdés, tudunk-e valami kézelebbit mondani a stabil parositasok szerkezetérsl,
osszehasonlithatoak-e sth. Vegyiink két stabil parositast, Mi-et és My-6t. Az M, férfi szem-
pontbol jobb, mint M,, ha minden férfi legalabb olyan jo part kap Mi;-ben, mint Ms-ben;
jelolésben My >p M,. Nem lehet barmely két stabil parositast 0sszehasonlitani, de az 6sszes
stabil parositas, mint azt J. H. Conway megmutatta, Gn. disztributiv vagy mas szoéval geo-
metriai hdlot alkot.”

Specialisan van legnagyobb és legkisebb eleme. (Ha a nék szempontjabol nézziik, ugyan-

azt a halot kapjuk, csak megforditva. Azaz ami az egyik nemnek a legjobb, a masiknak a

SEgy L hdld, ha van két kétvaltozos miivelete, V és A, és ezek idempotensek Vo = z, t Az = x,
kommutatitvak, xtVy =yVx, x Ny =y Az, asszociativak, zV (yVz)=(xVy)Vz,zA(yAz)=(xAy) Az
és elnyel6k, azaz x V (x Ay) =z és x A (z Vy) = 2 minden z,y, z € L esetén. Disztributiv a halo, ha teljesiil

még az zV (yAz)=(xVy)A(zV z) egyenlSség is.
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legrosszabb.) Ez utobbit egyszeriien belathatjuk.

Példa: Az els6 példaban szerepld stabil parositasok az alabbi halot alkotjak:

Miy g, M;i-ben jarnak legjobban a férfiak.

Ms ¢ Az Ms a férfiaknak jobb, mint My és a néknek jobb, mint M.

My ¢ Az Ms-ben jarnak legjobban a nék.

Egy A holgy lehetséges az « férfi szamara, ha van olyan M stabil parositas, amelyre
(v, A) € M.

8.6. Tétel. Az eldzd algoritmus minden férfinek a legjobb lehetséges pdrt adja, mig minden

nonek a legrosszabbat.

Bizonyitas. Az els allitast a lépések szerinti indukciéval latjuk be. Tegyiik fel, hogy a
soron kovetkezd lépésig egyetlen férfit sem utasitott el olyan ndg, aki lehetséges lett volna
szamara. Tegyiik fel tovabba, hogy ebben a lépésben A elutasitja a-t. Azt allitjuk, hogy
ekkor A nem lehetséges o szamara. Valoban, ha A pillanatnyi parja 5, akkor § preferalja A-t
az 0sszes n6hoz képest, kivéve akik korabban visszautasitottak. Ezek azonban, az indukcios
feltétel miatt, nem lehetségesek 3 szamara. Ha tehat létezne egy olyan M stabil parositas,
amelyre («, A) € M, ebben  a parjat (nevezziik B-nek) kevésbé kedvelné, mint A-t, hiszen
mind A és B lehetséges  szamara. Ekkor viszont az (a, A), (5, B) instabilitast okoz, azaz
A nem lehetséges o szaméra, s ezzel belattuk a tétel elsé felét.

Legyen M* az algoritmusunk altal adott férfi optimdlis megoldasa, M pedig egy tetszd-
leges stabil parositas. Belatjuk, hogy barmely A né esetén az 6 M-beli parja nem rosszabb,
mint az M*-beli parja. (Igazabol pontosan akkor nem rosszabb, ha ugyanaz a parja a két
parositasban, és hatarozottan jobb, ha nem.) Ha («, A) € M*, (8, A) € M és « # 3, akkor
(o, B) € M valamely B # A holgyre. A tétel els6 fele miatt persze « preferalja A-t B-hez
képest. Masrészt az M parositas stabil, igy specidlisan az («, B), (3, A) parok stabilitésa az
jelenti, hogy A preferalja S-t a-hoz képest; s pont ezt akartuk bizonyitani. O

Megjegyzések: Az algoritmus eredeti felhasznélasanél a korhazak tették az ajanlatokat, és

azt hangoztattak (természetesen bizonyitas nélkiil), hogy ez az orvosok javara valik. Szamos
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tanulsdg vonhato itt le, s ezekbdl csak az egyik, hogy nem art meggondolni nyilvanvalénak
tiiné (vagy annak beallitott) allitdsokat, mint azt Gale és Shapley tették volt.

A maésik, hasonléan fontos észrevétel a dontési helyzetek illetve stratégidk buktatoira
vonatkozik. A modell azt sugallja, ,elébe kell menni” az eseményeknek és kishitiiség nélkiil

megprobalni a legjobbnak ting megoldasokat a ,siilt galambra varas” helyett.

A stabil parositas mint mag: Korabban definialtuk egy irdnyitott G graf magjat; ez egy
olyan S C V(@) halmaz volt, amely fiiggetlen és dominélo egyben. Ez a fogalom kiilonosen
fontos a jatékelméletben, hisz a megoldasok stabilitasat fogalmazza meg matematikai forma-
ban. A stabil parositas motivalhatja ezt a definiciot, ugyanis egy rogzitett probléma stabil

parositasai tulajdonképpen magok egy megfelelGen alkotott grafban.

Definidljuk egy G graf vonalgrdfjat, L(G)-t, a kovetkezSképpen: L(G) pontjai G élei lesz-
nek, azaz V(L(G)) := E(G), és L(G) két pontja, e és f, kozott van él, ha G-ben tekintve
az e és f éleknek van kozos pontja. Ha G pontjaihoz preferencia listak vannak rendelve,
irdnyitsuk az (e, f) élt L(G)-ben tgy, hogy az a preferalt pontbol indul és a kevésbé kedvelt

pontra mutat koézos ponthoz tartozo lista szerint.

8.1. Allitas. A fenti definicickkal a G grdf stabil pdrositdsai éppen az L(G) grdf magjainak
felelnek meg.

Példa: Az els6 példa G grafjahoz tartozo L(G):

(0, A) (q. B)

(@, )

(8,C)




8.3. Shannon kapacitas

A kovetkez6 grafelméleti probléma érdekes modon az informécidelméletbdl ered. Claude
Shannon, az informdcidelmélet megalapozdja a zajos csatorna modell megalkotasakor ju-
tott egy, a grafelmélet nyelvén is megfogalmazhaté szép feladathoz. Az eredeti probléma a
kovetkezs. Legyen X = {0,1} és C C X" = X X --- x X az un. kodszavak (0-1 bitsoroza-
tok) halmaza. Tegyiik fel, hogy egy kodszot egy zajos csatornan kiildve bizonyos karakterek
megvaltoznak (itt most 0-rol 1-re, vagy 1-r6l 0-ra) és emiatt bizonyos kodszavak Gsszetéveszt-
het6vé valnak. Formalisan, legyen W : X — ) a zajos csatorna melyet a W sztochasztikus
matrix ir le, ahol W(y|z) > 0 és >
ten W : X" — V", ahol W"(y|z) = [[=; W(y|z;). Annak a valoszintisége, hogy egy
@ : Y" — C fiiggvénnyel visszakapjuk az eredeti kodszot hiba nélkiil W™ (y = o~ (z)]z). A

W(y|lx) = 1. Ekkor az n-hosszu bitsorozatok ese-

hiba maximaélis valoszintisége

ert(W™ C, ) := max(1 — W"(p ' (z)|x)).

zeC

A kérdés az, hogy minél kisebb (pl. 0-hoz tarté) hibavaloszintség mellett mekkora lehet C

mérete, azaz hany kodszavunk lehet maximalisan ahhoz, hogy egyértelmien tudjunk még
dekddolni, ha a kod a megérkezése el6tt keresztiil meg egy zajos csatornan.

Legyen R > 0 az elérhetd érték egy tn. diszkrét memoria nélkiili csatorna esetén®, ha

letezik {C,, ¢, }n sorozat ugy, hogy

1. limsup +log|C,| > R

n—o0

2. lim err(W™,Cy, ) =0

n—oo
A S(W) = max R értékét a csatorna Shannon kapacitdsnak®, a So(W) = sup,, sup¢ % log|Cy| <
S(W) értéket pedig a W csatorna zerd-hiba kapacitdsdinak nevezziik.

Tekintsiik az alabbi matrixszal megadott W zajos csatornét:

11000
003 30
$1 00012
02100
000 5 5]

6

"Shannon hires tétele szerint maxp, R = I(X;Y), ahol I(-,-) a két véletlen valtozé tn. kdlesénds infor-

méci6 fliggvénye.
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Egyrészt Shannon formulabél adodik, hogy S(W) = log g, vagyis So(W) < log g Shannon

1
2

eszkoztaratol addig tavol esd technikéval.

azt sejtette, hogy logg < S(W). A sejtést Lovasz Laszlo bizonyitotta, az informacioelmélet

A maximaélis |C| eléréshez zéro-hiba kapacitas mellett kell, hogy o' (z') N~ (z") = 0
minden 2/, 2" € C esetén. Természetesen modon adodik a kovetkezd graf bevezetése. Legyen
G = G(W) az a graf, melynek csucshalmaza V(G) = X, vagyis az abécé ,betiii”, tovabba
(2',2") € E(Q) él pontosan akkor, ha o= (z') N~ (2) # 0, azaz a két kod Gsszetéveszthetd.
Ezt altalanositva kodszavakra legyen G" = G(W"™), melynek csucshalmaza V = C C &A™,

tovabba ' = (z),...,2}) és 2" = (zf,...,2") esetén (2,2") € E(G™) pontosan akkor, ha

1 ¥n rrn
/ 7

létezik i index, amelyre (x}, 2)) € E(G). Vilagos, hogy G"-ben a maximalis fiiggetlen halmaz
mérete a nem Osszetéveszthets kodszavak szamat adja meg. Egy G graf Shannon kapacitasat

a

S(G) = limsup /a(G")

n—oo

formulaval definialjuk.
Az el6z6 példank esetén legyen az dbécénk Cs = {0,1,2,3,4} = V(Cs). Az o(C2) =5
kénnyen ellenérizhets, vagyis adodik hogy v/5 < S(Cs).

8.12. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden G egyszerd grdfra a limsup {/a(G™) hatdrtérék

n—oo
létezik és véges.

8.3.1. Grafok Lovasz-féle ortonormalt reprezentaci6ja

Tekintsiik G egy klikkfedését X, ..., Xy klikkekkel. Legyen A matrix a graf csucs-klikk
incidencia matrixa, vagyis a;; = 1, ha i € Xj, és a;; = 0 killénben (i =1,...n;j =1,...,k).
Ekkor

X(G) =min{17z : Az > 1,2 > 0 és = egész }

a(G) = max{y"1:yTA <1,y > 0és y egész }.

Az LP gyenge dualitas tételbdl adodik, hogy a(G) < x(G), ahol G a G graf komplementer
grafja®, x(G) pedig a legkevesebb szami klikk, mellyel G' pontjai lefedhetéek. S6t, meggon-
dolhat6 az is, hogy

a(G) < 5(G) < x(G).

8G csticsai megegyeznek G csiicsaival, és két cstics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha azok nem

szomszédosak G-ben.
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Ebbél adodik, hogy ha a(G) = x(G), akkor S(G) = a(G). Ez nem olyan ritkan fordul elg,
példaul paros, s6t perfekt grafok esetén teljesiil. A legkisebb graf, amire ez nem teljesiil, a
Cs, vagyis az Ot-hosszi kor: a(Cs) = 2 < 3 = x(Cs).

Lovasz otlete a kovetkezs. Rendeljiink minden i € V(G) csucshoz egy u; egységvektort
ugy, hogy u; - u; = 0, ha i és j nemszomszédos pontok. A Cj5 esetén ezeket a vektorokat gy
képzeljiik, mint egy eserny6 bordai, tovabba legyen c egységvektor az eserny6 nyele. A bordak
szabalyosan nyilnak, minden pillanatban végpontjaik egy sikra esnek, egy szabélyos 0tszog
cstucsait adjak. Alkalmas pozicioban a nyél és az 6t borda C5 egy ortonormaélt vektorrendszer

reprezentacidjat adjak. A reprezentacié értéke

1
max ———.
eV (c-u;)?

Legyen 9(G) a legkisebb érékii az 6sszes vektorreprezentacio koziil. Az esernyd-reprezentacio
bizonyitja, hogy ¥(G) < /5.
8.2. Lemma. o(G) < 9¥(G) < x(G) minden G grdf esetén.

8.13. Feladat. Bizonyitsuk be 8.3 lemmdt. Otlet: 1 =c-c=3,_,(c-w)?, minden {u;}ies
ortonormdlt vektorrendszer esetén. I-t szoritsuk meg X-re, ahol X a G egy a(G) mére-
ti figgetlen halmaz pontjaihoz tartozo vektorainak halmaza. A mdsodik egyenldtlenséget a
klasszikus klikkfedés vektor Klikkfedésként valo értelmezése adja.

Két R™-beli a és b vektor tenzor szorzata
a® b= (arby,asbs, ..., a,b,) € R".

8.14. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a,c € R" és b,d € R™, akkor (a ®b) - (¢ ® d) =
(a-c)(b-d).

8.3. Lemma. S(G) < J(G) minden G grif esetén.

Bizonyitas. Legyen {u;; clicv(c) a G graf ortonormalt vektorreprezentacioja c nyéllel, mely-
hez ¥(G) érték tartozik. Ekkor megadhatd G egy ortonormalt vektorreprezentacija, amely
értéke 0(GY) lesz: a graf egy (vy, vy, . . . vy) csticsdhoz tartozo vektor legyen 1, @y, @- - @,
mig a nyél legyen ¢ ® ¢ ® --- ® ¢. A részletek kidolgozasdhoz hasznaljuk a 8.14 feladatot

allitasat. Az ellenérzés utan adodik, hogy

a(G') < 9(G") < V(Q).
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8.1. Kévetkezmény. S(Cs) = 9(Cs) = /5.

Erdekesség, hogy a C; Lovasz féle thetafiiggvény értéke az esernyGkonstrukcio segitségével
kiilonosebb nehézség nélkiil meghatarozhatd, ugyanakkor S(C7) pontos értéke maig nem

ismert.

101



102



9. fejezet
Sikgrafok

Egy graf sikra rajzolhats (példaul egy papirlapra) ha lerajzolhaté agy, hogy barmely két
éle nem metszi egymast. Egy graf sikgrdf ha létezek sikra rajzolasa. Azonnal felmeriil a
kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan graf, ami nem ilyen. Latni fogjuk, hogy K; és Kj3s,
azaz az D pontu teljes graf, és a teljes paros graf, melynek a két szinosztalyaban 3-3 pont
van nem sikgrafok. A fejezetben néhany alapvets eredmény mellett két rendkiviil hasznos
algoritmikus bizonyitasi technikat, nevezetesen a A — Y-transzformaciot és a discharging

modszert, is bemutatunk.

9.1. Sikgrafok és lerajzolasaik

Sikba rajzolt grafok esetén fontos fogalom a tartomdny. A preciz matematikai definiciotol
itt eltekintiink, helyette egy egyszeri szemléltetést adunk: a sikra rajzolt grafot tgy fogjuk
fel, mint egy térképet, akkor a tartoméany egy orszégot jelent. A kdvetkezG nagyon fontos

tétel sikra rajzolt grafok paraméterei kozott ad meg kapcsolatot

9.1. Tétel (Euler). Ha adott eqy véges dsszefiiggd sikgrdf, és |V| a csicsok, |E| az élek,

|F| pedig a tartomdnyok (beleértve a ,kilsd”, végtelen nagy teriletet is) szdma, akkor
V= IE]+|F| =2

9.1. Feladat. Bizonyitsuk be Euler tételét. 1. javaslat: haszndljunk teljes indukciot. 2.

javaslat: haszndljuk a grdf dudlisinak fogalmdt.*

!Egy sikba rajzolt G graf dudlisa az a G* graf, melynek cstcsai G tartomanyainak felelnek meg, élei pedig
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9.2. Feladat. FEuler tételét haszndlva bizonyitsuk a kévetkezd dallitdasokat. Tetszdleges eqy-

szertd sikgrdfra
1. |E] <3|V|-6;

2. |E| <2|V|—4.
A fenti egyenltlenségekbdl kovetkezik, hogy néhany graf biztosan nem sikgraf:
9.2. Tétel. A K5 és K33 nem sikgrdfok.
Egy masik kévetkezmény a kévetkezo:
9.1. Kovetkezmény. Minden eqyszerd sikgrdf tartalmaz legfeljebb otfoki pontot.
A sikgrafok karakterizaciojaval kapcsolatos f6 tételt is kimondjuk.

9.3. Tétel (Kuratowski). Egy G grif akkor és csak akkor sikra rajzolhato, ha G-nek K

vagy K3z nem topologikus részgrdfja.”

Szorosan kapcsolodik a téméhoz a kovetkezs fogalom. Egy G graf or(G) metszési szd-
ma azt mondja meg, hogy egy graf legkevesebb hany él atmetszéssel rajzolhaté le a sikra.
Gondoljuk meg, hogy cr(K5) = cr(Ks3) = 1.

9.3. Feladat. Hatdrozzuk meg K44 metszési szamdt.

9.4. Feladat (Metszési lemma). Mutassuk meg, ha G egyszeri graf és |E| > 4|V| akkor
cr(G) =1/64 - |E}/|V|*.

9.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Petersen-graf metszési szama 2.

G éleinek ugy, hogy egy G*-beli él G két élszomszédos tartomanyanak megfelels G*-beli pontot kit Gssze. A

fogalom joldefinialt, viszont a sikra rajzolas leirdsa nem egyértelmtien definidlja azt.
2 Azaz olyan részgrafja, ahol barmely élt egy tetszéleges hosszi tittal helyettesithetjiik. Masképpen, bar-

melyik él  belsejében” Gjabb pontokat vehetiink fel.

104



9.2. A A —Y transzformacid

Tekintsiink egy elektromos dramkort, melyet graffal reprezentalunk melynek minden (3, )
élén egy R;; ellenallas van. Az alapvetd fizikdja az dramkoroknek négy torvénnyel leirhato:
Kirchoff torvényei, Ohm torvénye és Joule térvénye. Ezeket itt nem részletezziik, de a torvé-
nyek alapjan nem til nehezen megmutathato, hogy egy K3 = (i, 7, k) haromszog, melyben
az ellenallasok R;;, Rji, Rik, helyettesithets egy K3 = (¢;1,7,k) ¢ kozéppontu csillaggal,
ahol Ry = RyRi./(Rij + Rji + Rix). Konnyen lathato, hogy ezzel az atalakitassal az egyes
csomépontokban az eredd ellendllds nem valtozik. Az eljarast A — Y transzforméacionak
nevezziik.

Egy G grafosztaly A—Y -redukdlhato, ha redukalhato pontjainak egy részhalmazara A—Y
(vagy Y — A) transzformaciokkal és ,soros-parhuzamos” redukciokkal. Az utobbi a kovetkezd

lehetésegeket jelenti:
RO: Egy hurokél torlése;
R1: Egy egyfoki pont és a railleszkedd él torlése;

R2: Soros redukcio: egy 2-fokt y pont és a két railleszkeds él, (x,y) és (y, z) torlése, majd

(x, z) él hozzaadasa,;
R3: Pdrhuzamos redukcio: Egy parhuzamos él torlése.

Mind a 4 redukcios 1épés egyel csokkenti a pontok vagy élek szamat a grafban. Az eljarés
végén a pontok egy olyan részhalmazat kapjuk, melyeket mar nem tudunk torolni tovabbi

redukcios 1épésekkel és transzformaciokkal. Ezeket a pontokat termindlis pontoknak hivjuk.
9.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy K44 nem A —Y -redukdlhato.
Epifanov 1966-ban bizonyitotta a kovetkezd fontos tételt.

9.4. Tétel (Epifanov). Minden dsszefiiggd sikgrdif adott két termindlis ponttal A — Y -

redukdalhato a két termindlis pontra és eqy kozlik lévd élre.

9.2. Kovetkezmény. Minden dsszefiiggd sikgrdif A — Y -redukdlhato egyetlen pontra.
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Egy e = (x,y) él kontrakcidja az e él torlését és végpontjainak x = y egy pontnak vald
megfeleltetését jelenti. Egy G graf minorja olyan graf, amely megkaphaté G-bél az éltorlés,
él kontrakcio és izolalt pont torlése miiveletek sorozataval.

Topologikus részgraf helyett Wagner minorokkal fogalmazza meg ugyanazt, mint Kura-

towski:

9.5. Tétel (Wagner). Egy G grif akkor és csak akkor sikra rajzolhatd, ha G-nek Ky vagy

K33 nem minorja.

Egy termindlis minor egy olyan graf, amit az el6z6 harom miivelet sorozataként kapunk
ugy, hogy a két terminalis pont kozti élt nem kontraktalhatunk, illetve izolalt terminélis

pontot mar nem torolhetiink.

9.6. Tétel (Truemper; Gitler; Archdeacon et al.). Legyen H egy termindlis minora G-
nek. Hao G A — Y -redukdlhato, akkor H is A — Y -redukdlhato.

Egy G grafosztaly minorra zdrt ha G € G esetén G minden H minora is G-ben van.
Robertson és Seymour mély tétele szerint minden minorra zart grafosztaly karakterizalhato
véges sok tiltott minorral (melyek nem részei az osztalynak). Az el6z8 tétel tulajdonképpen
azt mondja ki, hogy A — Y-redukalhato grafok osztalya minorra zart. Epifanov tétele szerint
a stkgrafok A — Y-redukalhatok, vagyis karakterizalhatok véges sok tiltott minorral. Ez
pedig nem mas, mint Wagner tétele. Altalanosan ugyanakkor a A — Y-redukalhato grafok

osztalyanak véges kizart minor karakterizacidja nem ismert.

9.3. A discharging modszer

A discharging (vagy magyarul ,kisités”) egy rendkiviil hatékony algoritmikus bizonyitési
modszer a grafelméletben, tovabba széles korben alkalmazott technika sikgrafok esetén is. A
modell 1ényege, hogy a graf pontjaira, éleire, vagy tartoméanyaira pozitiv vagy negativ toltést
helyeziink, és kiszamitjuk a graf teljes toltottségeét (altalaban az Euler formula segitségével).
Ezutan valamilyen kisiitési szabalyok szerint Gjraosztjuk a toltéseket (ez a kisiitési fazis).
Ezutan ajraszamoljuk a teljes toltottséget (valamilyen graftulajdonsagot kihasznalva), majd
a két szamolas eredménye kozti kiilonbségbdl vonjuk le a kovetkeztetéseket. Nézziink néhany
konkrét példat.
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9.3.1. Euler-formula

Latni fogjuk, hogy az Euler-formula a discharging médszer egyik alapvetd eleme, ugyanakkor
ennek a klasszikus eszkoznek is van discharging modszerrel torténd bizonyitasa.® Ha adott
egy véges Osszefliggd sikgraf, és |V| a cstcsok, |E| az élek, | F| pedig a tartoméanyok (beleértve

a kiils6, végtelen nagy teriiletet is) szama, akkor
V=Bl +[F| =2.

Rajzoljuk le tigy a grafot a sikra, hogy egyik él sem vizszintes, vagyis van pontosan egy
legalso L és egy legfelss U cstucsa a lerajzolés szerint. Adjunk minden csticsnak 41, minden
élnek —1 és minden tartomanynak +1 toltést (1d. abra). A kisiitési szabaly szerint minden
él és cstics adja at a toltését egy szomszédos tartomanynak balrol jobbra haladva vizszintes
iranyban. Meggondolhat6, hogy minden csics, él és tartomany toltése igy 0 lesz, kivéve L

és U csticsokat, ahol marad Osszesen +2 toltés.

9.3.2. Egyszeri alkalmazasok

Az els6 példa tulajdonképpen nem is tartalmazza a kistitési fazist, de j6l mutatja, hogyan

miikédhet a kezdeti toltések kiosztasa és hogyan lehet szamolni a graf teljes toltottségét.

9.1. Allitas. Minden sikgrifnak, melynek minden tartomdnya legaldbb ¢ oldald, van olyan

csucsa melynek foka legfeljebb ot.

Bizonyitas. Tegyiink rendre egy d foku cstcsra 6 — d és egy ¢ oldali tartomanyra 2(3 — ¢)
toltést. Ekkor a graf teljes toltottsége

D (6—d)+ > 23 —1;) =6|V|—2E|+6|F| — 4|E| = 6(|V| — |E| + [F|) = 6 -2 = 12.

veV fer

Emiatt kell legyen olyan v cstcs, amelyre 6 — d, > 0, azaz d, < 5. 0

9.2. Allitas. Ha egy sikgrdfban minden pont foka legaldbb 3 és minden tartomdny legaldbb
3 oldali, akkor van olyan d foki pont mely egy ¢ oldali tartomdny csicsa (sarka), mikézben
d+¢<8.

3 A bizonyitas William Thruston-tél szarmazik
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Bizonyitas. Legyen egy d foka pont toltése 4 — d és egy £ oldalu tartomany toltése 4 — /.
A teljes toltottsége ekkor

S (A—d)+Y (A=) =4V|—2|E|+4|F| - 2|E| =4-2=38.

vEV feF
A kisiitési fazis a kovetkez6. Minden d fokd pont a kezdeti 4 — d t61tésébdl egyenletesen dtad
(4 — d)/d-t a szomszédos sarokpontoknak. Ekkor minden ilyen pontnak 0 lesz a toltottsége.
Minden tartoméanyra hasonléan jarunk el. Végiil minden pont, illetve tartomany toltottsége
vagy 0 vagy pozitiv. Vegyiink egy pozitiv toltottségi sarokpontot. Legyen ezzel szomszédos

egy d foki pont és egy ¢ oldald tartomany. Mivel d > 3 és ¢ > 3, ezért

4—d+4—€>0
d 14 ’

azZaZ
A0+ 4d + 2d0 > 0,

ebbdl pedig y o
€<2ng6, llletved<€_—2§6

Innen d + ¢ < ?/(¢ — 2), vagyis d + £ < max{8,7,8}, ha £ = 3,4,5. O

Legyen G paros graf V és W szinosztalyokkal olyan, hogy minden V-beli csics foka 5
és minden W-beli csics foka 3. Legyen A\ : VUW — {1,2,...,8} a pontok egy szinezése
ugy, hogy minden V-beli pont szine 1,2, vagy 3, és szomszédja a 4,5,6,7, vagy 8 szint kapja;
visszafelé, egy W-beli pont a 4,5,6,7, vagy 8 szint kapja, és szomszédja az 1,2, vagy 3 szint
kapja.

9.3. Allitas. A most definidlt grdf nem létezik.

Bizonyitas. Legyen egy d foku pont toltése 3(4 —d) és egy £ oldalt tartomany toltése pedig
3(4 —0). A teljes toltottség ekkor
> 3(A—d)+ Y 3(A—1)=3(4V| - 2E| +4|F| - 2|E|]) =12-2 = 24.

veV fer

Az els§ kistitési szabaly az, hogy minden w € W pont kiildjon egy egység toltést mindhérom
szomszédjanak. Ekkor w toltése 0 lesz. A mésodik kisiitési szabdly szerint minden olyan

v € V cstcs kiild két egység toltést a legalabb 6 oldali szomszédos tartomanyoknak. Ha
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f egy 4 oldali tartoméany, akkor kezdeti toltése 0 és nincs olyan szabaly, ami valtoztatna
ezen. Ha f ¢ > 6 oldalt, akkor a kezdeti toltése 3(4 — ¢) és a kisiités soran legfeljebb 2(¢/2)
toltést kap V-beli illeszkeds cstcsokrol, vagyis a végss toltése 3(4 — 0) + ¢ = 12 — 20 < 0.
Minden v € V cstcs kezds toltése —3, majd 5 egység toltést kap az els6 kisiitési szabaly
miatt, illetve 2 egységet kiild a legalabb 6 oldala szomszédos tartoméanyokba. Azaz ha minden
v € V cstcsnak lenne legalabb 6 oldali szomszédos tartomanya, akkor v végsd toltése 0 lenne.
Ennek igazolasat az olvaséra bizzuk. Latjuk, hogy a graf kezd&toltése 24 volt, ugyanakkor a

kisiités utani toltés nempozitiv. Ez az ellentmondéas igazolja az allitast. 0

9.7. Feladat. Adott egy sikgrdf, taldljunk benne 2 szomszédos csticsot melyek fokszamdsszege

minimalis.

9.8. Feladat. Tekintsik a sikon eqgymdst nem metszd korok unidjat. Legyen G az a grdf,
melynek csicsai a kordk kozéppontjai és két csics 0sszekdtitt, ha a megfeleld korok érintik
eqgymdst. Mutassuk meg, hogy G sikgraf. Forditva, mutassuk meg, hogy minden sikgrdf

megkaphatd eqy ilyen geometriai konstrukciobol.

9.9. Feladat (Fary-tétel). Mutassuk meg, hogy barmely eqyszerd sikba rajzolhatd grdf le-

rajzolhato a sikra gy 1s, hogy éleit eqyenes szakaszok alkotjdk.

9.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy focilabda nem rakhatd (varrhatd) dssze csak hatszog
alaki bordarabokbol. Mutassuk meg, hogy ha dtszogeket is haszndlhatunk, akkor mdr sikerilns

fog.* Ekkor mennyi 6tsz0qg és mennyi hatszog kellene?

41Ld. példaul az 1978-as argentin foci vb-re késziilt hivatalos labda, a Telstar.
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10. fejezet
A grafalapt adatbanyaszat alapjai

Az utobbi évtizedekben vilagossa valt, hogy a ,valos” halozatokat! leiré gréfok szerkeze-
te lényegesen kiilonbozik grafelmélészek altal legtobbet vizsgalt, példaul perfekt grafokétol
vagy Erdgs-Reényi véletlen grafokétol. A kisvildg grdfok felfedezése jelentGsen megvaltoztat-
ta, kibgvitette a grafelméleti kutatasok iranyat. Az ilyen gréafok sajatossagai tobbek kozt
a rovid atlagos tthossz, jelentés haromszogezettség, illetve altaldban kicsi élstirtiség?. Nem
csak ezek a grafok kiilonboznek a korabban vizsgélt grafoktol, hanem a veliik kapcsolatban

megfogalmazott kérdések és problémak is.

Nem konnyi feladat egy kisvilag graf felépitéséhez sziikséges informéciok Osszegytijté-
se vagy éppen annak eldontése, hogyan készitsiink a rendelkezésre allo adatokbol grafot.
Ugyanigy, bar szamos probalkozas tortént, nincs minden igénynek eleget tevé modell vélet-

len kisvilag grafok generalasara sem.

A valos alkalmazasokban fellép6 méretek miatt idGigényes algoritmusok nemigen hasznal-
hatok, igy jobbara meg kell elégedni egyszertibb heurisztikdkkal, melyek sokszor a fizikabol
kolesénzott intuiciobol erednek, lasd, tobbek kézott, Barabasi Albert Laszlo, Bollobas Béla

és Mark Newman cikkei.

A fejezetet elsGsorban Bartalos Istvan és Pluhar Andras dsszefoglalo cikke [13] és az ott

hivatkozott szakirodalom alapjan épitjiik fel.

lyen példaul emberek ismeretségi kapcsolatok héléja, cégek kozti banki atutalasok halézat, tomegkoz-

lekedési halozat, stb.
2Altalaban cn vagy cnlogn, ha n a csicsok szama.
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10.1. Vizualizacio

Mig Eulernek a Konigsbergi hidak és az altaluk Osszekdtott szarazfoldek ,absztrakt leraj-
zolasa” (és ezaltal a graf fogalmanak megalkotésa) a , hidprobléma” megoldasdhoz kellett,
kés6bb a grdafok lerajzoldsa, méas szoval vizualizdcidja, szdmos grafelméleti kérdést vetett fel.
Korabban lattuk, hogy a grafok sikba valé lerajzolhatésédga nehéz grafelméleti problémakhoz
vezetett. A metszési szdm probléméaval, vagyis, hogy egy graf minimalisan hany él dtmet-
szésével rajzolhato le a sikra, tobbek kozt olyan kiemelked§ matematikusok is foglalkoztak,
mint Turan, Szemerédi, Trotter, Chvétal, vagy Beck, tovabbé szamos fontos alkalmazasa is
ismert.

A modern gréafvizualizacios eljarasok célja a grafok olyan hatékony lerajzolasanak és a
rajzolas algoritmusanak megadésa, amely a szemlél§ szamara bizonyos értelemben a leginfor-
mativabb a lehetséges lerajzolasok koziil. Természetesen a végtelen sok lehetséges lerajzolast
nem lehet Gsszehasonlitani, de konkrét alkalmazasok esetén jo heurisztikak, és ezzel egyiitt
rajzolasi algoritmusok sziilettek grafok vizualizacidjara. Mara a grafok vizualis megjelenité-
se 6nallo teriiletté fejlédott. Itt nem is célunk teljes attekintést adni, ehelyett csak néhany

technikat emlitiink meg.

10.1.1. Er6hatas alapu elrendezés

Az eljaras (melyet a szakirodalomban force-directed layout-nak neveznek) a csticsok kezdeti,
altalaban véletlenszert elhelyezése utan folytonosan kezdi el modositani a pontok helyzetét
valamilyen fizikai torvényszertiség szerinti analogia alapjan. Ilyen lehet példaul a tomegvon-
zé&s, mely szerint a kozeli” (pl. szomszédos) pontok nagyobb erével hatnak egymasra, ezért
kozelebb kell, hogy keriiljenek egyméashoz a lerajzolasban, mintha ,tavol” lennének. A pont
Ltomegének” pl. a fokszdma, vagy a ponthoz rendelt més, tin. kézpontisagi mérték felel meg.

Mas megkozelitésben a pontok kozé rugokat képzeliink el melyek az é1 a megnytlassal
(6sszenyomodasaval) aranyos erdt fejtenek ki (Hooke-torvény). Emellett a pontok kézott
taszito erck hatnak, példaul a Coulomb-térvény alapjan, ekkor a pontok ,elektromos toltott-
sége” és a koztiik 1év6 er6hatasok alapjan végzett szimulacio ,allitja be” a pontok egyensilyi
helyzetét. Egy masik megkdzelitésben

Tisztan grafelméleti megkozelitésben egy (i,j) pontpar d;; ,idealis” tavolsaga a lerajzo-
lasban aranyos a két pont grafon vett tavolsagaval. A lerajzolas megadasa ekkor egy opti-

malizalasi probléma, mely a pontok kozti (lerajzolasbeli) Euklideszi és az ,jidealis” tavolsag
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kiilénbségét minimalizélja.

A moédszertan legfébb elényei az egyszertiség, konnytd implementalhatosag és az intuitiv
megkozelités. Ugyanakkor a nagy futési id6 (jellemz8en a pontok szaméaban kobos), illetve
nagy pontszam esetén a kapott lerajzolas tilzott fiiggése a kezdeti véletlen lerajzolastol
negativumiként emlitend6k. Két konkrét algoritmust emlitve a Fruchterman-Reingold, illetve

a Kamanda-Kawai algoritmusok kiprobalasat az olvasora bizzuk.?

10.1.2. Spektralis elrendezés

Ez a modszer a graf sajatvektor komponenseit, mint koordinatdkat hasznalja a graf lerajzo-
lasdhoz. Az alapétlet az, hogy a graf Laplace méatrixanak két legnagyobb (vagy legkisebb)
sajatértéket kiszamolva a hozzdjuk tartozd sajatvektorokat hasznaljuk a pontok sikon vald
elhelyezéséhez. Ha a térben szeretnénk abrazolni, akkor harom sajatérték-sajatvektor parra
lenne sziikség. Az elhelyezés a kovetkezdképp miikodik: az i pont (i = 1,2,...,n), (melyhez
a Laplace matrix i-edik sora és oszlopa tartozik) els§ (z-) koordinataja legyen legyen az elsé
sajatértékhez tartozo sajatvektor i-edik eleme, mig a masodik (y-) koordinataja a mésodik
sajatértékhez tartozo sajatvektor i-edik eleme. F§ el6nyei a mddszerek a gyors kiszamitha-
tosag, egzaktsag és egyenletes pontsiirtiség, ugyanakkor bizonyos tulajdonsagokat (pl. a graf

kozosségszerkezete, 1d. késébb) nem szemléltet hatékonyan.

10.1.3. Réteges elrendezés

Gyakran Sugiyama lerajzoldsnak nevezik, melyet elsGsorban iranyitott kérmentes, vagy kozel
kormentes grafok lerajzolasara terveztek. A modszer szerint a graf csucsai fiigglegesen
elhelyezkedd rétegekbe lesznek rendezve gy, hogy a legtobb él fentrdl lefelé van iranyitva
a lerajzolasban (ezt pl. a Coffman-Graham algoritmussal érhetjiikk el). Ezutan az egyes
rétegeken beliil a pontokat tgy helyezi el, hogy a rétegek kozti élek metszéseinek szdma

minimalis legyen.

3Ezek elérhetSek tobbek kozt az iGraph fiiggvénykdnytarban, tovabbi a Gephi és Cytoscape ingyenes

szoftverekben.
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10.2. Kisvilag grafok

Informalisan kisvildg grdfnak nevezziik az olyan grafokat, melyben a pontok fokszama &l-
talaban kicsi, ugyanakkor a legtobb pont csupan néhény lépésbél elérheté barmely masik
pontbol. Egy kisvilag graf esetén jellemz§, hogy a pontok kozti atlagos tavolsag kicsi, és
ugyan léteznek nagy szomszédsiggal rendelkezd pontok , a legtobb pont fokszama kicsi.
Ezen feliil fontos karakterisztikdja, hogy ha (u,v) és (v, w) létezd élek, akkor az (u,w) él
meglétének a valoszintisége nagyobb, mint egy véletlen grafban.* Watts and Strogatz nevé-
hez fliz6dik az elsé algoritmus, ami egy n ponti grafbol, melyben minden pont foka azonos,
szarmaztat kisvilag tulajdonsagu gréafot az élek bizonyos valosziniiséggel torténd mashova

,drotozasaval”.

Sokféle modon lehet véletlen grafokat generalni, melyek megragadjak a kisvilag grafok
egy-egy lényeges tulajdonsagat. Ezek koziil a Preferential Attachment (PA) és a Vertex Copy
(VC) modelleket emlitjiik meg. Megjegyezziik, hogy masfajta megkozelitések is vannak, pl.

ami a véletlen metszetgraf modellt vizsgalja.’®

Mindkét modell rekurzivan definialt; egy mar meglévé részgrathoz vesz hozza egy 14j x
pontot, de az x szomszédsagat masképp generaljak. A PA modellben az x pont k 0j élet hoz,
ezeket egymastol fiiggetleniil random kotjiik a régi pontokhoz; egy y-hoz a d(y) fokszammal
aranyos valoszindséggel. A VC modellben egy régi s pontot valasztunk egyenletes eloszlassal,

és az j x ponttal az N(s) pontjait p valosziniiséggel, egymastol fiiggetleniil Gsszekotjiik.

A tapasztalatok vegyesek és tébbet mondanak a modellekrél, mint a valds halézatokrol,
szemben példaul a CPM vagy N1+ algoritmusok, melyek esetén az jo alkalmazhatosag a {6

motivacio.

10.1. Feladat. Implementdljuk a PA és a VC modelleket. Az input legyen eqy G kezdeti

grdf és az elérendd pontszdm n. Abrdzoljuk is a kapott grdafokat.

4Pl. egy Erdds-Rényi véletlen grdf esetén minden &l 0<p<1 valészintiséggel létezik, ugyanakkor szocialis
hélozatokban megfigyelhets az ,jismerGsom ismerdsét nagy valoszintiséggel én is ismerem” paradigma; ugyan-

akkor technolégiai halézatok esetén, mint pl. egy energia-ellaté halézat nem jellemz6 a haromszog-képzsdés.
> A metszetgrafokra a CPM hajlamos til nagy kozosségeket adni. A lehetséges javitas erre maximalni a

kozosségek atmérdjét az N T T-hoz hasonléan.
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10.3. Grafok klaszterezése

A grafok egy hatékony vizualizacioja utan szamos tovabbi vizsgalat egyik alapvets feltétele
a graf pontjainak klasszifikdcidja, csoportokba rendezése. Ez torténhet osztélyozassal, azaz
V(G)-t felbontjuk {C;}™, halmazok, an. klaszterek diszjunkt unidjara. A masik megkozeli-
tésben nem kivanjuk meg sem a csoportjaink diszjunktsagat, sem azt, hogy egyiitt kiadjak
V(G)-t. Ezeket az entitasokat szokas kozosségeknek hivni; mi itt kdzdsség alatt mindig eze-
ket értjiik, mig az osztalyozas elemeit klasztereknek hivjuk. Rengeteg eréfeszités tortént
a klaszterek elgallitasara, vizsgalatara, illetve alkalmazasara. Annyit megjegyeznénk, hogy
a klaszterek elgallitasara mind tn. top down (feliilrgl lefelé) és bottom up (alulrdl felfele)
épitkezd algoritmusokat javasoltak. Ezzel szemben a kozosségek keresésére szolgald algorit-
musok jobbara az alulrdl épitkezést hasznaljak, azaz kisebb kozosségek novelésével probalnak
megfelel§ eredményhez jutni.

A Kklaszterezés (és igy a kozosségkeresés is) elméletileg megalapozhatatlan Jon Klein-
berg eredménye szerint, ezért a sokszor kovetett pragmatikus megoldds marad: vesziink
egy ésszertinek tiing algoritmust, az eredményét definialjuk klasztereknek /kozosségeknek és
megnézziik hasznilhatosagat.

Itt néhéany tipikus kozosségkeress algoritmust mutatunk be, melyek hasonlé elven ala-
pulnak. Az egyik elss, ténylegesen hasznélt algoritmus az N*t+. A k-klikk perkolacios
algoritmus, a CPM, az els§ széles kérben ismert modszer, melyet Palla és tarsai szintén valds
feladatokra alkalmaztak. Az élek klaszterezése a harmadik - f6ként elméleti érdekességii. Ne-

gyedikként az tin. cimke terjesztés® modszert mutatunk be. Egy dsszefoglalo cikk a témaban
pl. [2].

10.3.1. Az N*' algoritmus

Ez egy generikus algoritmus egy tetszéleges f : 2V x V(G) — R és ¢ : N — R fiiggvénnyel,
ahol f(A,z) jelenti az A kozOsség és az z csics kapcsolatanak erdsségét. Csatoljuk z-et
A-hoz, ha f(A,z) > c(|A|). Az algoritmus elsé fazisa lentrdl felfelé¢ épitkezve megadja a

kozosségek K halmazanak elsé kozelitését.

1. Adott G, k, ¢, ahol k a maximalis kozosségmeéret, tovabba kezdetben legyen K := V(G)

6 Az irodalomban label propagation néven talalhaté meg.
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2. Minden A € K és x € V(G) esetén ha f(A,x) > ¢(|A]) akkor tegyiik AU {x}-t K-ba
(ha még |A] < k)

3. Toroljilk az Gsszes olyan A € K-t, amelyre A C B € K és A # B.

Ezutan a mésodik fazisban Osszeolvasztjuk a majdnem azonos méret kdzosségeket. Legyen
C olyan graf, amelyben V(C) = K és (A, B) € E(C), ha ANB ,elég nagy”. Cseréljiik ilyenkor
K-t (K\ {A,B}) U{AU B}-ra. Ezutan a C elemei legyenek a kozosségek. A tapasztalat
az alabbi értékeket javasolja. Jelentse a nagy a 60%-at a kisebb halmaz elemszamanak.
Az f(A,x) értéke az = és A kozotti egy és kettd hosszisagi utak szaméatol fiigg. Tehat
hogy megkapjuk az z-et tartalmaz6 kozosségeket, elegendd keresni a N1 (x) := N(N(z))

halmazban, azaz legfeljebb a méasod szomszédok kozott.”

10.3.2. k-klikkek perkolacidja

Réviden CPM modszer. Itt k£ € N adott, mint az algoritmus paramétere. Miutan megta-
laltuk az Gsszes k-klikket G-ben, tekintjiik azt a Q. grafot, melynek cstcsai ezen klikkek és
(A, B) € E(Qy) pontosan akkor, ha |[ANB| = k—1. A kiézosségek Q. 6sszefiiggé komponensei

klikkjeinek egyesitései lesznek.

10.3.3. Elek klaszterezése

Klaszterezziik valamilyen modon az élek halmazat. Az egyes klaszterek éleinek végpontjai

lesznek a kdzosségek.

Ezek a modszerek kiilonboznek a talalt kozosségek tipusaiban és a szamitasi koltségeikben
is. Jollehet az élek klaszterezését konny( végrehajtani, haszndlata mégis jelentGs hatranyok-
kal jar. (pl. a kapott kozosségek atfedése legfeljebb egy csticspont mélységii.) Természetesen
az implementaciok mindsége lényeges szempont. Kisvilag grafokon az Nt és a CPM is
majdnem linearis idében fut, ami természetes kdvetelmény, ha valodi feladatokkal foglalko-

zunk.®

"Néhany hasonlé moédszert sorol Fortunato dsszefoglalé cikke.
8Ez csticsok millisit jelenti.
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10.3.4. Altalanos szemlélet

Vegyiik észre, hogy a harom felsorolt algoritmus csalad végrehajtasa két 1épésbdl all. ElGszor
egy F = (V,H) hipergrafot? hataroznak meg, ahol V = V(G) és H C 2¥. A H elemei
lesznek a kozosségek épitdkover. A masodik lépésben H-t alkalmas d tavolségfiiggvénnyel
ellatva M = (H,d) metrikus teret készitiink. Ezutan valamilyen klaszterezs algoritmussal
M klasztereinek egy C halmazat kapjuk. Végiil a keletkezett klasztereket V' részhalmazaival
azonositjuk gy, hogy egy C; € C-re K; := Upcc, H, ahol K; kozosség megfelel C; klaszternek.

A fenti algoritmusoknal H elemei (az épit6kovek) rendre kis stirtiségi részgrafok, k-klikkek
illetve élhalmazok. A koztiik levs kapcsolatot leird D grafban pontosan akkor van él, ha a
kapcsolat szoros. Az elsG esetben (K, K;) € D, ha |K; N K| elég nagy, a masodikban, ha

|K; N K;| =k — 1, mig a harmadik esetben ez paraméter.

Megjegyzés. A fenti altalanos szemlélet paradigmajiaba bele nem ill6 megoldasok is le-
hetségesek. -ben a nagy rangt pontok koziil valaszt egy fiiggetlen halmazt; ezek lesznek a
kozosségek kozepei, majd p sugari gomboket képez koriilottiik. Tévolsag fiiggvénynek a G
természetes metrikajat hasznalja, amely a p paraméter értékétsl fiiggGen atfedésekhez ve-
zet(het). Egy mésik megkozelitésben -ben el6szor egy kifinomult hatas fiiggvényt szamolnak
ki, amely a pontok ,kdézpontisaganak” mértéke. Ennek alapjan nivofeliiletet képeznek, és a

feliilet kiemelkedéseit azonositjak mint kozosségeket.

10.3.5. Cimke terjesztés

Rahhavan, Albert és Kumara egy tn. cimke terjesztési eljarast adtak meg kozosségkeresés-
re. Csak az alapotletet vazoljuk. Legyenek egy x cstcs szomszédai xq, xs,. .., g, melyek
cimkéje az a kozosség, ahova tartoznak. Az x cstcs abba a kozosségbe fog tartozni (vagyis
azt a cimkét kapja, amelyik kézosséghbe a legtébb szomszédja tartozik. Kezdetben minden
csucsnak kiillonbozs cimkéje van. A cimke terjesztési folyamat lehetséges implementacioit itt

nem targyaljuk.

10.2. Feladat. Adjunk eqy implementdciot a cimke terjesztésre. Kezeljiik le azt az esetet is,

amikor eqy csucs cimkéje nem egyértelmi a szomszédok cimkér alapjdn.

9Gakran hasznélt neve: halmazrendszer.
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10.3.6. Az algoritmusok kiértékelése

Mivel a kozosségek (vagy klaszterek) definicioi tobbé-kevésbé tetszdlegesek , hasznossaguk
mérésére is sokféle elgondolés sziiletett. Jollehet ez alapvetd kérdés, a kutatok nézdépontjai
természetesen eltérGek. Az alabbiakban vazoljuk, hogyan lehet egy-egy kozosség fogalom
hasznilhatosdgat megéllapitani. Egy direkt moddszer kozvetleniil hasonlitja 0ssze az ad6do
kozosségeket és a grafrol meglevs egyéb informacionkat, mig az indirekt modszerek egy modell
valtozojaként kezelik a kozosségi informéciot, és az elérejelzés pontositasanak a mértékén
mérik ennek a hasznossagat.

El6szor futtatni kell az algoritmusokat, meg kell kapni az eredményeket és esetleg mate-
matikai kovetkeztetéseket levonni bizonyos graf osztalyokrdl. Nagyon fontos az algoritmusok
sebessége. Valodi sebességiiket nem konnyt 6sszehasonlitani, mivel ez erGsen fligg az imple-
mentaciojuktol és a tesztgrafoktol (gyakorlati graf avagy elméleti konstrukeio).

Mindharom algoritmus gyors és altalaban is az &ltalanos paradigma szerinti algoritmus-
csalad tagjai hatalmas méretd problémak megoldasara képesek.!?

A klikk-perkolacios modszer figyelemre mélté mind elméleti, mind gyakorlati szemszogbdl
nézve . Mindazonaltal a CPM néha til nagy kozosségeket ad és a paraméterezése is rejtélyes,
hiszen nem vilagos hogyan dontjiik el, milyen értéke legyen k-nak.

Az NTT algoritmus meglehetésen heurisztikus, elméleti vizsgalata nem kivitelezhets. F§
elénye a sebesség, a kdzosségek kis atmérGje és a megbizhatosag.

Az él-klaszterezé modszereket még kevéssé vizsgaltak. Nyilvanvalo hatranyuk, hogy az
altaluk kapott kozosségeknek legfeljebb egy kozos elemiik lehet. Valodi grafoknal ez til
szoros feltétel.

A cimke terjesztési algoritmus élszamban kozel linearis futasi idejd, ami lehetévé teszi

nagy (tobb millio csucsu) grafok vizsgalatat.

10.3.7. Modularitas

A Newman-modularitds a G graf és komponenseinek alabbi fliggvénye:

| ik,
Q=5 > [Az‘j - 2m] 8(ci, ¢j),

ij

10A futasi idskrsl és a megoldasok josagarol, részletesen 14sd Griechisch és Pluhar (2010).
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ahol m = |E(G)|, A;; a G adjacencia matrixa, k; az i-edik cstcs fokszama, ¢; a komponen-
se és 6(c;, ¢;) a Kronecker szimbélum. A klaszterez6 algoritmusok alapulhatnak valamilyen
matematikai vagy fizikai heurisztikdn'', vagy megprobaljadk maximalizalni a modularitasi
fliggvényt az 6sszes komponensek halmazan valamilyen moho algoritmussal.

A modularitasra adott formula altalanosithato kozosségekre'?, ha s;;-t frunk 6(c;, ¢))
helyett, ahol s;; valamilyen i és j kozotti hasonlosagi mérték. (Jelen esetben u; az i-edik
pont valoszintiségi eloszlasa a kozosségek f6l6tt és s;; = (u;, uj), de lehetne barmely |lu; — u;|
norma is.)

Masrészt a kozosségek kdzvetlendl is megkaphatok a modularitasi fiiggvény értékének
maximalizélasaval is. Mivel egy kvadratikus célfiiggvény maximalizalasat kell elvégezni, ez
a megkozelités csak kis grafok esetén lehetséges, bar igy is hasznos benchmark-okat ad. Egy
masik 4t a optimum heurisztikdkkal valé megkozelitése, csakiigy, mint a klaszterezés esetén.
Egy masik tanulsag, hogy a klaszterek és a kozosségek szerkezete nem mérhets ugyanazzal

a mértékkel, ezért tovabbi silyozast kell hasznalni.
10.3. Feladat. Probdljunk ki kilonbozd klaszterezd algoritmusokat kilonbozd grafokon.

10.4. Feladat. Adjunk meqg heurisztikdkat a Newman-féle modularitds fligguény mazimalizd-
lasdn alapulo klaszterezésre. Implementaljuk és hasonlilsuk dssze az eredményeket kilonbozd

inputgrafok esetén.

10.4. Informacio terjedés grafokon

Az fertdzési (vagy infekcids) modellek a valodi grafok alkalmazasanak kozéppontjaban allnak,

de alkalmasat konstrualni nehéz. F§ szempontjai:
(i) melyik modellt valasszuk,
(ii) mik a lényeges valtozok,
(iii) hogyan hatarozzuk meg a modell paraméterek értékét.

Itt két fert6zési modellt ismertetiink. A témaban a Osszefoglaldé munkakat és az ottani

hivatkozasokat ajanljuk.

UMint pl. edge-betweenness (EB), eigenvectors (EV), label propagation (LP), spin glass (SG), walk trap
(WT)
121d. pl. Népusz és tsai (2007).
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10.4.1. Fiiggetlen Kaszkadd modell (IC)

Adott egy G élsilyozott graf, ahol a (v, w) élhez a p,,, valoszintiséget tarsitjuk. Az infekcio
az alabbi modon torténik.

Az elsd lépésben a fert6zott csicsok F; halmazat tekintjiik aktivnak, azaz F; = A;.
Altaldnosan a w € V(G) \ Fj_; cstics p = []

edik 1épésben, és ekkor w € F;. A frissen fert6zott pontok a rakévetkezd lépésben fertGzhetnek
t.13

ved, , Do valoszintiséggel fert6z6dik meg az i-
csupén, azaz A; = F; \ F;_1. Ha valamely i-re F; = F;_;, akkor leéll a folyama
Megjegyezziik a pontok fertézési valoszintiségének kiszamitdsa nehéz probléma, jobbara

szimulaciokon alapul.

10.5. Feladat. Implementdljuk az IC modell magjdt. Az input eqy G grdf, minden (v, w) €l
Dow fertozési valoszinisége és a kezdetben aktiv pontok halmaza. Az output a folyamat végén

fertdzott pontok halmaza.

10.4.2. Linearis Kiisz6b modell (LT)

A modellben G graf (v, w) élének silya b,,, € [0, 1], tovabb minden v ponthoz tartozik egy
0, € [0, 1] fertézési kiiszobérték. A kezdeti aktiv pontok halmaza A;, a fertGzés determinisz-
tikusan torténik. Az i-edik lépésben az i — 1 méar fert6zott pontok tovabbra is fertézhetnek,
tovabbé egy nem fert6zott pont v megfertézédik, ha > by, > 6,, ahol az Gsszegzés az olyan
(w,v) éleken torténik, ahol w pont mar fert6zott (azaz fertGzhet).

A 6 kiisz6b megadasa az egyes pontokhoz tobbféleképpen lehetséges. Alkalmazastol fiig-
géen lehet egy elére adott érték (pl. minden ponthoz 1/2), lehet véletlen valamilyen eloszlas-
sal, vagy az input része a fert6zés maximalizalasi problémahoz. Az utobbi esetben feladat az,
hogy hatarozzuk meg azt a kezdetben fert6z6 k pontot (k fix paraméter), amely pontokbol
inditva a fert6zési folyamatot a lehetd legtobb pont fertézddik meg.

A modell természetes modon altaldnosithaté. Egy v pont fert6zottsége egy tetszéleges
monoton f, fiiggvénye v aktiv szomszédainak. Legyen f, € [0,1] és f,(0) = 0. Ha 6, € [0, 1]
a v ponthoz tartozo fertézési kiiszobérték, akkor v a t-edik 1épésben fert6zotté valik pontosan

akkor, ha f,(S) > 0, ahol S a v cstcs t — 1-ben aktiv szomszédainak halmaza.

13A fiiggetlen kaszkddrdl, vagy a megalkotoi alapjan Domingos-Richardson modellrsl 14sd bévebben Dom-
ingos, vagy Kempe, Kleinberg és Tardos cikkeit. Megjegyezziik, hogy a modell egy ekvivalens valtozatat

vizsgalta korabban Granovetter.
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Az f, fiiggvény aktivdcios fligguénynek nevezziik. Figyeljiik meg, hogy az LT modell
esetén f,(S) = min(1, Y byw).

10.6. Feladat. Implementdljuk az LT modell magjdt. Az input eqy G élsilyozott graf, min-
den v csicshoz eqy 0, € [0, 1] szdm és a kezdetben aktiv pontok halmaza. Az output a folyamat

végén fertdzott pontok halmaza.

10.4.3. A két modell ekvivalenciija

Talén kissé meglepd, hogy az IC és LT modellek ekvivalensek és explicit médon adhatoé meg
a koztiik 16v6 Osszefiiggés. Legyen p,(u, S) annak a valoszintisége, hogy u megfertszi egy v
szomszédjat feltéve, hogy ismerjiik u ¢ S C N(v)-t, amely pontok mar probaltak fertézni
v-t, (sikerteleniil). Vegyiik észre, hogy az IC modell esetén p,(u,.S) = py.,, S-t6l fiiggetleniil.
Legyen

T

£(8) =1 = [0 = pulue, S0,

i=1
ahol S = {uy,...u.} és S; = {uy,...,u;—1}. Ha feltessziik, hogy v megfertézddése fiig-
getlen a szomszédok fertGzési kisérleteinek sorrendjétsl, akkor f,(S) fiiggvény jol-definialt.

Megforditva, ha adott f, aktivacios fiiggvény, akkor legyen

fo(SU{u}) = fo(5)
1- fv(S)

10.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy p,(u,S) és f,(S) olyanok, hogy kielégitik (*)-ot. Ekkor

barmely T C 'V csiucshalmaz és t iddpillanat esetén annak a valdszinisége, hogy t — ben a T

po(u, S) =

().

halmaz aktiv (fertézott és fertézd) egyenld a p,(u, S) fertézési valdsziniségekkel definidlt IC,

és az f,(S) aktivacios figguénnyel megadott LT modellben.

10.7. Feladat. Bizonyitsuk be 10.1 lemmadt.

10.5. Grafok R’beli reprezentacioi

Végezetiil egy tjabb, dimenzid-redukcios eljardst mutatunk be grafok elemzésére Schreiner-
man és Tucker 2009-es cikke alapjan. A modszer ismerds lehet a maximalis vagas probléma

esetén targyalt R"-beli reprezentacios eljarashoz.
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Legyen G egy stlyozott graf. Szeretnénk a csicsokat vektorokkal reprezentélni gy, hogy
a vektorok skaldrszorzata jol kozeliti a megfelels élek sulyat. Legyen xq, o, ..., 7, € R? és
tegyiik fel, hogy z; - x; € [0,1] ha i # j. Legyen X az az n x d matrix, melynek oszlopai z;
vektorok (i = 1,2...,n). Felhasznalva ezeket a vektorokat, generalhatunk egy G = (V, E)
n pontd véletlen grafot, ahol (¢, ) élt x; - x; valoszintséggel huzunk be. Ha G, az Gsszes
egyszerd graf n ponton és X adott, akkor annak a valészinisége, hogy a G € G, grafot
generaltuk

Px(G) = ( H xzxj) X ( H (1—xi~xj)>.
1<j,(i,j)€E 1<J,(1,5)¢E

Altalanos megkozelitésben x; vektorokat valaszthatjuk egyenletesen random egy R? feletti
eloszlasbol. Ekkor megmutathatd, hogy tébb, szocialis halozatok esetén jellemzé tulajdon-
sadg (mint pl. a kicsi 4&tmérs, hatvanytorvényes fokszam-eloszlas és klaszterezettség) nagy

valoszintiéggel megkaphato ezen véletlen skalarszorzat grafok segitségével.

Ahelyett, hogy véletlen skalarszorzat grafokat generdlunk azt vizsgaljuk, hogy adott graf
esetén mi az az X amely a ,legjobban” modellezi a grafot. Egy lehetséges megkozelités a
mazimum likelihood modszer, azaz keressiik argmax  Px (G)-t. Ez sajnos nagy grafok esetén

nem hatékony. Ehelyett vegyiik a G graf A szomszédsagi matrixat és legyen

fa(X) = (i w;—ay)
i#]
A feladat azon X megtalalasa, mely esetén f4 miniméalis. A feladat megoldasara kiilonb6z§

optimalizalasi médszereket hasznalhatunk.

10.5.1. Geometriai elemzési modszerek

Miutan megvan a G graf Rebeli vektorokkal valé reprezentacidja lehetdség adodik a graf
ezen vektorrendszer segitségével valo elemzésére. A klasszikus k-kozép klaszterezés egy kiter-
jesztését kaphatjuk.

A klasszikus modszer szerint adott n pont, pi,ps,...,p,, a sikon, vagy magasabb di-
menzioban, melyeket k osztalyba szeretnék sorolni a kdvetkezdképp. Legyen a k osztaly
kozéppontja kezdetben tetszéleges. Ezutdn minden pontot hozzarendeliink a hozza legktze-

lebb all6 kézépponthoz, ezek az indul6 klaszterek. Ezutan frissitjiik a klaszter kdzéppontokat
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ugy, hogy a klaszter pontjainak geometriai kézéppontja legyen a kdzéppont. Az elarast addig
folytatjuk amig egy adott 1épésben egyetlen pont sem valt klasztert.

Egy graf esetén legyen a reprezentéld vektorok xzq, xs, ..., x4.

1. Tegyiik a vektorokat tetszé6legesen k osztalyba, legyenek ezek Py, Ps ..., Py.

2. Minden P; osztdlyra legyen a; := »_ _p =, majd legyen a; := a;/||a|| egységhosszira

skalazva.

3. Minden z; vektort tegyiik abba az P; osztalyba, ahol a; - z; (azaz a bezart szog)

minimalis (7 =1,2,... k).

3. Ha egy adott 1épésben egyetlen vektor sem keriil 4ij osztalyba vége, kiilonben folytassuk

a 2. ponttal.

Az eljaras végén az egy osztalyba tartozd vektorok altal reprezentalt pontok lesznek egy

klaszteren, azaz egy tjabb graf klaszterez6 eljarast kaptunk.

10.8. Feladat. Gondolkozzunk a vektorreprezentdcio tovdbbi lehetséges grdfelemzési alkal-

mazdasain.
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