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11. gyakorlat

Branch-and-Bound
a korlatozas és szétvalasztas modszere

1. Az egészértéketii programozas

1.1. Bevezeto

Bizonyos feladatok modellezése kapcsan el6fordulhat olyan eset, hogy a megoldds sordn ki kell kos-
siik bizonyos valtozokra, hogy 6k egészek. Ha az elss el6adas els6 példajat nézziik ( 21.dia - egy cég
gyart fabdl jatékvonatokat és katondkat) akkor természetesnek vessziik, hogy az optimadlis stratégi-
ankban egész szamu vonat és katona gyartasat szeretnénk eléirni (nem valészind hogy fél katonat el
tudunk adni, s6t az sem vildgos, hogy a katona fejét hagyjuk-e el vagy a karjat). A szimplex algorit-
musban azonban semmilyen garancidnk nincs arra, hogy a végeredményiink egész lesz! Ez minden
kordbbi esetben csak a megfeleld feladatkiirdsnak volt koszonhetd.

Gondolhatnénk, hogy akar konnyebb is megoldani az ilyen feladatokat, hiszen korlatozzuk a lehetsé-
ges megoldasokat, ,,csak™ az egészek korében kell 6ket megoldanunk. A szomoru valésag az, hogy
ezen aprOcska kitétel joval nehezebb feladatokhoz vezet. . .

1.2. Definicio

o Egészértékii programozasi feladat - Integer Linear Programming (ILP):
Ha az LP-ben a valtozok (vagy csak egy résziik) csak nemnegativ egész értékeket vehetnek fel.
(Azon véltozokat, melyek csak 0 vagy 1 értéket vehetnek fel, bindris valtozéknak nevezziik.)

o Relaxalt feladat/LP-lazitas: Egy egészértékli programozasi feladat relaxacidjat ugy kapjuk,
hogy a valtozokra tett minden egészértékiiségi vagy 0-1 (bindris) megkotést eltorliink.

1. Megjegyzés. Az ILP feladatok dltaldaban nem oldhatok meg a relaxdlt LP-feladat optimdlis megol-
ddsdnak kerekitésével, mert az esetenként nem lehetséges, vagy nem optimdlis megolddst eredményez!

2. Megjegyzés. A relaxdlt feladat optimuma sosem rosszabb, mint az egész értékii feldat optimuma.

Ezt a megjegyzést fontos nagyon alaposan dtgondolnunk, mert a mai stratégia alapjat képzi. Te-

hat adott célfiiggvény esetében a relaxalt feladatat optimuma sosem rosszabb (maximalizalds esetén
sosem kisebb, minimalizélds esetén sosem nagyobb), mint az egészértéki feladat optimuma. Ez nyil-
vanvalo, hiszen a relaxalt feladat lehetséges megolddsainak halmaza teljes egészében tartalmazza az
eredeti feladat (ILP) lehetséges megolddsainak halmazét (s6t annél bdvebb).
Az alabbi dbran szemléltetjiik ezen tulajdonsdgot. Az dbran maximalizalunk (egy nyilvanvaléan nem
linedris fiiggvényt, de ez a meggondoldson nem véltoztat). Pirossal az egész helyeket jeloltiik, mig
kékkel a relaxalt feladat lehetséges megolddsait. Az abrardl nyilvdnvald, hogy a relaxdlt feladat opti-
muma nagyobb mint az egészértéki feladaté.
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3. Megjegyzés. Ha a relaxdlt feladat megolddsa egész, akkor megkaptuk az eredeti feladat optimdlis
megolddsdt.

2. Branch and bound - B&B

Az egyik ILP-ket megold6 stratégia a korldtozds és szétvdlasztds mddszere, kozismertebb nevén
Branch and Bound (B&B). A B&B az,,0szd meg, és uralkodj!” stratégiat alkalmazza a ILP felada-
tok megoldaséra.

Az egészértékl problémat tobb kisebbre fogjuk folbontani - ez a ,, branch” rész, amikor szétdgaz-
tatjuk/szétvalasztjuk a feladatot.

Az ,uralkodds” szakasza a feladatnak egy becslésbol adddik, amikor is kozelitjiik, hogy milyen
j6 eredményt kaphatunk minden kisebb részproblémdra. Esetiinkben a becslést a relaxdlt feladat
megolddsa fogja adni. Az el6z6 megjegyezésekbdl az is kideriil, hogy a relaxdlt optimum f{oliilrdl
korldtozza (,,bound”) az egészértékli optimumot (maximalizdlds esetén)
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Algortimus Branch-and-Bound

1. Oldjuk meg az eredeti feladat relaxaciéjat (dobjuk el az egészértékiiségi feltételeket). Ha a meg-
oldas egész, akkor készen vagyunk, a kapott megoldas az ILP optimdlis megoldésa is egyben.
Ha a megoldas nem egész:

2. Bontsuk részproblémadkra a feladatot (szétvalasztds - branch). Kezdetben egyik részprobléma
sem lezart.

3. Vdlasszunk ki egy nem lezdrt részproblémdt és oldjuk meg a hozza tartozé relaxalt feladatot
(LP). Ekkor az esetek:

e A relaxdlt LP-nek nincs lehetséges megolddsa — zdrjuk le a részproblémdt (dgat) és 3-as
lépés

o A relaxalt LP-nek egy egész szam az optimdlis megolddsa. Hasonlitsuk 0ssze a most
kapott megolddsunkat a eddig ismert legjobb egész megolddssal. Ha a most kapott egész
megoldas jobb, akkor mostantdl ezt vegyiik figyelembe, mint legjobb egész megoldas. —
zdrjuk le az dgat és 3-as lépés

e A relaxalt LP-re kapott optimalis megoldds rosszabb, mint az eddigi legjobb egész meg-
oldas. — zdrjuk le az dgat és 3-as lépés

e A relaxdlt LP egy olyan optimdlis megoldast ad, mely ugyan jobb, mint az eddig tarolt
legjobb egész megoldas, viszont nem egész az értéke. Ekkor ezzel a részproblémaval
— 2-es lépés

Az els6 3 esetben minden sziikséges informdcionk megvan a részproblémarol, azt mondjuk,
hogy a részprobléma teljesen felderitett, ezért zarjuk le azt az agat.

Az algoritmusnak akkor van vége, ha minden részproblémét lezartunk (azaz a 3. 1épésben nem
tudunk nem lezart részproblémét védlasztani). Az optimalis megoldds a tarolt legjobb egész
megoldas.

3. Példa

Vegyiik az aldbbi feladatot:

—10x; + 20x, < 22
Sx1 + 10x, < 49

X1 < 5

Xi Z 0

—x1 + 4x; — max.

xi€Z,i=1,2
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Oldjuk meg a relaxalt feladatot! A relaxdlt feladatban minden véltozatlan, csak az x; egészérté-
kiiségére vonatkozé kikotést toroljiik el (azaz nem vessziik figyelembe a x; € Z feltételt, ahogy egy
ZH-ban egyébként észre se vennénk hogy ott van)

A relaxalt feladat optimalis megoldasat az x* = (3.8,3) pontban talaljuk, z(x*) = 8.2-es fiiggvényér-
tékkel. Hézi feladat ezt leellendrizni. . .

Mivel nem kaptunk egész megoldast ezért az eredeti feladatot részproblémakra kell bontanunk. A
leggyakoribb mddszer az, hogy két részre vagjuk a problémat, mégpedig egy olyan valtozé mentén,
amelynek a relaxalt optimumhelyen az értéke nem volt egész. Jelen esetben vagjuk ketté a lehetséges
megoldasok halmazat aszerint, hogy az x| valtozé értéke legfeljebb 3 vagy legaldbb 4. (a relaxalt
optimumban x] = 3.8).

Fontos megjegyezni, hogy ezzel biztosan nem veszitiink el egész megoldast, hiszen egy egész megol-
dasban az x| értéke nem lehet 3 és 4 kozott (mert egész kell legyen)

Eredeti feladat
2(3.8,3)=8.2
n<3 T =24
RL R
z=7? z=7?
-1
Tehat az aldbbi két részfeladatot definidlhatjuk:
—10x; + 20x, < 22 —10x; + 200, < 22
5)61 + 10)C2 < 49 5x1 + 10X2 < 49
X1 < 5 X1 < 5
xi = 0 Xi > 0
gl = 3 x| > 4
—x; + 4x», — max. —x; + 4x» — max.
Részprobléma 1 Részprobléma 2

Sargaval jeloltiik az uj feltételeket.

Oldjuk meg a masodik részprobléma relaxaltjat! (Miért pont masodikat? Mert csak. Lehetne az
elsét is.)

Ujfent hazi feladat ellenSrizni, hogy az optimalis megoldés az x* = (4,2.9) és z(x*) = 7.6
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Vizsgaljuk egyesével az algoritmus 3. pontjdnak eseteit. Van megoldds, de nem egész, még nem
taldltunk egész megoldast, igy nincs mihez hasonlitani, ezért vissza a 2-es 1épésre és bontsuk szét
ezen feladatot most az x, valtozé mentén!

A B&B faban ez az aldbbi 1épéseket jelenti:

Eredeti feladat

2(3.8,3)=8.2
x1 S 3 xl 2 4
R1 R2
2=? 2(4,2.9)=7.6
/\ >3
R3
z=7? z=?
Es az 4j részproblémak:

—10x; + 20xp, < 22 —10x; + 20x, < 22
Sx1 + 10x, < 49 S5x¢1 + 10xp, < 49
X1 < 5 X1 < 5
xp > 0 xXi = 0
X1 > 4 X1 > 4
5 < 2 %) > 3
—x; + 4x; — max. —x1 + 4x; — max.

Részprobléma 3 Részprobléma 4

A 3. részprobléma megoldésa sordn az x* = (4,2) és z(x*) = 4. Ez az optimumhely egész. gy
mostantdl tudjuk, hogy a legjobb egész megoldas értéke 4. Igy ezt az dgat lezarjuk.
A 4. részproblémanak nincs lehetséges megoldésa igy ezt az 4dgat is lezarjuk.
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1 Eredeti feladat
¢ \ = 238,3) =82

x;=3 x <3 —  x1 24

R2

(4.2) >< z=? 2(4,2.9)=7.6

w
NN
o
i
\
/

P X =2 RS2 523
R3 R4
R3

2(4,2)=4 Nincs mo.

Az algoritmus szerint a 3. 1€pésre kell menni, azaz valasszunk egy nem lezart részproblémat, ilyen
most csak egy van az 1-es. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben az x; < 3 erdsebb feltétel mint a
x1 <5, igy utébbi elhagyhatd.

Az 1. részprobléma optimélis megolddsa: x* = (3,2.6), és z(x*) = 7.4.

Y \
37T @,26)::;;E:£~<:::::
Z7=4

/N

Van megoldds, az nem egész, és értéke nem rosszabb mint a kordbban talalt. (7.4 « 4). Tehdt még van
esély arra, hogy ezen az 4gon taldlunk jobb megoldast mint a 4. Ezért tovabb kell bontani a feladatot
az x, mentén.

Eredeti feladat
2(3.8,3)=8.2

R1 R2
2(3,2.6)=7.4 2(4,2.9)=7.6

szNZ3 XZSZ x223

R5 R6 R3 R4
z2=7 z2="7 z(4,2)=4 Nincs mo.
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—10x; + 20x, < 22
Sxi + 10x, < 49

Xi Z 0

X1 S 3

X2 < 2

—x1 + 4x — max.

Részprobléma 5

A 6. részproblémanak nincs lehetséges megoldasa, igy ezt az dgat lezarjuk.
Az 5. részprobléma optimdlis megoldédsa x* = (1.8,2) és z(x*) = 6.2.

il \ /

) R6 .~ |x-3

5 a s‘z%
/% X, =2
" R5

0 }
'1 0 I1 |2 3 4 R ‘6

Mivel 6.2 £ 4 ezért az 5. részproblémat tovabb kell bontanunk az x| mentén.

4 /
3
sy
/
0 L
o o 3 4 5 6
17T
—10x; + 20x, < 22
Sxi + 10x, < 49
Xi Z 0
X1 < 1
b %) < 2
—x1 + 4x — max.

Részprobléma 7

—10x; + 20xp, < 22
Sxi + 10x, < 49
Xi Z 0
X1 S 3
X2 > 3
—x1 + 4x — max.
Részprobléma 6
Eredeti feladat
2(3.8,3)=8.2
M<3 T n24
R1 R
2(3,2.6)=7.4 2(4,2.9)=7.6
X, < 2/ \\\x2 >3 <2 23
RS R6 R3 R4
2(1.8,2)=6.2 Nincs mo. 2(4,2)=4 Nincs mo.
Eredeti feladat
2(3.8,3)=8.2
<3 o T x 24
RI R
2(3,2.6)=7.4 2(4,29)=7.6
X, < 2/ T x,23 %<2 Nx=3
RS R6 R3 R4
7(1.8,2) = 6.2 Nincs mo. 2(4,2) =4 Nincs mo.
msll T xm>2
R7 Rs
z=? z=7?
—10x; + 200, < 22
Sxi + 10x, < 49
Xi Z 0
X1 S 3
b %) < 2
X1 > 2
—x1 + 4x; — max.

Részprobléma 8

Oldjuk meg a 8-as részproblémét! Az optimdlis megoldds x* = (2,2) és z(x*) = 6. Ez egész, és

jobb mint a kordbbi. Ezzel ezt az dgat lezarhatjuk.
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47T \\ /
3T >< |_— Eredeti feladat
2(3.8,3)=8.2
7=6 / <3 o T x >4
7 — [
/ﬁ R1 R2
// 2(3,2.6)=7.4 2(4,2.9)=7.6
/ <2/ T 1,23 <2 Nxp=3
RS R6 R3 R4
0 2(1.8,2) = 6.2 Nincs mo. 2(4,2)= 4 Nincs mo.
} T
1 0 1 2 3 4 5 6 X < 1‘1 B — % =2
R7 R8
-17 z=? 2(2,2)=6

Vilasszunk egy nem lezart részproblémadt, ilyen megint egyetlen egy van a 7-es. Ezen feladat
optimdlis megolddsa az x* = (1,1.6) és z(x*) = 5.4. Ezen érték kevesebb mint a kordbban taldlt
legjobb egész megoldas (5.4 < 6), igy ezen dgon nem taldlhatunk jobb egész megoldast, ezért ezt az
agat is lezarjuk.

4 \\ /
3T ></ Eredeti feladat
L — 2(3.8,3)=8.2
7=6 / 6n<3 o T x =4
“1z=54] = RL R2
/% (1,16 2(3,2.6)=7.4 2(4,2.9)=7.6
/ X, < 2/ T x, 23 <2 TN =3
RS R6 R3 R4
0 ) 2(1.8,2)=6.2 Nincs mo. 2(4,2)=4 Nincs mo.
1 0 1 2 3 4 3 6 H<1l T 22
1 R7 RS
-1 2(1,16)=54| | 2(2.2)=6

ELFOGYTAK A LEZARATLAN AGAK! — VEGE.
Az optimélis egész megoldés az x* = (2,2) és z(x*) = 6.

4. Osszefoglalas

Ne jjedjiink meg a viszonylag bonyolult leirast6l, a B&B algoritmus logikus, ha észben tartjuk, hogy
a relaxalt feladat optimuma sosem rosszabb mint az ILP optimuma. Vegyiik észre, hogy a B&B egy
fat épit melynek gyokere az eredeti feladat. A fa minden cstcsa egy probléma és egy csics mindig
részproblémdja az Osszes 6sének. Ez azt is jelenti, hogy a faban lefelé haladva egyre szikitjiik a le-
hetséges megolddsok halmazit, igy az optimumunk sem javulhat. Ha egy csicsban 1évo probléméanak
madr a relaxéltja is rosszabb mint egy mar a fiban valahol mésutt taldlt egész megoldés, akkor ezen
csucsot nem kell kifejteni (szétvalasztani), hiszen a leszdrmazottakban biztosan nem fogunk jobb
megoldast taldlni.

Ugyanakkor ha egy csticsban mdr nincs lehetséges megoldas, vagy egész megoldasba értiink, akkor
azt sem kell tovabb vizsgdlni.
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5. Megjegyzések

e Kapcsolat a Bonya/Szdmtud/OnlineAlg(MSc) kurzusokkal: A sima LP feladatok megolddsa
P-beli, mig az egészértékli programozas NP-beli. Ez kb. azt jelenti, hogy az LP feladatok meg-
oldhatok redlis idon beliil, mig az ILP-k nem. A P hivatalosan a polinomidében megoldhat6, az
NP a nemdeterminiszitkusan polinomidoben megoldhat6 problémak osztdlyét jelenti. Egyesek
ugy emlékeznek ra, hogy az LP feladat Piskéta, mig az ILP NemPiskoéta. ..

Tehét az egészértéki linedris programozasi feladatok (ILP) a ,,nehéz” kategéridba tartoznak.

e Az algoritmus 3. pontjdban nem specifikdlt, hogy melyik részproblémdt bontsuk tovabb. Itt
kiilonboz6 heurisztikdk alkalmazhatok pl. mélységi vagy szélességi keresés szerint valasztunk
egy nem lezart csicsot.
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