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5. gyakorlat
Kétfazisu szimplex algoritmus
és specialis esetei

1. Emlékezteto - Standard alak, attérés

Standard alak
e Minden feltétel <-et tartalmaz csak.
o A célfiiggvényiinket maximalizaljuk.

e A b vektor (jobb oldalon 4116 konstansok), minden eleme nemnegativ.

Atalakitasok

e Ha egyenlGség van, akkor két egyenlGtlenséget vesziink fel.
plLxi4+x=3 = x1+x <3éx1+x >3

o > — <:-1-gyel val6 szorzas.
pl. x;1 —3x > 3= —x1+3x <3

o Attérés minimalizaldsrél maximalizédldsra: -1-gyel val6 szorzds, és min. — max.
pl. —2x1 4+ 3xp — min. — 2x; — 3xp — max.

2. Kétfazisa szimplex algoritmus

Vegyiink egy standard alaku feladatot:

Xl - X2 -5
x| + X 6
2x1 + Xx» — max.

<
<

Mir a standard alakban felismerhetd, hogy az eddigi feltételeinknek nem felel meg. De ha a
szotar alakot is felirjuk, akkor megbizonyosodhatunk réla, hogy mar a kiinduldsi szétar alakban nem
lehetséges (nem fizibilis) bazismegoldast kapunk:

X3 = -5 - X1 + X2
X4 = 6 - X1 - X2
zZ(x) = 2x1 + x

Hogy megszabaduljunk a negativ szam(ok)t6l vegyiink fel egy 1ij mesterséges valtozot, xo-t, és
egy Uj célfiiggvényt, melyre megoldjuk. Ha xo-t negativ el6jellel vessziik fel, akkor amint kifejezziik
eltinnek a negativ konstansaink.

X1 - x - x9 < -5
X1 + X2 - x0 < 6
w(x) = - X0
Z(x) = 2x + X




Operdciokutatds 1. gyakorlat Mester Abigél

Most a szétarunkhoz felvessziik a szokdsos mesterséges valtozokat is xo mellé. Majd a legnegati-
vabb jobboldalui egyenletbdl kifejezziik xo-t. Igy garantélt, hogy minden bazisvaltozé értéke nemne-
gativ lesz, vagyis lehetséges bazismegoldast kapunk, melybdl elindithatjuk a szimplex algoritmust.

X1 - X - XxXo + X3 = -5
X1 + x2 - X + x4 = 6
wix) = 0 -  xo

zZx) = 0 + 2x1 + x

Az djonnan kialakitott sz6tarbdl inditjuk a kétfazisu szimplex algoritmust. 1. fazisban a w(x)
célfiiggvényre oldjuk meg. (Azonban érdemes az eredeti célfiiggvényt is végig felirni, és kovetni azon
is a vdltozdsokat, mert késobb vissza fogunk hozzd térni.)

1. fazis
X0 = 5 + X1 - + X3
X4 = 11 - 2.X2 + X3
wx) = -5 - x + x2 - X3

2(%)

Klasszikus generdléelem vilasztast alkalmazva az 1. iteraciéban a w(x)-re:

0 + 2x1 + X2

e A legpozitivabb egyiitthat6ju véltozo a célfiiggvényben x;.

o A legkorldtozobb egyenlet pedig az 1.

x = 5 + X1 + x3 - X0
x4 = 1 - 2x1 - x3 + 2xp
wkx) = 0 - X
Z(x) = 5 + 3x1 + x3 - X

Tétel: A standard alaku feladatnak akkor és csak akkor létezik lehetséges megolddsa, ha w(x) =0
a hozza felirt segédfeladat optimuma.

Mivel teljesiil, hogy w(x) = 0 és xo = 0, igy az eredeti feladatunknak is van lehetséges megoldasa,
a 2. fazisban z(x)-el folytatjuk.

2. fazis
Allitsuk el6 a szotarunkat:

e Ha xg = 0 szerepel a feltételek kozott, akkor elhagyjuk.

e Ha x( bazisviltozo, akkor az egyenletének jobb oldaldn 1év6 nem 0 egyiitthatdju valtozok vala-
melyikét belépdvaltozonak, xo-t kilépdvéltozonak tekintve végrehajtunk egy pivot 1€pést.

e Elhagyjuk xo megmaradt el6fordulésait.

o A célfiiggvényt az eredetire cseréljiik, amit az aktudlis bazisvaltozéknak megfelelden atirunk
(ha az elsé fazis sordn is atirtuk z(x)-et, akkor w(x)-et csak toroljiik).
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X = 5 + X1 + X3
X4 = 1 - - X3
5

Z(X) + 3x1 + X3

Klasszikus generaléelem vdlasztast alkalmazva az 1. iteraciéban a z(x)-re:

e A legpozitivabb egyiitthatdju valtozo a célfiiggvényben x;.

e A legkorlatozobb egyenlet pedig az 2.

X 1 X X
1 = z - z 3 - z 4

Z Y —_ 13 X 3):
( ) 7 - z 3 - § 4

PR fe. 13
Az optimalis megoldas: =

Grafikusan szemléltetve lathatd, hogy a lehetséges megolddsok halmaza nem tartalmazza az ori-
g6t. Azonban a kordbban tanult szimplex algoritmus onnan indult, ezért nem tudta a feladatot megol-
dani. A kétfazisu szimplex kikiiszoboli ezt a problémat, 1. fazisdban "elsétal" a lehetséges megolda-
sok halmazahoz, majd innen alkalmazhatjuk a kordbbi algoritmust.

8r—=
6| |
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2| |
0
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3. Nincs lehetséges megoldas

X1 + x3 < 4
X1 + x - x3 < -5
X1 - X < -1
Xy + x» + 2x3 — max.

Szabaduljunk meg a negativ jobb oldalaktdl uj mesterséges valtozokkal:

X1 + x3 - xop + x4 = 4
X1 + X2 - X3 - X0 + X5 = -5
X1 - X2 - X0 + X = - 1
w(x) = - X0
Zx) = 0 + x1 + x2 + 2x3

-5 a legnegativabb, igy a 2. sorban fejezziik ki xq-t:

X4 = 9 + Xy - 2x3 + X5
X0 = 5 + x1 + Xy - X3 + X5
x¢ = 4 + 2x - + X5
wix) = -5 - x - x» + x3 - X5

1. iteracio
e x3 az egyetlen pozitiv, igy legpozitivabb a célfiiggvényben.

e A legkorldtozobb sor a 3. sor.

X4 = 1 - - X5 + 2x6
X0 = 1 + x - X2 + X6
x3 = 4 + 2x + x5 - X6
wix) = -1 - x + x - X

2. iteracio
e Xx; az egyetlen pozitiv, igy legpozitivabb a célfiiggvényben.

o A legkorldtozobb sor az 1. sor.

Xy = % - %X4 - %X5 + %XG
Xo = % + x1 + %X4 + %x5 + %x6
X3 = 13—4 - §X4 + %x5 + %x6
wx) = — % - X - %X4 - %x5 - %x6

. L2
Az optimum: —%

Mivel maximalizalunk ez nem lehetséges megoldas. Egy nemnegativ szdmot varnink.
Az ébran kék szinnel jelolt eset.
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4. Nem korlatos feladat

X1 - x» < -1
X] — max.
X1 - X2 - Xo + Xx3 = -1

X] — max.
Fejezziik ki a legnegativabb jobboldalt:

x = 1 + x5 - + X3
wix) = -1 - x + x - x3

1. iteracio
e Xx; az egyetlen pozitiv, igy legpozitivabb a célfiiggvényben.
e A legkorldtozobb sor az 1. sor.

x =1 + x1 + x3 - X
w(x) - Xo
2(x)
A feladat nem korldtos, mert van olyan pozitiv célfiiggvény egyiitthatonk, melyhez csak pozitiv
korlatok tartoznak. Pont, mint a korabbiakban is volt réla szo.
Az 4brén rézsaszinnel jelolt eset.

X1

5. Osszefoglalas

Az alabbi dbra szemlélteti, hogy a kétfazisu szimplex algoritmus alkalmazdsdval milyen esetekbe
futhatunk bele.

LP feladat
1. fazis
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: nem korlatos |
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optimélis mo.

opt <0 opt =0 E opt >0 :
(nincs leh. mo.) (hazi) . (nem lehet, mert —x(-t max.) i
2. fazis
optimélis mo. nem korlatos
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Az abra értelmezése:

A {6 ag, a kozépen futd fekete a legidedlisabb eset, amikor:

o Az 1. fazis (felvett segédfeladat) a w(x) = 0 és xo = 0 dllapottal all meg, vagyis az eredeti
feladatunknak van lehetséges megoldasa.

e A 2. fazisban meg is kapjuk az optimalis megoldast.

e Erre ldtunk példat a kedvcsindloban, ilyen a hdzi, és az el6z6 gyakorlat feladata is.

A jobb alsé ag:

7 7z

e Az el6z6 esethez hasonléan megkapjuk az 1. fazisban az optimumot, viszont az eredeti felada-
tunk mégsem korl4tos.

e A 2-es pontban ldthato feladat is erre ad példat.
Bal koz€pso ag:

e Az 1. f4zis optimuma nem 0, anndl kisebb. Mivel maximalizdlunk (vagyis minél magasabb
értéket varunk), igy intuitivan is érezhets, hogy ez nem lehetséges megoldas.

e Az l. feladat erre példa.
Szaggatott vonalas agak:

e A felsé eset nem lehet, mert eredetileg a segédfeladat xo — min. (amit megforditottunk, hogy
ismereteinknek megfelelden maximalizdldssal megoldjuk). Azonban a minimalizélés fels6 kor-
latja a 0, vagyis van korlétja, tehat ebbe nem futhatunk bele.

e Az eldbbi pontbdl kovetkezik: mivel minimalizalds, igy minél kisebb érték a célunk, vagyis
nem jO, ha 0-ndl nagyobb értéket kapunk, a O fels6 korl4t.

6. Kedvcsinal6 feladat - Gyakorlati példa

Egy "atlagos" informatikus hallgaté maér tdl van 2 kivételével az Osszes vizsgdjan. Az opkut és az
oprendszerek maradt hatra. Az eddig teljesitett kurzusok kreditjei szorozva a jeggyel 93-at tesznek
ki. Ha a KKI-hez ezt 30-al leosztjuk, akkor 3,1-et kapunk. Ha nem bukik, akkor ez mindenképp
csak javul. A 2 vizsga kozvetlen egymds utdn van, egy napon. Ha leszamitjuk, hogy kipihenten
megy vizsgara, ezért alszik, valamint a 1étsziikségleteit ellatja, akkor 8,5 6rdja marad a 2 vizsgdkra
felkésziilni. Célja, hogy mindkét vizsgéan legalabb a 2-es jegyet megszerezze. Igy fél 6rét arra szentel,
hogy a kétfazisu szimplex segitségével kioptimalizdlja, hogy a két vizsgéra kiilon-kiilon mennyit
késziiljon, és igy a maximdlis KKI-t (6sztondijat) kapja majd. Amit tudunk:

opkut (x| 6ra) oprendsz. (x, Ora)
1jegy -1 6ra 1 jegy - 2 6ra
3 kredit 2 kredit
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Irjuk fel a hozz4 tartozé standard alaki feladatot:

X1 + X2 < 8
TXI > 2
%xz > 2

93 1
30 + 30)(,'] + Exz — max

Vegyiik fel a segédfeladatot (egy 1épésben felvessziik most az Osszes Uj mesterséges valtozot,
és az egyszerliség kedvéért a szokdsos modon kifejezziik dket). Majd fejezziik ki a legnegativabb
jobboldala egyenletbdl xo-t.

Vezessiik le az 1. fazist:

x3 = 8 + x9 - Xx1 - x x3 = 10 - 2x1 - x + x4
X4 = 2+ Xo + X1 X0 = 2 - X1 + X4
1 - 1
X5 = 2+ X0 + 7X2 X5 = 0o - + 7X2 + X4
w(x) = - Xo wx) = -2 + x - X4
x3 = 10 - 2x - x4 + 2x3
X3 = 2+ 4x0 - X4 - 2)65
X = 2 - X R xn = 4 - 2x + 2xs5
xX] = 0 + %Xz + x4 - X5 X1 = 2 - xo + x4
~ | wix) = 0 - X
wx) = -2 + 3x - X5

Hagyjuk el xq el6forduldsait, és irjuk vissza az eredeti célfiiggvényt. Figyeljlink oda, hogy most
x1 és xo 1s bazisvaltozok, vagyis mindkettot ki kell fejezni.
Oldjuk meg a 2. fazist:

X3 = 2 - - 2xs
Y= 4 + 2xs X4 = 2 - X3 - 2x5
no= 2+ xn = 4 + 2
Z(X> = % + 3—30xl + %XQ - Xy = 4 - X3 - 2x5
z(x) = % + %m + %x5

Az optimdlis megoldas:
e x; =4 — opkutra 4 orat késziil, igy 4-est ir.
e x; =4 — oprendszerekre 4 Orat késziil, igy 2-est ir.

e optimum: % = 1,9-es KKI-t ér el végiil.
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