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8. gyakorlat
Dualitas

Az eddigi ismereteinket fogjuk b&viteni egy feliilrd] torténd korldtozas segitségével. fgy példaul egy
gyar nem tehet végtelen profitra szert. A feladatainkat més szemszogbdl is vizsgalhatjuk.

1. Feladat

Van egy hézi kis gydrunk, ahol gépeket szereliink 6ssze. Kétféle gépet tudunk csindlni, az egyik egy
egyszeriibb modell, melynek Osszedllitdsa csak 1 6rdt vesz igénybe, a masikhoz 3 6ra kell. Egy héten
max. 7 6rit tudunk ennek a hobbinak szentelni. A kétféle géphez nagy alkatrészekre is sziikség van,
ezekrdl egy-egy héten csak 5 db-ot tudunk elraktdrozni, hiszen nagy helyet fognak. Az egyes gépet 2,
a kettes gépet 1 profittal tudjuk eladni. Célunk, hogy egy héten napi 1 6ra munkédval minél nagyobb
legyen a profit.

Irjuk fel a feladat modelljét:

x1 + x < 5
x1 + 3xn < 7
2x1 + Xx» — max.
Oldjuk meg a feladatot a mar ismert médszerrel:
X3 = 5 - - X2 X1 = 5 - X2 - X3
xx =7 - x1 - 3xn = x4 = 2 + 2x + x3 Primal feladat
Zx) = 0 + 2xp + x zZ(x) = 10 - xp - 2x3

Optimalis megoldas:
e x; =5 — vagyis 5-0t gyartunk az egyes gépbdl
e x; =0 — vagyis 0-t gyartunk a kettes gépbdl
e ¢&sigy 10 siitit kapunk

A tovédbbiakban mds aspektussal egészitjiik ki a feladatot. Egyrészt megnézziik matematika, méas-
részt gazdasagi szemszogbol:

s

""Matematikai'' bovités: Vezessiink be fels6 korlatot — Dual feladatpar felirdsa:

El6szor probalkozzunk magunk dj korlatok felirdsdval:
Adjuk 0ssze az eddigi feltételeinket: 2x; +4x, < 12

— err0l az 1j feltételrdl tudjuk, hogy feliilr6l korlatozza a célfiiggvényiinket.
Tehat példaul:

I +II. egyenlet: 2x; +xp < 2x1 +4xp < 12

2-szer az L. egyenlet: 2x1 +x, < 2x1 4+ 2x; < 10

Most a feltételeinket vegyiik valamilyen y; és y, "sullyal", melyekbdl majd a dudlis feladat véltozait
kapjuk meg. Ezt igy irhatjuk le:
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2x1 +x2 < y1 (X1 +22) + 2 (x1 +3x2)
Majd emeljiik ki az x-eket. Igy az y-os tagokbdl megkapjuk az dj feladat korlatait. Melyekre majd
annak kell teljesiilnie, hogy ezek legyenek >-k, mint a célfiiggvény egyiitthatoi:

v +x) 20 +3x2) = x1 (v +y2) +x2(v1 +3y2)
Es végezetiil. Allitsuk el6 az j célfiiggvényiinket:

o I feltétel: x| +x2<5
o II. feltétel: x| + 3xr,<7
e Helyettesitsiink be az elsdként felirt egyenlStlenségbe:

yi(x1 4x2) +ya(x1 +3x2) <5y1 + Ty2

Osszesitve:
2x1 +x2 <yi(x1+x2) +y2(x1 +3x2) = x1 (1 +y2) +x22(y1 +3y2) < 5Sy1+Ty2

Dualis feladat:

yi o+ o = 2
yi + 3y > 1
S5y1 + 7y; — min.

Vegyiik észre, hogy a primél feladat matrixaiban egy transzpondlds tortént a dudlis felirasakor.
Vagyis ami a primalban egy sorban szerepelt, azt a dudlis felirdsakor oszlopként szerepeltetjiik.
Masképpen: ha a dudlis feladatot irjuk fel, akkor a primél feladatot oszloponként kell atirnunk.

Gazdasagi megkozelités: Vegyiik dja el6 a kiindulasi feladatot, a hazi kis gyarunkat. Most az alap
gondolatot abbdl inditjuk ki, hogy ezt az egész kis hézi termelést szeretnénk nagy piacra is vinni,
ezért "piackutatast” végziink, hogy néhdny kérdésre valaszt kapjunk:

e Hogyan tudjuk minimalizalni a gyartas soran felmeriil6 koltségeinket?

e Mi az a maximalis ar, amit a termékeinkre megszabhatunk, mellyel még tudunk érvényesiilni a
piacon?

Az els6 kérdésre adott vdlasz hatdrozza meg a célfiiggvényt. Amivel most jatszunk, azok az er6forra-
sok, mint az alkatrész(y) és az id6(y,), ezek mind pénzbe keriilnek nekiink, és ezt a lehetd legkisebb
értéken akarjuk tartani, igy kapunk egy minimalizalasi célfiiggvényt (Sy; + 7y, — min.)

A masodik kérdésre a feltételekkel tudunk vélaszolni. A piac helyzete miatt elvart, hogy a befektetett
munkdk tobb legyen, mint az eladési ar, kiillonben maguk a vasarlok is megvehetnék és 6sszerakhat-
ndk a termékeket, hiszen mi nem kindlunk nekik tobbet. Ezzel a gondolattal mér fel tudjuk irni a
matematikai médszernél is levezetett feltételeket, amivel ugyanigy megkapjuk a duélis feladatot.
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A kétfazisu szimplex hasznélatdval oldjuk meg a dualis feladatot:
yio- y2 < -2 Yioo- Y2 - Yo + 3 = -2
y1 - 3y < -1 i - 3y - Yo + v = -1
Sy1 - Ty; — max. w(y) = - Yo —  max.
yo = 2 - - 2+ » yi. = 2 - y + y3 - Y
ya = 1 + 2y + »3 ya = 1 + 2y» + y3
wly) = 2 + yi + - ¥ w(y) = - Yo
y = 2 - y» o+ 0w Optimum: +10 lesz, mert az eredeti felada-
Y4 = I + 2y + w3 tunk minimalizalas volt, és erre vissza kell
z(y) = 0 - S5 - T»m térniink, vagyis az igy kapott optimum érté-
z2(y) = -10 - 2y; - Sy; két -1-gyel szoroznunk kell.

Optimalis megoldas: A primdl feladat természetes valtozéinak a dudlis feladat mesterséges val-
toz6i feleltethetdek meg. Igy a primaél feladat optimuma a dudlis feladat célfiiggvény egyiitthatéival

lesz egyenlé:

e dudlis célfiiggvény az optimumban: z(y) = 10+ 2y, + Sys (miutdn visszairtuk minimalizaldsra)

e xi-nek y3 felel meg — 5

e x>-nek y4 felel meg — 0, mert nem szerepel a célfiiggvényben

e ami pont a primdlban kapott megolddsunk

Gyenge dualitas tétele: A dudlis feladat barmely lehetséges megoldasa felsé korlatot ad a primal
barmely lehetséges megolddséra (azaz az optimumra is).

Eros dualitas tétele: A primal és dual feladat optimuma egyenld.
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