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El0sz6

A vaz egy gyakran alkalmazott régié—alapu alakjellemzo, melynek a diszkrét objektu-
mokra torténo meghatarozasara tobbféle modszer ismert. A jelen dolgozat kulcsprobléma-
ja a vékonyitassal torténd vazkijelolés 3—dimenzids (a tovabbiakban 3D) objektumokra.

Az értekezés 1. fejezetében ismertetjik a vaz tulajdonsagait, a digitalis topologia
alapfogalmait, a topologia megorzésével kapcsolatos eredményeket, a {6 vazkijelolo tech-
nikdkat, a vaz és a vékonyitas leirdsat a matematikai morfolégia eszkozeivel, valamint a
morfoldgiai és a lokdlis és parhuzamos képmiiveletek szemléletes megadasat és hatékony
implementaciojat lehetévé tevé maszkillesztést. A dolgozat {6 eredményei a 2. fejezetben
talalhaték, ahol nem csak az &ltalunk javasolt vékonyité algoritmusokat ismertetjiik,
hanem rendszerezziik is a 3D vékonyitd technikdkat és bemutatjuk az altalunk ismert
valamennyi parhuzamos vékonyité algoritmust is. A 3. fejezet targya a zsugoritas, mely
miivelet egyrészt azért fontos, mivel rokon a vékonyitassal, masrészt pedig alkalmazhaté
a vékonyitassal kapott vaz utéfeldolgozasakor. A 4. fejezetben targyaljuk a vazkijelolés
el6— és utodfeldolgozasat, az 5. fejezetben pedig a vékonyité algoritmusaink hatésat il-
lusztraljuk néhany “mesterséges” és “természetes” 3D bindris objektumra. Végezetiil, a
6. fejezetben a 3D vaz eddig felmeriilt alkalmazasait tekintjiik at.

Terjedelmi okok miatt a dolgozatban nem bizonyitjuk a vékonyité algoritmusaink to-
pologiai korrektségét: csak kimondjuk, hogy valamennyi eljarasunk topoldgia—megorzé
és hivatkozunk azokra a kozleményekre, amelyek tartalmazzdk a részletes bizonyitasokat.
(A dolgozatban csak a topolégia—meg6rz6 parhuzamos redukcidkra adott elégséges felté-
teliinket, a tetszbleges morfoldgiai, valamint a lokalis és parhuzamos képmiivelet maszkil-
lesztéssel torténd megadhatosagat és a — még nem kozolt — 3D zsugoritd algoritmusunk
topoldgiai tulajdonsagait bizonyitjuk.)

A dolgozatban targyalt és érintett teriiletekrdl nem, vagy csak alig talalhaté ma-
gyar nyelvii szakirodalom, igy nem tamaszkodhattunk elfogadott széhasznélatra. Ezért
a magyarra “forditott” szakkifejezések els6 el6fordulasai mellett megadtuk azok angol
eredetijét is. fgy — remélhetoleg — egy kevésbé szerencsésen megvalasztott magyar
kifejezés sem lesz értelemzavaro.

A tudomanyos kozleményekben az irodalmi hivatkozasoknak tobb mddja is elfogadott.
Tekintettel a hivatkozott kozlemények nagy szamdra, a hivatkozas a szerzék nevének és
a megjelenés évének megadasaval tortént.

Az adott terjedelmi korlatok mellett eredményeinket egy olyan attekinté miiben ki-
vantuk bemutatni, ami a szlikebb témaban kevésbé jaratosak szamara is olvashaté. Az
értekezést 80 abra (koztiik 30 egész oldalas) illusztrélja.



1. A vaz és a vazkijelolés

Az 1.1. alfejezetben a vaz definiciéjat és tulajdonsagait ismertetjiik euklidészi terekre.
Diszkrét terek esetében a folytonos objektumoknak diszkrét binaris objektumok felelnek
meg, ennélfogva a folytonos vaznak csak egy kozelitését tudjuk meghatarozni. A diszkrét
vaz kijelolésére adott mddszereknek az alabbi két kovetelményre — a geometriaira és a
topoldgiaira — kell tekintettel lenniiik (Székely, 1996):

e A viz a geometriailag korrekt pozicion (az objektum “kézepén”) helyezkedjen el és
legyen invarians a linearis transzformécidkra.

e A kijelolt vaz legyen topolégikusan ekvivalens a kiindulasi objektummal.

A topoldgiai kritérium teljesitése vizsgalatahoz sziikséges, hogy részletesebben foglal-
kozzunk a 3D digitdlis topologiaval. Az 1.2. alfejezetben ismertetjiik az alapfogalmakat
és attekintjiik a topolégia—megorzés terén elért eredményeket.

A héarom alapvetd vazkijelolé6 modszer bemutatasanak szenteltiik az 1.3. alfejezetet,
mig az 1.4. alfejezetben a a matematikai morfologia eszkozeivel leirt vazkijelolést targyal-
juk.

1.1. A folytonos vaz és tulajdonsagai

A R? d-dimenziés euklidészi térben az @ C R ponthalmaz objektum, ha O nyil
halmaz!.

A véaz fogalma el6szor Blum tanulményaiban jelent meg (Blum, 1964; Blum, 1967)
mint a kézéptengely—transzformdcié (Medial Azis Transform, MAT), vagy més elneve-
zéssel a szimmetriatengely—transzformdcio (Symmetry Azis Transform, SAT) eredmé-
nye. A kozéptengely—transzformécié az objektum minden egyes pontjara megkeresi a
hozza legkozelebbre es6 hatarponto(ka)t. Ha az eljards egy belsé pontra egynél tobb
legkozelebbi hatarpontot talal, akkor azt a vazhoz tartozénak, vazpontnak mindsiti. A
vazat Blum egy szemléletes hasonlattal, a préritiz terjedésével illusztralta: Ha a vizsgalt
objektum hatiaranak minden pontjat egyidejiileg meggyujtjuk és feltételezziik, hogy a
tlzfrontok minden iranyba egyenletes sebességgel terjednek, akkor a vaz azokbdl a pon-
tokbdl &ll, ahol az objektum belsejében a tiizek taldlkoznak, kioltjak egymast (1.1. dbra).

Ugyancsak Blum javasolta a véaz tdvolsdg-transzformdcidval (Distance Transform)
torténo meghatarozasat. Az objektum minden pontjara kiszamitandé a tole legkézelebb-
re 16v6 hatarponttdl vett tavolsaga, igy megkapjuk a tdvolsdgtérképet (distance map). A
vazat a tavolsagtérkép lokalis maximumbhelyei alkotjak.

A vézra formadlis definiciét Calabi adott (Calabi, 1965): 2D-ben egy objektum vazat
azon pontok alkotjak, melyek kozéppontjai az objektumba irt maximalis nyilt korlapok-
nak. Ez a meghatarozas altaldnosithaté magasabb dimenzidkra is: dD—-ben a nyilt kor-
lapokat d-dimenziés nyilt hipergombokkel kell helyettesiteni. Folytonos 3D vazra az 1.2.
abra mutat példat.

!Serra a nyilt halmazokat részesiti elényben, de megengedi azt is, hogy a vaz definiciéjdban zért
halmazok szerepeljenek (Serra, 1982).



Az d-dimenzids valés tér valamely O objektumanak S(O) C O vaza a kovetkezokép-
pen adhat6 meg:

Az r-—sugarti (r > 0, 7 € R), P € R? kozépponti nyilt hipergémb pontjai:
B(Pr)={Q| QeR, DIP-Q)<r},

ahol “D” az euklidészi tavolsagot jeloli.

Az O objektumba beirt nyilt hipergémbok halmaza:

IB(O) = { B(P,) | B(P,r)N O = B(P,r) }.

Az O objektumba beirt maximalis nyilt hipergémbok halmaza:
MIB(O)={B(P,r)|B(P,r) € IB(O), VB(P',r") € IB(O): B(P,r) ¢ B(P',7") }.
A fentiek utan a vaz:
S(O)={P|3IreR: B(P,r)e MIB(O) }.

A vazpontokhoz tartozo beirt maximélis nyilt hipergombok az objektum egy lefed6-
rendszerét alkotjdk (Serra, 1982), vagyis

o0 =|J{B(P,r) | B(P,r) e MIB(O) }.

a b

1.1. abra Példdk 2D vazra. Eredeti objektumokként egy szabdlyos téglalap (a) és annak egy “kismértékben”
megvaltoztatott példdnya (b) szerepel. Az objektumok hatdrait vékony, a vdzat vastagitott vonalakkal
rajzoltuk meg. A “kozel egyforma” objektumok véza jelentds eltérést mutat. A (b) objektum vézdn a két

“hosszu” fiiggdleges vonal akkor is felbukkan, ha a hatdrkitiiremkedések tetszélegesen kicsik.

A préritliz—analdgia és a maximalis nyilt hipergombok kézéppontjaival definidlt vaz-
fogalmak ekvivalencigjat Calabi és Hartnett bizonyitotta be (Calabi, Hartnett, 1968). A
vaz egyértelmiien létezik, igy a vazkijelolés mint egy

S . 9R? _y oR?

megfeleltetés (ahol 2R az R ponthalmaz hatvanyhalmazét jelli) egyben egy leképezés
is.
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1.2. dbra Példa 3D vézra. Az dbran egy tomor téglatest (a) és annak (13 siklapbdl 4ll6) véza (b) lathaté.

Székely megmutatta, hogy a vazpontok bizonyos tipusu lokdlis objektum—szimmetri-
dat (local object symmetry) reprezentalnak (Székely, 1996). Dolgozatéban az objektumok
zart halmazok (ahol a O objektum tartalmazza annak 00 hatdrat) és a vézat is a beirt
maximalis zart (!) hipergombok kozéppontjainak halmazaként definidlta?.

Zart halmazokat feltételezve, 2D—ben alapvetoen kétféleképpen érintik a maximalis
beirt korlapok az objektum hatdrat: két pontban és koriven. Kétpontos érintés a két
hatarpont kozotti tiikrozéses szimmetriara utal, mig a korives érintés esetén forgatasi
szimmetriarol beszélhetiink. Az els6 esetben a vazpont bels6 pontja egy vazpontok alkotta
vonalnak, mig a masodikban végpontja egy vonalnak. Megjegyezziik, hogy vazvonalak
metszéspontja vagy eldgazdsi pontja arra utal, hogy a megfelel6 maximalis beirt korlap
az objektum hatarat legaldbb harom pontban érinti.

3D-ben Székely haromféle esetet tiintetett ki: kétpontos érintést (ami tiikrozéses sz-
immetriara utal), teljes koron vald érintést (ami tengelyes szimmetridt jelez) és Gsszefiiggd
gombfelszin—szegmensen torténé érintést (ami forgatdsi szimmetriarél arulkodik). A fenti
szimmetria—tipusoknak rendre felszinpontok, belsé vonalpontok és vonalvégpontok felel-
nek meg a vazon.

Székely hangsilyozta, hogy a vdz nem tartalmazza az Osszes objektum-—szimmetriat:
bizonyosakat reprezental, masokat pedig elnyom.

A véz a kovetkez6 harom tulajdonsiga miatt alkalmas alakjellemzdnek (shape feature):

e Az els6 fontos tulajdonsdg az, hogy a vaz invaridns bizonyos geometriai transz-
forméacidkra®. Invariancidn azt értjiik, hogy barmely T transzforméciéra és O ob-
jektumra a transzformacio és a vazkijelolés tetszoleges sorrendben hajthato végre,
vagyis T(S(0)) = S(T(0)). Mas szavakkal: a bijektiv (invertdlhatd) geometri-
ai transzformécick kiterjesztése ponthalmazra és a vézkijelolés (mint 2R — 2R’
leképezések) egymassal izomorfak.

2A folytonos véz matematikai vizsgalatakor &ltaldban nyilt lefedéredszert, nyilt hipergémbdket
feltételeznek (Calabi, Hartnett, 1968; Serra, 1982).

3 A véz csak olyan transzformdcidkra invarians, amelyeknél a hipergémbok képe hipergémb. Ilyenek pl.
az eltolds (translation), a skdldzds (scaling), az elforgatds (rotation), vagy azok tetszéleges kompoziciéja
(Foley et al., 1991). Ez a tulajdonsag viszont nem teljesiil pl. a nyirdsra (shearing).



e A vdz mdsodik lényeges tulajdonséga az, hogy reprezentalja az eredeti objektum
topoldgiai strukturajat: Osszefiiggd objektum vaza Osszefiiggo, iireget vagy lyukat
tartalmazé objektumra a vz is iireges illetve lyukas®.

e A vaz harmadik jellemzo tulajdonsdaga az, hogy “vékony”, azaz vonal-szegmensek-
bél, gorbékbdl (3D-ben még felszin— és paldst—szegmensekbél) all, amelyek alkal-
masak szimbdlikus reprezentaciora. Mivel a vaz az eredeti kiterjedt objektumnal
joval kevesebb pontbdl &ll, igy a vazukkal reprezentalt objektumokra drasztikusan
csokken a kiértékelend6 adatmennyiség.

A fenti tulajdonsidgok miatt a vaz szdmos teriileten alkalmazhatd, pl. az alakfel-
ismerésben (pattern recognition) (Bow, 1992) vagy a képillesztés/képregisztracié (im-
age matching/image registration) probléméjanak (Brown, 1992; van den Elsen, Pol,
Viergever, 1993; Tandcs, Paldgyi, Kuba, 1998; Tandcs, Paldgyi, Kuba, 1999) megol-
dasakor is.

Nem hallgathaté el a vaz mint régid—alapt alakjellemzé érzékenysége az objektum
hataranak “kismértékii” megvaltozasara, még akkor sem, ha ez a stabilitasi probléma a
hatdr—alapt jellemzdknél is jelentkezik. Az 1.1a. abran egy szabdlyos téglalap, az 1.1b.
abran pedig egy “kishibas” téglalap vaza lathaté. Az objektumok “kismértéki” kiilon-
bozosége a vazak “jelentOs” eltérését vonja maga utan. A vaznak ez a hatranyos tulaj-
donsédga az objektum hataranak simitdséval (smoothing, filtering) mint el6feldolgozassal
és/vagy a vaz tisztitdséval (pruning) mint utéfeldolgozé 1épéssel orvosolhatd.

A folytonos vaz jellemzését a reprodukalhatésag kérdésével zarjuk. Meghatarozhato—e
egyértelmiien az eredeti kiterjedt objektum a vaz ismeretében?

A valasz nemleges. Pl., ha a vaz 3D—ben egy [-hossziisagu egyenes szakasz, akkor
az eredeti objektum kapszula—alaku is lehet: egy henger az alapjahoz és a tetejéhez
illesztett félgdmbokkel, ahol a henger magassiaga [. A henger (és a félgdmbok) r sugarat
nem tudjuk, mivel tetszéleges r > 0 esetén ugyanazt a vazat kapjuk. Kapszulan kiviil
lehet még az eredeti objektum olyan is, mint egy rogbilabda. Egy masik példa: ha a
3D vaz egy r sugari korvonal, akkor csak annyit mondhatunk, hogy az eredeti objektum
torusz-szerll, hasonlit egy amerikai fankra. Tudjuk még, hogy a fank lyukas, ahol a lyuk
s (legsziikebb) sugarara 0 < s < r teljesiil, de tobbet nem. Még az sem biztos, hogy a
fank vastagsaga allando.

Az O objektum jobb jellemzése érdekében a vaz mint belsé vdz (endoskeleton) mellett
a kiilsé vdz (ezoskeleton) (vagyis az R\ (O) U §O) nyilt halmaz viza) meghatdrozasat
is javasoljak. A reprodukdlhatosagot a kétféle vaz ismerete sem garantdlja. Egyrészt
konvex objektumok esetén a kiilsé vaz iires, masrészt egy konkav objektumra sem biztos,
hogy a kétféle vaz “felgyijtasakor” a tlizfrontok az objektum hataran oltjak ki egymast.

Korabban mar megéllapitottuk, hogy a véazkijelolés egy leképezés. Mivel kiillonbozd
objektumoknak megegyezhet a vazuk, igy a vazkijelolés nem injektiv — és ezaltal nem
is bijektiv — leképezés. A vaz tehat csak akkor alkalmas az objektumok kdédolasara,
ha minden egyes vézpontra (mint egy beirt maximélis nyilt hipergémb kdzéppontjara)
ismert a hozza tartozé hipergomb sugara is.

40bjektumként zart halmazt és a vaz definiciéjakor zart hipergémboket feltételezve, az objektum és
a vaz topoldgiai ekvivalencidja nem teljesiil pl. arra az objektumra, amit kettd, egymdst (egy pontban)
érinté d—dimenzids zart hipergémb alkot. A vaz ekkor csak a két hipergomb kézéppontjaibdl all, igy
ennek az 6sszefliggd objektumnak a vdza nem Gsszefiiggd.



1.2. A digitalis topologia

A digitdlis topoldgia (digital topology) a bindris digitalis képek topolégiai tulajdon-
sagaival foglalkozik. Szdmos képmiivelet pl. az Osszefiiggd komponensek cimkézése és
szamldldsa, a hatarkovetés, a konturfeltoltés, vagy a (jelen dolgozat tédrgyat képezs) vé-
konyitas elméleti megalapozasat a topoldgia biztositja.

A digitalis topologia alapfogalmait a szakirodalom nem jeloli és nem is definidlja
egységesen. A jelen dolgozatban Kong és Rosenfeld &ttekinté cikkét (Kong, Rosenfeld,
1989) tekintettiik irdnyaddénak.

1.2.1. Alapfogalmak

Jelolje Z* a 2D sik, és Z* a 3D tér egész koordindtaji pontjait.

Legyen z = (1, 3) ésy = (y1,y2) két pont Z>-ben. A Z* ben leggyakrabban hasznalt
szomszédsdgi (adjacency) relécidkat az ||z — y|| = /(21 — y1)? + (22 — y2)? (euklidészi)
tavolsdg segitségével adjuk meg. Az z és az y pontok 4—szomszédosak, ha ||z —y|| < 1, 8-
szomszédosak, ha ||z —y|| < v/2. Jelolje Ny(z) és Ng(x) az z-szel 4, illetve 8-szomszédos
pontok Z*-beli pontok halmazit (1.3. abra).

1.3. dbra A leggyakoribb szomszédsagi reldciék Z2-ben. Az  ponttal 4-szomszédos (a) és 8-szomszédos

(b) pontokat “y” szimbdélumok jelolik. Megjegyzendd, hogy © € Na(z) és ¢ € Ng(z).

Legyenek p = (p1,p2,p3) és ¢ = (41,02, ¢3) Z’-beli pontok és tekintsiik a [|p — ¢ =
\/Zf’:l(pi — ¢;)? tavolsagot. A p és a q pontok G-szomszédosak, ha ||[p —¢q| < 1, 18-

szomszédosak, ha ||p — q|| < V2, 26-szomszédosak, ha ||p — q|| < V3. Jelolje N;(p)
(j = 6,18, 26) a p-vel j-szomszédos Z*-beli pontok halmazat, melyek az 1.4. dbra jelolései
mellett a kovetkez6 elemekbdl allnak:

Ns(p) = {p}U{u(p),n(p),e(p),s(p), w(p),dp)},
Nis(p) = Ns(p)U
{un(p), ve(p), us(p), uw(p), ne(p), se(p),
sw(p), nw(p), dn(p), de(p), ds(p), dw(p)},
Nys(p) = Nig(p)U
{une(p), use(p), usw(p), unw(p), dne(p), dse(p), dsw(p), dnw(p)}.

Az tovabbiakban pontokon mindig Z*- vagy Z> beli elemeket értiink — az adott kép
dimenzidjatol fiiggéen. A p pont j—szomszédos (j = 4,6, 8,18,26) a nem—iires S ponthal-
mazzal, ha van olyan s € S, hogy s € N;(p). A kiilénb6z6 pontokbdl allé (sg, s1,- .., Sp)
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unw(p) ¢n(p, une(p)

uw(p) u(p) ue(p)
usw(p) ws(p) use(p)
nw(p) n(p) /ne(p)
w(p) p /c ()
/ b
sw(p) 3(p) e(p)
dnw(p) dn(p) dne(p)
/dw () /d (p) /de(p)
dsw(p) ds(p) dse(p)

1.4. dbra A p pont 3 x 3 x 3—as kérnyezetébe es6 pontok jeldlése.

sorozat n > 0 hosszu j—it (j = 4,6,8,18,26) az sp pontbdl s,—be az S ponthalmazban,
ha a sorozat minden pontja S—beli és minden i—re (1 < i < n) s; és s;_1 j—szomszédosak.
(Megjegyezziik, hogy (so) egy O-hosszi j—it.) Az s; € S és az sy € S pontok j-—
dsszefiggok (j = 4,6,8,18,26) az S ponthalmazban, ha létezik j—it s; és so kozott S—
ben. Az S ponthalmaz j—dsszefiiggé (j = 4,6,8,18,26) az S’ ponthalmazban (S’ O 5),
ha S barmely két pontja j—Osszefiiggé S'-ben. Konnyti belatni, hogy a j—Osszefiiggéségi
relaci6 — vagyis a reflexiv és szimmetrikus j—szomszédsagi relacio tranzitiv lezartja —
ekvivalenciareldcié valamennyi j—re (7 = 4,6,8,18,26). (A nulla hosszisagu ut, egy 1t
megforditottja és két ut konkatenaltja egyardnt ut.) A j—Osszefiigglségi relacio tehdt egy
osztalyozasat adja meg egy tetszéleges ponthalmaznak, ahol az ekvivalenciaosztdlyokat,
j—osszefiiggd komponenseknek vagy j—komponenseknek (j—component) nevezziik.

Egy 2D és egy 3D bindris digitdlis kép (a tovabbiakban kép) Z*-t, illetve Z>~t képezi
le a {0, 1} halmazba, vagyis minden pont intenzitdsa/viladgossagkidja 0 vagy 1. A P képet
a P = (V,m,n, B) rendezett négyessel irjuk le (Kong, Rosenfeld, 1989; Kong, Roscoe,
Rosenfeld, 1992), ahol:

o V a diszkrét képpontok halmaza. A tovabbiakban feltételezzilk, hogy V = Z*
2D kép esetén és V = Z* 3D-ben, vagyis csak ortogonslis racsokon értelmezett
képekkel foglalkozunk.

e B C V a fekete pontok halmaza, mely pontokhoz “1” értéket rendeliink. V\B a
fehér pontok halmaza, melynek elemei “0” értékiiek.

e m a B-hez, a fekete pontokhoz rendelt szomszédsagi relacié: m = 4,8, ha V = Z?,
és m =6,18,26, ha V = Z>.

e n a V\B-re, a fehér pontokra érvényes szomszédsagi relacié: n = 4,8 2D—ben és
n =6, 18,26 3D kép esetén.



A P = (V,m,n, B) képet roviden (m,n) képnek is nevezziik. A P kép véges, ha
B véges. A véges képek reprezentalhatdk egy (véges) bindris tombbel, ahol valamennyi
tombon kiviili pont értéke “0”.

Az m—0sszefiiggbségi (ekvivalencia)reldcié a fekete pontok halmazin létrehoz egy
osztalyozast. Az egy ekvivalenciaosztalyba esé fekete pontok halmaza az adott kép egy
m—komponense, mas elnevezésekkel fekete komponense vagy objektuma. Hasonloképpen:
az n—oOsszefliggdségi relacio a fehér pontokat n—komponensekre vagy fehér komponensekre
osztja fel. Véges képen egyetlen végtelen fehér komponens taldlhatd, amit hdttérnek
(background) neveziink. A véges fehér komponens neve dreg (cavity).

A P = (V,m,n,B) képen a p € B fekete pont hatdrpont (border—point), ha n—
szomszédos legalabb egy fehér ponttal, azaz: N, (p)\B # 0. A p € B fekete pont izoldlt
(isolated), ha (N (p)\{p}) N B =0 (vagyis a {p} halmaz egy egyelemii objektum).

A P = (V,m,n, B) képen taldlhaté objektumok és iiregek szdma fligg a szomszédsagi
relacidk (n és m) megvélasztasatél. Az 1.5. dbran lathaté 2D képen (m,n) = (4,8)
esetén négy objektum taldlhaté rajta (mindegyik egy—egy izoldlt pontot tartalmaz) és
nincs iirege. Ha (m,n) = (8,4), akkor egy objektum és egy iireg van a képen.

1.5. dbra 2D példa Gsszefligg6ségi paradoxonokra. A “o” szimbdélumok a fehér, a “o”—ek a fekete pontokat

jelolik.

Az 1.5. abra egyben példa az dsszefiiggdségi paradozonokra is (Kong, Rosenfeld, 1989).
Ha (m,n) = (8,8), akkor egyetlen objektumunk van — ami megfelel egy egyszerii zart
gorbének (Jordan—gorbe) — és nincs a képen iireg, minden fehér pont a héttérhez tartozik.
Ez esetben nem teljesiil a Jordan—gorbe tulajdonsdg, miszerint a Jordan—gorbék a komp-
lementeriiket ketté — egy kiils6 és egy bels6 — komponensre osztjdk (Herman, 1992).
Ha (4,4) képet tételeziink fel, akkor a négy darab objektum képes a fehér pontokat
két komponenssé szétvalasztani (a hattérre és egy iiregre), vagyis kiilonallé objektumok
Jordan—gorbeként viselkednek. Az Osszefiiggdségi paradoxonok miatt kiilonb6zé szom-
szédségi relacidkat szoktak valasztani a fekete és a fehér pontokra: 2D-ben (m,n) =
(8,4), 3D-ben pedig (m,n) = (26,6) a leggyakoribb.

Megjegyezziik, hogy javasoltak azonos szomszédsagi relaciokat is a fehér és a fekete
pontokra, de ekkor a fekete pontok halmaza nem lehet tetszoleges. A 2D jol-képzett
halmazok (well-composed sets) (Latecki, Eckhardt, Rosenfeld, 1995) nem tartalmaznak
egymassal 8-szomszédos, de nem 4-szomszédos elemeket és a 3D jol-képzett képek (well-
composed pictures) (Latecki, 1997) nem tartalmaznak egyméssal 26— vagy 18-szomszédos,
de nem 6-szomszédos fekete pontokat. A fenti megszoritasoknak eleget tevé képosztalyok-
ra teljesiil a Jordan—gorbe tulajdonsag és az Euler—karakterisztika is szamithaté lokalisan.



A topolégia 3D-ben bonyolultabb, mint 2D esetén, mivel 3D-ben a fehér pontok
lyukakat (hole, tunnel) is alkothatnak®. Egy lyuk — ami péld4ul a térusznak van —
més, mint az iireg (Lee, Poston, Rosenfeld, 1991; Lee, Poston, Rosenfeld, 1993). A lyuk
egzakt matematikai meghatarozdsa (Kong, 1989) koriilményes, de esetiinkben nincs is ra
sziikség. A 3D digitalis képek topoldgidja leirhaté a lyukak szaménak ismeretében, ami
pedig — az altalunk feltételezett 3D (26,6)) képekre — lokalisan meghatarozhaté a lyuk
definiciéja nélkiil is (Lobregt, Verbeek, Groen, 1980; Lee, Kashyap, Chu, 1994). 3D-ben
fontos topoldgiai jellemz6 az Fuler—karakterisztika, melyet a kévetkezd globdlis formula
ad meg a P képre:

X(P) = O(P) = H(P) + C(P),

ahol O(P) az objektumok, H(P) a lyukak, C(P) pedig az iiregek szdma a P képen®.

5Erdemes megjegyezni, hogy a szakirodalom széhaszndlata félreértésekre adhat alkalmat. A véges
fehér komponensekre 2D-ben a “hole”, 3D-ben pedig a “cavity” elnevezések terjedtek el, amelyekre a
jelen dolgozatban egységesen az “iireg” kifejezést hasznaljuk. A szakirodalomban a 3D-ben alkalmazott
“hole” fogalomnak — amit mi “lyuk”—nak forditottunk — nincs 2D megfeleldje.

6Megjegyezziik, hogy a P 2D kép Euler—karakterisztikajat a x(P) = O(P) — C(P) formula adja meg,
ahol O(P) az objektumok és C(P) az tiregek szdmét jeloli ugyanigy, mint a 3D formuldban.



1.2.2. A topoldgia mego6rzése

Egy T (egyvaltozds) képmivelet a P = (V,m,n,B) kiinduldsi képre a Pr =
(V,m,n, T (B)) képet eredményezi.

A véz kijellésekor a kiinduldsi képrél toroljiik (fehérré valtoztatjuk) azokat a fekete
pontokat, amelyek nem tartoznak az objektum(ok) vézdhoz. A vézkijelolés tehat egy
olyan képmiivelettel irhato le, ami a fekete pontokat fehérré valtoztathatja, de a fehére-
ket nem szinezheti at feketévé. Az ilyen tulajdonsagu képmiiveleteket redukcionak nevez-
zitk. Formalisan: a T képmiivelet redukcio (reduction), ha tetsz6leges kép B halmazara
T(B) C B.

Egy maésik kitlintetett képmiivelet—osztalyba azok a miiveletek tartoznak, amelyek
csak fehér pontokat valtoztathatnak meg. A T képmiivelet addicié (addition), ha tet-
sz6leges B halmazra B C T (B). (Addiciéra példa a dilatacié, amit az 1.4.1. pontban
mutatunk be.)

A vazkijelolés topoldgiai kritériuma megkivanja a kiindulasi és az eredménykép topo-
légiai ekvivalencidjdt, vagyis hogy az alkalmazott képmiivelet topoldgia—megdérzd (topology
preserving) redukcié legyen.

Egy képmiivelet akkor topolégia—megorzo redukceid, ha a kiindulasi kép egyetlen ob-
jektumat sem vagja szét (kettd vagy tobb objektumma); egyetlen objektumot sem tiintet
el teljesen (nem torli annak valamennyi pontjat); a kiinduldsi kép egyetlen {iregét sem
olvasztja Ossze mas iireggel vagy a hattérrel; nem hoz létre olyan tlireget, ami nem volt az
eredeti képen (Kong, 1995). 3D-ben egy topolégia—megérz6 redukciénak tovdbba nem
szabad a kiindulasi kép egyetlen lyukat sem megsziintetnie vagy més lyukkal 6sszevonnia;
vagy vadonatij lyukat létrehoznia. A fenti kritériumoknak teljesiilniiik kell minden
lehetséges kiindulasi képre. Az 1.6. dbra egy 2D, az 1.7. dbra pedig egy 3D példat ad
olyan redukciora, ami nem 6rzi meg a topologiat.

A topolégia—meg6rz6 redukciohoz hasonléan megfogalmazhatjuk a topoldgia—megorzd
addicidval szembeni kdvetelményeket is. (Ez esetben objektumok 6sszeolvasztasa, lyukak
és alagutak “feltoltése” mindsiil nemkivanatosnak.)

A topolégia—megérzés vizsgalataban kulcsfogalom az egyszerd pont (simple point)
(Morgenthaler, 1981). A p € B pont egyszeri a (V, m,n, B) képen, ha a (V, m,n, B\{p})
képet elballité képmiivelet topolégia—megdrzo redukcié. Mas szavakkal: azok a pontok
egyszerliek, amelyeknek szine (fehér vagy fekete mivolta) nincs hatéssal az adott kép
topologidjara.

Az “egyszeriiség” fehér pontokra is megfogalmazhatd: A p € (V\B) pont egyszerti a
(V,m,n, B) képen, ha a (V,m,n, BU{p}) képet el6allité képmiivelet topolégia-megérz6
addicio.

Az egyszeri pontra szamos kritériumot allitottak fel. Ezek koziil egyet ismertetiink
2D képekre és harmat 3D képekre.

1.1. KRITERIUM (Rosenfeld, 1970)

Legyen p € B egy (fekete) pont a P = (Z*,m,n, B) 2D képen, ahol (m,n) = (4,8)
vagy (8,4). Tegyiik fel, hogy B N (Nn,(p)\{p}) # 0 (vagyis a p pont nem izolélt) és
N,(p)\B # 0 (vagyis p hatérpont). Ekkor a kovetkezé allitdsok egymadssal ekvivalensek:

10



1. p egyszerti pont a P = (Z?,m,n, B) képen.
2. p m-szomszédos az Ng(p) N (B\{p}) ponthalmaz pontosan egy m—komponensével.
3. p n—szomszédos az Ng(p)\B ponthalmaz pontosan egy n—komponensével.

Az 1.1. Kritérium szerint egy pont egyszerii volta eldonthetd lokélisan, vagyis az adott
pont 3 x 3—as kornyezete alapjan.

1.6. abra Példa olyan 2D redukciéra, ami nem 8rzi meg a topoldgidt. A kiinduldsi kép ketté objektuma
koziil az egyik hdrom iireget tartalmaz. (Az eredménykép szaggatott vonalai csak az eredeti komponensek
hatdrvonalait jelzik, valdjdban nem szerepelnek a képen.) A képmiivelet a kovetkez8k miatt nem 8rzi meg a
topoldgidt: a nagyobbik objektumot kett6 objektummad vagta szét, a kisebbik objektumot teljesen eltiintette,

(egy vadonatij) iireget hozott létre, kettd iireget Osszeolvasztott, a harmadik iireget pedig megsziintette

(6sszeolvasztotta a hattérrel).

1.2. KRITERIUM (Morgenthaler, 1981; Kong and Rosenfeld, 1989; Ma, 1994)
Legyen p € B egy (fekete) pont a P = (Z*,m,n, B) 3D képen, ahol (m,n) = (6,26)
vagy (26,6). A p pont akkor és csakis akkor egyszerii, ha az alédbbi feltételek teljesiilnek:

1. p m-szomszédos az Nog(p) N (B\{p}) ponthalmaznak pontosan egy m-komponen-
sével.

2. p n—szomszédos az Nog(p)\B ponthalmaznak pontosan egy n—komponensével.
3. x((Z°,m,n, BN Nag(p))) = X((Z°,m,n, (B\{p}) N Nas(p))
(vagyis nem fiigg p “szinét6]l” annak a képnek az Euler—karakterisztikdja, amit P—

bol dgy kapunk, hogy toroljiik a kitiintetett p pont 3 x 3 x 3—as kornyezetén kiviil
es6 fekete pontokat).

Az 1.2. Kritérium érvényes a (6,18) és a (18,6) képekre is (Kong, 1986). A (26,6)
és a (18,6) képek esetén az 1. és a 3. feltételek egyiittes teljesiilése a 2. feltételt is maga
utan vonja (Tsao, Fu, 1982). A (6,26) és a (6,18) képekre a 2. és a 3. feltételekbol
kovetkezik az 1. (Kong, 1986). Az 1.2. Kritérium szerint az “egyszeriiség” 3D—ben is
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1.7. dbra Példa olyan 3D képmiiveletre, ami nem &8rzi meg a topolégidt. Eztttal csak a lyukra (mely
fogalomnak nincs megfelel§je 2D-ben) vonatkozé anomélidkat érzékeltettiitk, mivel az objektumok és az
uregek tekintetében nincs kiilonbség a 2D és a 3D képek kozott. A bal oldali kiinduldsi kép négy objektuma
koziil hdrom “lyukas”. A jobb oldali képet eredményezd redukcié nem 6rzi meg a topol6gidt, mivel olyan
lyukat hozott létre, ami nem szerepelt az eredeti képen, lyukat sziintetett meg és lyukakat olvasztott Ossze.

(A képmiivelet nem tiszta redukcid, mivel fehér pontokat is megvéltoztatott.)

lokélis tulajdonsag: a felsorolt (kiilonb6z6 m és n relacidkat feltételezd) képek esetén
eldonthet6 a kérdéses pont 3 x 3 x 3-as kornyezete alapjan.

1.3. KRITERIUM (Malandain, Bertrand, 1992; Saha, Chaudhuri, 1994)

A p fekete pont akkor és csakis akkor egyszerti a P = (Z*, 26,6, B) képen, ha az
alabbi feltételek mind teljestilnek:

1. A Ny(p) N (B\{p}) ponthalmaz pontosan egy 26-komponenst tartalmaz.

2. (Z*\B) N Ng(p) # 0 (vagyis p 6-szomszédos legaldbb egy fehér ponttal).

3. A (Z*\B) N Ns(p) ponthalmaz barmely két pontja 6-Osszefiiggs (Z*\B) N Nyg(p)-
ben (vagyis p fehér 6-szomszédai 6-tttal Gsszekotheték a p fehér 18—szomszédai
alkotta ponthalmazban).

A (26, 6) képekre érvényes 1.3. Kritérium szerint az “egyszeriiség” az Euler—karakte-
risztika kiszamitasa nélkiil is eldonthetd.

Az 1.8. abrén példdkat lathatunk olyan pontokra, amelyek nem egyszertiek (26,6)—
os képeken. Az dbra (a) konfigurdcidja az 1.2. és az 1.3. Kritériumoknak egyarant az
1. pontjat sérti meg: A p pont torlése azzal a veszéllyel jar, hogy objektumot vagunk
szét, ami nem megengedett topoldgia—megérz6 képmiiveleteknél. A (b) konfigurécié az
1.2. és az 1.3. Kritériumok 2. pontjat nem elégiti ki: A p pont torlése egy egyelemii
tireget hoz létre. A (c) konfiguricié esetén a 3D-re ismertetett kritériumok 3. pontja
nem teljesiil (mig az elsd kettd igen): a p—t t6rlé képmiivelet nem topolégia—megbrzo,
mivel egy lyukat hoz létre. A (b) és a (c) konfigurdciék ramutatnak arra, hogy a
kritériumok elso6 feltételének teljesiilése még nem elegendo6 az “egyszertiséghez”, igy egy
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1.8. dbra Példdk a (26,6) képek nem—egyszerli pontjaira. (A “o” szimbélumok fehér, a “o”—ek fekete
pontokat jelolnek.)

korai (szekvencidlis) 3D vékonyité algoritmus (Srihari, Udupa, Yau, 1979) nem topol6gia—
meg6rzé. Az 1.8. dbra (d) konfiguraciéja arra ad példat, hogy egymagaban az 1.2.
Kritérium 3. pontja sem elegendé. Ha p fekete, akkor a minikép egyetlen objektumot
tartalmaz, nincs rajta sem iireg, sem lyuk, igy az Euler-karakterisztika 1 — 0 + 0 =
1. Ha p—t fehérré valtoztatjuk, akkor kettd objektumot kapunk, tovabbra sincs iireg
a képen, de egy lyuk is keletkezik. Az Euler-karakterisztika 2 — 1 + 0 = 1, vagyis
valtozatlan maradt. Ennélfogva a csak az Euler-karakterisztika valtozatlansagat figyel6
korai vazkijelold eljaras (Lobregt, Verbeek, Groen, 1980) sem topolégia—megdrzo.

A digitélis képek pontjait a Z?2, illetve a Z* halmazoknak, vagyis ortogonélis rdcsok
racspontjainak feleltettiik meg (és az 1.5-1.5. dbrdkon is ennek megfelel6en dbrazoltuk
6ket). Egy képpontnak — a réacspontos megkozelitéssel ekvivalens médon — megfeleltet-
hetiink egy egységnégyzetet (2D-ben), illetve egy egységkockat (3D-ben). A p € Z* pon-
tot helyettesithetjiik azzal a négyzettel — elnevezése pizel (picture element) —, amelynek
“1” hosszusagu oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel és kézéppontja egybeesik
p-vel. Hasonléképpen: a q € Z® ponthoz hozzarendelhetjiik azt az “1” élhosszisagu
kockat — elnevezése wvozel (volume element) —, amelynek élei parhuzamosak a ko-
ordinatatengelyekkel és kozéppontja egybeesik g—val.

Kong az egyszerti pontnak egy olyan jellemzését dolgozta ki, ami az egységnégyzetes,
illetve az egységkockds reprezentdciét haszndlja (Kong, 1995). Kritériuma ismertetése
el6tt néhany tovabbi fogalmat kell bevezetni.

Egy pixel hatdra annak négy oldala (a végponjaikkal egyiitt). Egy voxel hatdrat
pedig annak hat oldala alkotja (az éleket és a csicsokat is beleértve). A P 2D (3D)
kép egy p fekete pixelének (voxelének) csatolt halmaza (attachment set) p hatdranak
azon pontjaibol all, amelyek a P kép legaldbb egy mésik fekete pixelének (voxelének)
hataraval kozosek.
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1.4. KrRITERIUM (Kong, 1995)

A P (8,4) vagy (26,6) kép egy p fekete pixele vagy voxele akkor és csakis akkor
egyszert, ha p csatolt halmaza és annak komplementere (vagyis a p pont hataranak azon
elemei, amelyek nem tartoznak a p csatolt halmazahoz) egyszerre Gsszefiiggé és nem iires.

Az 1.4. Kritériumban szerepl6 6sszefliggéséget ugy kell érteni, hogy egy halmaz Gssze-
fiiggd, ha barmely két pontja 6sszekothets olyan gérbével (pl. tortvonallal), melynek min-
den pontja az adott halmazba esik. Kong tehat a diszkrét képek topologiai jellemzéséhez
egy folytonos modellt alkotott.

A csatolt halmazokra és az 1.4. Kritérium alkalmazasara az 1.9. dbraval adunk pél-
dékat. Az 1.9. dbra (a) konfigurdciéjan p egyszerii. A (c¢) konfigurdciéon nem egyszerii p,
mivel a csatolt halmaza nem 6sszefiigg. Az (e) konfiguracié szintén nem egyszerti pont
p, mivel a csatolt halmazanak a komplementere nem 6sszefiiggo.

A fenti 2D vagy a 3D képek fekete pontjairdl tehdt — azok 3 x 3-as, illetve 3 x 3 x 3-as
kornyezetiik alapjan — lokalisan eldontheto, hogy egyszerliek—e vagy sem. Térjiink ki
arra is, hogy milyen dron.

2D-ben egyszerl az “egyszeriiség” eldontése, mivel egy pont 3 x 3—-as kornyezetében
minddssze 28 = 256-féle konfiguracié fordul eld. Valamennyi konfiguracié “egyszertiségé-
re” a valaszt tarolhatjuk egy elére kitoltott (explicit) 256—elemt binaris tombben, mas
szOhaszndlattal: keresétablaban (look—up table). Ha ez a tomb rendelkezésre all, akkor
egy adott pont 8—szomszédaibdl képzett 8—bites binaris szdmmal kell csak azt megcimezni.

A 3D képek esetében a fenti it nehezen jarhatd, vagy egyéltaldn nem alkalmazhato.
Egy pont 3 x 3 x 3-as kornyezetében til sok, 226 = 67108 864-féle konfiguracié fordul
el6. Egy 2?°—elemil bindris tomb tarigénye 8 Mbyte. Nem csak az Osszes lehetséges
konfiguraciok szama nagy, hanem az egyszerli pontokat rejtoké is: 25985 144-féle egyszerti
pont létezik a (26,6) vagy a (6,26) képeken (Lee, Kashyap, Chu, 1994).

A fentiek miatt a tisztan keres6tdablas megoldds helyett mas mddszereket célszert
(vagy kell) alkalmazni. Az egyik megkozelités olyan algoritmusok kidolgozédsa, melyek
az egyetlen nagy (globalis) keres6tabla helyett kezelheté méretii tablat vagy tablakat
igényelnek (Saha, Chaudhuri, 1994; Latecki, Ma, 1996; Saha, Chaudhuri, 1996). Lee,
Kashyap és Chu objektumcimkézéssel és Euler-tablazat hasznédlataval oldottdk meg a
probléméat (Lee, Kashyap, Chu, 1994), mig Malandain és Bertrand az altaluk java-
solt cimkézési eljardssal (tdblazat alkalmazédsa nélkiil) dontotték el az “egyszeriiséget”
(Malandain, Bertrand, 1992). Bertrand egy egyszerii, konnyen implementalhaté Boole—
feltételrendszert javasolt (Bertrand, 1996).

Az egyszerti pont jellemzése utan két képmivelet—osztdly keriil bevezetésre. Egy
képmiivelet pdrhuzamos (parallel), ha valamennyi képpont 1j értéke egyidejiileg szamit-
haté ki, vagyis egyetlen pont 1j értéke sem fiigg mas pontok 1j értékétol. Ilyen képmii-
velet példdul a pontonkénti negicié. Egy képmiiveletet lokdlis (local), ha egy képpont 1j
értéke az adott pontnak csak egy sziik, a képmérettél (a fekete pontokat befoglalé tomb
méretétol) fliggetlen kornyezetétél fiigg. Lokalis képmiiveletre szdmos példa talalhaté a
jelen dolgozatban — tobbek kozott az ismertetésre keriilé valamennyi vékonyité algorit-
mus is lokalis képmiiveletek sorozatabdl all. Megjegyezziik, hogy egy lokélis képmiivelet
nem sziikségképpen parhuzamos is egyben. A tavolsdgtérképeket eléallité algoritmusok
— amelyekrol sz6 lesz az 1.3.1. pontban — (nem—binéris képekre adott) lokdlis, de nem
parhuzamos képmiiveletek.

Az egyszerii pont fogalma segitségével konnyen eldonthetd, hogy egyetlen pont torlése
mint redukcié topolégia—megorzo képmiivelet—e vagy sem. Tobb egyszerli pontot egyide-
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juleg torl6 parhuzamos redukcié viszont nem biztos, hogy topoldgia—megorzo képmiivelet.
Példaul egy 2D képen egy 2 x 2 pontbdl allé objektum valamennyi pontja egyszert.
Parhuzamos torlésiik esetén viszont egy objektum teljesen eltiinik a képrol, ami nem
megengedett a topoldégia—megdrz6 redukcioknal.

o} ‘o)
yd
o} D O
o/ C - oi/ )
O (O} \_)/
o/ o/ o/
¢ d
o} e} ‘o)
Al
o/ ﬁ’o ot .
S e
o} D O
O/ ‘o Ji/o
O ®) ‘/
o/ o/ o/
e f

1.9. dbra Példak 3D csatolt halmazokra. Az (a), a (c) és az (e) konfigurdcidk a p fekete pont 3 x 3 x 3—
as kornyezetét dbrdzoljdk rdcspontos megkozelités szerint. (A “o” szimbdélumok fehér, a “e”—ek a fekete
pontokat jelolnek.) Az (a), a (c) és az (e) konfigurdciék p pontjainak rendre a a (b), a (d) és az (f) csatolt
halmazok felelnek meg. (A csatolt halmazokhoz tartozé lapokat satirozds, az éleket vastagitott vonalak, a

csucsokat pedig “e”—ek jelolik.) A hirom példa koziil p csak az (a) konfigurdcién egyszerii a (26, 6) képeken.

A parhuzamos redukcidk topolégia—megérzésére 2D—ben Rosenfeld és Ronse fogal-
mazott meg elegendd feltételeket (Rosenfeld, 1975; Ronse, 1986; Ronse, 1988), amelyek
ismertetésétél eltekintiink. 3D—ben C.M. Ma ért el eredményeket (Ma, 1993; Ma, 1994),
melyek bemutatasahoz sziikséglink van az egyszerti ponthalmaz és a minimélisan nem
egyszerii ponthalmaz fogalmanak bevezetésére.

Fekete pontok egy D = {dy,...,d} halmaza egyszerii halmaz (simple set) a P =
(V,m,n, B) képen, ha a halmaz elemei olyan (d;,,...,d; ) sorozatba rendezhetdk, ahol
minden egyes d;, (j = 1,...,k) pont egyszerii a {d;,,...,d;,_, } ponthalmaz torlése utan
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(Kong, 1993). (Az iires halmaz legyen — definicié szerint — egyszerii halmaz.) A fenti
definiciéban szerepld sorozatot egyszert sorozatnak (simple sequence) nevezzik.

Egyszerti és nem egyszeri halmazokra az 1.10. &bra mutat példat. Az abran lathaté
2D (8,4) képen az {a,b,c,d} halmaz egyszerti, mivel pl. az (a,b,c,d) vagy a (d,b,a,c)
sorozat egyszerii. Megjegyezziik, hogy ugyanakkor pl. a (c,a,d, b) sorozat nem egyszerti.
Nem egyszerti halmazra példa {e, f}, mivel sem (e, f), sem (f, e) nem egyszerii sorozat,
jollehet e és f is egyszerli pont.

1.10. dbra 2D példa egyszerli és nem egyszer(i halmazokra (8,4) képeken. A “o” szimbdlumok a fehér
pontokatnak felelnek meg, mig a “o” szimbdélumokkal és az a—f betiikkel jelolt pontok feketék. Az {a,b,c,d}

halmaz egyszert(i, mivel pl. az (a, b, c,d) sorozat egyszerii, mig az {e, f} halmaz nem egyszerfi.

Nyilvanvalé, hogy a P = (V,m,n,B) képb8l a D = {di,...,dy} egyszeri hal-
mazt torls, vagyis a Pr = (V,m,n, B\D) képet eredményez6 T redukci6é topoldgia—
megOrz6, mivel az helyettesitheté olyan képmiiveletek egymas utani végrehajtasaval,
mely miiveletek csak egy—egy egyszerii pontot tordlnek. Az ilyen miiveletek (definicié

szerint) topolégia—megérzok és azok kompozicidja is az. Formélisan: T = Ty - ... - Ty,
ahol a 7; képmiivelet a d;, (egyszerii) pontot torli a (V,m,n, B\{d;,...,d;;_,}) képrél
(j=1,...,k).

A fentiekbol addéddan a kovetkezo kritérium fogalmazhatd meg:

1.5. KRITERIUM (Kong, 1993)

Egy redukcié topolégia—megorz6, ha minden lehetséges képre az altala egyidejtileg
torolt pontok halmaza egyszerii.

Minden lehetséges képre lehetetlen tesztelni egy képmiiveletet, de erre szerencsére
nincs is szlikség a minimalisan nem egyszerii halmazok tulajdonsiagai miatt.

Az S C B halmaz minimdlisan nem egyszert (minimal non—simple) a P=(V, m,n, B)
képen, ha nem egyszerti, de barmely @ C S valddi részhalmaza mar egyszerti. (Az 1.10.
abran ldthaté (8,4) képen minimadlisan nem egyszerii halmazra példa {c,d} vagy {e, f}.)

Az 1.5. Kritérium a minimalisan nem egyszeri halmazok segitségével a kovetkezokép-
pen irhato at: Egy redukcié topologia—megorzé, ha egyetlen képrol sem torol minimalisan
nem egyszerii halmazt.

A fenti dtfogalmazas azért célszert, mert 2D—ben Ronse megmutatta, hogy a miniméli-
san nem egyszerui halmazok mérete korlatos: belefoglalhaték egy 2 x 2—es pixel-négyzetbe
(Ronse, 1988); C.M. Ma pedig bebizonyitotta, hogy 3D—ben a minimélisan nem egyszerti
halmazokat egy 2 x 2 x 2—es voxel-kocka tartalmazza (Ma, 94). Binaris képeken 16—
féle 2 x 2-es négyzet és 256-féle 2 x 2 x 2-es kocka fordulhat eld, igy csak “kisszamu”
konfiguracié felelhet meg minimalisan nem egyszerti halmaznak.

A (26, 6)—os képek topolégia—meg6rzé redukcidira adott elegendd feltételek ismerteté-
se el6tt két fogalmat még be kell vezetni. A Z* ponthalmazon egység-rdcsnégyzetet (unit
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lattice square) alkotnak a 2x2x 1-es, a 2x 1 x2—es vagy az 1 X 2 x 2—es pont—konfiguracidk
(1.11. dbra). A Z?* ponthalmazon a 2 x 2 x 2-es konfiguracié neve egység-—rdcskocka (unit
lattice cube) (1.11. dbra).

— %k *—— % *
*4'—*/ * ——— % */ */ */ ‘

. e
*/ */ * —— % */

1.11. dbra Egység-rdcskocka (a) és az egység—racsnégyzet hadromféle megjelenési formdja (b)—(d), ahol a
(rdcs)pontokat “J” szimbélumok jeldlik. Megallapithaté, hogy egy egység-récskocka minden egyes oldala
egy—egy egység-racsnégyzet. Az egység-ricskocka pontjai egymadssal 26—szomszédosak, mig az egység—

racsnégyzet pontjai 18—szomszédosak.

1.6. KRITERIUM (Ma, 1994)
Egy 3D péarhuzamos redukcié topolégia—megérzé a (26, 6) képekre, ha az aldbbi felté-
telek mindegyikét kielégiti:

1. Csak egyszerii pontokat torol.

2. Ha egy egység—rtéacsnégyzet p és q két fekete sarkat torli, akkor a {p,q} halmaz
egyszeru.

3. Ha egy egység-racsnégyzet p, ¢ és r harom fekete sarkat torli, akkor a {p,q,r}
halmaz egyszerti.

4. Ha egy egység-racsnégyzet p, ¢, r és s (mind a) négy fekete sarkat torli, akkor a
{p,q,r, s} halmaz egyszerti.

5. Egyetlen egység-racskocka altal tartalmazott objektumot sem torol teljesen.

C.M. Ma nem csak az 1.6. Kritériumot fogalmazta meg, hanem elegend¢ feltételeket
is adott a topologia—megérzésre (6,26), (18,6) és (6, 18) 3D képek esetében is (Ma, 1994).
Ezen eredmények kozlése el6tt publikdlt 3D vékonyité algoritmusokra a topolégia—megdr-
zést nem bizonyitottak, a szerzok csak a torlésre kijelolt pontok egyszerti voltat igazoltak.

Speciélis parhuzamos redukcidkra (mint amilyenek a 2.2. pontban ismertetésre kerii-
16 6 al-iteracios hatarszekvencidlis vékonyité algoritmusok) mas elegendd feltételeket is
kozoltek (Bertrand, 1995/1; Ma, 1996). Hangstilyozandd, hogy a topolégia-megérzés-
re adott kiilonbozo feltételek csak elegenddéek, de nem sziikségesek és egymadssal nem
is egyenértékiiek. Pl. a 2.1.6. pontban bemutatédsra keriils algoritmus (Paldgyi, Kuba,
1998/1) teljesiti az 1.6. Kritériumot, de nem elégiti ki C.M. Ma egy masik feltételrend-
szerét (Ma, 1996). Az aldbbiakban egy 1j kritériumot ismertetiink, ami olyan feltételeket
tartalmaz, melyek kielégitése — bizonyos algoritmusokra — egyszeriibben belathat6, mint
az 1.6. Kritérium feltételeinek teljestilése.
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1.7. TETEL (Paldgyi, Kuba, 1998/1; Paldgyi, Kuba, 1999/2)
Legyen 7 egy parhuzamos redukcié, P = (Z*,26,6,B) pedig egy tetszéleges 3D
kép. Legyen tovabbd p € B és @ C (Nig(p)\{p}) N B tetszdleges olyan fekete pont és

ponthalmaz, amelyeket torol a 7 képmiivelet. A T képmiivelet topologia—megorzo, ha
teljesiti az alabbi két feltételt:

1. p egyszerii a (Z*,26,6, B\Q) képen.

2. T egyetlen egység-racskocka altal tartalmazott objektumot sem tordl teljesen.

BI1ZONYITAS

Megmutatjuk, hogy a tétel feltéleinek teljesiilése maga utan vonja az 1.6. Kritérium
valamennyi feltételének a teljesiilését is.

A tétel 2. feltétele megegyezik az 1.6. Kritérium 5. feltételével, igy csak azt kell belatni,
hogy a tétel 1. feltételébol kdvetkeznek az 1.6. Kritérium 1-4. feltételei.

Az 1.6. Kritérium 1. feltétele teljesiil Q = () vélasztdsa esetén, tehat csak a 2.—4.
feltételek vizsgalata maradt hatra.

Vegyiik észre, hogy Nig(p) tartalmazza mindazokat az egység—récsnégyzeteket, ame-
lyekben p mint cstics el6fordulhat.

Legyen a és b két fekete sarka egy egység-racsnégyzetnek a P = (Z*,26,6, B) képen
és torolje 7 mind a kettd pontot. A tétel 1. feltétele szerint a = p és Q = () valasztdsaval
a egyszerii pont a (Z*,26,6, B\Q) képen, tovabba b = p és Q = {a} esetben a b pont is
az, igy az (a,b) sorozat egyszerii a P képen. Tehdt {a,b} halmaz egyszert, igy teljesiil
az 1.6. Kritérium 2. feltétele.

Legyen a, b és ¢ harom fekete sarka egy egység-racsnégyzetnek a P képen és torolje
7T mindharom pontot. A fentiekben belattuk, hogy az a és b pontokra teljesiil az 1.6.
Kritérium 2. feltétele, vagyis az {a,b} halmaz egyszerti a P képen. A tétel 1. feltétele
c=pés Q = {a,b} vilasztasakor garantilja a ¢ pont egyszerti voltat a (Z*,26,6, B\Q)
képen. Ennélfogva az {a,b,c} halmaz is egyszerti a P képen, vagyis teljesiil az 1.6.
Kritérium 3. feltétele.

Legyen végiil a, b, c és d négy fekete sarka egy egység—racsnégyzetnek a P képen és
torolje 7 mind négy pontot. Ha a tétel 1. feltételét d = p—re és Q = {a, b, c}-re alkalmaz-
zuk, akkor a d pont egyszerti a (Z*,26,6, B\Q) képen. Belattuk, hogy teljesiil az 1.6.
Kritérium 3. feltétele, vagyis az {a, b, c} halmaz egyszerii a P képen. Kovetkezésképpen
az {a,b, c,d} halmaz is egyszerli, azaz teljesiil az 1.6. Kritérium 4. feltétele is.

Belattuk, hogy mindazon 7 parhuzamos redukcidk, amelyeket kielégitik a tétel felté-
teleit, azok dtmennek az 1.6. Kritérium sziliréjén is, vagyis megdrzik a topoldgiat. |
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1.3. Vazkijelolo stratégiak

Diszkrét objektumok vazanak meghatarozasara tobb modszert javasoltak. Ezek ko-
ziil a hdrom legfontosabb technikét a tavolsdg—transzforman alapulét (1.3.1.), a front—
terjedést modellezé vékonyitdst (1.3.2.) és a Voronoi—diagramok hatarpontokbdl térténé
generdldsat (1.3.3.) mutatjuk be. Nem térgyaljuk azokat a mdédszereket, amelyek csak
specialis osztalyokhoz tartozd objektumok vézanak analitikus kivonasara fejlesztettek ki
(Kirkpatrick, 1979; Osher, Sethian, 1988; Sethian, 1990).

1.3.1. Tavolsag—transzformacion alapulé médszerek

A vaz tdvolsdag—transzformdcioval (distance transformation) torténé meghatérozéasa
harom lépéshdl all:

1. A hatarpontok kivondsa.
2. A tdvolsagtérkép (distance map) el6allitdsa, ahol a jellemz6 pontok a hatarpontok.

3. A vazpontok, vagyis a lokdlis maximumok, “hegygerincek” (ridge) megkeresése a
tavolsagtérképen.

Diszkrét objektumok hatara tobbféleképpen is megadhaté. Pl. 2D-ben a képpontok
egységnégyzetes reprezentacidja mellett alljon a hatar azon fehér pontokbdl, amelyek élen
vagy csucson osztoznak fekete képpontokkal.

Egy d-dimenziés binaris képet reprezentalé d-dimenziés binaris tombhoz rendelt
tavolsagtérkép egy vele megegyezd méretii d—dimenzios valés tomb, mely minden egyes
képpontra megadja a hozza legkozelebb 16v6 jellemzd ponttdl (feature point) — esetiink-
ben hatarponttol — vett tavolsagat. Téavolsagtérkép eldallitasdhoz tehat a jellemz6 pon-
tok mellett egy tavolsdgfogalomra is sziikség van.

A leggyakoribb tavolsagok az euklidészi tavolsag és a szomszédsagi relacidkon alapulo
diszkrét tavolsagok (Rosenfeld, Pfaltz, 1968; Marchand—Maillet, Sharaiha, 2000). Legyen

x = (21,22) és y = (y1,y2) két pont Z*-ben és legyenek p = (p1,pa,p3) és ¢ = (q1, G2, q3)
Z3-beli pontok.

D?(x,y) : azx és azy pontok kozotti legrovidebb it hossza Z> ben
(i €{4,8});

Dy(z,y) = (1 —1y1)? + (12 — 12)?;

D3(p,q) : apésaqpontok kozdtti legrévidebb j—it hossza Z>-ben
(j € {6,18,26});

Di(pa) = V1 — @)+ (02— 02)* + (03 — 03)° -

Az ortogondlis pontracsokon az alkalmazott szomszédsagi relaciék nem adjak jé koze-
litését az euklidészi tavolsagnak. A fenti tavolsdgok viszonyat az alabbi egyenlGtlenségek
fejezik ki (amelyek teljesiilnek tetszéleges (z,y) és (p, q) pontparokra):

D3(z,y)

<
Dgﬁ(pv q) S



Az euklidészi tavolsag jobb kozelitése érdekében stlyozzak a pontokat 6sszekotéd legro-
videbb 8-, illetve 26—utak éleit és a sulyok Osszege adja a (d1,d2)—, illetve a (d1,d2,d3)-
chamfer tdvolsdgot (Borgefors, 1984; Borgefors, 1996).

Legyen az x és és y pontok kozotti legrovidebb 8—it (zg, z1,...,2,) (xo=2, T,=Yy).
A DS?’CQ) (xz,y) (dl,d2)—chamfer tdvolsdgnal az (xj_1,xy) él stilya legyen d1, ha x 1 és
zy, 4-szomszédosak, kiilénben legyen d2 (1 < k < n).

A DY) (4 0) (d1, d2, d3)-chamfer tévolsag hasonléképpen definialhaté: Legyen a
p és és g pontok kozotti legrovidebb 26—t (po, p1,- -, Pm) (Po=D, Pm=9q)- A (Pr—1,Dk)
él silya legyen d1, ha py 1 € Ng(pk), legyen d2, ha py 1 € Nig(pr)\NVe(pr) és legyen d3,
ha pr_1 € Nog(pr) \N1s(pr)-

(Megjegyzendd, hogy a chamfer tavolsdgok nem elégitik ki a matematikai tdvolsdgfo-
galmakkal szemben tdmasztott kovetelményeket tetszéleges silyokra, pl. 2D—ben d1=1,
d2=3 valasztdsakor nem teljesiil a haromszog—egyenlétlenség sem.)

2D-ben a d1 =3, d2=4 valasztés jol kozeliti az euklidészi tavolsdg 3—szorosat (mivel
% = % =1,33...~v2=1,414...). 3D-ben adl=3, d2=4 és d3 =5 valasztéssal szokds
az euklidészi tavolsdg 3—szorosat kozeliteni (mivel % = % =1,33...~v2=1,414... és
4 —5-1,66...~3=1,732...).

A kovetkezokben a tavolsagtérképek megadasat 3D-re mutatjuk be. A tavolsdg—
transzformécié bemenete legyen az A = |a(i, j, k)} egy nl X n2 X n3—as binaris tomb,
ahol:

ali, j, k) = { 1, h§ az (1,7, k) pozicién jellemzé pont taldlhatd
e 0, kiilonben
Tegyiik fel, hogy A tartalmaz “1” elemet, vagyis a jellemz6 pontok halmaza nem tires.
A tavolsag—transzformacié eredménye a tavolsagtérkép, vagyis a B = [b(i, 7, k)], u-

gyancsak nl X n2 x n3-as (nemnegativ valés) témb, ahol:

N 0, ha az a(i, j,k) =1
PG R = min (D038, (.70 K)) | alt, 7.K) =1}, killouben |

vagyis minden poziciéra a hozza legkozelebbi jellemzd ponttdl vett tavolsagat kell kisza-
mitani a figyelembe vett D—tavolsag szerint.

Borgefors megmutatta, hogy a chamfer tavolsagokon alapulé 3D tavolsag-transzfor-
mécié O(ninanz) idében meghatirozhaté (Borgefors, 1984), és az id6igény tetszbleges di-
menziéban is ardnyos a tavolsidgtérkép elemeinek szdméaval. A tavolsagtérkép (tetszOleges
dimenzié esetén) az aldbbi hdrom fazisu eljardssal szamithaté ki:

1. inicializalas,

2. pésztézas elére (forward scan) és

3. pasztazés vissza (backward scan).

A chamfer tavolsagokon alapulé tavolsdg—transzforméaciot 3D—ben a koévetkezd prog-
ram irja le:
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remark inicializalas
for k=1 to n3 do
for i=1 to nl do
for j=1 to n2 do
if a(i,j,k)=1 then
b(i,j,k)=0
else
b(i,j,k)=00
remark pasztazas elére
for k=1 to n3 do
for i=1 to nl do
for j=1 to n2 do
b(i,j,k)=min{
b(i-1,j-1,k-1)+d3, b(i-1,j-1,k)+d2, b(i-1,j-1,k+1)+d3,
b(i-1, j,k-1)+d2, b(i-1, j,k)+d1, b(i-1, j,k+1)+d2,
b(i-1,j+1,k-1)+d3, b(i-1,j+1,k)+d2, b(i-1,j+1,k+1)+d3,
b( 1i,j-1,k-1)+d2, b( 1i,j-1,k)+d1, b( 1i,j-1,k+1)+d2,
b( i, j,k-1)+d1, b( i, j,k) }
remark pasztdzas vissza
for k=n3 downto 1 do
for i=nl1 downto 1 do
for j=n2 downto 1 do
b(i,j,k)=min{ b(i,j,k), b(i,j,k+1)+d1,
b( i,j+1,k-1)+d2, b( 1i,j+1,k)+d1, b( i,j+1,k+1)+d2,
b(i+1,j-1,k-1)+d3, b(i+1,j-1,k)+d2, b(i+1,j-1,k+1)+d3,
b(i+l, j,k-1)+d2, b(i+1, j,k)+d1l, b(i+1, j,k+1)+d2,
b(i+1,j+1,k-1)+d3, b(i+1,j+1,k)+d2, b(i+1,j+1,k+1)+d3 }

A két bejaras (pasztazas) mindegyike lokalis, de nem parhuzamos (t6mb)miivelet. A
lokalis fliggés kornyezetét és a silyokat az 1.12. 4bra mutatja. Tévolsdg—transzforméciéra
az 1.13. és az 1.14. abrakkal adunk 2D példakat.

A B tavolsagtérkép minden elemét haromszor latogattuk meg és mindharom esetben
O(1) (konstans) id6t igényel egy—egy elem 1j értékének meghatdrozisa. Tehdt a fenti
program komplexitdsa valéban O(nl - n2 - n3).

A szomszédsagi relacion alapuld tavolsag—transzforméaciok megkaphatok alkalmas su-
lyozéasu chamfer tavolsagtérképek kiszamitasaval:

D? : dl=1,d2=00;

D : dl=1,d2=1;

Dg’ s dl=1,d2=00,d3 = 0;

D3 . dl=1,d2=1, d3=00;

D3 : dl=1,d2=1, d3=1.

Egész sulyok mellett a tavolsagtérkép elemei is egészek. A fenti modszer célja, hogy

az egyméastdl irraciondlis (v/2 és v/3) tévolsdgra 1évé récspontok tdvolsigat raciondlis
szdmokkal kozelitsiik.

Danielsson hasonlé mddszert javasolt “kdzel-euklidészi” tavolsdgtérképre (almost E-
uclidean distance map), ami csak a jellemz6 pontok néhdny specidlis konfiguracidja esetén
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nem ad pontos eredményt (Danielsson, 1980). Mddszere vektor—komponensti (egész szam-
parokat tarold) tombbel dolgozik és az inicializdlds utdn minden elemet négyszer latogat
meg. Tébben fejlesztettek ki médszereket hibamentes euklidészi tdvolsdgtérkép (error—free
Euclidean distance map) el6éllitasira (Yamada, 1984; Ragnemalm, 1990; Ragnemalm,
1992/1; Saito, Toriwaki, 1994; Breu, Gil, Kirkpatrick, Werman, 1995; Embrechts, Roose,
1996; Eggers, 1996; Eggers, 1998; Cuisenaire, Macq, 1999).

d2—dl——-d2 ———
—i o \ \
: d———0——- 00—l
] o \ \
—_— d2—dl——-d2
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1.12. dbra Lokdlis kornyezetek és sulyok chamfer tdvolsagtérképekhez. A figyelembe vett szomszédsdg
2D-ben a pasztazds elbre fazisban (a) és a pasztdzas vissza menet sordn (b). 3D—ben a pésztdzas elére fazis
stlyai (c), a pasztdzds vissza menetben pedig (d). A fenti szomszédsagi maszkokat kézéppontjukkal az éppen
meglatogatott elemre kell helyezni és a a silyok altal lefedett elemek stlyokkal novelt értékének minimumét

kell képezni. (A “”—tal jel6lt poziciék nem jitszanak szerepet az adott fazis sordn.)

A hatarpontok (mint jellemz& pontok) tavolsig—transzformécidja utan a tavolsagtér-
képen a “hegygerinceket”, a lokdlis maximumhelyeket kell megtaldlni. Tavolsdg—transz-
forméciéval torténd vazkijelolésre szamos algoritmust javasoltak (Dorst, 1986; Arcelli,
Sanniti di Baja, 1992; Arcelli, Frucci, 1992; Saito, Toriwaki, 1994; Fernandez—Vidal, Ma-
landain, 1995; Saito, Toriwaki, 1995; Borgefors, Nystrom, Sanniti di Baja, 1999; Svensson,
Nystrom, Borgefors, 1999; Gagvani, Silver, 1999).

A tavolsagtérképen a “hegygerincek”, vagyis a vazhoz tartozé pontok kijelolése nehéz
és koltséges feladat, kiilonosen d > 3 dimenziéban. A lokalis maximumhelyeket keresd
modszerek a differencidlgeometria folytonos fiiggvényekre vonatkozé eredményein alapul-
nak.

Legyen f : R — R egy folytonos fiiggvény, amelyhez az aldbbi (d x d méretii) Hesse—
féle matrix tartozik:
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°f  _Op . _0f

02 O0r10z2 Bx10xg
0’f orf .. _9f
Oxo0x1 dz2 Oxa0xy
H(f) = . ; .
o f o°f ... &f
Org0zr1  Ozg0x2 8.703

Hatérozzuk meg a negativ Hesse—féle matrix (—H(f))
AM>X > >N\

sajatértékeit és az azokhoz tartozé

sajatvektorokat, ahol

—H(f)-é=X-&  (i=12,...,4d).

A P pontban az f fliggvénynek(d — m)-dimenziés (m = 1,2,...,d) hegygerince
talalhato, ha f-nek lokalis maximuma van a P pontban az €7,¢€s,...,¢€,, iranyokban,
vagyis a —H(f) méatrix legnagyobb m darab sajatértékéhez tartozé sajatvektorainak
mentén. Idedlis hegygerinc (ideal ridge) esetén az f fiiggvény csak a hegygerincre merd-
leges irdnyban valtoztatja meg az értékét és konstans a hegygerinc irdnydban. Ekkor a
—H(f) matrix rangjam és \; =0 (j =m+1,...,d).

A gyakorlatban nem egy folytonos f fiiggvényen, hanem egy diszkrét B tavolsagtér-
képen kell a hegygerinceket megtaldlni. Diszkrét esetben nem varhato el, hogy idealis
hegygerincet taldljunk. 2D—ben a tdvolsagtérkép egy eleme hegygerincnek (véazpontnak)
felel meg, ha abban a pontban egy “nagy” pozitiv és egy “kozel nulla” sajatértéke van.
A “nagy” pozitiv sajatértékhez tartozd sajatvektor adja meg a hegygerincre merdleges
irdnyt. A Hesse—féle matrix digitalis kozelitése véges differencidk kiszamitasaval torténhet
a tavolsagtérkép megfelel6 (o paraméteri) Gauss—szirével (Sonka, Hlavac, Boyle, 1999)
vald simitasat kovetoen.

Arcelli és Sanniti di Baja egy egyszertibb médszert javasolt silyozott (pl. chamfer
tavolsaggal szamitott) tdvolsdgtérképek lokalis maximumhelyeinek a megtalalasara (Ar-
celli, Sanniti di Baja, 1988). Egy pontot akkor tekintenek lokélis maximumhelynek, ha a
tavolsdgtérkép szamitasa soran (a fent vazolt pasztazasi menetekben) onnan nem terjed
tovabb informacié. Mas szavakkal: a lokdlis maximumhelyek silyokkal novelt értékei
nem kisebbek a minimumképzésben szereplé tobbi elemnél.

A tavolsag—transzformécion alapuld eljarasok nem garantalnak topoldgiailag korrekt
vazat, ha a tavolsdgtérképen “kozel lapos” régiok taldlhatok. Ugyanakkor a mdédszer {6
erénye az, hogy hibamentes euklidészi tavolsagtérkép mellett geometriailag korrekt vazat
eredményez.
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1.13. dbra 2D példa tavolsdgtranszformdcidéra a (3,4)—chamfer tavolsdg szerint. Az eredeti (a) bindris
kép egy 7 x 1l-es téglalap alakd objektumot tartalmaz. A tdvolsdgtérkép a hatdrpontok kivondsa és az
inicializalds utdn (b). A tomb a pdsztdzés elére fazis végrehajtdsa utdn (c). A kiszdmitott tdvolsagtérkép
(a pasztdzas vissza fdzis utdn) (d), ahol a “hegygerinceket”, vagyis a vazhoz tartozé pozicidkat vastagitott

(félkovér) szamokkal jeloltiik.
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a b

1.14. dbra Példa 2D t4volsigtérképre. Az (a) kiinduldsi bindris képre a 4—szomszédsig szerinti tdvolsig-
transzformdciéval a (b) tavolsdgtérképet kaptuk. A tévolsdgtérképnek a kiinduldsi objektumba esd részét
egy 3D bindris objektumként dbrazoltuk az emelés (lifting) miivelet (Udupa, 1993) segitségével. Az emelés
az egészeket tartalmazé nD X t6mbbél az (n + 1)D bindris Y t6mbot &llitja el8, ahol Y[i1,...,in,int+1] =
1, ha in4+1 < X[i1,...,%n], kilénben Y[i1,...,in,int1] = 0. (Az M.C. Escher tervezte tesztobjektum

kiilonlegessége az, hogy az alakzat és annak két elforgatottja példanyaival “leparkettdzhaté” a sik.)
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1.3.2. A front—terjedés modellezése, a vékonyitas

Diszkrét objektumok vazanak kozelitésére gyakran hasznaljak a front-terjedést model-
lezé iterativ eljarast, a vékonyitast. A front—terjedés a diszkrét térben diszkrét folyamat:
egy idOegység alatt a tiiz frontja a téle “egységnyi” tavolsagra lévé racspontokat éri el.
A vékonyitas egy iteracids 1épése tehat a front—terjedés egy iddegységének felel meg. Az
eljaras akkor ér véget, ha mar nincs “éghetd anyag” az objektumon. A vékonyitas menetét
az 1.15. abran mutatjuk be.

1.15. dbra Egy 3D (26, 6) kép térusz—szerii objektumdnak vékonyitdsa. Az egymdst kdvetd iterdcids lépések
eredményeit egyre s6tétebb drnyalatokkal jelenitettiik meg. A legsotétebb pontok adjdk a vaz kozelitését.

(Egységkockds reprezentaciét haszndltunk.)

A vékonyitas természeténél fogva parhuzamos. A préritiiz analégia szerint a hatar
valamennyi pontja egyidejiileg kap langra, tovabba a tiizfrontok minden iranyba egyenle-
tes sebességgel terjednek. Megjegyezziik, hogy javasoltak szekvencialis vékonyité algorit-
musokat is, melyek a konturkijelolés és a konturkovetés technikdjat alkalmazva imitaljak
a kiils6 réteg pontjainak egyideji eltavolitasat (Arcelli, 1981; Naccache, Shinghal, 1984;
Kwok, 1988). A front—terjedés nem csak parhuzamos, hanem lokalis is. Ezen mésodik
fontos tulajdonsag szerint az, hogy egy objektumpont a “tiiz aldozata” lesz—e az eljaras
kovetkezo fazisaban vagy sem, eldonthet6 a kérdéses pont egy — az objektum nagysagatol
fliggetlen méretii — sziik kornyezete alapjan.

A vékonyito algoritmusok egy iterdcios 1épése tehat egy olyan lokalis és parhuzamos
redukciéval adhaté meg, ami csak hatarpontokat torol. A teljes eljaras ilyen képmiiveletek
sorozatabol all. A vékonyitas menete az aldbbi, teljesen altalanos sémaval irhaté le:

repeat
a “torolhetd” hatdarpontok eltdvolitdsa
until nem tortént vdltozds

A repeat—ciklus magja a vékonyitas egy iteracios lépésének felel meg. Az egyes vé-
konyito eljarasok az iteraciés lépések megszervezésében és a “torolhetd” pontokra adott
feltételekben kolonboznek egymaéstol.
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A vékonyitas a vazzal szemben tamasztott topoldgiai kritérium teljesitésére helyezi
a hangsilyt, vagyis topologia-megorzé redukcios képmiiveletnek kell lennie. A maésik,
a geometriai kritériumnak viszont nem tud maradéktalanul eleget tenni, mivel az adott
digitalis térben (Z>-ben vagy Z*-ben) alkalmazott szomszédsagi relaciok altal indukalt
“tavolsagok” nem kozelitik “jol” az euklidészi tavolsdgot. A vékonyitdson és a tavolsdg—
transzformacion alapuld vazkijelolés egymast kiegészité mdodszerek: ami az egyiknél erény;,
az a masikndl hidnyossag (és viszont). Topoldgiailag és geometriailag egyarant korrekt vaz
meghatarozasa lehetséges a fenti két médszer egyiittes alkalmazasaval, ahol a tavolsag—
transzforméciéval meghatarozott vazat “horgonyként” kezeli az azt koévetd vékonyitd
eljards (Arcelli, Cordella, Levialdi, 1981; Arcelli, Sanniti di Baja, 1992; Talbot, Vincent,
1992; Saito, Toriwaki, 1995; Ge, Stelts, Vining, 1996; Pudney, 1998; Svensson, Nystrom,
Borgefors, 1999). A kombindlt médszernél a tdvolsdg—transzformacié ad egy, a geometriai
kritériumnak eleget tevo, de nem Osszefliggd “félkész” vazat, amit a vékonyitas megoriz
és kiegészit gy, hogy az a topoldgiai feltételt is teljesitse. Ezt a megkozelitést mas szer-
zOk — minden erénye ellenére — koltségesnek és tilsagosan heurisztikusnak mindsitik
(Ferndndez—Vidal, Malandain, 1995; Székely, 1996).

Sokféle topoldgia-megdrzo lokalis és parhuzamos redukeié létezik, tobbségiik nyilvan-
valéan nem mutat hasonlésagot a front-terjedéssel. Vékonyité algoritmusok tervezésekor
tehat nem csak arra kell iigyelni, hogy ugy toroljiink, hogy az eredetivel topoldgiailag
ekvivalens képet kapjunk. Arra is figyelni kell, hogy mikor ne tordljunk, vagyis azok a
pontok, ahol a tlizfrontok talalkoznak, maradjanak meg akkor is, ha elhagyasuk megorizné
a topologiat. Ezeket a védett pontokat végpontoknak nevezziik.

A 3D vékonyité algoritmusokat az altaluk kivont kozelité vaz jellege szerint két
osztélyba soroljuk: vannak, amelyek a kézépvonalra vékonyitanak (medial line thinning),
méasok pedig kozépfelszinre (medial surface thinning). Amennyiben nem alkalmazunk
végpont—kritériumot, igy a vékonyitds az objektum topoldgiai magjét (topological ker-
nel) hatdrozza meg. Ez esetben a vékonyitas hatdsa ugyanaz, mint a csak redukciéval é16
zsugoritasnak (shrinking), amir6l a 3. fejezetben lesz sz6. Az 1.16. dbra mindharom eset-
re példat mutat. Megjegyzendd, hogy az “igazi” 3D véazhoz a kozépfelszin all kozelebb.
A kozépvonalra vékonyitas elnyomja a tiikrozéses szimmetridkat a tengelyesek javara,
ami hasznos bizonyos objektumok (pl: orvosi képeken a vérerek, a légutak és bizonyos
csontok) jellemzésekor.

A vonalvégpontok meghatarozasiban altalanos az egyetértés: a P = (V,m,n, B)
képen a p € B pont akkor és csakis akkor wonalvégpont, ha az (N, (p) N B)\{p} hal-
maz egyelemt, vagyis az adott pont csak egyetlen mésik fekete ponttal m—szomszédos.
Egyuttal megadjuk a vonalpontok és az elagazéasi pontok definicidjat is: p € B akkor
és csakis akkor wvonalpont, ha p pontosan ketté (p—t6l kiillonbozd) fekete ponttal m—
szomszédos; és akkor eldgazdsi pont, ha tobb mint ketto fekete ponttal m—szomszédos.

A felszinvégpontok esetében nincs konvencié. A kiilonb6z6 kozépfelszinre vékonyito
algoritmusok eltér6é végpont—kritériumokkal dolgoznak, amelyekre a 2. fejezetben — az
egyes eljarasok ismertetésekor — tériink Kki.

Az objektumok iterativ “hdamozasara” szamos eljarast javasoltak, igy sziikségessé valt
olyan feltétel megfogalmazdsa, aminek teljesitése esetén kijar a ”vékonyitd algoritmus”
mindsités. Rosenfeld éllitott fel 2D esetén ilyen kritériumot (Rosenfeld, 1975), melyet
Tsao és Fu adaptélt a 3D kozépvonalra vékonyité algoritmusokra (Tsao, Fu, 1981):

1.8. KRITERIUM (Rosenfeld, 1975; Tsao, Fu, 1981)
Egy redukciés képmiivelet vékonyitas, ha eleget tesz az alabbi feltételeknek:
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1. Az objektumok és azok komplementere Osszefiigg6ségén nem valtoztat, vagyis nem
vag szét objektumot kettd vagy tobb részre (és ugyanez all a komplementeriikre is).

2. Izolalt pontokat és gorbéket valtozatlanul hagy.

Megvaltoztatja a 2 x 2—es négyzet—alaki (2D), illetve a 2 x 2 x 2—es kocka—alaki
(3D) objektumot.

e i

a b

¢ d

1.16. dbra Példa kiilonboz8 végpont—kritériumokkal torténd vékonyitdsra. Az eredeti (26,6) kép objektuma

egységkockds reprezentacié szerint (a), annak kozépfelszine (b), kézépvonalai (c) és topolégikus magja (d).

Az 1.8. Kritérium 1. feltétele 2D-ben egyenértékii a topoldgia-megorzéssel, 3D-ben
viszont nem zarja ki lyuk létrehozasat. Ennélfogva, célszerlibb a topologia-megorzést
megkovetelni.

A 2. feltétel arra allit fel korlatot, hogy mikor nem szabad folytatni tovabb a tor-
lést. A feltétel szerint az izolalt pontok és a gorbék mar “vékonyak”. A gorbe az egy
“egy pizel /vozel vastagsdagi” objektum, ami vonalpontokat, vonalvégpontokat és eldgazdsi
pontokat tartalmaz. Vonalpontok torlése nyilvanvaléan az 1. feltétel megsértésével jar,
egy izolalt pont eltivolitdsa pedig egy objektum teljes torlését eredményezi’ . Az 1. fel-

"Az izolalt pontokra vonatkozé kitétel — valészintileg — a Deutsch iranti tisztelet jeléiil keriilt be,
akinek a klasszikus algoritmusa (Deutsch, 1968) torli az izoldlt pontokat is.
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tételhez képest csak a vonalvégpontok torlésének tilalma jelent ijdonsagot. (A kritérium
fogyatékossaga, hogy csak a kozépvonalak meghatarozasara vonatkozik, a kézépfelszinre
vékonyitdsra nem.)

A 3. feltétel — a két kordbbival ellentétben — nem a torlést korldtozza, hanem a
minél “vékonyabb” objektumok elérését probalja elésegiteni. Hangstlyozandd, hogy ez
a heurisztikus feltétel nem a kis négyzet—, illetve kocka—alaku objektumrészletek el6for-
dulasat tiltja meg, hanem magéabanallé objektumrdl szol. Ez anndl is inkabb indokolt,
mert megadhaték nem vékonyithaté kiterjedt objektumok is®. Az 1.17. 4brdn lathaté egy
olyan objektum (Suen, Wang, 1994), amin — (8, 4) 2D képet feltételezve — nem taldlhaté
egyszerii pont. Hasonl6 példaobjektumokat — tetszoleges méretben — konstrudlhatunk
3D-ben is.
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1.17. dbra Példa kiterjedt, de nem—vékonyithaté objektumra. A (8,4) kép egyetlen fekete pontja sem
egyszeri. Barmelyik fekete pont torlése vadonatuj iireget hozna létre, (egy vagy kettd) iireget sziintetne meg

vagy (kettd vagy hdrom) iireget olvasztana Ossze.

8Megjegyzends, hogy az egyetlen szomszédsigi relaciét alkalmazé jél-képzett halmazokra Latecki,
Eckhardt és Rosenfeld definidltdk az egy pizel vastag halmaz fogalmat és javasoltak egy olyan 2D vé-
konyité algoritmust, ami tetszSleges jol-képzett halmazbdl egy pixel vastag halmazt allit el (Latecki,
Eckhardt, Rosenfeld, 1995).
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1.3.3. A Voronoi—vaz

Topolébgiailag és geometriailag egyarant korrekt vaz meghatdrozasara igéretes a Vo-
ronoi—diagramon (Aurenhammer, 1985; Preparata, Shamos, 1990; Voss, 1993) alapulé
modszer.

El6szor a 2D Voronoi—-diagramot mutatjuk be. Legyen G={gi, ..., g} t (kiilénboz6)
diszkrét pontot tartalmazé halmaz, ahol g; € Z* (i = 1,...,t). A Voronoi-diagram 0-,
1— és 2—dimenziés elemekbdl all, melyeket rendre Voronoi—csicsoknak, Voronoi—éleknek
és Voronoi-régioknak neveznek.

A pontosan t darab Voronoi-régié mindegyike a G generdlohalmaz egy—egy eleméhez
rendelheto:

R(G)={p | Vj:1<j<t j#i D(pg)<D(pyg)} (=1,,..,1),

ahol “D” az euklidészi tavolsagot jeloli.

Egy régioba azon pontok keriilnek, amelyek kozelebb vannak a generdléhalmaz egy
adott eleméhez, mint az &sszes tébbihez. Konnyen beldthatd, hogy valamennyi R;(G)
Voronoi—régié konvex (egy régi6 barmely ketto pontjara a kivalasztott pontokat 6sszekotd
szakasz egésze is a régidba esik), egyértelmtien létezik és nem iires (mivel g; € R;(G)).
Bizonyos régidk korlatosak, mig masok teriilete végtelen is lehet.

A Voronoi—éleket pontosan ketté G-beli ponttdl egyenld tavolsagra és minden mas
generaléponttél tavolabbra es6 pontok alkotjék:

(1 < i # j < t). Megjegyzend8, hogy bizonyos g¢; és g; pontokra E;; iires is lehet,
ugyanakkor bizonyos Voronoi-élek lehetnek végtelen hosszisaguak is. Belathato, hogy
E;; része a g; és a g; pontokat 0sszekotd szakasz szakaszfelezé merdleges egyenesének.

Egy Voronoi—csics (legaldbb) hdrom G—beli ponttdl egyenlé tavolsdgra és a generald-
halmaz minden mas pontjatol tavolabbra esik:

Viie(G) = { p | D(p,g:)=D(p,g;)=D(p,gx) és

(1 <i#j #k <t). Megjegyezziik, hogy egyrészt bizonyos g¢;, g; és gr pontokra nem
létezik a Vi (G) csics, masrészt fenndllhat az is, hogy Vijx = Vi (K # 1), mivel egy
csicestél haromnal tobb G-beli pont is eshet azonos (és minim4lis) tavolsdgra.
Voronoi—-diagramra az 1.18b. dbra ad példat, ahol a diagramot az 1.18a. dbran lathatd
(véletlenszertiien kivalasztott) 10-elemii generdléhalmazra hatdroztuk meg.

A G generaléhalmazzal adott Voronoi—diagramal szoros kapcsolatban all G Delaunay-
felbontdsa (Preparata, Shamos, 1990; Voss, 1993), mely G konvex burkdt (convez hull)
osztja fel haromszogekre (1.18c. dbra). Egy 2D diszkrét ponthalmaz konvex burka az a
legkisebb teriiletii konvex poligon, ami tartalmazza a ponthalmaz valamennyi pontjat.
(Megjegyezziik, hogy a konvex burok egyértelmiien létezik tetszéleges ponthalmazra.) A
2D konvex burok meghatdrozasara szamos algoritmus létezik. A probléma bonyolultsa-
ga t pontbdl allé generdléhalmaz esetén O(t - log, t), de az aszimptotikusan leggyorsabb
eljaras iddigénye O(t - log, ), ha ¢ cstcspont fesziti ki a konvex burkot (Graham, 1972;
Jarvis, 1973).
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1.18. abra Példa Voronoi-diagramra és Delauney—felbontdsra. Egy 10-elemii ponthalmaz (a), annak
Voronoi-diagramja (b), Delauney—felbontdsa (c) és azok egylittes megjelenitése (d). A teljes 2D sikra kiter-

jedd Voronoi—diagramnak csak egy korlatos téglalapba esé része lathaté.

A Delaunay—felbontas a konvex burok egy specialis triangularizaciéja: a haromszogek
koré irt korlapoknak nem belsé pontja a generalohalmaz egyetlen pontja sem. Megje-
gyezziik, hogy a Delaunay-triangularizacié nem egyértelmli minden esetben, mivel egy
(lehetséges) felbontasban ugyanaz lehet a koréirt kore egyszerre tobb haromszognek is.
Az ilyen haromszogek olyan konvex poligont alkotnak, amelynek tetszéleges triangula-
rizacidjara teljesiil a Delaunay—felbontas kritériuma. Az 1.19c. dbra példdjan a Delau-
nay—felbontasban négyszogek is el6fordulnak, melyeknek barmelyik atloja szerepelhet a
triangularizacidéban.

A Delaunay—felbontasban is 0—, 1- és 2—dimenzids elemek szerepelnek, amelyeket
rendre Delaunay-csucsoknak, Delaunay—éleknek és Delaunay-régicknak neveznek. A
Delaunay—csicsok halmaza maga a G generdléhalmaz, a Delaunay—éleket a felbontas ha-
romszogeinek oldalai alkotjak, a Delaunay-régiok pedig a haromszogek.

Az 1.18c. abran a Delaunay—felbontasra is szerepel példa. Az adott 10—elemi pont-
halmaz 6 pontja szerepel a konvex burok cstucspontjaként és a felbontas 12 haromszoget
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tartalmaz.

A Voronoi-diagram és a Delaunay-felbontas egymasnak dudlisa: az egyik d-dimen-
7i6s (d = 0,1,2) elemeinek egy—egyértelmli médon megfeleltethet6k a masik (2 — d)-
dimenzids elemei. A V;;,(G) (0D) Voronoi-csicsnak az a (2D) Delaunay—héromszog felel
meg, amelynek csucsai g;, g; és gx (a hdromszog koré irt kér kézéppontja éppen Vi, (G)).
Az E;;(G) (1D) Voronoi-élhez a g; és a g; pontokat 6sszekté (1D) Delaunay—€l tartozik.
A R;(G) (2D) Voronoi-régiénak pedig a g; (0D) Delaunay—csics felel meg. A két modell
elemeinek kapcsolatat a 1.18d. abra illusztrélja.

A 3D ponthalmazokra is megadhaté a Voronoi—-diagram és a Delaunay—felbontas. Ek-
kor a Voronoi-régiék 3D konvex poliéderek lesznek, melyek lapjai, élei és csicsai adjak
rendre a diagram 2D, 1D és 0D elemeit. A Delaunay—felbontdsban a 3D elemek tetraé-
derek, melyek (2D) lapjai, (1D) élei és (0D) cstcsai alkotjak a felbontds 2D, 1D és 0D
elemeit. A dualitds ezittal is fendll: az egyik konstrukcié d-dimenzids (d = 0,1,2,3)
elemeihez a mésik (3 — d)-dimenzids elemei tartoznak.

A 2D Voronoi-diagram meghatarozésara és a Delaunay—felbontasra szamos maédszert
dolgoztak ki, melyek komplexitdsa ¢ pontra 2D-ben O(t - log,t) és 3D-ben O(t?) (Naf,
1996; Attali, Montanvert, 1997).

A Voronoi-diagram kapcsolatban all a vazzal: ha a generaléhalmaz pontjait egyen-
letes, minden hatéaron til finomodé mintavételezés szerint vessziik az objektum hatararol,
akkor a Voronoi-diagramnak az objektumba es6 elemei a vdzhoz konvergélnak (Boissonat,
Kofakis, 1985; Schmitt, 1989; Brandt, Algazi, 1992).

Az 1.19b. dbra a Voronoi—vazra mutat példdt. A példaobjektum (1.19a. dbra)
ezuttal is — egy szabdalyos téglalap, igy a Voronoi-diagram Gsszevetheté az 1.1. abran
lathato folytonos véazzal.

A Voronoi-diagram (éppiigy, mint a Delaunay—felbontds) folytonos modell. Diszk-
rét objektumok esetén a diszkrét generdléhalmaz kijelolése utdn modellt kell valtani:
a folytonos Voronoi-diagrambdl kell kivalasztani azokat a folytonos elemeket, amelyek a
vézhoz tartoznak. Ezért a Voronoi—-diagramon alapulé vézkijelolést félig folytonos (semi—
continuous) megkozelitésnek nevezik (Székely, 1996).

A Voronoi—-vaz meghatarozasakor két kérdésre kell valaszt taldlni: mely pontokbdl
alljon a generdléhalmaz, és a Voronoi-diagram mely elemei tekintendék relevdnsnak, a
vazmodellhez tartozonak.

Az elso kérdésre egy lehetséges valasz: egy 2D képen alkossak a generaléhalmazt a
fekete és fehér pixelek (egységnégyzetek) kozos oldalainak felez6pontjai, 3D-ben pedig a
fekete és fehér egységkockak kozos lapjainak kozéppontjai (Székely, 1996; Naf, 1996; Naf
et al., 1997).

A masodik probléma megvalaszolasara sokféle szubjektiv és heurisztikus mddszert
tesz lehetévé az a tény, hogy a Voronoi—diagram (vagy a Delaunay—felbontds) osszetett
adatstrukturakban tarolhaté. Ennélfogva a modellek mint folytonos 0D—, 1D—, ..., dD—
elemek halmazai kiilonféle fontossdgi mértékek (importance measure) (Brandt, Algazi,
1992; Brandt, 1992; Ogniewicz, Ilg, 1992; Attali, Montanvert, 1997; Shaked, Bruckstein,
1998) alapjan egyszeriisithet6k, tisztithatok.

A Voronoi-diagrambdl geometriailag és topologiailag egyarant korrekt vaz vonhatd
ki, aminek utéfeldolgozdsira, szimbdlikus leirdséra szdmos lehetéség adddik (Székely,
1996; Néf, 1996; Naf et al., 1997; Shaked, Bruckstein, 1998). A mddszer hétranya az,
hogy a folytonos modell feldolgozdsa nagymennyiségii, lebegépontos aritmetikat igénylo
szamitast igényel. Osszetett objektumokra a generdléhalmaz pontjainak szdma nagyon
nagy lehet, pl. egy 3D maégneses rezonancia (MR) vizsgalatbdl szegmentalt agy esetén
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megkozelitoleg félmillié pontbdl all. Erre a generdléhalmazra a Voronoi-diagram kisza-
mitdsa egy teljes napot igényel egy nagyteljesitményt (Sun Ultral Sparc 167 MHz) mun-
kadllomdson (N&f et al., 1997).

Megjegyezziik, hogy nem csak a hatarpontok halmazéval leirt 3D objektumok, hanem
poliéderekkel kozelitett 3D testek Voronoi diagramjanak vagy Delaunay-felbontdsanak
meghatarozasara is léteznek maédszerek (Reddy, Turkiyyah, 1995; Sheehy, Armstrong,
Robinson, 1996; Sherbrooke, Patrikalakis, Brisson, 1996).

+—k—o——o——o——o——o——o—

?
?
?
+—F—o——o——o——o——o——o—

4
N

1.19. dbra Példa 2D Voronoi-vazra. Az eredeti objektum (a), annak Voronoi—diagramja (b) és Delaunay—

felbontdsa (c). Az eredeti objektum egy szabdlyos 5 x 8-as téglalap, ahol minden egyes objektumpontnak
(“1” pixel) egy—egy egységnégyzet felel meg, mig a hattérpontokat (“0” pixelek) nem jeldltiik. Az “1” ésa “0”
pixeleken osztozé egységnégyzet—élek felez6pontjai alkotjdk a generdléhalmazt, mely a “o” szimbdélumokkal
jelolt pontokbdl all. A téglalap Voronoi—diagramjan a folytonos vézhoz tartozé Voronoi-éleket vastag vo-
nalak jelolik. Konnyen beldthatd, hogy a mintavételezés finomitasaval a vazhoz tartozé élek egyre kozelebb

keriilnek a téglalap sarkaihoz, vagyis egyre pontosabb kozelitését adjak a vdznak. A téglalap Delaunay—fel-

bontdsdban a négyszogeknek olyan Voronoi—csucsok felelnek meg, amelyekbe négy él fut be.
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1.4. A vaz meghatarozasa és a matematikai morfolégia

A morfoldgia (morphology) a biolégidnak az él6lények alakjdval foglalkozd dga, mig
a Matheron és Serra &ltal megalapozott matematikai morfolégia (mathematical mor-
phology) a képanalizishez biztosit hasznos eszkozoket (Matheron, 1975; Serra, 1982).
A digitalis képfeldolgozas szamos problémaja — beleértve a vékonyitast és a vazkije-
161ést — leirhaté morfoldgiai megkozelitéssel (Schalkoff, 1989; Gonzales, Woods, 1992;
Jahne, 1993; Serra, Soille, 1994; Glasbey, Horgan, 1995; Awcock, Thomas, 1996; Mara-
gos, Schafer, Butt, 1996; Watt, Policarpo, 1998; Sonka, Hlavac, Boyle, 1999).

A matematikai morfolégia miiveleteit halmazmiiveletekkel irjak le, ahol halmazként e-
lemi mintak is szerepelnek. Megjegyzendd, hogy a morfologiai miiveleteket kiterjesztették
szirkedrnyalatos (grey—scale) képekre is (Gonzales, Woods, 1992; Baxes, 1994; Glasbey,
Horgan, 1995; Watt, Policarpo, 1998).

A morfolégiai vékonyitas (1.4.2.) és a morfoldgiai vaz (1.4.3.) ismertetéséhez sziik-
séges alapmiuveleteket az 1.4.1. pontban mutatjuk be. A morfolégiai miveletek és a
maszkillesztés (template matching) kapcesolatat az 1.4.4. pontban targyaljuk.

A morfolégiai miiveletek jelolése a szakirodalomban nem egységes. Dolgozatunkban
a Gonzales és Woods &altal hasznalt szimb6lumok (Gonzales, Woods, 1992) szerepelnek.

1.4.1. Alapmiveletek

A matematikai morfolégia miiveletei a d—dimenzids (d > 1) euklidészi tér tetszéleges
részhalmazain értelmezettek. Szamunkra csak a binaris képmiiveletek leirasaban betol-
tott szereplik a fontos, igy halmazon a tovabbiakban a képpontok egy részhalmazat értjiik.
A jelen pontban azokat az alap— és segédmiiveleteket ismertetjiik, amelyek a morfolégiai
vaz meghatarozasdhoz és a vékonyitas megadasdhoz sziikségesek.

Legyenek X és Y a képpontok V halmazanak részhalmazai. (2D kép esetén V = Z?,
3D-ben pedig V = Z°).

Az X ponthalmaz komplementerét (complement) jelolje X¢, ahol:

X = {plpgX}
= V\X.

Az X ponthalmaz a—val valé eltoldsa (translation) a kovetkezéképpen definialt:
(X)a={z+a|ze X},
ahol a € V' és “4” a komponensenkénti/koordinatankénti osszeadast jeloli.

Az Y ponthalmaznak (az origéra vald) tikrozését (reflection) az aldbbi formula adja
meg;: A
V={-ylyeY}

ahol a a komponensenkénti “—17—gyel val6 szorzast jeloli. Az Y ponthalmaz szim-
metrikus, ha Y =Y.

“_m

A fenti harom segédmiiveletre az 1.20. abra ad példéakat.
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Az X ponthalmaznak az Y-nal valé dilatdcidjat (dilation) a kovetkezd formula irja
le:

XoY = {a
= {a

ahol az Y ponthalmazt szerkesztéelemnek (structuring element) nevezik. A szerkeszt&e-
lem hasonlé szerepet jatszik, mint a konvolicids maszk (convolution mask/kernel) (Gon-
zales, Woods, 1992; Sonka, Hlavac, Boyle, 1999): a szerkesztéelem koordinatarendszeré-
nek origéjat eltoljuk V' minden elemére és az adott elemet felvessziik a dilatalt halmazba,
ha a szerkesztOelemnek legalabb egy pontja X—beli ponttal keriil fedésbe. A gyakorlatban
Y-t lefedi az origd koré irt “kisméret” (pl. 3— vagy 5—sugari) korlap (2D—ben), illetve
goémb (3D-ben). Konnyen beldthatd, hogy ha Y tartalmazza az origét, akkor tetszoleges
Y-ra: X C X @Y, vagyis a dilatacionak “hizlalé” hatdsa van.

(V)anX #0}

|
[ [(V)anX]C X},

00000000
00000000
00000000
00000000
00000000
00000000

00000000
00000000
00000000
00000000
00000000 00000000
00000000 00000000
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1.20. dbra Példék a morfolégiai segédmiiveletekre. Ax X C Z? halmaz (a), ahol X elemeit “o”, a Z2\ X~
be es8ket pedig “o” szimbdlumok jelolik. A vastag vonalak az origéban (a (0,0) pontban) metszik egymdst
és az abrazolt 9 X 9—es részleten kiviil nincs X—beli pont. A hirom segédmiivelet eredménye: X° (b), (X)a

a = (—3,2) esetén (c) és X (d).

A dilatacié dudlisat az erdziot (erosion) az alabbi formula adja meg:
XoY = {a|(Y),CX}
= (X‘@Y),
vagyis a V halmaz egy pontja akkor keriil be az erodélt halmazba, ha a szerkesztéelem
koordinatarendszerének origdjat az adott pontba eltolva minden egyes Y —beli pont X—

belivel keriil fedésbe. Konnyen belathatd, hogy ha Y tartalmazza az origot, akkor
tetszoleges Y-ra: X 6 C X, vagyis az erozi6é “fogyaszt”.
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A fenti alapmiiveleteket az 1.21. abra illusztralja. A 2D példakbdl az is kitiinik, hogy a
dilatacioé és az erdzié mint binaris képmiiveletek nem Orzik meg a topoldgiat. A dilatacio
tiregek feltoltését és objektumok Gsszeolvadéaséat eredményezheti (3D-ben még lyukakat is
megsziintethet), mig az erdzié szétszakithat vagy teljesen térélhet objektumokat, valamint
osszeolvaszthat tiregeket egymassal vagy a hattérrel.

A morfolégia kovetkezé alapmiiveletében az Y szerkesztéelemet két diszjunkt hal-
mazra bontjuk: Y = Y; UY5,, ahol Y1 NY, = (). Az X ponthalmaznak az Y-nal vald
hit-or—miss transzformdcidjat (hit-or—miss transform) az alabbi formula adja meg;:

X®Y = (Xoy)n(X°ov)
= (Xoen)\ (X & ),

vagyis a hit—or-miss transzformalt halmaznak olyan pont lesz eleme, amellyel a szerkesz-
toelem origojat eltolva az Y; altal lefedett valamennyi pont X-be esik, ugyanakkor az
Y, altal lefedett pontok kozott nincs X—beli. A hit—or—miss transzforméciéra az 1.22.
abraval mutatunk példat.
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1.21. 4bra Példsk dilatdcidra és eréziéra. Ax X C Z? halmaz vagy binéris kép (a), melynek elemeit illetve
fekete pontjait “e” szimbélumok jeldlik. Az Y (szimmetrikus) szerkeszt8elem (b) elemeit “o”—ek jelolik és
a vastag vonalak az origéban (a (0,0) koordindt4ju pontban) metszik egymdst. Az X @ Y dilatécié (c) X
hizlaldsat, az X ©Y erézié (d) pedig X fogydsat eredményezi. A 4-szomszédsidgnak megfeleld szerkesztéelem
mellett a dilatdcié feketévé véltoztatja mindazon pontokat, amelyeknek van fekete 4—szomszédja, az erdzid
pedig csak azokat a fekete pontokat hagyja meg, amelyeknek az Osszes 4-szomszédja fekete volt. (A (c) és a

(d) képeken azok a vonaldarabok vastagok, amelyek 4-szomszédos X—beli pontokat kotnek Ossze.)
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1.22. 4bra Példa hit—or-miss transzformciéra. Ax X C Z2 halmaz vagy binaris kép (a), melynek elemeit
illetve fekete pontjait “e” szimbdélumok jeldlik. Az Y = YUY szerkesztéelem (b), ahol az Y7 halmaz elemeit
“y1”—ek, az Ya—belieket pedig “yo”—k jelolik és a vastag vonalak az origéban metszik egymést. A (c) képen
lathaté X ©Y1 eredménye, mig (d) mutatja az X°©Y> képet. A végeredmény, X®@Y = (XOY1)N(X°6Y>2)
(e)—n lathat6. (A (c)—(e) képeken azok a vonaldarabok vastagok, amelyek 4-szomszédos X—beli pontokat

kotnek Ossze.)
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A morfoldgiai vazhoz sziikségiink van a nyitds (opening) miiveletre is. Az X ponthal-
maznak az Y szerkesztOelemmel vald nyitasat a kovetkezo formula definialja:

XoY = [ J{(V)al (V)aC X}
= (XeY)aY,

azaz a nyitas egy erozio és egy dilatacidé egymdés uténi végrehajtasat jelenti.

A nyitéds dudlisa a zdrds (closing), ahol a dilatéciét koveti az erézié:

XeY = (X@Y)oY
= (X°oY)°.

A nyitds és a zaras a kovetkezo tulajdonsagokkal bir:

1. XoYCXésXCXeY.

2. Ha X7 C Xy, akkor X;10Y C Xo0Y és X;eY C XyeY.
3. (XoY)oY =XoYés(XeY)eY =XeY.

Az 1. tulajdonsag szerint nyitas “fogyaszt”, a zaras pedig “hizlal”. A monotonitdsrol
szo0l a 2. tulajdonsag, mig a 3. tulajdonsag azt mondja ki, hogy a nyités és a zaras ismétlése
hatastalan, azaz a miiveletek idempotensek.

A fenti tulajdonsdgaik miatt a nyitas és a zaras szurésre is hasznalhato. A morfoldgiai
szirést (morphological filtering) az

(XoY)eY =((XeY)pY)aY)oY

formula irja le, hatasat az 1.23. dbraval szemléltetjiikk. Az abra egyben a nyitasra és a
zarasra is példat ad.

A morfolégiai szlir6 egy erdzidéval indul, ami a binaris képekrol torli a “kisméreti
kiils6” zajokat. A kezdeti erézi6 mellékhatdsaként a “kisméreti” (zajnak mindsiilé)
iregek megndnek és a megdérzendo objektumok “fogynak”. Az erdzidt egy dilatacio koveti,
ami visszadllitja az objektumok és az tliregek eredeti méretét. (Mivel az erdzié teljesen
torolte a “kisméretdi kiils6” zajokat, igy azok végképp eltiintek.) A sziirésnek a nyitds
fazisa ezzel befejez6dott. A zérdst indité djabb dilatécié kitolti a “kisméreti” (zajnak
minésiilé) tiregeket. A tilhizlalt objektumok helyreallitdsa a zérdst (és egyben a sziirést)
befejez6 erozié feladata. A morfologiai szliré hatasat az alkalmazott Y szerkesztéelem
megvalasztdsa befolydsolja. A szerkeszt6elem mérete (és alakja) hatdrozza meg azt, hogy
mely objektumok és liregek mindsiilnek “kisméretiinek”.
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1.23. dbra Példa morfolégiai sziirésre. Az Y szerkesztéelem ugyanaz, mint ami az 1.21b. dbrén lathatd,

vagyis a 4-szomszédsdgnak felel meg. Az aktudlis halmaz elemeit (vagy az aktudlis kép fekete pontjait) “e”

szimbdélumok jel6lik.
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A morfologiai vaz egyszerlibb targyalasa érdekében bevezetjilk az iterdlt szerkesztée-
lem fogalmat és az iterdlt dilatdcio valamint az iterdlt erdzio miiveleteket.

Legyen Y C V egy tetszOleges szerkesztéelem (V = Z2 vagy Z?) és jelolje Oy az
origét (ami (0,0), ha V = Z?, és (0,0,0), ha V = Z*). Az Y elem k-adik iteraltjat
jelslje Y ahol:

Y(k):{ {Ov} yha k=0
YDy  hak>1

[teralt szerkesztoelemre az 1.24. abra ad példat.
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1.24. dbra Példa iterdlt szerkeszt8elemre. Az Y C Z2? elembe és annak iteraltjaiba esd pontokat “e”

szimbdlumok jeldlik. A vastag vonalak az origéban metszik egymdst.

Az X ponthalmaznak az Y szerkesztéelemmel valé iteralt dilataciojat a kovetkezo
formula irja le:
X ,hak=0
(X®r1Y)®Y ,hak>0

Az iteralt er6zié hasonléképpen definidlhato:

X@kYZ{

X ,ha k=0

Xe’fy:{ (XSp 1 Y)OY ,hak>0

Konnyen beldthato, hogy az erdzidra és a dilataciora teljesiilnek alabbi tulajdonsagok
tetszoleges X, Y és Z halmazok esetén:

XeY)aZ = Xe(YaZ),
(XeY)eZ = Xo(YaZz).

A dilatacié és az erézié meghatarozasabol az alabbi két azonossag is kovetkezik:

Xa{oy} = X,
Xe{oy} = X.

A fentiek alapjan (pl. teljes indukciéval) kdnnyen beldthaték a kovetkezok:

XY = XoY®,
Xe,Y = Xovy®w,

Megallapithatjuk, hogy a “nagyméretii” szerkesztoelemekkel vald dilatacio és erézio
kivalthaté “kisméretiiekkel” végrehajtott iteralt miiveletekkel.
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1.4.2. A morfolégiai vékonyitas

A vékonyitds a matematika morfoldgia eszkozeivel is leirhaté (Serra, 1982; Schalkoff,
1989; Gonzales, Woods, 1992; Sonka, Hlavié¢, Boyle, 1999; Watt, Policarpo, 1998), ahol
az egy iteracids 1épés soran (az objektumok hatarardl) eltavolitandé pontokat a hit—or—
miss transzformacié jeloli ki. Az X halmaznak az Y szerkesztéelemmel val6 vékonyitasa
formélisan:

XY = X\ (X®Y)
- XNn(Xe®Y)r

Hangsilyozando, hogy a fenti formula csak a vékonyitas egy iteracids lépésére vonatkozik,
amit addig kell ismételni, amig X ® Y # 0.

Ha a vékonyitas nem a 2.3. pontban ismertetésre keriilo teljesen parhuzamos, hanem
a 2.1. pontban bemutatott irdny-szekvencidlis médszert koveti, akkor egy iteracids 1épés
tobb fazisbdl (al-iterdciébol) &ll, ahol az egymast kovetd fazisokhoz kiilénboz6 szerkesz-
téelemek tartoznak. k—fazisu (k > 1) vékonyitas esetén egy k taghdl all6 szerkesztdelem—
rendszert kell megadni:

y = {Y—1;Y'2;7Yk} )
ahol Y; az i—edik fazis sordn alkalmazandd szerkesztOelem (1 < i < k).

Az X halmaznak az ) szerkesztOelem-rendszerrel tortén6 vékonyitasanak egy iteracios
1épését a kovetkezd formula irja le:

XeY=(..(XeY)eY)...)eY).

A morfoldgiai vékonyitdst (pontosabban annak egy lépését) képmiiveletként is meg-
fogalmazhatjuk: a P = (V,m,n, B) egy bindris képen az ) szerkesztéelem-rendszerrel
adott vékonyitds egy lépése a P’ = (V,m,n, B® Y) képet eredményezi.

A morfologiai vékonyitas kivant hatdsa a szerkesztéelem-rendszer alkalmas megva-
lasztdsaval érhet6 el. Az 1.25. dbrén ldthaté 2D szerkesztOelem—rendszerrel (Gonzales,
Woods, 1992) végrehajtott 8—fazist vékonyitasra az 1.26. dbra mutat példat. Megjegyez-
ziik, hogy az eljdrds megérzi a topoldgidt a (4,8) és a (8,4) képeken, de csak a (4,8)
képekre szolgaltat “egy pont vastagsagi” vonalszegmenseket.

o B H S H T

Y Y Y3 Yy Ys Ys Y7 Ys

1.25. dbra Az Y = {Y1,Y3,...,Ys} szerkeszt8elem-rendszer 2D vékonyitisra. Az Y; = Y;1 UY;2 szerkesztd-
elem a 8—fazisu vékonyitas i—edik fazisdhoz tartozik (1 < ¢ < 8). Az Y;1—beli elemeket “o”, az Y;a2—be esSket
pedig “o” szimbdlumok jelolik. Az origd minden esetben a 3 x 3—as kornyezet kozéppontja. Megjegyezziik,
hogy az utolsé hat szerkesztSelem az els6é kettének elforgatott vatozata, ahol a forgatasi szogek: 90°,180°

és 270°.
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1.26. dbra Példa morfoldgiai vékonyitdsra. Az eljdrds az 1.25. dbrdn bemutatott ¥ = {Y1,..., Ys}
szerkeszt8elem-rendszerrel dolgozik. Az adott halmazba tartozé Z2-beli pontoknak “e”, mig a halma-
zon kivilieknek “o” szimbdélumok felelnek meg. Az adott fazisban t6rdlt pontokat még a “£” szimbélummal
is megjeloltiik. A képsorozat elsé harom sora a kiinduldsi halmazt és a vékonyitas els iteracids 1épésének 8

fazisdt mutatja be. A mdésodik iteraciés lépésben kialakult végeredmény a negyedik sorban lathatd.
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1.4.3. A morfolégiai vaz

A vaz kifejezheté a matematikai morfolégia miiveleteivel is (Serra, 1982; Matheron,
1988; Gonzales, Woods, 1992; Awcock, Thomas, 1996). A d—dimenziés euklidészi tér
tetszoleges X ponthalmazanak vazat a halmazba beirt maximélis d-dimenziés nyilt hi-
pergombok kozéppontjai alkotjak.

Legyen § > 0 tetszoleges valds szam és legyen az Y szerkesztoelem az origd kozéppon-
ti, d—sugari (n—dimenziés) hipergémb, vagyis az 1.1. pontbeli jel6léssel: Y5 = B(O, ).
Kénnyen beldthaté, hogy B(0,ks) = V¥ (0 < k).

Az X ponthalmazba irhaté kd—sugari hipergombok kozéppontjainak halmaza kife-
jezhetd az erdzioval: X © Y(s(k). Azon X -beli pontok, amelyek kd—sugard beirt hipergom-
bok kdzéppontjai, de nem koézéppontjai mar a (k + 1)d—sugard beirt hipergémbdknek, a
kovetkez6 formuldval adhaték meg:

(X oY)\ [(X oV e Ys) = (X oY)\ (X 6, Ys) oYy

Az X halmaz S(X) véza tehat a kovetkez6 formuldval irhaté le:

6—+0

S(X) = lim | J{(X 6, Y5) \ [(X &k ¥5) 0 5]}

A maximélis kd—sugaru beirt hipergdmbok kozéppontjai dilataciéval kd—sugaru hiper-
gombokké hizlalhatok, amelyek egyesitése az X halmaz egy lefedérendszerét adja:

X = limo U{(X SrYs) \ [(X ©rYs) 0 Y5]} @1 V5.

Diszkrét terek (pl. Z* és Z* esetében) a morfolégiai viz meghatdrozasahoz olyan Y
(szimmetrikus) szerkesztOelemet szoktak feltételezni, ami az origd kézépponti, 1-sugari
hipergémb egy kozelitése.

A diszkrét morfoldgiai vazat a kdvetkezd formula adja meg:

o0

S(X) = JlX e Y)\ (X erY)o Y]}

k=0
Véges X halmazra az S(X) vaz véges szamu halmaz egyesitésével &ll el8, vagyis:

SX) = H{X exY)\ [(X&,Y)oY]},

k=0

ahol
K=max{ k| (X&:Y)#£0}.

Morfoldgiai vazra az 1.27. abraval mutatunk egy 2D példat. Megéllapithatjuk, hogy
a példédban szereplé objektum vaza nem lesz Osszefiiggd. Ez egyrészt abbdl ered, hogy
diszkrét pontracson értelmezett a kép, masrészt pedig a szerkesztéelem és annak iteraltjai
nem kozelitik jol a korlapokat.
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1.27. dbra Példa morfolégiai vdzra. Az Y szerkesztOelem ugyanaz, mint ami az 1.21. dbran lathatd,
vagyis a 4-szomszédsignak felel meg. A bal felsé képen lathaté a kiinduldsi X = X ©¢ Y halmaz, melynek
S(X) = U7 Si(X) véza a jobb als6 képen taldlhaté, ahol S;(X) = (X ©; Y)\[(X ©; V) o Y].
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1.4.4. Morfolégiai miiveletek maszkillesztéssel

A matematikai morfoldgia eszkozeivel szamos képmiivelet leirhato és tulajdonsagaik is
bizonyithatok a segitségiikkel. A morfolégiai megkozelités hatranya, hogy kézepesen bo-
nyolult alkalmazasok is a morfolégiai alapmiveletek tucatjainak vagy szazainak egymas-
utani végrehajtasat igénylik.

Koénnyen beldthatd, hogy a morfolégiai alapmiiveletek (a dilatécid, az er6zié és a hit—
or—miss transzformécié) lokélisak és parhuzamosak, vagyis egyfel6l, egy képpont 1dj értéke
csak a kérdéses pontnak az alkalmazott szerkesztéelem kiterjedésével megegyezd méretit
kornyezetétol fiigg, masrészt pedig valamennyi képpont egyidejiileg szdmithaté. (Egy
d—dimenziés szerkesztéelem kiterjedésén az origd kozépponti, a szerkesztoelemet lefed6
legszlikebb d-dimenziés hipergémb dtméréjét értjiik.)

Lokélis binaris képmiiveletek megadasara gyakran alkalmazott moédszer a maszkillesz-
tés (template matching). A maszk (mask, template) egy binaris témb (pl. 3x3-as 2D-ben
és 3 x 3 x 3—as 3D-ben). A maszkot kdzéppontjaval radhelyezziik minden egyes képpontra
és azon képpontok értékét valtoztatjuk meg (negaljuk), ahol valamennyi 0 maszkelem
0 (fehér) képponttal és valamennyi 1 maszkelem 1 (fekete) képponttal keriil fedésbe.
Hangsulyozandé, hogy a maszk “rdhelyezésekor” annak elforgatdsa vagy tiikrozése nem
engedélyezett. Az egyszeriiség kedvéért a maszk illesztését 2D-re adjuk meg formalisan,
ami 3D-re teljesen analég médon terjesztheto ki.

Legyen A = [a; j] egy ny X ny méretl bindris tomb, ami egy (véges) 2D bindris képet
tarol. (Elegendé a véges kép fekete pontjait “befoglald” legsziikebb téglalapnak megfelel
képrészletet térolni a bindris témbben.) Legyen M = [m,,] egy (2k 4+ 1) x (2k + 1)—es
maszk, ahol u,v € {—k,...,—1,0,1,...,k}. Az A tombon az M maszk illesztése az —
ugyancsak — nq X ng méretli Ax M = C = [¢;;] tombot eredményezi®, ahol:

k k
Ci; = Q4 & /\ /\ (mu,v = ai+u,j+v) .

u=—kv=—k

“—n

(“0” a kizdrd vagy (ezxclusive or, zor), “N\’ az és (and), “=" pedig az ekvivalencia 2—
valtozos Boole-miiveletet jeloli.) Tegyiik fel, hogy a fenti formuldban a;i, j+, = 0, ha
i+ug{l,...,n1} vagy j+ve&{l,...,ny} (mivel a tdmben tarolt képrészleten kiviil csak
fehér pontok taldlhaték)!®. Konnyen beldthaté, hogy a tombelemek értéke valéban csak
a maszk illeszkedése esetén valtozik meg, mivel tetszéleges a € {0, 1} esetén: ao0=a és
acol=a (ahol “~” a negdcid (not) 1-véltozds Boole—miiveletet jeldli).

Szamos esetben a maszkokban a 0 és az 1 mellett a “” semleges (don’t care) elemek
el6fordulasat is megengedik, amelyek a fehér és a fekete tombelemekre (képpontokra)
egyarant illeszkednek. Semleges elemeket is tartalmazd maszk esetén C = A x M a
kovetkezo formula szerint szamitando:

k k
Cij = Qi © /\ /\ (mu,v ~ ai—i—u,j—i—v) )
u=—kv=—k
9A diszkrét konvoliciéval (Gonzales, Woods, 1992; Sonka, Hlava¢, Boyle, 1999), valé hasonlésdg miatt
valasztottuk a “x” szimbdlumot a maszkillesztés miiveleti jelének.
10 A bindris témbbél valé “kicimzés” két ok miatt célszerii: egyrészt igy a maszkillesztés formulajaban
nem kell megkiilonb6ztetniink az eredménytomb “szélén” 1év6 elemeket, masrészt pedig nem kell kikotni,

hogy a maszk mérete nem lehet nagyobb a bindris tombénél.
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«

ahol a “~” 2—valtozds miveletetet az alabbi formula irja le:

o _J1 ,ham=-
m=4"1 m=a ,ham e {0,1} ~

A maszkillesztés és a morfolégiai miiveletek kapcsolatara a kovetkezd tétellel vilagi-
tunk ra.

1.8. TETEL

A morfolégiai miiveletekkel leirt képmiiveletek (ahol a halmazokat a képek fekete pont-
jai alkotjak és a szerkesztOelemek is az adott diszkrét rdacson értelmezettek) megadhatok
maszkillesztéssel és pontonkénti Boole-miiveletekkel.

Bi1zONYITAS

Megmutatjuk, hogy az 1.4.1. pontban bemutatott valamennyi morfolégiai miivelethez
konstrudlhaté olyan (semleges elemeket is tartalmazd) maszk, hogy a maszkillesztéssel (és
a megfelel6 pontonkénti Boole—miivelet segitségével) leirt képmiivelet megfelel a kérdéses
morfologiai miveletnek.

e Tekintsiik elészor az X ®Y hit—or-miss transzforméciét, ahol X € Z% vagy X C Z°.
Feleltessiik meg az X ponthalmaznak egy A bindris tomb fekete elemeit. Az
Y = Y, UY; szerkesztOelemhez konstrualjuk meg az M maszkot a kovetkezoképpen:
Legyen a maszk mérete akkora, hogy lefedje Y valamennyi elemét. Az Yi;—be eso
pontokhoz rendeljiink fekete maszkelemeket, az Y;-beliekhez fehéreket, a maszk
tobbi eleme pedig legyen semleges. (Az 1.25. dbrdn bemutatott szerkesztéelemek

maszkoknak is tekintheték, ha a “e” poziciékat fekete maszkelemeknek, a “o
pozicidkat pedig fehéreknek vessziik.)

A fenti konstrukcié mellett a hit—or-miss transzformacié eredményét az Ao(Ax M)
bindris tomb reprezentdja, ahol “¢” az elemenkénti kizdro vagy miveletet jeloli.

Ha az Y =Y UY); szerkesztSelem origdja Yi—be esik, akkor az X @Y = X\ (X ®Y)
vékonyitds eredménye (1.4.2.) éppen Ax M, vagyis a maszkillesztés alkalmas eszk6z
a vékonyito algoritmusok leirdsara.

e Legyen az Y = Y] UY; szerkesztéelem olyan, hogy Y =Y; és Y, = (). Ekkor:
XeY=Xon\XoY)=Xo,=XoVY,

mivel tetszéleges Z halmazra Z @ () = (), vagyis az erdzié kifejezhetd a hit—or—
miss transzformdciéval, ami a fentiek szerint megadhaté maszkillesztéssel (és az
elemenkénti kizar6 vagy miivelettel).

e A dilatacié megadasahoz hasznaljuk ki, hogy dudlis parja az eréziénak, azaz
XeY =(X6Y)°.

Ha X ©Y eredményét az A * M tomb reprezentalja, akkor az X @ Y dilatacionak
az

Ax M

tomb felel meg, ahol a feliillvonds az elemenkénti negaciét jeloli, az M’ maszkot
pedig pedig M—bol kapjuk a kozéppontra vald tiikrozéssel.
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o Az (X), eltolés kifejezheté az X @Y dilatacioval is, ahol Y = {a}, vagyis az eltolas
is megadhat6 maszkillesztéssel.

Megjegyezziik, hogy az origotol “tavoli” a eltolasi értékre a sziikséges maszk mérete
is “nagy” lesz. Ekkor a-t érdemes felbontani az a; + az + ... + a, = a “kozeli”
vektorok Osszegére, mivel ekkor (X ), = (((-.. (X)a1)az) - - -)ay)-

W=

Az elemi halmazmiiveleteknek: (negécid, komplementerképzés), “U”, “N” és “\”
rendre megfelelnek a bindris tombokon a pontonkénti “~” (“not”), “V” (“or”), “A”
(“and”) és “A” (“andnot”) Boole—miiveletek. Megjegyezziik, hogy a negacié megadhaté
maszkillesztéssel is, ahol az (akar egyetlen elemet tartalmazd) maszk valamennyi eleme
semleges.

Mivel az 1.4.2. és a 1.4.3. pontokban leirt morfologiai vékonyitas és a morfolégiai vaz
megadésdban is a fenti alapmiiveletek szerepelnek, igy azokra az 6sszetett miiveletekre is
érvényes a tétel allitasa. [

Az 1.8. Tétel bizonyitésa szerint egyetlen maszkillesztéssel (és az elemenkénti logikai
miiveletek segitségével) leirhatd barmelyik morfologiai alapmiivelet. Ugyanakkor egyetlen
maszkillesztés nem képes tetsz6leges lokalis miiveletet megadni, ahol a (2k+1) x (2k+1)—
es kornyezettél valo fliggést egy (2k + 1)(2k + 1)—valtozés “f” Boole-fiiggvény irja le,
vagyis az eredménytomb elemei az aldbbi formula szerint szamitanddk:

Cij = Q;; © f(ai_k,j_k, N R TR ,ai+k,j+k) .

Vezessiik be az dltaldnositott maszkillesztést, ami nem egyetlen maszkkal, hanem egy
M ={M'" M?* ... M}

s—elemt maszkrendszerrel dolgozik. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a maszk-
rendszer valamennyi M* = [m}, | eleme (2k + 1) x (2k 4 1)-es (1 <t < s). (Ha nem igy
lenne, akkor a kisebb méretiieket egészitsiik ki semleges komponensekkel.) Az A témre az
M maszkrendszer illesztése az AxM = C' = [¢; ;] n1 X ny—es tombdt eredményezi, ahol:

s k k
Cij = ;O (mh .~ Qi)
1, 1, u,v itu,j+v)

t=1u=—kv=—"k

vagyis egy képpont értéke akkor valtozik meg, ha a maszkrendszer legalabb egy eleme
illeszkedik az adott pont kornyezetére.

Az &ltalanositott maszkillesztés mar alkalmas eszkoz tetszoleges lokalis miiveletet

megadasara.

1.9. TETEL (Paldgyi, 1993)
Barmely lokalis parhuzamos képmiivelet leirhaté altaldnositott maszkillesztéssel.

BI1ZONYITAS

Tekintsiik az f(x1, 2o, ..., x,) p=(2k + 1)(2k + 1)-valtozds Boole-fiiggvényt, ami egy
tetszoleges lokalis parhuzamos képmiivelethez tartozik. Barmely Boole-fiiggvény, igy f
is megadhaté a diszjunktiv normdlformula/normdlforma segitségével, vagyis:

f(z1,2z0,...,2p) = \/ (T AP AL AT,

floa,0,..ap)=1
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ahol:

T ,haa=0
*=(a~z)=¢ = ,haa=1
1 ,haa=-

Megjegyezziik, hogy a € {0,1} esetén (o ~ z) = (a = z).

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény az alabbi s darab bemeneti kombinéaciéra ad igaz
vélaszt (0 < s < 2P):

f(a},a%,...,a;) =1
fladyad..a?) = 1
flag,ag,.. a0 = 1.

Az f figgvény diszjunktiv normalformuldja a kovetkez6 alakban is felirhato:

s

S r
at at t
flz1,@g,...,2p) = \/(:L‘ll ANZgP AL ANxp”) = \/ /\(afl ~z,).
t=1 t=1qg=1

Az a értékeket témbalakba rendezve az M' = [m! | maszkot kapjuk (1 <t < s),

u,v

amelyek egy s—elemli M maszkrendszert alkotnak. Ekkor:

s k k
t
Cij = Q;; © f(ai_;w-_k, ey Qg ,ai+k,j+k) = Q;; < \/ /\ /\ (mu’v ~ ai+u,j+v) ,
t=1u=—k v=—Fk

vagyis tetszoleges lokdlis mivelethez konstrualhaté olyan maszkrendszer, amivel az alta-
lanositott maszkillesztés éppen az adott miivelettel ekvivalens. [

Az 1.9. Tétel bizonyitasaban alkalmazott konstrukciéval kapott maszkrendszer elem-
szama csOkkenthetd, ha minimalizalt normalformulabdl indulunk ki. A normalformula
két tagja (mintermje vagy elemi konjunkci6ja) Gsszevonhaté abban az esetben, ha csak
egy valtoz6 — mondjuk a g—adik — kitevgjében kiilonboznek egyméstol:

(@A AT AT AT AL A T) Y
(@A ATET ANrg ATt AL A TSR =
(@A LAT T AT AT A A TpT) Y
(@A AT AT AT AL AN aST) =
(@A AZ AL AT AL ANp) =
(S A Az ANt A LA TS?)

Ekkor a fenti két mintermhez rendelt maszk helyett csak egyet kell alkalmazni, ahol a
kiejtett valtozdénak megfelelé pozicidra semleges elem keriil.
Az Osszevonas az “és” miivelet kommutativitdsa mellett a kovetkezokon alapul:

(BAT)V(BAT)=BA(TVE)=FA1=0,

ahol x egy Boole—valtozé, 8 pedig egy tetszoleges logikai kifejezés.
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Hatékonyabb optimalizalas érheto el, vagyis kevesebb maszkra van sziikség, ha a
maszkokat nem csak “vagy”’—kapcsolat fiizi Gssze, hanem &ltaldnosabb (pl. “negacié”—t,
“és"—t és “kizéar6 vagy”—ot is megengedd) formuldt hasznalunk. Szamos esetben hasznos,
ha maszkok a “0”, az “1” és a “” konstansok mellett Boole—véltozdkat is tartalmaz-
hatnak és az ilyen maszkokhoz a Boole—valtozéik egy formulédjat is csatoljuk. Az ilyen
maszkok akkor illeszkednek, ha valamennyi konstansuk illeszkedik a lefedett kornyezetre
és a csatolt formula igaz a valtozoi altal lefedett értékekre.

Binaris, semleges elemet és valtozot tartalmazé maszkokra az 1.28. dbra mutat pél-
dékat, a maszkillesztést pedig az 1.29. &bra illusztralja.

aa SR e SN oo SR oo

1 HH

1 o

1.28. dbra Példa maszkokra. Az elsd sor 4 (bit)maszkjival adott dltaldnositott maszkillesztés ugyanazt
a lokélis operdtort irja le, mint a mdsodik sor kettd (semleges elemet is megengedd) vagy a harmadik sor
egyetlen (valtozékat és csatolt formuldt tartalmazd) maszkja. (Az “1” maszkelemeket “o”, a “0”—kat pedig

“o” szimbdlumok jeldlik.)
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1.29. dbra Példa maszkillesztésre. Az eredeti (a) képre (bindris tombre) az 1.28. dbra maszkjaival adott
dltaldnositott maszkillesztés a (b) képet (t6mbot) eredményezi. A fekete pontoknak “e”, a fehéreknek “o”

szimbdlumok felelnek meg. A tordlt pontokat megjeldltiik a “x” szimbélummal.

Boole-fiiggvények szimbolikus manipulacidira (pl. az optimalizaldsra) hatékony rep-
rezentdciét biztositanak a bindris dontési diagramok (Binary Decision Diagram, BDD)
(Akers, 1978), amelyeket digitalis— és véges—allapoti rendszerek tervezésére és analizisére
is alkalmaznak (Bryant, 1992). Az f(z1,2s,...,2,) Boole-fiiggvény BDD—je egy olyan
kormentes irdnyitott graf, ahol azok a szogpontok, amelyekbdl élek futnak ki az x; (i =
1,...,p) valtozdk tesztelésére szolgalnak, mig a t6bbi csics a (0 vagy 1) fiiggvényér-
tékeknek felel meg, az élek pedig a 0 vagy 1 értékekkel cimkézettek. A BDD mérete
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drasztikusan csokkenthetd a rendezett és redukdlt BDD (ordered reduced BDD) (Bryant,
1992) elsallitdsaval, amib6l magkaphaté az adott Boole—fiiggvényt kiértékeld hatékony
(pl. C—nyelvii) kéd (Robert, Malandain, 1998).

A rendezett és redukdlt BDD elballitisahoz hasonlé optimalizalast alkalmaz az a
programrendszer, amivel a jelen dolgozatban bemutatédsra keriil6 eljarasokat megadtuk
és teszteltitk (Alb, Tandcs, 1997; Tandcs, Paldagyi, 1998). A rendszer tablazatgenerald
modulja meghatarozza az adott maszkrendszerhez tartozé Boole-fliggvényt, majd az
f(z1,29,...,x,) fliggvény igazsigtabldjanak megfeleltet egy teljes bindris fat, ahol a 2P
darab levél tarolja a fiiggvényértékeket, az i—edik (i = 1,...,p) szinten 1é6v6 szogpontok
pedig az x; valtozéhoz tartoznak. A “tomorités” az alabbi két szabdlyt hasznalja:

e Ha egy részfaban minden levél értéke ugyanaz, akkor a részfat helyettesitse annak
egyetlen levele.

e Ha egy szogpontnak megegyezik a két részfaja, akkor azokat csak egy példdnyban
taroljuk.

A rendszer végrehajté modulja az igy kapott redukalt tablazatban keres — kiértékelés
helyett. Megjegyzendd, hogy az optimalizdldst a teljes igazsagtabla (fa) felépitése kozben
sikertilt megoldani. 3D-ben a leggyakrabban figyelt 3 x 3 x 3-as lokdlis kornyezethez
altalaban egy 26-valtozds Boole-fiiggvény tartozik, aminek még a redukalt tablija is
tul nagy lehet (és a redukalt tdbla kiszdmitdsa is nagyon hosszi ideig tart). Ekkor a
tablazatgeneralé modul a kiértékelendé Boole—formuléat tovébbitja a végrehajté modul-
nak.

A végrehajtast tovabb gyorsitja az, hogy a tablazatgeneralé modul informélja a
végrehajté modult az adott lokdlis parhuzamos képmiivelet jellegérél (addicié, redukceid,
vagy vegyes). Addicié vagy redukcié esetén sziikségtelen a “1”, illetve az “0” képpontokkal
foglalkozni (a képpont adott kornyezetébe es6 pontokat Gsszegytijteni és azokkal megci-
mezni a tablat vagy kiértékelni a formulat), mivel azon pontok értéke nem véltozhat meg.
Ez kiilonosen fontos a vékonyité algoritmusoknal, mivel az redukcidk sorozatabdl all. Az
iterativ eljaras egy lépése a feldolgozas elorehaladtaval fokozatosan gyorsul, mivel egyre
csOkken a képen az objektumpontok szama.
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2. A vékonyitas és moddszerei

A 2D vékonyitast mint eléfeldolgozd technikat gyakran hasznaljak az alakfelismer6
rendszerekben, pl. karakterek, ujjlenyomatok, vonalrajzok felismerése és elemzése soran
(Suen, Wang, 1994), vagy a raszter—vektor konverzi6 eléfeldolgozo 1épéseként (Katona,
Palagyi, T6th, 1995). A vékonyitds célja egyrészt alkalmas képjellemzOk kinyerése,
maéasrészt pedig a kiértékelendé adatmennyiség csokkentése. 2D vékonyitésra a 2.1. dbra
ad példat, ahol Pratt és Kabir 2 al-iterdciés parhuzamos algoritmusat (Pratt, Kabir,
1985) alkalmaztuk.

"If you would know what the "I you would know what the
Lord God thinks of money, Lord God thinks of money,
you have only to look at you have only to look at
those to whom he gives it." those to whom he gives it "
(Maurice Baring) (Maurice Baring)
a b

C d e

2.1. dbra Példdk 2D vékonyitdsra. A vékonyitott képen (b) a szoveg ugyanolyan j6l olvashatd, mint az
elsb tesztképen (a). A mdsodik tesztképre (c) az alkalmazott vékonyité eljards eredménye (d). Az egy pixel
vastagsagu kézépvonalak elhelyezkedése az objektumban (e). (A m&sodik objektum szerepelt mér az 1.14.

4bran.)

A 2D vékonyitdas — vagyis a kiterjedt bindris objektumok “egy pont vastagsdgi”
kozépvonalukkd redukaldsa — konnyii feladatnak tiinhet, mégis nagy kihivasnak bi-
zonyult: egy 1994-ben megjelent, a 2D vékonyité stratégiakat attekinté konyv tébb mint
300 publikéciét emlit e téméban (Suen, Wang, 1994) és az6ta is évente kb. 20 cikk jelenik
meg 2D vékonyitasrdl csak azokban a folydiratokban, amelyeket Rosenfeld figyelemmel
kisér'!. Mig 2D-ben szdmos vékonyité algoritmus létezik, addig 3D-ben csak néhiny

A digitalis képfeldolgozas tudomanyég egyik legtekintélyesebb személyisége Azriel Rosenfeld (Center
for Automation Reseach, University of Maryland), aki a Computer Vision and Image Understanding
folydiratban évente kozol egy dttekintést az Image Analysis and Computer Vision teriileteken az el6z6
évben publikdlt eredményekrol.
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eljarast kozoltek. Ennek elsodleges oka az, hogy a topoldgia és annak megorzése joval
bonyolultabb 3D—ben, mint 2D esetén.

A publikalt 3D vékonyité algoritmusok szama rohamosan nétt az utébbi években,
de — tudomaésunk szerint — igy is mindossze egy tucat — zomében parhuzamos —
eljarast kozoltek eddig mas szerzok, melyek koziil kilencet ismertetiink a jelen fejezetben.
Nem mutatunk be két korai mdédszert (Srihari, Udupa, Yau, 1979; Lobregt, Verbeek,
Groen, 1980), mivel azok nem Orzik meg a topolégiat (egyediil csak az objektumok
Osszefiiggéségére, illetve az Euler—karakterisztika véltozatlansigéra iigyeltek) és nem tar-
gyaljuk a tetradekahedron pontracsot feltételezé algoritmust (Hafford, Preston, 1984)
sem. A 2D vékonyitd algoritmusok és technikak dttekintésére egyrészt helyhiany miatt
nem vallalkozunk, masrészt pedig azért, mert azokra mar elérhet6 tobb osszefoglalé mii is
(Smith, 1987; Lam, Lee, Suen, 1992; Arcelli, Sanniti di Baja, 1996; Hall, 1996; Fazekas,
1998/1; Fazekas, 1998/2; Marchand-Maillet, Sharaiha, 2000). Erdemes megemliteni,
hogy nincs tudomésunk a 3D vékonyitd algoritmusokat attekinté tanulmanyrol.

Més szerzék 3D algoritmusainak ismertetése mellett bemutatasra kertil négy olyan
eljaras is, amelyeket Palagyi és Kuba dolgoztak ki. Az altalunk javasolt algoritmusok
teljesitik a vékonyitassal szemben tamasztott legfébb kovetelményt, vagyis mind a négy
bizonyitottan megérzi a topoldgiat 3D (26,6) képekre.

Rosenfeld bebizonyitotta (Rosenfeld, 1970), hogy csupan a 3 x 3—as kornyezetet fi-
gyelve, nem konstrualhato olyan 2D topolégia—megorzo lokalis parhuzamos redukcid, ami
a zsugoritas problémdajat megoldand. Hasonld allitas teljesiil 3D-ben a 3 x 3 x 3-as
kornyezetre!?. Rosenfeld megallapitdsa fokozottan érvényes a vékonyitdsra, mivel a vé-
konyitas végpont—kritériummal nehezitett zsugoritas. A fentiek komoly problémat jelen-
tenek, hiszen 3D-ben egyrészt mar a 3 x 3 x 3—as kornyezetet is nagy (b6 67 millié a
lehetséges konfiguraciok szama, a kdzéppontot nem szamitva), masrészt pedig az a lokélis
kornyezet mar elegendé egy pont egyszerii voltanak elddntésére (mivel a figyelembe vett
szomszédsagi relacio—péarok mellett az Euler—karakterisztika lokalisan szdmithatd). A
3 x 3 x 3-as kornyezet elégtelensége miatt a 3D parhuzamos vékonyitod algoritmusok
tervezoi két megkozelitést javasoltak.

Az els6 modszert alkalmazdk ragaszkodnak a 3 x 3 x 3-as kornyezethez és a fenti
korlatozas hatélya alél az iteracids 1épések megszervezésével bujnak ki. Erre két mddszer
sziiletett: az irdny—szekvencidlis (directional, border—sequential) (2.1.) és az almezd—
szekvencidlis (subfield-sequential) (2.2.) technika. A 2.4. pontban bemutatjuk a fenti két
stratégiat kombinald, Palagyi és Kuba altal javasolt hibrid modszert is.

A masodik megkozelitéssel élok nem bonyolitjak el az iteracidés 1épéseket, inkabb
a 3 x 3 x 3—as kornyezetnél bovebb szomszédsagot figyelnek. A 2.3. pontban a tel-
jesen pdrhuzamos (fully parallel) megkozelitést ismertetjiik és bemutatjuk az &ltalunk
ismert harom teljesen parhuzamos algoritmust. Az egyik eljarasrél — tesztelése soran
— kideritettiik, hogy korrekciéra szorul. Ezt az algoritmust sikeriilt igy modositanunk,
hogy topoldgiailag korrekt legyen.

Megjegyezendd, hogy parhuzamos vékonyitasra 2D-ben is az irdny—szekvencidlis, az
almez6-szekvencidlis és a teljesen parhuzamos technikdk ismertek (Hall, 1996), de hibrid
modszert kovet6 2D eljaras kozlésérol nem tudunk.

12Hangsilyozandé, hogy az &llitds parhuzamos redukcikra vonatkozik, ahol nem egyetlen pontot,
hanem egy ponthalmazt torliink egyidejileg. Egyetlen pont topolégia—megérz6 torlése, vagyis az adott
pont egyszerli volta a figyelembe vett szomszédsagi relaciék mellett eldontheté a 3 x 3—as, illetve a
3 x 3 x 3—as kornyezet ismeretében.
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A vékonyito eljarasok ismertetésekor szembeotld hianyossag, hogy nem kozoljiik az al-
goritmusok bonyolultsdgat, miiveletigényét. A komplexitas megadasa a vékonyitas jellege
miatt nagyon nehéz probléma. Valamennyi vékonyito eljaras id6igényét az egy iteracios
lépés miiveletigényének és a sziikséges iteraciés lépések szamanak a szorzata adja. Ha
egy parhuzamos vékonyité eljardst szekvencidlis szamitogépen hajtunk végre, akkor egy
1épés idGigénye nemcsak attdl fiigg, hogy mennyi objektumpont talalhato a képen a fel-
dolgozas adott fazisaban, hanem attodl is, hogy mi a hatarpontok és az objektumpontok
szamanak az ardnya. (Az idSigényt rdaddsul az is befolydsolja, hogy a hatarpontok milyen
konfiguracidkban fordulnak els.) Ugyanakkor a sziikséges iteracids 1épések szama erésen
fligg a képtartalomtdl. Az iterdciészam ugyanazon képre jelentésen eltérhet a kiilonb6z6
vékonyito eljarasok esetében.

Valamennyi algoritmusunkat maszkokkal adott lokalis és parhuzamos képmiiveletek-
bol épitettiink fel, ami hatékony Boole-implementaciét tesz lehetové. Tervezziik vala-
mennyi ismert 3D vékonyito algoritmus Boole-implementacidjat, ahol a torlési feltételeket
Boole-fiiggvényekkel irjuk le és optimalizaljuk azokat. Ugyancsak terv a vékonyité elja-
rasok Osszehasonlité elemzése alkalmasan valasztott tesztképekre és azok zajjal terhelt
valtozataira is.
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2.1. Irany—szekvencialis médszerek

Az irany—szekvencialis 3D vékonyité algoritmusoknal egy iterdcids 1épés tevékenysége
tobb egymast kdvetd al-iterdciobdl all. Az al-iteracidk olyan kiilonbozé lokalis és par-
huzamos redukcidkkal adhatok meg, amelyek csak a képpontok 3 x 3 x 3—as kornyezete
alapjan dontenek azok sorsardl és csak bizonyos tipusi/irdnyt hatdrpontokat térélhetnek.

A E al-iteracids (k > 2) médszer tehdt az aldbbi dltaldnos séméval irhaté le:

repeat
fori=1to k do
egyideji torlése mindazon hatdrpontoknak, amelyek
kielégitik az i—edik iranyhoz tartozo feltételt
until nem tortént vdltozas

A (26,6) képeken 6—féle hatdrpont létezik, a 6-szomszédoknak megfeleléen. A P =
(Z?,26,6, B) képen a p pont u-hatdrpont, ha p € B és u(p) € (V\B) (1.4. dbra). Az n-,
e—, $—, w— és d—hatdrpontok hasonloképpen definialhatdk.

A 3D irany-szekvencialis vékonyité algoritmusok altalaban egy iteraciés lépést 6 al—
iteraciéra bontanak fel, amelyek torlési irdnyait a 6-féle hatarponthoz rendelik (2.2. dbra).

Megjegyezziik, hogy az irdny—szekvencialis algoritmusok eredménye fiigg az irdnyok
bejarasatol, az al-iteraciok sorrendjétol. Az al-iteraciok kiilonféle permutacioi kiilonbozo
vékonyito algoritmusokhoz vezetnek.

2.2. dbra A 6-féle hatdrponthoz rendelt torlési irdnyok, amelyek egybeesnek a 3D koordindtarendszer

tengelyeivel.

Az irany—-szekvencidlis algoritmusok fontos jellemzoje az, hogy tobbféle torlési feltételt
alkalmaznak: minden egyes al-iteracidhoz mas és mas torlési szabaly tartozik. A torlési
szabalyok viszont egymasbdl konnyen szarmaztathatok valtozoik permutalasaval, az egyes
valtozokhoz tartozd pozicioknak a vizsgalt képpont koordinatdira torténd tiikrozésével
és/vagy elforgatdsaval. Mds szavakkal: az algoritmus tetsz6leges két al-iterdcidjanak
megfelel6 T; és T, képmiiveletekhez taldlhato olyan Gi» geometriai transzforméacio, hogy
barmely P képre:

Ti(P) = Ta(G12(P)),
mégpedig G5 pontosan az a transzformdcié, ami a torlési iranyok vektorait egyméasba
viszi.

Az irdny—szekvencialis vékonyitas — mint valamennyi vékonyité technika — megorzi
a topoldgiat és az objektum hatardnak korbejarasa (a torlési iranyokbol) képes biztositani
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a “vaz” pozicidjanak korrektségét, azt, hogy a vékonyitott objektum az eredeti “kézepén”
helyezkedjen el (41 voxel pontossdggal). A médszer elénye még, hogy nem érzékeny az
objektum pozicidjara (eltolds—invaridns), ugyanakkor nem garantélt az, hogy teljesiil a
vékonyité algoritmusokkal szemben tamasztott gyengitett izotropia kritérium (Manzanera
et al., 1999/1), miszerint a vékonyitas és az elforgatés legyen felcserélhet6 legaldbb azokra
a forgatasi szogekre, amelyek a 90° tobbszorosei. Ez utébbi (hatranyos) tulajdonsag abbdl
fakad, hogy a mddszer érzékeny a torlési iranyok bejarasi sorrendjére. A fentiek szerint
tehat az irdny—szekvencialis technika kielégiti a vazkijelolés geometriai kritériumanak elso,
de nem teljesiti maradéktalanul annak méasodik felét.

A kovetkezdkben nyolc irdny-szekvencialis vékonyitd algoritmust ismertetiink. Az
els6 hat (2.1.1.-2.1.6. pont) a hagyomanyos hat al-iterdciés megkozelitéssel él. Koziilitk
ot eljarast idegen szerzok javasoltak, a hatodik pedig a sajatunk. A 2.1.7. pontban a
nyolc, a 2.1.8. pontban pedig a tizenkett6 al-iteraciés eljardsunkat mutatjuk be.
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2.1.1. Tsao és Fu 6 al-iteracids algoritmusa

Tsao és Fu fejlesztették ki az elso 6 al-iteracios 3D irany—szekvencialis vékonyito algo-
ritmust (Tsao & Fu, 1981; Tsao & Fu, 1982). Eljarasuk egyarant alkalmas a kozépfelszin
és a kozépvonalak meghatarozasara. A kozépvonalak kivondsara 2-fazisi mddszert java-
soltak: az els6 fazis soran a kiterjedt binaris objektumokbdl a kozépfelszint vonjék ki,
majd a masodik fazisban (“gyengébb” torlési feltételek mellett) a kozépfelszin vékonyi-
tasaval hatdrozzdk meg a kozépvonalakat. (Kozépfelszinre torténé vékonyitas esetén a
méasodik fazis elmarad.)

Az algoritmust (26,6) 3D képekre fejlesztették ki. A torlési feltételek a fekete pontok
3 x 3 x 3—as kornyezetét vizsgaljak és a 2.2. dbran bemutatott torlési irdnyok tartoznak
a 6 al-iteraciéhoz.

A torolhetd pontokat 2D ellendrzd ablakok (checking window) segitségével jelolik ki.
A 3 x 3 x 3—as kornyezet harom ellenérzé ablakat, vagyis az Nyg4(p), az N,s(p) és az
New(p) halmazokat a 2.3. dbra mutatja be.

d

T

ds

X F A7 ALV
| wn ! n e/ne ‘ | . ! ‘ 8/- ‘ | n /
sw/ S se// / k ‘ / s // ‘
/.
e

Nud(p) Nps (P) New(p)

2.3. dbra A p pont 3 x 3 x 3—as kornyezetének ellenérzd ablakai. (Az egyes pontok elnevezései 6sszhangban
vannak az 1.4. 4bra jeloléseivel, csak a “p” argumentumokat hagytuk el.) Az N, 4(p) ablak sikja merdleges
az u és a d torlési irdnyokra (2.2. dbra). Hasonléképpen: Npns(p) és New(p) sikjai mer8legesek az n és az s,

illeteve az e és a w irdnyokra.

Az u torlési iranyhoz tartozo al-iteracio soran a “p” u—hatarpont akkor térolhetd, ha
az alabbi feltételek mindegyike teljesiil:

1. “p” pontosan egy 26—-objektummal 26—szomszédos Nag(p)—ben.

2. “p” az Nps(p) és az N.,(p) halmazoknak csak egy—egy 26—objektumdval 26—szom-
szédos.

3. Az N,s(p) és az N, (p) halmazok legaldbb ketté—kettd fekete pontot tartalmaznak.

A fenti feltételek a kozépfelszin kivondsa esetén érvényesek. A kozépvonalak megha-
tarozasakor elgendd, ha “p” nem vonalvégpont, igy a 3. kritérium elhagyhatoé.

Az eljaras kiilonlegessége, hogy a 3D—ben vald torolhetoséghez 2D—s feltételeket fogal-
maz meg és a d irdnyhoz is a fenti kritériumok tartoznak (tehat az implementacié soran
hérom feltételrendszert kell lekédolni).

Az algoritmus hatranya, hogy jéllehet a fenti feltételek a (26,6)—egyszerti pontok
egy valédi részhalmazat adjak, a parhuzamos eljards nem Orzi meg a topolégiat, mivel
az “egy voxel vékonysagi” ferde felszinszegmensek torlésével szétszakithat vagy teljesen
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eltiintethet objektumokat (Lee, Kashyap, Chu, 1994). Emellett az eljaras nem képes
bizonyos képrészletek maximalis vékonyitdséra sem (Gerig et al., 1993).

Kritika targyat képezheti a kozépvonalak kinyerésére javasolt kétfazisi modszer is,
miszerint az elsé fazis soran a kozépfelszint hatarozzédk meg, majd azt vékonyitjék tovabb
a masodik fazisban. Zajos objektum esetén annak hatiran szdmos felszinvégpont is
el6fordulhat, amelyekbol a kozépfelszin kivonasa soran sziigségképpen nemkivanatos fel-
szin—szegmensek keletkeznek, azokbdl pedig a mésodik fazis parazita agakat ndveszt
(Palagyi, Kuba, 1997/1). A koézépvonalak kivondsira igéretesebb a direkt médszer,
amikor minden iteracids 1épés torlési feltétele a vonalvégpontokat 6rzi meg.
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2.1.2. Gong és Bertrand 6 al-iteracios algoritmusa

Gong és Bertrand egy olyan egyszert 6 al-iteracids algoritmust javasolt kozépfelszin
kivonasara, ami a 3D vékonyité algoritmusokkal szemben tamasztott valamennyi kove-
telménynek eleget tesz (Gong, Bertrand, 1990).

A (26,6) 3D képekre miikods algoritmus az u irdnyhoz tartozé al-iteraci6 sordn torli
mindazon “p” fekete pontokat, amelyek nem “felszinvégpontok” és teljesiil rdjuk az alabbi
feltétel:

5 O Y1
I
Ya Y3 Y2
L6 L7 XL . .
/8 Vi 1€{1,3,57} :
/I5 P //SC1 (z;=0) = (y:=0),
Ly T3 . T2 . . v] ] € {2747 67 8} :
® / (fb”j—l =Tj = T(j+1)mod 8 = 0) = (yj = 0)-

A szerz6k csak azt igazoltak, hogy az algoritmusuk kizarélag (26,6)—egyszert pontokat
torol. A parhuzamos eljaras topologia megbrzonek bizonyult, mivel teljesiti a C.M. Ma
altal (hat évvel késébb publikélt), a 6-aliterdciés parhuzamos vékonyité algoritmusokra
feléllitott kritériumokat (Ma, 1996).

Gong és Bertrand sajatos végpontkritériumot javasolt, mely megkozelités motivacié-
jat Lee, Kashyap és Chu homadlyosnak tartjék (Lee, Kashyap, Chu, 1994). Valamely “p”
fekete pont nem—felszinvégpont, ha Nag(p) legaldbb nyolc fekete pontot tartalmaz, vagy
legalabb négyet, de ekkor “p” 3 x 3 x 3-as kornyezetének valamely 2 x 2 x 2-es rész-
kockéjédban (a nyolc ilyen egység—racskocka van) mindharom p—vel 6-szomszédos pontnak
feketének kell lennie.

A fenti végpontkritérium helyett mas feltételek is alkalmazhatok, igy ujabb kozépfel-
szint vagy kozépvonalakat kivond vékonyito algoritmusokhoz juthatunk. Gong és Bert-
rand algoritmusdt Rolland, Chassery és Montanvert médositottak (Rolland, Chassery,
Montanvert, 1992). Eljarasukban a felszinvégpontok megérzésére vonatkozo kritériumot
a vonalvégpontok torlésének tilalmara valtoztattdk és az igy kapott, a kozépvonalak
meghatarozasara szolgalé algoritmus eredményét dritkeret vaznak (wireframe skeleton)
nevezték el'3.

13A 3D felszinek drétvdzas (wireframe) megjelenitése (Foley et al., 1991) nem hozhaté kapcsolatba a
modositott algoritmus eredményével.
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2.1.3. Mukherjee, Das és Chatterjee 6 al-iteraciés algoritmusa

Mukherjee, Das és Chatterjee a kozépfelszinre vékonyitd algoritmusa (Mukherjee, Das,
Chatterjee, 1990) — hasonléan a 2.1.1. pontban felvazolthoz — 3 x 3—as 2D ellenérzé
ablakokat hasznal.

Az w irdnyhoz rendelt al-iteracio torlési feltétele 2.3. abran lathatd Ny (p) és az Ney (p)
ellenérzé ablakok mellett ketté tovabbi ablakot is figyel. Az N/ (p) és az N., (p) ferde
ablakokat rendre N,,(p)-—nek és N.,(p)nek az ud—koordindtatengely (2.2. abra) koriili
45°—0s elforgatasdval kapjuk meg (2.4. dbra).

ey
1

b A

\
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\

s

NERVERN

\

T

dsw . . . . dse

dne ‘

-
! P AT A
‘/ T !/ ! e
_ _

Nys(p) NZ,,(p)

2.4. dbra A p pont 3 x 3 x 3—as kornyezetének kett8 ferde ellen8rz8 ablaka. (Az egyes pontok elnevezései
Gsszhangban vannak az 1.4. dbra jel6léseivel, csak a “p” argumentumokat hagytuk el.) Az N (p) és az

N, (p) ablakok sikjai pdrhuzamosak az u és a d torlési irdnyokkal.

Az wu irdnyhoz rendelt al-iteracié soran a “p” u—hatarpont akkor térclhetd, ha az

alabbi feltételek mindegyike teljesiil:
1. “d(p)” fekete pont.
2. “p” az Nps(p) és az Ne,(p) halmazoknak csak egy—egy 26—objektumdval 26—szom-
szédos.
3. “p” az N (p) és az N, (p) halmazoknak csak egy—egy 26-objektumaval 26-szom-
szédos.

Ma és Sonka megmutatta, hogy az eljaras csak (26,6)—egyszeri pontokat mindsit
torolhetonek, rdadasul a parhuzamos torlés is topolégia—megérzé a (26,6) 3D képekre
(Ma, Sonka, 1996).

29



2.1.4. Lee, Kashyap és Chu 6 al-iteraciés algoritmusa

Lee, Kashyap és Chu kozépfelszint vagy kozépvonalakat kijelolo algoritmusa minden
komponensében kiilonleges (Lee, Kashyap, Chu, 1994). Az u torlési irdnyhoz tartozd
al-iteracio a kovetkezo két fazisbol all:

1. Valamennyi (26, 6)—egyszer(i u—hatarpont és “nem—végpont” megjelolése.

2. Szekvencidlis (!) tdjraellendrzés dont a megjeldlt pontok torlésérél vagy meghagyé-
sarol.

A (26, 6)—egyszerli pontokat a 1.3. Kritérium alapjin ismerik fel, azaz a kérdéses pont
3 x 3 x 3—as kornyezetében (magét a pontot nem beleértve) egy fekete objektum talalhaté
és a pont torlése nem valtoztatja meg a 3 x 3 x 3—as részképen az Euler-karakterisztikat.

A 3 x 3 x 3—as kornyezetbe eso fekete pontok 26-0sszefiiggdsége eldontésére egy olyan
cimkézo eljarast javasoltak, ami egy specidlis fa—struktirat hasznal. A kettd mélységii
fa gyokerébdl nyolc él indul ki a 3 x 3 x 3-as kdrnyezet nyolc (2 X 2 X 2—es) egység—
racskockdjaval cimkézett szogpontokba, amelyekbdl a tovabbi élek az egyes racskockak
pontjaival cimkézett nyolc csicsba (a fa leveleibe) mutatnak. Az Euler—karakterisztika
szamitasa a 3 X 3 x 3-as kornyezet egység-racskockainak pontjaibol képzett 8-bites
szamokkal megcimzendd keresétablakkal torténik. A javasolt, meglehetésen bonyolult
végpontkritérium szintén az egység-racskockak vizsgalataval torténik.

A szekvencidlis ujraellenérzés soran azok a megjelolt pontok torlédnek, amelyeknek
(az esetleg mar megvaltoztatott) 3 x 3 x 3—as kornyezetében (magit a pontot nem bele-
értve) tovabbra is csak egyetlen fekete objektum taldlhato.

A szerzdk bizonyitottak algoritmusuk topolégia—meg6rzo voltat és kemény, helyenként
igazsagtalan kritikdval illették a kordbban kozolt moédszereket és az egyszerli pontokra
adott jellemzéseket!'4.

Lee, Kashyap és Chu algoritmusat alkalmazta Ge, Stelts és Vining (Ge, Stelts, Vining,
1996). Gyorsitottdk a vizsgalt pont 3 x 3 x 3—as kornyezetére adott objektumszamlalé
eljarast és a vékonyitd mddszert tavolsag-transzformacioval kombindaltak, ahol a tavolsag—
transzforméciéval kapott vazpontok “horgonyként” szerepelnek a vékonyitas soran.

14Tee, Kashyap és Chu hibdsnak mindsitette Malandain és Bertrand (26,6)—egyszerti pontokra adott
kritériumdt (Malandain, Bertrand, 1992). A cikkre vdlaszolva a megkritizdlt szerzék ramutattak Lee,
Kashyap és Chu érvelésének megalapozatlansdgdra (Bertrand, Malandain, 1995).
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2.1.5. Bertrand 6 al-iteracids algoritmusa

Bertrand algoritmusa az ismert 3D vékonyitd algoritmusok koziil egyediilallé abban,
hogy (6,26) képeket vesz figyelembe (Bertrand, 1995/2).

Az eljards — ugyanugy, mint a 2.1.1.-2.1.4. pontokban vazoltak — a 2.2. dbra szerinti
hat torlési irdnyt veszi figyelembe. A hatdrpontok, a “nem—felszinvégpontok” és a (6, 26)—
egyszeri pontok kijelolése egyarant Boole—feltételekkel torténik.

Az algoritmus bizonyitottan megérzi a topoldgiat a (6,26) képekre.

Az egyszeri pontok jellemzésére Bertrand kétféle lokdlis topolégiai szamot (local topo-
logical number) vezetett be (Bertrand, 1996), amelyeket egy—egy Boole—feltétellel irt le.
A nem—felszinvégpontokat Gjabb két Boole—feltétellel adta meg. Robert és Malandain a
fenti négy feltételre meghataroztak a redukélt binaris déntési diagramot (BDD, 1d. 1.4.4.)
és C—kdédot is generdltak (Robert, Malandain, 1998).
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2.1.6. Egy 6 al-iteracids algoritmus

A jelen pontban egy kozépvonalak és kozépfelszinek kivonasara egyarant alkalmas,
(26,6) képekre kidolgozott vékonyité algoritmust ismertetiink (Palagyi, Kuba, 1997/3;
Paldgyi, Kuba, 1998/1).

Az eljarast az alabbi sémaéval irjuk le:

Input: a vékonyitandé (26,6) képet reprezentdlé X bindris tomb.
Output: a vékonyitott képet tarold Y bindris tomb.

6_al-iterdciés_vékonyité algoritmus(X,Y)
begin

Y =X;
repeat

Y = t6rlés u iranybsl(

Y = térlés d iranybsl(

Y = torlés n irdnybdl(

Y = torlés_s_iranybdl(

(

(

)

I

)

Y)
Y)
Y)
Y);
Y)
)

Y = torlés_e iranybsl(Y);

Y = torlés w irdnybsl(Y);

until nem tortént valtozas;
end.

)

Az alkalmazott torlési iranyok ugyanazok, mint amiket a konvencionalis irany—szek-
vencidlis 3D vékonyité algoritmusok hasznalnak (2.2. dbra).
Az eljaras az alabbi végpontkritériumokat alkalmazza:

2.1. DEFINiCIO

A p € B pont akkor és csakis akkor vonalvégpont a (Z* 26,6, B) képen, ha az
(Nag(p) N B)\{p} halmaz egyelemii, vagyis p csak egyetlen mdsik fekete ponttal 26—
szomszédos.

2.2. DEFINiCIO

A p € B pont akkor és csakis akkor felszinvégpont a (Z*,26,6, B) képen, ha a p
ellentétes 6-szomszédaibdl alkotott 3 pontpar — (u(p),d(p)), (n(p), s(p)) és (e(p),w(p))
— koziil legalabb egy fehér pontokat tartalmaz. (Megjegyzendd, hogy valamennyi vonal-
végpont egyben felszinvégpont is. A felszinvégpontok konfiguraciéi a 2.5. dbran ldthatok.)

| 17 | .~ 7 | Z 1 7
SLAF ‘ SLZF ‘ LK ‘

| . ‘/. | | . Q) ‘/. | \ . r/.
|/ I D o I W o =
| 707 ./- | . . ./- | ./-
VAV R Vv VAV

2.5. dbra A 2.1. Definiciéval jellemzett felszinvégpontokhoz tartozé harom konfiguricié. Minden “e”

pozicié fekete és minden “o” fehér. A “.” (“don’t care”) pozicidk szine tetszéleges.
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A kozépvonalra vékonyité eljarasnak az u torlési iranyhoz rendelt lokalis parhuzamos
redukcidjat (térlés u_iranybél) a 2.6. 4bra maszkjaival adjuk meg. Megjegyezziik, hogy
az abra hat alapmaszkjanak a fiiggéleges tengely koriil 90°, 180°, 270° fokkal elforgatott
valtozatai is a maszkkészlethez tartoznak. A fenti maszkokkal adott képmivelet — az
1.4.4. pontban leirtak szerint — torli mindazon fekete pontokat, amelyekre a maszkkészlet
legaldbb egy tagja illeszkedik.

A fennmaradé 0t al-iteracidhoz tartozo képmiivelet maszkjai megkaphatok az u torlési
irdnyhoz rendelt maszkok megfelel$ elforgatdsival és/vagy tiikrozésével.
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2.6. abra A kozépvonalas vékonyité eljardsnak az u torlési irdnyhoz tartozé alapmaszkjai. Az M1 és
az M5 maszkokndl az “x”—szel jelolt pozicidk kozill legaldbb egy “o” (fekete). Az M1-M6 maszkoknak
a fliggoleges tengely koril 90°, 180°, 270° fokkal elforgatott valtozatai is a maszkkészlethez tartoznak.
Konnyen ellenérizhetd, hogy a készlet minden egyes eleme u—hatarpontra illeszkedik és nem tordl vonalvég-

pontot (2.1. Definicid).

A kozépfelszinre vékonyito algoritmust a kozépvonalat kivondbdl a maszkkészletek mo-
dositasaval terveztiik meg. A kozépfelszint meghatarozd vékonyitas u torlési irdnydhoz
tartozé maszkjait a 2.7. abra mutatja be. A tobbi al-iteracié maszkjai megkaphatdk az
u torlési irdnyhoz rendeltek elforgatasaval és/vagy tiikrozésével.

A fenti vékonyito eljarasok topoldgiailag korrektek, vagyis megfogalmazhato az alabbi
tétel:

2.3. TETEL

A kozépvonalakat kivond és a kozépfelszint meghatarozd 6 al-iteracids vékonyito
eljarasok megérzik a topologidt a (26,6) képekre.

A fenti allitast részletesen bizonyitottuk — az 1.7. Tétel feltételeit alkalmazva —
a kozépvonalakat kivono eljarasra (Paldgyi, Kuba, 1998/1). Koénnyen belathatd, hogy
a kozépfelszint meghatarozd vékonyitd algoritmus minden egyes képmiivelete kevesebb
fekete pontot képes torolni, mint a koézépvonalat kivond valtozat megfelelé lokalis és
parhuzamos redukcidja. Ennélfogva a kozépfelszinre vékonyito algoritmus is megoérzi a
topolégiat a (26,6) képekre.
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2.7. dbra A koézépfelszinre vékonyité eljardsnak az u torlési irdnyhoz tartozé alapmaszkjai. A maszkoknak
a fliggdleges tengely koriil 90°, 180°, 270° fokkal elforgatott valtozatai is a maszkkészlethez tartoznak. Az
M1’ és az M4’ maszk a 2.6. dbra M1 és M4 maszkjainak mdédositasdval keletkezett, mig az M3 maszk
valtoztatas nélkil keriilt 4t. Az M1’ és az M4’ maszkokndl legaldbb egy “x” és egy “y” pozicié fekete.

Konnyen ellendrizhet, hogy a maszkkészlet minden egyes eleme u—hatarpontra illeszkedik és nem torol

felszinvégpontot (2.2. Definicié).
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2.1.7. Egy 8 al-iteracids algoritmus

A 2.1.1-2.1.6. pontokban bemutatott valamennyi 3D vékonyito eljaras — a 2.2. abran
bemutatott torlési iranyokkal — 6 al-iteraciot alkalmaz iterdciés 1épésenként. Most egy
olyan kdzépvonalak és kozépfelszinek meghatdrozasira egyardnt alkalmas, (26,6) képekre
kidolgozott vékonyité algoritmust ismertetiink, melynek egy iteracios 1épése 8 al-itera-
ciobol all (Palagyi, Kuba, 1999/1). A konvenciondlis 6 torlési irany megfeleltethetd egy
kocka 6 lapjanak, ahol az egyes irdnyok egybeesnek a lapok (mint sikok) normélisaival,
mig a 8 al-iteraciéhoz tartozo torlési irdnyok hozzarendelhetdk egy kocka 8 cstcsahoz
(pontosabban: az egyes cstcsokat és a kocka kézéppontjat 6sszekotd vektorokhoz). Az 1j
torlési iranyokat — amelyek jelolése: usw, dne, use, dnw, une, dsw, unw, dse — a 2.8.
abra szemlélteti.

usw us usw use
nw dne dnw *F dne
dsw dse A5 e 5 &
a b

2.8. dbra A torlési irdnyok modellezése. Mig a szokésos 6 irdny egy p € Z3 pont Ng(p) halmazahoz tartozik,
addig a 8 torlési irdny (a) hozzdrendelhetd a Nag(p)\N1g(p) halmazhoz. A 8 torlési irdnyt megfeleltethetjiik
egy kocka 8 csicsdnak is (b). A jelolés konzekvens, hiszen az usw csdcson az u, az s és a w irdnyokhoz

tartozé lapok osztoznak.

Az eljaras az alabbi program szerint miikodik:

Input: a vékonyitandé (26,6) képet reprezentalé X bindris tomb.
Output: a vékonyitott képet tarold Y bindris tomb.

8_al-iterdcidés_vékonyité algoritmus(X,Y)
begin

Y =X;
repeat

Y = térlés usw iranybol(

Y = t6rlés dne iranybsl(

Y = térlés use iranybol(

Y = torlés_dnw irdnybdl(

(

(

(

(

I

I

)
)
);
);
Y = torlés_une iranybsl(Y);
Y = torlés dsw iranybsl(Y')
Y = t6rlés unw iranybsl(Y)
Y = térlés dse iranybsl(Y)
until nem tortént valtozas;

end.

)

)

I
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I
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Megjegyezziik, hogy a repeat-—ciklus magjaban szereplé parhuzamos redukciok sor-
rendjének minden egyes permutacidja egy—egy ujabb algoritmushoz vezet. A fent javasolt
sorrend egyfajta szimmetridt mutat, ami biztositja azt, hogy a vékonyitds eredménye
valéban az objektumok kozepén helyezkedjen el.

Az usw torlési irdnyhoz tartozé képmiivelet (térlés usw iranybél) bizonyos u—, s—
és w-hatdrpontokat torol, a dne irdny parhuzamos redukcidja (térlés_dne_iranybsl)
pedig bizonyos d—, n— és e-hatarpontokat hamoz le az objektumokrol, és igy tovabb.

A kozépvonalra vékonyité eljarasnak az usw torlési iranyhoz rendelt lokalis parhuza-
mos redukcidjat a 2.9. dbra maszkjaival adjuk meg.
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2.9. dbra A kozépvonalra vékonyité eljards usw torlési irdnydhoz tartozé maszkok. A vonalvégpontok

megdrzése érdekében az M1-MT maszkokndl az “x” pozicidk koziil legalabb egy “o” (fekete).
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A fenti maszkokkal adott képmiivelet — az 1.4.4. pontban leirtak szerint — torli
mindazon fekete pontokat, amelyekre legaldbb egy maszk illeszkedik a maszkkészletbol.
Konnyen ellendrizhetd, hogy a maszkok csak u—, s— vagy w-hatdrpontokra illeszkednek
és nem tordlnek vonalvégpontot (2.1. Definicid).

A fennmaradé hét al-iterdciéhoz tartozé képmivelet maszkjai megkaphaték az usw
torlési irdnyhoz rendelt maszkok megfelel elforgatasaval és/vagy tiikrozésével.

A kozépfelszinre vékonyitd algoritmust a kozépvonalat kivond eljarasbél a maszkkész-
letek modositasaval kaptuk. A kozépfelszinre vékonyitas usw torlési iranyahoz tartozd
maszkjait a 2.10. 4bra mutatja be.
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2.10. dbra A kozépfelszinre vékonyité eljarasnak a usw torlési irdnyhoz tartozé maszkjai. Az M5’ -M15°
és az M20°—M 22’ maszkok rendre a 2.9. dbra M5—M15 és M20—M22 maszkjainak mddositdsdval alltak
eld, mig az M 16—M19 maszkok valtoztatds nélkiil keriiltek at. A maszkokban legaldbb egy “x” és egy “y”
pozicié fekete. Konnyen ellendrizhetd, hogy a maszkkészlet minden egyes eleme u—hatarpontra illeszkedik és

nem t6rol felszinvégpontot (2.2. Definicié).

Az ismertetett vékonyitd eljarasok topoldgiailag korrektek, amit az alabbi tétellel
fogalmaztunk meg:

67



2.4. TETEL

A kozépvonalakat kivond és a kozépfelszint meghatarozé 8 al-iteracids vékonyito
eljarasok megérzik a topologidt a (26,6) képekre.

A fenti allitast — az 1.7. Tétel feltételeinek segitségével — részletesen bizonyitottuk
(Palagyi, Kuba, 1999/1).
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2.1.8. Egy 12 al-iteraciés algoritmus

A jelen pontban egy kozépvonalak és kozépfelszinek meghatarozasara egyarant al-
kalmas, (26,6) képekre kidolgozott vékonyité algoritmust ismertetiink (Paldgyi, Kuba,
1997/1; Palagyi, Kuba, 1997/2; Paldgyi, Kuba, 1999/2). Az eljaras kiilonlegessége az,
hogy 12 torlési iranyt feltételez, vagyis egy iteracids 1épésben 12 al-iteraciot alkalmaz.
A torlési iranyok megfelelnek egy kocka 12 élének, pontosabban: az élek felezdpontjait
a kocka kozéppontjival 6sszekotd vektoroknak (2.11. dbra), vagy hozzarendelheték egy
p € Z* pont Nig(p)\Ns(p) halmazanak 12 eleméhez.

UTY
UW ue
US
nw ne
sSw es
/ld
w ed
sd

2.11. dbra A figyelembe vett torlési irdnyok, amelyek egy kocka 12 élfelezé pontjat a kocka kdzéppontjival

6sszek6td vektorokhoz rendelheték.

Az eljarast az alabbi séma irja le:

Input: a vékonyitandé (26,6) képet reprezentdlé X bindris tomb.
Output: a vékonyitott képet tarold Y bindris tomb.

12_al-iterdciés_vékonyité_algoritmus (X ,Y)
begin
Y =X;
repeat
Y = torlés_us_iranybél(
Y = toérlés ne iranybél(
Y = térlés wd iranybol(

Y

Y

S3%

)
Y = térlés es iranybol(
Y = térlés uw_iranybol(
Y = torlés nd iranybél(

Y

b

~==

Y = torlés_sw iranybél(
Y = térlés un iranybél(
(
(
(

Y

Y

==

)
)
)
)
)
);
)
1(Y)
Y = torlés_ed iranybsl(Y);
Y = térlés nw_iranybsl(Y);
Y = torlés ue_iranybél(Y);
Y = torlés_sd_iranybél(Y);

until nem tortént valtozas;
end.

Megjegyezziik, hogy a repeat—ciklus magjat alkotd parhuzamos redukcidk sorrendjét
megvaltoztatva egy djabb algoritmushoz jutunk. A fenti sorrend egyfajta szimmetridt
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mutat, ami biztositja azt, hogy a vékonyitas eredménye valoban az objektumok kozepén
helyezkedjen el. A 12 képmiivelet 4 olyan csoportbdl all, amelyek mindegyike 3 olyan
parhuzamos redukciét tartalmaz, amelyekhez rendelt kockaéleken megosztozik a kocka-
nak mind a 6 lapja.

Az us torlési irdnyhoz tartozé képmiivelet (térlés us_iranybél) bizonyos u— és s—
hatarpontokat tordl, az me irdny parhuzamos redukcidja (tdrlés ne irdnybdl) pedig
bizonyos n— és e-hatarpontokat hamoz le az objektumokrdl, és igy tovabb.

A kozépvonalra vékonyito eljardsnak az us torlési irdnyhoz rendelt lokalis parhuza-
mos redukciéjat a 2.12. dbra maszkjaival adjuk meg. Az eljards maszkjai nem torolnek
vonalvégpontokat (2.1. Definici6), mivel minden egyes maszk csak olyan fekete pontra
illeszkedhet, aminek legaldbb ketto fekete 26-szomszédja van.

s g g g

L L Lty Lt
i sy % :

I x/x/ lL\L// l&L// P i

P AT DS A

Lt LA Lt Ldbet

g | 2 2 | 7

P Pl P Pl P Pl | Vel v

M9 T 2T M10_ " 2" 7 Ml%/o_o_o Mlzc/om—/o O
1V 11 Nz %

i | | A LA

|/ ¥ | |/ Z,('/l C|/' _/'/l !/' ,/'/l

!/_./_./'/ l/_./_./'/ o|/ i g |/ -~ /'/

M13 ° O M14 O O

Wil Bl

LAl Lt

J/_'/ /./ |/. . /./

2.12. dbra A koézépvonalra vékonyitd eljards us torlési irdnydhoz tartozé maszkok.
Jelolés: legaldbb egy “x” pozicié szine fekete, legaldbb egy “v” pozici6 fehér, legaldbb egy “w” pozicié fehér

és a két “z”—vel jelolt pozicié kiilonb6zd szinii (az egyik fekete, a mésik pedig fehér).

A fennmaradé 11 al-iterdacidhoz tartozd képmiivelet maszkjai megkaphatok az us
torlési irdnyhoz rendelt maszkok megfelelé elforgatasaval és/vagy tiikkrozésével.

A kozépfelszinre vékonyito algoritmust a kozépvonalasbdl a maszkkészletek modosita-
saval szarmaztattuk. A kozépfelszines vékonyitas us torlési irdnyahoz tartozé maszkjait
a 2.13. dbra mutatja be.

A 2.13. dbra maszkjai nem tordlnek felszinvégpontokat (2.2. Definici6), amit az “x”

és az “y” szimbolumok bevezetésével értiink el.
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Ugy tiinhet, hogy a vékonyitas egy iteracios lépését nem érdemes 8 vagy 12 al-
iteracidra bontani, mivel akkor a konvencionalis 6 al-iteracids algoritmusoknal lassabb
eljarasokat kapunk. Ez nincs sziikségképpen igy. Igaz, hogy varhatdan egy iteracids 1épés
gyorsabb 6 al-iteracié esetén, de varhatéan tobb iterdciora van akkor sziikség. A 2.14.
dbra példdja azt mutatja, hogy bizonyos objektumokra a 8 és a 12 al-iteraciés eljarasok
negyedannyi iterdciés 1épést igényelnek, mivel azok egy 1épés soran 4 “réteget” hamoznak
le, mig a 6 al-iteracidosok csak egyet.

| ! o P o1 ! !
l/_./_./'/ J/_'ui/'/ l/_./_./'/
WEP] M e
l/ v/'/| |/' 5% | |/" /'/|
|/ Z /'/ |/ ~ /'/ |/ ~ /'/

2.13. dbra A koézépfelszinre vékonyité eljards us torlési irdnydhoz tartozé maszkok. Az M1°’—M2’ maszkok
rendre a 2.12. dbra M 1-M2 maszkjainak médositasaval dlltak eld, mig az MT7—M10 maszkok véltoztatds
nélkiil keriiltek at.

Jelolés: legaldbb egy “x” pozicié szine fekete, legalabb egy “y” pozicié szine fekete, legaldbb egy “v” pozicidé

fehér és a két “z”—vel jelolt pozicié kiilonbozé szinli (az egyik fekete, a mdsik pedig fehér).

8080 A

a b c

2.14. dbra Irany—szekvencialis médszerek Gsszehasonlitdsa. Az eredeti 16 X 16 x 16—os tomoér kockét (a) a 6
al-iterdciés algoritmus (2.1.6.) egy iterdcids lépése 14 x 14 X 14—es kockdra (b) vékonyitja le. A 8 al-iterdcids
eljaras (2.1.7.) és a 12 al-iterdciés médszer (2.1.8.) egy iterdcids 1épése 8 x 8 x 8-as kockdt (c) allit eld a

kiinduldsi (a) objektumbdl.

Az ismertetett vékonyité eljarasok topoldgiailag korrektek, amit az alabbi tétel mond

ki:
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2.5. TETEL

A kozépvonalakat kivond és a kozépfelszint meghatarozé 12 al-iterdcids vékonyitod
eljarasok megérzik a topologidt a (26,6) képekre.

A fenti allitast — az 1.7. Tétel feltételei teljesiilését igazolva — részletesen bizonyi-
tottuk (Palagyi, Kuba, 1999/2).
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2.2. Almezo—szekvencidlis modszerek

A 2.1. pontban targyalt irdny—szekvencialis vékonyité algoritmusok a topologia—meg-
Orzés érdekében egy iteracids 1épést olyan al-iteraciékra bontanak, amelyek csak bizonyos
tipusu hatarpontokat torolhetnek. Az almez6—szekvencidlis eljarasok az iteracids 1épése-
ket mas megkozelitéssel szervezik meg. A diszkrét képracsot k > 2 diszjunkt részhalmaz-
ra, almezore osztjdk fel. A k al-iteracidbdl allo iteracids 1épés soran az almezdk felvaltva
aktivizalodnak és csak az aktiv almezGbe es6, a torlési szabdlyokat kielégit6 fekete pontok
valtoznak meg.

Az irdny—-szekvencialis eljarasoknal mindegyik al-iteracidéhoz més és méas torlési felté-
tel tartozik, mig az eddig kozolt almezd—szekvencidlis vékonyité algoritmusok globalis
torlési szabalyt alkalmaznak, vagyis minden egyes al-iteracié soran ugyanaz a feltétel
érvényes!®. A k al-iterdcids almezd-szekvencislis eljarasok az alabbi altaldnos séméval
irhatok le:

repeat
fori=1to k do
eqyideji torlése mindazon fekete pontoknak, amelyek
eqyrészt az i—edik almezobe esnek, mdsrészt kielégitik
a (globdlis) torlési feltételt
until nem tortént vdltozds

3D-ben az egész koordinataji racspontok Z* halmazara a 2.15. dbraval illusztralt 2-,
4- és 8-almezds felbontdst javasoljak.

o/ 1—1/ n—0/ ; ?/ ! 1/ i / | 5/ f JL/ i 5/ [
AN 4y 1 X / ‘ e adnEs < |
1 0 1 A -l 1 \ %6 73——
1 'L/ 3 a/ 4 4/
/ Ve / 2 e +
1 1 ! 70 S 0 \ il 7
/o /1 /o/ l /z /]L /z/ /5 /]L /b/
1—0~——1 30 T——3—7
a b c

2.15. dbra A Z3 halmaz felbontdsa 2 almezére (a), 4 almezére (b) és 8 almezére (c). Az “i"—vel jelslt

récspontok az i—edik almez8hoz tartoznak (i = 0,1,...).

AZP = U‘;:Ol Sk (k € {2,4,8}) felbontdsok formalisan:

S? = {(x1,29,23) €EZ

Sz4 = { ($1,$2,$3) € Z

(x1 + 9 + 3 mod 2) =1 },

(x14+1 mod 2) - [2- (23 mod 2) + (z3 mod 2)] +

(r1 mod2)-[2-(ze+1 mod 2) + (z3+1 mod 2)] =i },
S% = {(x1,29,23) € Z* | 4- (2, mod 2) + 2 - (25 mod 2) + (23 mod 2) =i }.

?
?

15Személyes konzultacié sordn Christian Brechbiihler (ETH, Ziirich) egy olyan 2D vékonyité algorit-
must mutatott be nekem, ami 4 almez6t alkalmaz és az egyes al-iterdciékhoz eltér6 torlési szabalyokat
rendel. Kiilonleges médszerét eddig még nem kozolte.
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Megéllapithatjuk, hogy ha p € S? akkor tetszSleges ¢ € Nog(p)\{p} pont esetén
q & SP (a 2.14/c. 4brén csak a 3 x 3 x 3-as kornyezet kozéppontjat cimkézi 0). Az
1.6. Kritérium értelmében, tehat azok a 8-almezos vékonyito algoritmusok, amelyek csak
(26, 6)—egyszerti pontokat torélnek, megérzik a topoldgidt a (26, 6) képekre. Nyolc almezd
esetén tehat a topologia—megOrzés biztositasa trividlis feladat. Nem véletlen tehéat, hogy
az ezidaig javasolt két almezé—szekvencidlis vékonyito eljaras — amelyeket a 2.2.1. és a
2.2.2. pontokban mutatunk be — nyolc almez6t hasznal (Bertrand, Aktouf, 1994; Saha,
Chaudhuri, Majumder, 1997).

Az almez6—szekvencidlis vékonyitds is — hasonléan a tobbi vékonyitd technikahoz —
megoOrzi a topoldgiat és képes biztositani azt, hogy a vékonyitott objektum az eredetinek a
“kozepén” helyezkedjen el (£1 voxel pontossidggal). A médszer elénye még, hogy kevéshé
érzékeny az objektum elforgatasara, mint az irdny—szekvencidlis algoritmusok. Erzékeny
viszont az objektum poziciéjara, vagyis nem eltolas—invarians. A vékonyitott kép egyenes
vonalai gyakran “beremegnek”, hajlamosak kirajzolni az almezOk mintazatat. Ez az
egyenetlenség viszonylag konnyen korrigalhato utofeldolgozassal.
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2.2.1. Bertrand és Aktouf 8—-almez06s algoritmusa

A (26,6) 3D képek vékonyitasara javasolt eljards (Bertrand, Aktouf, 1994) a 2.15/c.
dbra szerint bontja 8-almezére a Z* halmazt. A topolégia-megérzés érdekében csak
(26,6)—egyszerli pontokat jelolnek ki torlésre, ami az egyszerli pontok Bertrand altal
kidolgozott Boole—jellemzése szerint torténik (Bertrand, 1996). Mddszeriik érdekessége,
hogy az egyszerii pontokat, valamint a vonal— és a felszin—végpontokat is, ugyanazon két
topoldgiai szdmra (topological number) feléllitott feltételek segitségével adjak meg.

Az alkalmazott végpontkritériumtdl fiiggéen az objektumok kozépvonalait vagy ko-
zépfelszinét meghatarozd vékonyito algoritmusokat kapunk. Mivel eljardasuk valamennyi
egyszerli pontot kijel6li torlésre (nem csak az egyszerii pontok egy bizonyos részhalmazat),
igy a végpontkritérium elhagyésa a (26, 6)—-objektumok topolégikus magjét el6allité zsu-
gorité algoritmushoz vezet.

2.2.2. Saha, Chaudhuri és Majumder 8-almezds algoritmusa

Saha, Chaudhuri és Majumder egy bonyolult szekvencidlis vékonyito algoritmust ja-
vasoltak (Saha, Chaudhuri, Majumder, 1997), ahol egyrészt a ”félkész” eredményre egy,
a korabbiaktol eltérd torlési szaballyal dolgozd iterdcids 1épést kell alkalmazni, hogy
a (26,6)-objektumok kozépvonalait vagy kozépfelszinét kapjuk eredményiil, masrészt
a modszer harom pasztdzé menetet igényel iteracios 1épésenként. A harom pasztazds
soran a harom osztalyba sorolt hatarpontokat jelolik meg, vagyis az algoritmus nem
hajthato végre “helyben”, azaz egyetlen egy bindris tomb hasznalataval. A bonyo-
lult torlési feltételek azt biztositjak, hogy az eljaras megdrzi a koordindtatengelyekkel
parhuzamos ”éleket “, nem simitja, nem kerekiti le azokat. (Lokalis torlési feltételek mel-
lett — természetesen — nem konstrudlhaté olyan vékonyité algoritmus, ami megdrizne
tetszoleges irdanyu éleket. )

A szerzok eljarasuk parhuzamos, a 2.15c. dbra szerinti 8-almezds valtozatat is kidol-
goztak, ami a szekvencidlis pasztazas helyett parhuzamos kijelolést, majd azt kévetden
parhuzamos torlést alkalmaz.

Mind a szekvencidlis, mind a parhuzamos véltozat topolégia—megérzé a (26, 6) képek-
re.
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2.3. Teljesen parhuzamos mddszerek

A teljesen parhuzamos vékonyité algoritmusok egy iterdcids 1épését egyetlen parhuza-
mos redukcio irja le, vagyis nem alkalmaznak al-iteraciokat. Az altalunk ismert harom
teljesen parhuzamos vékonyitd eljaras a topoldgia—megorzés érdekében a fekete pontok
2.16. abran lathaté kornyezeteit vizsgéalja (Ma, 1995; Ma, Sonka, 1996, Manzanera et al.,
1999/3).

A teljesen parhuzamos vékonyitds is — csakigy, mint a masik ketté {6 vékonyito
technika — megérzi a topolégiat és képes biztositani azt, hogy a vékonyitott objek-
tum az eredetinek a “kozepén” helyezkedjen el (£1 voxel pontossidggal). Nem érzékeny
az objektum pozicidjara sem, vagyis eltolas-invarians. A moddszer elonye még, hogy
kevésbé érzékeny az objektum elforgatdsara, mint az irdny—szekvencialis algoritmusok,
de a gyengitett izotrépia kritérium (Manzanera et al., 1999/1) teljesitésére ezittal sincs
garancia az asszimetrikus lokdlis szomszédsdgot vizsgald teljesen parhuzamos vékonyitéd
algoritmusok esetében.

A teljesen parhuzamos megkozelitéssel €16 harom algoritmust a 2.3.1., a 2.3.2. és a
2.3.4. pontokban mutatjuk be. A masodik eljaras tesztelése soran kideriilt, hogy bizonyos
(26, 6)—objektumokat “szétszakit”. A 2.3.3. pontban egy olyan mddositott algoritmust
mutatunk be, amelyik mér topolégia—megorzo.
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2.16. dbra A teljesen parhuzamos vékonyité algoritmusok &ltal figyelt kornyezetek. C.M. Ma algoritmusa
(Ma, 1995) csak hdrom olyan pontot vizsgal, amit nem tartalmaz a vizsgalt pont 3 X 3 x 3—as szomszédsiga,
viszont megkivénja a torlésre kijelolt pontok parhuzamos tdjraellendrzését (a). C.M. Ma és Sonka eljirdsa
(Ma, Sonka, 1996) egy olyan bSvebb (de ugyancsak asszimetrikus) kornyezetet vizsgdl, ami a 3 X 3 x 3-as
szomszédsagon kiviil még 23 tovabbi pontot is tartalmaz (b). A Manzanera, Bernard, Pretéux és Longuet
algoritmusa (Manzanera et al., 1999/3) altal vizsgalt szimmetrikus kérnyezet 54 olyan pontot tartalmaz, ami
eleme az 5 X 5 X 5—0s szomszédsagnak, de nincs benne a 3 x 3 X 3—asban (c). (A vizsgalt “p” pont 3 x 3 x 3—as

szomszédsdgaba esd pontokat a “{”, az abbdl kilégdékat pedig a “%k” szimbdlumokkal jeldltiik.)
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2.3.1. Ma algoritmusa

A teljesen parhuzamos vékonyité technikat 3D-ben C.M. Ma vezette be mint egy
lehetséges médszert 1ij generaciés 3D parhuzamos vékonyité eljarasok tervezésére (Ma,
1995)16.

A javasolt, kozépfelszin meghatarozasara alkalmas vékonyité algoritmus egy iteracios
1épése két fazisbol all:

1. A “torlési feltételnek” eleget tevo fekete pontok egyidejii megjelolése.

2. A megjelolt pontok egyidejii ellendrzése (melynek sordn elddl, hogy az adott pont
véglegesen torlédik vagy tovabbra is fekete marad).

A “p“ pont eleget tesz a torlési feltételnek, ha az alabbiak mindegyike teljesiil:

Nem “felszinvégpont”.

lleszkedik ra a 2.17. abraval adott maszkrendszer legalabb egy tagja.
Ha n(p) = 0, akkor s(s(p)) =1 (1.4. 4bra).

Ha e(p) = 0, akkor w(w(p)) = 1.

Ha u(p) = 0, akkor d(d(p)) = 1.

A

Az algoritmus a 2.16a. dbra szerinti (nem-szimmetrikus) kornyezetet vizsgélja, ami
tartalmazza a 3 x 3 x 3—as szomszédsagbol kilégd s(s(p)), w(w(p)) és d(d(p)) pontokat is.

Az eljaras végpontkritériuma felszinvégpontnak minésiti a P = (Z*,26,6, B) képen
a p € B pontot, ha az Nyg(p)\{p} halmaz egyelemi (vagyis “p” vonalvégpont), vagy
a Nua(p)\{p}, a Nns(p)\{p} és a New(p)\{p} halmazok (ellen6rz6 ablakok, 2.3. dbra)
mindegyike egyelemii. (Megjegyzendé, hogy mas végpontkritériumok alkalmazdsa tijabb
kozépfelszinre vagy kozépvonalra vékonyité algoritmusokhoz vezet.)

A parhuzamos djraellenérzés (az iteracids lépések masodik fazisa) nem torli a “¢” meg-
jelolt pontot, ha az legkisebb index6sszegli pontja egy csupa megjelolt pontbdl all6 egység—
racsnégyzetnek és “q” nem (26, 6)—egyszerii pont a racsnégyzet tobbi hdrom pontjanak
torlése utan (2.18. dbra).

Az tjraellendrzés soran tehat bizonyos torlésre megjelolt pont—konfiguracidkra meg
kell vizsgélni az egyszeriiséget, amire tobb mddszer is rendelkezésre 4ll (pl. az 1.2.2. pont-
ban ismertetett kritériumok teljesiilésének ellendrzése). Megjegyzendd, hogy a (26,6)—
egyszerliség lokalisan eldonthet6 az adott pont 3 x 3 x 3—as kornyezete alapjan.

Az eljaras hatranya, hogy parhuzamos szamitégéppel sem végezheto el “helyben”
(mivel az iterdcids lépések elsé fazisdban meghatdrozandé jelzébitek taroldsara egy ijabb
binéris tombre is sziikség van), viszont a kétfdzisi megoldas garantdlja a topoldgia meg-
6rzését a (26, 6) képekre.

16Megjegyzendd, hogy 2D-ben mar korabban is javasoltak teljesen parhuzamos vékonyité algoritmu-
sokat (Suen, Wang, 1994; Hall, 1996).
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2.17. dbra Az algoritmus alapmaszkjai. Mindhdrom maszkon a “e” fekete, “o” fehér, a “.” pedig k6zo6mbos

elemet jelsl. A (b) alapmaszkon a két “y” koziil legaldbb az egyik fehér és a két “z” kozil is legaldbb
az egyiknek fehérnek kell lennie. Az eljaras teljes maszkrendszere tartalmazza az alapmaszkok Gsszes
tikrozottjét és elforgatottjidt. (Konnyen beldthats, hogy 6—féle (a)-tipusd, 12—féle (b)-tipusu és 8—féle

(c)-tipusu maszk képezhetd.)

\
\

\
\

2.18. dbra A parhuzamos Gjraellenérzés torlési kritériuma.

“a” pont torlésre megjelolt.

Tegyiik fel, hogy az
(a) Haa “b”, a “c” és a “d” pontok is torlésre megjeloltek és “a” nem (26, 6)—egyszerli a {b, ¢, d} ponthalmaz
torlése utan, akkor “a” torolhetéségét vissza kell vonni, vagyis meg kell 6rizni fekete pontként.

(b) Haa “b”, az “e” és az “f” pontok is térlésre megjeldltek és “a” nem (26, 6)—egyszerti a {b, e, f } ponthalmaz
torlése utan, akkor az “a” pont fekete marad.

(c) Haa “c”, az “e” és a “g” pontok is torlésre megjeldltek és “a” nem (26, 6)—egyszerii a {c, e, g} ponthalmaz
torlése utdn, akkor az “a” pont fekete marad.

Minden més esetben a torlésre megjellt “a” pont véglegesen térélhetd.
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2.3.2. Ma és Sonka algoritmusa

Ma és Sonka a kozépvonalak meghatarozasara fejlesztett ki egy 3D teljesen parhuza-
mos vékonyité algoritmust (Ma, Sonka, 1996). Ez az eljaras “valéban” teljesen parhuza-
mos, mivel egy iteracids 1épés egyetlen fazisbol all: nincs sziikség tjraellendrzésre, mint
az el6z6 (a 2.3.1.) pontban bemutatott algoritmus esetében.

A (26, 6) képek vékonyitasara javasolt eljaras torlési szabdlyai a a 2.16b. dbran ldthatd
(nem-szimmetrikus) lokélis kdrnyezetet figyelik, mely a 3 x 3 x 3—as szomszédsag 27 pontja
mellett még tovabbi 23 pontot is tartalmaz.

A torlési feltételeket a szerzOk négy maszkosztdly egy—egy reprezentansaival (2.19.
abra) és a tovabbi maszkok képzésére vonatkozo kiegészité feltételekkel adtdk meg.

L Ll
o/ il ' ‘ o/ o’/ o’/ ‘
o / . ° /
o/o . 1 //. ‘ o/- o) 1 o//- ‘
AT e
[ .~ < 7
a b

NERVERN

2.19. dbra Az algoritmus négy maszkosztalyanak reprezentans elemei, ahol p fekete (o). Az (a)—(d) maszkok
minden elforgatottja és tikrozottje is az adott maszkosztdlyba tartozik. Kénnyen beldthatd, hogy az (a)—
(c) maszkok csak (26,6)—egyszer(i pontokra illeszkednek. Ez a tulajdonsdg nem teljesiil automatikusan a
(d) maszkra, igy tovabbi feltétel az, hogy a (d) maszk illeszkedése esetén is csak (26,6)—egyszerli pontok

torolhetd8k. Némely maszkhoz a p pont 3 x 3 X 3—as kornyezetén kiviili pontok is adédnak.

A 6, 12 és 8 elembdl all6 A, B és C maszkosztalyok maszkjai rendre a 2.19. abra

(a), (b) és (c) maszkjabdl szarmaznak elforgatasokkal és/vagy tiikrozésekkel a kovetkezd
szabdly szerint:

e Ha a maszkban s(p) = 1, akkor s(s(p)) = 1.
e Ha a maszkban w(p) = 1, akkor w(w(p))
e Ha a maszkban d(p) = 1, akkor d(d(p)) = 1.

1.
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Megallapithatjuk, hogy az A B és C maszkosztaly elemei ugyanazt a kornyezetet fi-
gyelik, mint amivel az eléz6 pontbeli (2.3.1.) algoritmus dolgozik és ami a 2.19a. dbran
lathaté.

A 2.19d. dbra mutatja be a D maszkosztaly reprezentdns elemét. A maszkosztaly 12
maszkja koziil 6 kiilonleges, mivel azok a 3 x 3 x 3—as kornyezetnél bévebb szomszédsagot
figyelnek. A kiilonleges maszkokat (szoveges leiras helyett) a 2.20. dbraval mutatjuk be.
Hangstlyozandd, hogy a D maszkosztdly valamennyi elemének (26, 6)—egyszer(i pontokra
kell illeszkednitik.
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H . O
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X

X

X

2.20. dbra A 12 maszkbdl 4116 D maszkosztaly 6 specidlis, p = 1 k6zépponti, a 3 x 3 X 3—as szomszédsdgn4l
b&vebb kornyezetet figyeld maszkja. A maszkok illeszkedését a (26, 6)—egyszerii pontokra korlatozzak. Vala-

mennyi maszk esetén az 6t “x”—szel jelolt pozicié koziil legaldbb egynek fekete ponttal kell taldlkozni.

Az algoritmus egy iteracids lépésében azon fekete pontok torlédnek, amelyek “nem
végpontok” és amelyekre legaldbb egy maszk illeszkedik az A, a B, a C vagy a D maszk-
osztalybol.

Az eljéras specialis végpontkritériummal dolgozik: A P = (Z*,26,6, B) képenap € B
pont végpont, ha a Nog(p)\{p} halmaz egyelemii (azaz p vonalvégpont), vagy pontosan
kettd eleme van. A két fekete ponttal 26—szomszédos pont csak bizonyos esetekben lehet
végpont. Tegyiik fel, hogy a ¢ € B és az r € B pontokra a Nog(q)\{q} és a Nag(r)\{r}
halmazoknak pontosan ketto—ketto elemiik van. Ekkor a kovetkezok teljesiilnek:

e Ha Nyg(g)\{q} = {s(q),e(q)} és Nog(r)\{r} = {s(r),u(r)}, akkor q és r koziil

pontosan az egyik pont végpont.

e Ha Nag()\{a} = {n(q),w(@)} é Na(r)\{r} = {u(r), w(r)}, akkor q é r kozii

pontosan az egyik pont végpont.

e Ha Nog(q)\{q} = {n(q),d(q)} és Nos(r)\{r} = {e(r),d(r)}, akkor g és r koziil

pontosan az egyik pont végpont.

A vonalvégpontok mellett azért minésiilnek egyéb pontok is végpontnak, hogy a 6—
Osszefiiggd vonalrészletek ne szakadjanak szét.

81



2.3.3. Ma és Sonka algoritmusanak mddositasa

Ma és Sonka bebizonyitotta, hogy algoritmusuk topolégia—megérzé (Ma, Sonka, 1996).
Bizonyitasukba — ami megmutatta, hogy a javasolt eljaras teljesiti az 1.6. Kritérium
valamennyi feltételét — azonban becstiszott egy hiba.

Két egymassal 6-szomszédos, torolheto p és g pont esetén osztalyoztak p-t aszerint,
hogy az a ¢ pontot torlé maszk fekete vagy semleges elemével keriil-e fedésbe. Ezen
osztalyozason alapulé allitdsaik korrektek is abban az esetben, ha a maszkokban csak
“07, “17 és “.” (semleges) elemek szerepelnek.

A D osztaly (2.20d. abra) maszkjaira kikototték, hogy azok csak egyszerti pontokra
illeszkedhetnek, viszont azokban a maszkokban is a nem “0” és nem “1” elemeket “.”
szimbolumokkal jelolték, mintha azok is semlegesek lennének, holott az azokkal lefedett
pontoknak (az egyszeriiség miatt) nem megengedett tetszéleges kombinécidja.

Bizonyitasukban a D osztaly maszkjainak “.”—jelti elemeit is “igazi semleges” poziciok-
nak tekintették, igy a bizonyitott tulajdonsagok nem érvényesek az eredeti algoritmusra.

A 2.21. abra példajaval megmutatjuk, hogy az eredeti algoritmus szétszakithat objek-
tumokat, ennélfogva nem 6rzi meg a topolégiat valamennyi (26,6) képre.

2.21. dbra Példa kritikus képre. Az dbraa P = (Z>,26,6, {a,p, q,b}) kép azon 3 x 3 x 3—as részletét mutatja,
amelyik tartalmazza az Osszes fekete pontot (mind a négyet). Az eredeti algoritmus torlési feltételei szerint
p torolhetd egy, az A maszkosztilyba esd maszkkal (2.19a. dbra), ¢ pedig t6r6lhetd egy, a D maszkosztalyba
esé maszkkal (2.20d. dbra). p és g egyidejii torlése viszont szétszakakitja a kép egyetlen fekete komponensét,

vagyis az eljadrds nem topolégia—megdrzd.

Az algoritmus tehdt mddositdsra szorul'”. Az aldbbiakban egy olyan médosité javasla-
tot ismertetiink, amit az motivalt, hogy a D maszkosztalyt egy olyan D’—vel helyettesit-
siink, hogy az A, B, C és D’ maszkosztédlyokra mar korrekt legyen Ma és Sonka bizonyitasa.

A D’ maszkosztalyban D minden maszkja helyett egy maszkpar szerepel, tehat az 1j
osztaly 12 helyett 24 maszkot tartalmaz.

Az aldbbiakban, a 2.22a.-2.22c. abrdkon felsoroljuk a D’ maszkosztaly p = 1 ko-
zéppontu maszkjait, ahol az y pozicidkat dgy kell kitolteni, hogy valamennyi maszk
(26, 6)—egyszerti pontra illeszkedjen, tovabba a 2.20. dbra 6 specialis maszkjat helyettesito
maszkokndl az x poziciok koziil legalabb egynek a szine fekete. Hangsulyozzuk, hogy az
y pozicidk nem tekinthetSk “” (semleges) elemeknek.

17 Az eredeti algoritmusrél és a javasolt médositasrél 1998-ban szdmos levelet valtottam Milan Sonka—
val (University of Towa), aki elkiildte nekem az eredeti algoritmus Cherg Min Ma 4ltal megirt C—kdédjat.
Az nem szakitotta szét a 2.23. dbra objektumat, viszont masokat igen. A kdd ellenGrzése soran kideriilt,
hogy az implementacié eltér a cikkben leirtaktdl, korabbi vagy késobbi algoritmusvaltozatnak felel meg.
Sajnos Cherg Min Ma még Milan Sonka szdmdra is elérhetetlen, igy vele még nem sikeriilt konzultalnom.
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2.22/a. dbra A D’ maszkosztdly elsd négy maszkpdrja.
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2.22/b. abra A D’ maszkosztdly masodik négy maszkpdrja.
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Az eredeti és a modositott algoritmus eredménye a 2.23. abran lathato.

c d

2.23. abra Példa az eredeti és a médositott algoritmusra. A kiinduldsi (26, 6) objektum (a) topolégikusan
ekvivalens a médositott algoritmus végeredményével (b). Az eredeti algoritmus az (a) objektumot néhény

iterdcids lépésben a (c) objektumma “hdmozza”, amit a kovetkez8 lépése haromfelé szakit szét (d).

Kimondjuk a mddositott algoritmus legfontosabb tulajdonsagat:

2.6. TETEL

Ma és Sonka algoritmusanak altalunk javasolt moédositasa megorzi a topologidt a
(26,6) képekre.

BizoNyiTAs!®

Ma és Sonka korrekt moédon bebizonyitotta, hogy ha a torlési feltételekre bizonyos
tulajdonsagok teljesiilnek, akkor eljarasuk megérzi a topoldgiat a (26,6) képekre. Sajnos
az altaluk megfogalmazott egyik lemma (a cikkben Lemma 3.5.) nem teljesiil az eredeti
maszkokra.

18 A médositott algoritmus topolégiai korrektségére ugyanaz a hosszi bizonyitds szolgdl, mint amit
Ma és Sonka ko6zolt. Helyhidny miatt azt nem madasoljuk be a dolgozatba, csak a kritikus lemmadval
foglalkozunk.

86



A kérdéses lemma allitasa: ha az egymassal 6—szomszédos p és ¢ fekete pontok koziil
mindkettd torolheto, akkor az alabbi két eset koziil pontosan egy teljesiil:

e A p pont tordlhet6 ¢ torlése utan is (vagyis egy, a p fekete pontra illeszkedé maszk-
ban ¢ semleges maszkelemmel taldlkozik).

e A g pont tordlheté p torlése utén is (vagyis egy, a g-ra illeszked6 maszk p—vel
fedésbe keriil6 eleme semleges).

A 2.21. dbraval megmutattuk, hogy az eredeti maszkokra a fenti lemma nem teljestil,
mivel p torléséhez sziikséges az, hogy q fekete legyen, ugyanakkor g csak egy, a D osztalyba
es6 maszkkal torolheto, amikor ¢ egyszerti voltahoz p—nek szintén feketének kell lennie,
dacara annak, hogy azt a maszkpoziciot ugyantgy jelolték, mint a semleges elemeket.

Ez a jeloléstechnikai hiba vezetett oda, hogy (a 2.21. dbrdn) az egy récsnégyzetbe
es6 {p,q} ponthalmaz nem egyszerii, igy az eredeti algoritmus megsérti a topoligia—
megorzésre vonatkozé 1.6. Kritériumot.

Konnyen ellenérizhetd, hogy a kritikus lemma mar teljesiil a javasolt médositott al-
goritmusra. |
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2.3.4. Manzanera, Bernard, Pretéux és Longuet algoritmusa

Manzanera, Bernard, Pretéux és Longuet kozépfelszin meghatdrozasara fejlesztették
ki 3D teljesen parhuzamos vékonyité algoritmusukat (Manzanera et al., 1999/3). Az
eljaras torlési szabalyai a a 2.16¢. abran lathaté (szimmetrikus) lokalis kérnyezetet figye-
lik, mely a 3 x 3 x 3-as szomszédsag 27 pontjan kiviil még 54 pontot is tartalmaz az
5 X 5 X H—0s szomszédsaghol.

Az algoritmus torlési szabalyait a 2.24. abra konfiguraciéi irjak le: egy pont akkor
torolhetd, ha illeszkedik a kornyezetére az o, az as vagy az oz maszkosztalyok valamelyik
eleme, de nem nem illeszkedik rd a 3; és a (5, maszkosztalyok egyetlen eleme sem.

=i i =
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2.24. abra Az eljards torlési szabalyaihoz tartozé maszkosztilyok reprezentans elemei, alapmaszkjai. A
maszkosztalyok tartalmazzadk az alapmaszkjaik valamennyi elforgatottjat és tiikrozottjét, igy az a1, az asa,
az a3, a 1 és a B2 maszkosztilyok rendre 6, 12, 8, 12 és 16 elembdl &llnak. A maszkok fekete pontjait

[ })

“0” szimbo6lumok jelolik. A maszkok kozéppontjai, a “p”—vel jel6lt maszkelemek

“e” fehér pontjait pedig
szintén feketék. Hangsilyozandd, hogy az a1, az az és az a3 maszkosztilyok elemeire torténd illeszkedés
engedélyezi, a 81 és a B2 osztilyok maszkjaira valé illeszkedés pedig tiltja a torlést. Megjegyzendd, hogy
a [1 és a (B2 maszkosztalyok maszkjai csak a 3 X 3 x 3—as kornyezetbe esé pontokat vizsgaljak, igy azok

reprezentdns elemeit a kdnnyebben attekinthets kisebb koérnyezettel adtuk meg.

A szerzék — haromféle képtipusra — harom algoritmust adtak meg:

e A (6,6) képekre javasolt eljards az oy, valamint a (3 és a [ maszkokkal dolgozik.

e A (6,18)-as képek kozépfelszine az oy és az ag, valamint a 5; és a S maszkokat
veszi figyelembe.

o A (6,26) képek esetén az aq, az as és az az, valamint a (5 és a [ maszkok
érvényesek.
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Mindharom eljardas megérzi a topoldgiat az adott képtipusra, viszont bizonyos ob-
jektumokra (pl. paros oldalhosszusagu allé téglatestekre) csak “kettd voxel vékonysagi”
felszinszegmenseket képesek eléallitani. Az “egy voxel vékony” kozépfelszin kinyerése
konnyen megoldhato utéfeldolgozassal.

Megjegyezziik, hogy a szerzok modszeriiket kidolgoztdk 1D, 2D és 3D objektumok
vékonyitdsara, tovabba altalanositottdk azt nD-re (n > 3) is (Manzanera et al., 1999/1;
Manzanera et al., 1999/2).
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2.4. Hibrid stratégia

A 2.1. és a 2.3. pontokban bemutatott irdny—szekvencidlis és almez6—szekvencialis
stratégidk kombinacidjaval is megoldhaté a vékonyitas (Paldgyi, Kuba, 1998/2). A hib-
rid médszer egy iteracids 1épése k; irdny-szekvencidlis és ko almezé-szekvencidlis al-
iteraciobdl all a kovetkezo séma szerint:

repeat
remark a k; irdny—szekvencidlis al-iteracid
for 1 =1 to k; do
eqyideji torlése mindazon fekete pontoknak, amelyek
kielégitik az i—edik iranyhoz tartozo feltételt
remark a ko almezO—szekvencialis al-iteracié
for j=1 to ky do
egyideji torlése mindazon fekete pontoknak, amelyek
a j—edik almezdbe esnek és teljesitik a minden
egyes almezdre érvényes (globdlis) torlési feltételt
until nem tortént vdltozds

A 2.4.1. pontban egy olyan hibrid algoritmust mutatunk be, amelyik nyolc iranyt és
mindossze kettd almezét feltételez (Palagyi, Kuba, 1998/2).
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2.4.1. Egy hibrid algoritmus

A jelen pontban egy nyolc iranyt és ketté almezot alkalmazo hibrid algoritmust mu-
tatunk be kozépvonalakat meghatérozé vékonyitésra (Paldgyi, Kuba, 1998/2). Az eljaras
ugyanazokat a torlési iranyokat alkalmazza, mint amelyeket a 2.1.7. pontban ismertetett
8 al-iteracids vékonyité algoritmus (2.8. dbra). Az egész koordindtaju racspontok halma-
zara a 2.15a. dbra szerinti felbontds érvényes, vagyis Z°>=S? USZ.

Az eljarast az alabbi séma irja le:

Input: a vékonyitandé (26,6) képet reprezentdlé X bindris tomb.
Output: a vékonyitott képet tarold Y bindris tomb.

hibrid vékonyité_algoritmus(X,Y")
begin
Y =X;
repeat
remark irany—szekvencidlis al-iteraciok
Y = torlés_usw irdnybél(Y);
Y = torlés_dne iranybsl(Y
Y = térlés use iranybél(
Y = térlés dnw iranybol(
Y = térlés une iranybél(
Y = torlés dsw irdnybdl(
Y = toérlés_unw irdnybsl(Y);
Y = térlés dse iranybsl(Y);
remark almezd—szekvencidlis al-iterdciok
Y = térlés_S? aktivizalasaval(Y);
Y = torlés_S; aktivizalasaval(Y);
until nem tortént valtozas;
end.

)
)

)
)
)i
).
)
)

I

)

SRERRE

Az usw torlési irdnyhoz tartozé képmiivelet (térlés usw iranybél) bizonyos u—, s—
és w—hatarpontokat torol, a dne irdny parhuzamos redukcidja (t6rlés dne iranybél)
pedig bizonyos d—, n— és e-hatarpontokat hdmoz le az objektumokrdl, és igy tovabb.

Az eljarasnak az usw torlési iranyhoz rendelt lokdlis parhuzamos redukcidjat a 2.25.
abra maszkjaival adjuk meg.

Konnyen ellenorizhetd, hogy a 2.25. abran lathaté maszkkészlet minden egyes eleme
csak u—, s— vagy w—hatarpontokra illeszkedik. A fenti maszkokkal adott képmiivelet —
az 1.4.4. pontban leirtak szerint — torli mindazon fekete pontokat, amelyekre legaldbb
egy maszk illeszkedik a maszkkészletbol.

A fennmaradé hét al-iteraciéhoz tartozé képmiivelet maszkjai megkaphatok az usw
torlési irdnyhoz rendelt maszkok megfelelé elforgatasaval és/vagy tiikkrozésével.

Az eljaras almezé—szekvencidlis fazisdnak mindkettd al-iterdcidja ugyanazon torlési
feltételt alkalmazza. Az almezés al-iterdaciékhoz rendelt lokalis parhuzamos redukciot
a 2.26. abra maszkkészlete adja meg. Az abran csak az alapmaszkokat mutatjuk be,
amelyekbél az elforgatdssal és/vagy tiikrozéssel megkaphatd maszkok szintén a maszk-
készlethez tartoznak.

91



Dlo/o/n O/O/o Dzo/‘;n/o/o/o D3O/o/x/"/x/"
Lo fo”| | Lol ol | Lot o] |
/ / /

O X X X O X
C/ x(, X// X C/ X J// X C/ O J;c/ X
O X / X X x/ O X x/

| A7 | S P Ve | S P Ve
P A" Ds AT 21 D6 AT A" 7

ANz AN Z I AinZn
o ——e . . . y ——e
O / O / o) /

C/ y,/ C e D% I / y/
[e) . . . .
- - -

O . y . . .

| S P | P i P | S P Ve

2.25. dbra A hibrid algoritmusnak az usw t6rlési irdnyhoz tartozé maszkjai. A vonalvégpontok megérzése
e [}

érdekében a D1-D3 maszkokndl az “x” pozicidk koziil legaldbb egy “o” (fekete). Az “y”—nal jelolt
maszkpoziciék kozol legaldbb egy “o” (fehér) a D4-D6 maszkokon.

Konnyen belathatd, az eljaras valamennyi maszkja (1d. a 2.25. és a 2.26. dbra) csak

U

nem-vonalvégpontra illeszkedik (2.1. Definicid), amit az “x” szimbdélumok biztositanak.

Az “y” és a “z” szimbdlumok felvétele garantélja, hogy a maszkok csak (26,6) egyszerii

pontokat toroljenek.
Az algoritmus miikodésének konnyebb megértését a 2.27. abra segiti.

Az ismertetett vékonyito eljaras topoldgiailag korrekt, amit az alabbi tétel mond ki:

2.7. TETEL
A kozépvonalakat kivond hibrid vékonyité eljaras megérzi a topoldgiat a (26,6) ké-
pekre.

A fenti &llitdst — az 1.7. Tétel segitségével — részletesen bizonyitottuk (Palagyi,
Kuba, 1998/2).
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2.26. abra A hibrid algoritmus almez8—szekvencialis al-iterdciéihoz rendelt alapmaszkjai. Jelolés: az “x”
pozicidk koziil legaldbb egy “o” (fekete), az “y”—nal jelolt maszkpozicidk kozol legaldbb egy “o” (fehér), és

[13=1)

a “z” pozicidk koziil is legaldbb egy “o” (fehér).
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2.27. dbra A hibrid algoritmus egy 1épésének hatdsa. Az (a) kiinduldsi objektum egy 3 x 8 x 3—as t6mor
téglatest. A nyolc irdny—szekvencidlis al-iterdcié végrahajtasaval a (b) objektumot kaptuk. Az elsé almez8—
szekvencidlis al-iterdcié a (c), majd az iterdcids 1épést befejezé masodik almezd—szekvencidlis al-iterdcié a

(d) objektumot eredményezi.
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3. A zsugoritas

A zsugoritds (shrinking) mint képmiivelet meghatdrozasa nem egyértelmi, mivel a
szakirodalomban kiilonb6z6 célokra szolgalo és eltérd tulajdonsagi eljarasokat is zsugorito
algoritmusoknak neveznek (Hall, Kong, Rosenfeld, 1996).

Egyes szerzék a binéris objektum topolégiai magjat (1.3.2.) kivoné képmiiveletként ér-
telmezik. A topolégia—megdrz6 redukceio lireget nem tartalmazoé 2D objektumot valamint
tireget és lyukat nem tartalmazé 3D objektumot egyetlen izolalt pontra hiz Ossze. Az
olyan iireget tartalmazé 2D objektumbdl, aminek az iiregébe nincs objektum “dgyazva”
a zsugoritds egyszeri zart gorbét (Jordan—gorbét) allit el, amint azt a 3.1. dbra il-
lusztralja. A zsugoritas hatasara 3D-ben a lyukas objektumbdl zart gorbét kapunk
(1.15d. dbra), mig az iireges objektum Jordan—felszinné alakul &t (Herman, 1992). A
zsugoritds a vékonyitassal rokon redukcid, a vékonyitas végpont—kritériummal nehezitett
zsugoritasnak is tekintheté. Zsugorité algoritmusokhoz a korrekt (egy pont vastagsigui)
kozépvonalakat /kozépfelszint eredményezé vékonyité eljarasok modositasaval is eljutha-
tunk, ha enyhitiink azok torlési feltételein (nem ragaszkodunk a végpontok megorzéséhez).

"If you would know what the 0. 0 0 0 o ®
Lord God thinks of money, 00 00 O 0
you have only to look at 0. e ©0 000 o
those to whom he gives it." 00 0 g
(Maurice Baring) 0 e 8o g
a b

3.1 dbra Példa 2D zsugoritdsra. A kiinduldsi (a) kép objektumainak topoldgiai magjit egy 2 al-iterdcids
irdny—szekvencidlis eljdrdssal (Paldgyi, 1993) hatdroztuk meg. A zsugoritds és a vékonyitds hatdsdnak

kiilonbozdsége kitlinik, ha a zsugoritott (b) képet Osszevetjiik a 2.1. dbraval.

Maés szerzok — akik a zsugoritast az objektumok cimkézésére vagy szamldlasara alkal-
mazzak — csak a fekete komponensek Osszefliggdségének megdrzésére tigyelnek, a fehér
komponenseket (a hattér kivételével) pedig el szeretnék tavolitani a képrol. Ekkor nem
a topoldgiai mag kivondsa a cél, hanem az, hogy (lehet6leg) minden objektumot csak
egy—egy izolalt pont helyettesitsen. Ebben a felfogasban a zsugoritds nem Orzi meg a
topoldégiat és nem tartozik a redukcids képmiiveletek kozé sem, mivel fehér pontok is
megvaltozhatnak az iiregek és/vagy a lyukak feltoltése érdekében.

A fenti két felfogas megkiilonboztetése érdekében a redukcids zsugoritds és a vegyes
zsugoritas elnevezésekkel éliink.

Zsugoritasra 2D-ben szamos lokalis és parhuzamos eljarast javasoltak. Levialdi bindris
mintdk szdmlalasara feljesztette ki vegyes zsugorité algoritmuséat (Levialdi, 1972). Az
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eljaras sok szempontbdl kiilonleges: csak 2 x 2—es (!) maszkokkal dolgozik, minden egyes
objektumot a befoglalé téglalapja jobb—fels6é sarkaba hiz Gssze egyetlen izolalt pontta,
és torli az izoldlt pontokat is. fgy az objektumok szama csak ugy hatarozhaté meg,
ha minden egyes iteraciés 1épés elott megvizsgaljuk a képet, hogy tartalmaz—e izolalt
pontot. Az eljards akkor termindl, ha a kép mar nem tartalmaz egyetlen fekete pontot
sem. Levialdi algoritmuséat Shi és Ritter modositotta gy, hogy a befoglalé téglalap jobb—
fels6 sarkdba Osszehizo eljarast kombinélta a bal-fels6 sarokba zsugorité véltozattal (Shi,
Ritter, 1995). A modositott vegyes eljards kevesebb iteraciés 1épést igényel, viszont a 8—
Osszefiiggdség megdrzése érdekében 2 x 3—as maszkokat hasznal.

Kameswara Rao és munkatdrsai 2 al-iteraciés vegyes eljardsa (Kameswara Rao, Da-
nielsson, Kruse, 1978) 3 x 3—as torl6 és kit6lté maszkokkal dolgozva képes egy—egy izolalt
pontra Osszehizni az iireget tartalmazd objektumokat is. Hasonld eredményt szolgaltat
Gokmen és Hall vegyes algoritmusa (Gokmen, Hall, 1990), ami a Z? pontjait sakktab-
laszertien osztja fel ketté almezére. Az almezd—szekvencidlis eljaras is 3 x 3—as torld és
kitolto feltételeket haszndl.

Kifejlesztettek redukciés mddszereket is. Pratt és Kabir (Pratt, Kabir, 1985) és
Palagyi (Palagyi, 1993) 2 al-iteracids irdany—szekvencialis eljarasokat fejlesztettek ki (8,4)
képek topologia—megérzé zsugoritdsara. (Ez utébbi algoritmus hatdséra a 3.1. dbra ad
példat.) Létezik (4,8) képekre is olyan megoldds, ami 4 al-iterdciét alkalmaz iteracios
lépésenként (Palagyi, 1993).

3D—-ben csak két zsugorito eljarasrol tudunk. Levialdi klasszikus, 2 x 2—es maszkokat
hasznalé vegyes 2D algoritmusat (Levialdi, 1972) Arcelli és Levialdi terjesztette ki 3D-re
(Arcelli, Levialdi, 1972). A 26-0sszefiigg objektumokat szét nem szakité médszer 2 x 2 x
2-es maszkokat hasznal. A masik eljards redukciés tipusd, a Z* ponthalmazt a 2.15/a.
abra szerint bontja fel ketté almezére (Hall, Kiiciik, 1992). Az almezé—szekvencidlis
algoritmus 3 x 3 x 3-as maszkokkal torolve allitja el6 a topoldgiai magot.

A 3.1. pontban a 6 al-iterdcids, irdny—szekvencidlis parhuzamos, a (26,6) képekre
kifejlesztett zsugoritd algoritmusunkat ismertetjiik.
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3.1. Egy 6 al-iteraciés parhuzamos 3D zsugorité algoritmus

A jelen pontban a (26,6) képekre kifejlesztett redukciés zsugorité algoritmusunkat
mutatjuk be. A 6 al-iteracids, irany—szekvencialis eljarast az aldbbi séma irja le:

Input: a zsugoritandé (26,6) képet reprezentdlé X bindris tomb.
Output: az objektumok topoldgiai magjait tarolé Y bindris tomb.

6_al-iterdcidés_zsugorité_algoritmus(X,Y)
begin

Y = X;
repeat

Y = torlés u iranybsl(Y);

Y = torlés d iranybsl(Y);

Y = térlés n iranybo6l(

(

(

Y

);

Y = torlés s iranybsl(Y);

Y = térlés_e iranybsl(Y);

Y = torlés w iranybsl(Y);

until nem tortént valtozas;
end.

Y
Y
Y

Az alkalmazott torlési irdnyok ugyanazok, mint amiket dltalaban az irany—szekvenci-
alis 3D vékonyit6 algoritmusok hasznédlnak (2.2. dbra).

A t6rlés u iranybél lokalis parhuzamos redukcié bizonyos u hatdrpontokat térol a
3.2. dbra maszkjai szerint. A fennmaradd 6t al-iteracidhoz tartozé képmiivelet maszk-
jai megkaphatok az u torlési irdnyhoz rendelt maszkok megfelel6 elforgatasaval és/vagy
tiikkrozésével.

A kovetkezokben bebizonyitjuk, hogy zsugorité algoritmusunk topolégiailag korrekt.

3.1. TETEL

Az ismertetett zsugorité algoritmus topoldgia—meg6rzé a (26,6) képekre.

B1ZONYITAS

Megmutatjuk, hogy a 3.2. abra maszkjaival megadott térlés_u_iranybél parhuzamos
redukcidra teljestilnek az 1.7. Tétel feltételei.

Osztalyozzuk a maszkok elemeit:

e a kozponti elem a maszk kozéppontja,

o fekete az a maszkelem, amelyet a “o” szimbdlum jelol és nem kozponti elem,

“.»”

e egy maszkelem potencidlisan fekete, ha a szimbdélum jeloli,

e fehér az a maszkelem, amelyet a “o” szimbdlum jelol.

1. Legyen P = (Z*,26,6, B) egy tetszileges 3D kép. Legyen tovabbd p € B egy
tetszéleges olyan fekete pont és Q@ C (Nis(p)\{p}) N B egy tetsz6leges olyan fekete
ponthalmaz a P képen, hogy p—t és () minden egyes pontjat torli a 3.2. abra kilenc
maszkjdnak valamelyike. Megmutatjuk, hogy ekkor p egyszerti a (Z°,26,6, B\Q)
képen.
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3.2. dbra A zsugorité eljarasnak az u torlési irdnyhoz tartoz6 maszkjai. A vastagitott vonalak a topolégia—

megdrzéshez sziikséges 6—utakat jelolik.

Tegyiik fel, hogy Q = (). Ekkor azt kell beldtnunk, hogy a 3.2. 4bra valamennyi
maszkja csak egyszerli pontokat torol. A maszkokra illeszked6 p pontok egyszert
voltat az 1.3. Kritérium segitségével igazoljuk.

(a) A Nog(p) N (B\{p}) ponthalmaz pontosan egy 26-komponensbdl all, mivel
mindegyik maszk csak egyetlen fekete elemet tartalmaz, ami 26-szomszédos
valamennyi potencialisan fekete maszkelemmel.

(b) (Z*\B) N Ng(p) # 0, mivel a kdzponti maszkelem felsé (u) 6-szomszédja vala-
mennyi maszkon fehér.

(c) A 3.2. dbra vastagitott vonalai 6-0sszefiiggé utakat reprezentalnak a (Z*\B)N
Ns(p) ponthalmaz barmely két pontja kozdtt a (Z*\B) N Nig(p) halmazban.

A fenti (Q = 0) esetben p egyszeri volta nem fiiggott a potencidlisan fekete
maszkelemekkel fedésbe keriilé pontok szinétél. Megéllapithatjuk tovabba, hogy
a p pontot torlé maszk egyetlen fekete elemével fedésbe keriil6 fekete pont nem
torlédhet, mivel a maszkok fekete pontjai a maszk alsé 3 x 3—as lapjan talalhatok,
ugyanakkor a fels6 3 x 3-as lap valamennyi eleme fehér.

Tegyiik fel, hogy Q # (). Ekkor egyetlen ¢ € Q képpont sem keriilhet fedésbe fekete
elemmel, mivel akkor ¢ nem lenne t6rélheté (ami ellentmond @ vélasztdsdnak).
Ennélfogva () pontjai csak potencidlisan fekete pontokkal keriilhetnek fedésbe. Ek-
kor (a @ = () esetben bizonyitottak szerint) @ torlése nem véltoztat p egyszerii
voltan.
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2. Megmutatjuk, hogy a térlés u iranybél képmiivelet egyetlen egység-racskocka
altal tartalmazott objektumot sem torol teljesen.

Legyen C' egy olyan objektum, amit tartalmaz a 3.3. dbran lathaté egység-racskoc-
ka. A kocka az U = {uq,us, us,us} (a racskocka felsé lapja) és az L = {ly,ls, 13,14}
(a racskocka alsé lapja) halmazokbdl 4ll. Mivel a récskocka tartalmazza C—t, igy

C CUUL.
Ug——— Uy
Uu (5
I3 L4
/ /
l——13

3.3. dbra Egység-ricskocka, amelynek nyolc pontjat az U = {ui,u2,us,us} és az L = {l1,l2,13,l4}

halmazok egyesitése adja.

Két esetet kiilonboztetiink meg;:

(a) CNU =0.
Ekkor C'N L # (), mivel minden komponens tartalmaz legalabb egy pontot.
Ez esetben C'N L egyetlen pontja sem torclhetd, mivel a maszkokban a fekete
elemek csak az als6 3 x 3—as lapon talalhatok. Ennélfogva C' nem torolhetd
teljesen.

(b) CNU # 0.
Ekkor C' N U valamely eleme csak akkor torolhetd, ha C' N L # (), mivel a
maszkokban csak az alsé lapon taldlhaté fekete elem. Visszakaptuk az (a)
esetet, amikoris C' nem volt teljesen torolhetd.

A fentiekben megmutattuk, hogy a torlés u iranybdél parhuzamos redukcié kielégiti
az 1.7. Tétel minkét feltételét. A (26,6) képek topoldgidjanak megdrzése a tobbi Ot
al-iteracié esetén hasonloképpen igazolhato. A teljes zsugorité algoritmus topologia—
megdrzo, mivel topoldégia—megodrzé képmiiveletek sorozatabol &ll. |
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4. El6— és utdfeldolgozas

A vékonyitéssal el6allitott vazkozelités — hasonléan az 1.1. pontban bemutatott foly-
tonos vazhoz (1.1b. dbra) — érzékeny az objektum hatérdnak egyenetlenségeire. A véko-
nyitas zajérzékenységét a 4.1. abra szemléteti, ahol a kozépvonalak kivonasakor parazita
agak, vonalszegmensek keletkeztek.

e

S A WA ARy v e v ng

[¢ d

4.1. dbra Példa a vékonyitds zajérzékenységére. Az eredeti objektum (a) bizonyos hatdrpontjainak
torlésével és bizonyos, a hatdrpontokkal 6—szomszédos fehér pontok feketévé valtoztatasaval kaptuk a zajos

objetumot (b). A zajmentes objektum kozépvonala (c) és a zajterhelt véltozatra kapott eredmény (d).

"z

A binaris objektumokat el6allité képalkoté berendezések vagy a szegmentalé mod-
szerek nem garantaljdk a hatar “simasdgéat”, igy a fenti probléma megoldasara a vaz-
kijelolést megel6zé simitds (smoothing, filtering) mint el6feldolgozé 1épés és/vagy a véaz
tisztitdasa (pruning) mint utéfeldolgozéas kinalkozik. Lee, Kashyap és Chu megemlit egy
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harmadik lehet6séget is, ami a vékonyito modszereknél alkalmazhato: simitsunk a véko-
nyitds minden egyes iterdcids lépése utdn'® (Lee, Kashyap, Chu, 1994).

Az el6feldolgozassal, azaz a vékonyitandd objektumok simitasaval, zajsziirésével a 4.1.
pontban foglalkozunk. Az utéfeldolgozast, vagyis a vékonyitassal kapott vaz tisztitasat
a 4.2. pontban targyaljuk.

lyen eljérast eddig senki sem dolgozott ki, még Lee, Kashyap és Chu sem. Ok azért nem, mivel az
algoritmusuknak mér eleve simité hatédst tulajdonitanak.
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4.1. A vékonyitandoé objektumok simitasa

A tébbszinti; (multi-level) 2D digitalis képek zajszlirésére, zajcsdkkentésére szdmos
olyan mdédszert javasoltak (Schalkoff, 1989; Gonzales, Woods, 1992), amelyek nem bi-
zonyultak alkalmasnak bindris képekre?®. Helyettiik leggyakrabban a morfolégiai sziirést
(1.4.1.) alkalmazzék, ami a hatar simitdsa mellett torli a “kisméreti” objektumokat és ki-
tolti a “kisméreti” liregeket is. A morfoldgiai szilirés hatasat a 4.2. dbraval szemléltetjiik.
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4.2. dbra Példa morfolégiai szlirésre. Az (a) — 480 x 640 méretli — térképrészletre az eljards a (b) képet
eredményezte. A nem-t6rolt komponensek is megvaltoztak, szdmos helységnév olvashatatlannd valt. (A

szerkeszt8elem valasztott mérete: 5 X 5.)

A részletek jobb megorzése elérheté a médszer finomitasaval, a ldgy morfologiai szii-
réssel (soft morphological filtering) (Kuosmanen, Koskinen, Astola, 1992). Paldgyi egy
olyan morfolégiai algoritmust javasolt, ami csak adott méretnél kisebb (vagy nagyobb,
vagy két mérethatdr k6zé esé) objektumokat tavolit el a képrol, a tobbit pedig valtoztatas
nélkiil megérzi (Paldgyi, 1993). Ez utébbi, lokilis és parhuzamos — 3D-re is adaptélhatd
— képmiiveletekbdl épitkez6 moédszerre a 4.3. dbraval adunk példékat.

A morfolégiai megkdzelités mellett egyéb moddszerek is léteznek, mint példaul Ray
szekvencidlis eljarasa (Ray, 1988), mely kiillonbozé méretii (3 x 3-tdl 5 x 5-ig terjedd)
lokalis kornyezetet vizsgalva dont az objektumpontok megtartasarol vagy torlésérol. Az
eljaras hatranya, hogy korlatozott a zaj mérete.

Ali és Pavlidis kontiurkovetéses médszerevel “gyants” Osszeérések és szakadasok sziin-
tethet6k meg (Ali, Pavlidis, 1982). Tovabbi kontursimitdson alapulé médszereket is ki-
dolgoztak: Yu és Yan (Yu, Yan, 1997) az objektum ldnckdddal (chain code) (Gonzales,
Woods, 1992; Marchand-Maillet, Sharaiha, 2000) leirt hatdrvonaldt egyszertisiti bizonyos
kételemii vektorkonfiguraciok egyetlen vektorral valo helyettesitésével. Arcelli és Sanniti
di Baja euklidészi tavolsagtranszformécién alapulé mdédszerére (Arcelli, Sanniti di Baja,
1998) Ragnemalm adott hatékony implementdciét. (Ragnemalm, 1992/2).

20 A t&bbszintii képekre alkalmazott medidnsziirés (median filtering) hatékony médszer bindris képekre
is (Marchand-Maillet, Sharaiha, 2000). Rdaddsul bindris kép esetén — rendezés helyett — elegend6 az
objektumpontok szdmét Gsszehasonlitani a vizsgalt kornyezet elemszaménak a felével.
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4.3. abra Példdk zajsziirésre. Az eljards az (a) — 480 x 640 méretii — térképrészletre a (b) képet
eredményezte. Az eltiavolitand6é 8—0sszefiiggd objektumok, zajok maximalis méretének 4—et adtunk meg.
(Az eljarast ugyanarra a képre hajtottuk végre, mint a 4.1. 4brdn szemléltetett morfolégiai szlirést. Ezittal
a nem—torolt komponensek valtoztatds nélkiil megdrzddtek, valamennyi helységnév olvashaté maradt.) A
masodik példdnkon a (c) — 480 x 640-es, egy kataszteri térkép részletét tartalmazé — képrél a 10-nél ki-

sebb vagy egyenl8 méretii 8—-6sszefiiggd objektumokat tdvolitottuk el. Az eljards a (b) képet eredményezte,

d

melyen a helyrajzi szamok és a szaggatott vonalak mar nem szerepelnek.
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4.2. A vékonyitassal kapott vaz tisztitasa

A vékonyitas bemenete és kimenete egyarant egy—egy bindris kép, ennélfogva a véko-
nyitassal kivont vaz utéfeldolgozasara, a parazita szegmensek eltavolitasara nehéz fogdd-
zot taldlni. Nem tdgy, mint pl. a hierarchikus Voronoi—-diagramok esetében, ahol a Vo-
ronoi-vaz elemeire szamos fontossdagi mértéket (importance measure) javasoltak (Meyer,
1989; Talbot, Vincent, 1992; Attali, Montanvert, 1994; Naf, 1996; Attali, Montanvert,
1997; Shaked, Bruckstein, 1998).

A kozépvonalakat kivond vékonyitas eredményének simitasara a morfoldgiai tisztitdst
(morphological pruning) (Gonzales, Woods, 1992) javasoljék, ami egy adott konstansnal
rovidebb vonalszegmenseket tekint zajnak, jéllehet a hatar “kismértékli” egyenetlensége
is eredményezhet “hosszi” parazita dgakat (1.1b. dbra). A morfolégiai tisztitds Gsszetett
eljaras, amiben a 3. pontban targyalt zsugoritasnak jut kulcsszerep.

A kovetkezOkben a morfolégiai tisztitast ismertetjiik az 1.4. pontban alkalmazott
jelolésekkel.

Input:
— a tisztitand6 képet reprezentdlé A bindris tomb,
— az eltavolitandé parazita dgak d (maximadlis) hossza,
— a zsugoritds (mint specidlis vékonyité operator) egy 1épését megadd
X szerkesztOelem—rendszer, és
— a dilatacié Y szerkesztéeleme.
Segédtomb:
az A bindris tombbel megegyezd méretii C' tomb.
Output: a tisztitott képet tarolé B binaris tomb.

1. pruning(A,d,X,Y,B)
2. begin

3. B=A;

4. for i=1 to d do
5. B=B®X;

6. endfor

7. C =endpoints(B);
8. for i=1 to d do
9. C=CaY,;
10. C =and(C,A);
11. endfor
12. B =or(B,(C);
13. return(B) ;
14. end

A morfolégiai tisztitds egy d—lépéses zsugoritdssal indul (4-6. utasitdsok), melynek
soran a vékonyitott kép legfeljebb d hosszi vonalszegmensei nyomtalanul elt{innek. U-
gyanakkor a d-nél hosszabb, vagyis a zajnak nem mindsilé dgak megmaradnak, de a
hosszuk d—vel csokken. Megjegyzendo, hogy olyan X szerkesztoelem—rendszert kell alkal-
mazni, amelyik egyrészt torli a vonalvégpontokat, masrészt pedig megorzi a topologiat.
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Az eljaras a tovabbiakban a zajnak nem minésiilé agakat allitja helyre a végpontokbol
novesztve.

A 7. utasitds végrehajtasaval a B—ben tarolt zsugoritott kép vonalvégpontjai a C
tombbe keriilnek. (C—ben a végpontok poziciéin allnak egyesek, minden més képpont
értéke nulla.) Az “endpoints” lokélis és parhuzamos képmiivelet egyszeriien megadhato,
pl. 3D-ben a kovetkez6 maszkkal és csatolt formuldval:

/5520 215 24
715 /332 713 (6,26) képekre:
/] e
T19 X £20 6
Z16 Ze 17 g x; # 1,
/ i=1
/1’3 1 /1’4
Tg 1 il (26,6) képekre:
To5 18 226
26
13 T T E :
/ N / ’ / - n#l
—
Tot T16 92 ¢

(Mindazon “1” pontok “0”-ra valtoznak, amelyek 6—, illetve 26—szomszédai kozott csak
nulla vagy egyél tobb “1” szerepel, vagyis csak a vonalvégpontok maradnak meg “1”
értékiinek.)

A 8-11. utasitdsok d—szer hizlaljdk a C képet (alkalmasan vélasztott Y szerkesztGelem-
mel végrehajtott) dilatdciéval. A kiinduldsi A képen nem szereplé részletek eltavolitasara
szolgal a pontonkénti konjunkciot jelenté “and” képmiivelet. A hizlalas és a visszanyesés
valtakozé ismétlésével, vagyis a feliigyelt dilatdcioval (controlled dilation) a C képtémb-
ben eléallnak a zajnak nem mindsiilo dgak hidnyzo végei.

A B és a C képek pontonkénti diszjunkcidja, vagyis a 12. utasitds “or” parancsa
éppen a kivant hatast eredményezi, vagyis a “rovid” 4gak eltiinését és a “hosszuak”
megmaradasat.

A morfoldgiai tisztitasra a 4.4. abraval adunk egy 2D példat, ami ramutat az eljaras
egy fogyatékossagara is. Ha egy megoérzend6 “hosszi” vonalszegmens végétol 2d-nél
rovidebb tavolsagra dgazik le egy “rovid” vonal, akkor az eltdvolitand6 dgat (részben
vagy teljes egészében) rekonstrudlja a felligyelt dilatdcié. Az eljardsnak ezt a hibajat
sok esetben orvosolja a morfolégiai tisztitas ismételt, egyre novekvé d értékekre torténo
végrehajtasa.

A modszer hatasat erdsen befolyasolja az, hogy milyen zsugorité modszert alkalma-
zunk. Egy ag ugyanis nem akkor tiinik el, ha a benne szereplé fekete pontok szama
legfeljebb d, hanem akkor, ha 6t torli a zsugoritds d 1épésben. Az irany—szekvencidlis
zsugorité eljardsok egy 1épése az dgakbdl tobb pontot is torélhet. (3D-ben egy vo-
nalvégpontnak legaldbb 6t fehér 6-szomszédja van, igy egyszerre legalabb otféle tipusu
hatarpontnak bizonyul. Ha egy végpont torlodik egy al-iteracié soran, akkor valdszint,
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hogy a szomszédjat is torli ugyanazon iterdciés 1lépés kovetkezd al-iteracidja.) Ennélfog-
va a d-lépéses zsugoritasnak aldvetett megbérzendd “hosszu” agakat gyakran nem képes
rekonstrualni a d-1épéses feliigyelt dilatacio.

A fenti probléma megoldasara két lehetéség kinalkozik. Az egyik moddszer az, hogy
d—nél t6bb lépésben alkalmazzunk feliigyelt dilataciét. (Pl egy 6 al-iterdcids, irdny—
szekvencidlis 3D zsugoritdst biztosan kompenzal a feliigyelt dilatacié 6d 1épése.) Ez a
technika viszont egyrészt idGigényes, masrészt tovabbra sem ad korrekt mértéket az agak
hosszdra. Ugyanis egy olyan ag, aminek az egymadst koveté pontjai 6-szomszédosak,
hatszor rovidebbnek is bizonyulhat, mint egy olyan &g, ahol a szomszédos pontok 18—
vagy 26-szomszédsagi reldcidban allnak egymaéssal.

A maésodik lehetéség az, hogy a szakirodalomban (Gonzales, Woods, 1992) javasolt
eljarasban a zsugoritas helyett — kihaszndalva, hogy vékonyitott képpel dolgozunk —
egy joval egyszerlibb képmiiveletet alkalmazunk, ami csak a vonalvégpontokat torli. Ez a
miivelet hasonlit a fentebb bemutatott “endpoints” képmiiveletre. Az eltérés csak annyi,
hogy a maszkhoz csatolt formuldban “# 1”7 helyett ekkor “= 1" szerepel. A médositott
eljaras hatranya az, hogy bizonyos elagazas—kombinacioknal megakadhat, raadasul az
olyan elagazasokig torolt agdarabokat sem képes helyreallitani.

Morfolégiai tisztitasra a 4.5. abra mutat 3D példat.

ra XK 7
a b
ra XK a x ¥
| -
A N
c d

4.4. dbra Példa morfolégiai tisztitdsra. A kiinduldsi vékonyitott (200 x 375-0s) képrél (a) a legfeljebb
d = 10 hosszi dgakat kivantuk eltavolitani. A zsugoritds utdn a (b), a feliigyelt dilatdcié végrehajtdsdval
pedig a (c) képet kaptuk. A végeredményt, a (d) képet a (b) és a (c) képek pontonkénti diszjunkciéja adta.
Az eljdrds nem valtoztatta meg az “A” betiit és a vart eredményt hozta a “O”—re is. Az “R” ferde szarat
viszont nem volt képes tokéletesen megtisztitani, mivel annak kozel a végéhez is csatlakoztak olyan parazita
4gak, amelyeket a feliigyelt dilatacié (részben vagy teljes mértékben) helyredllit. Az eljirds Paldgyi (8,4)
képekre javasolt, 2 al-iterdcids zsugorité algoritmusaval dolgozott (Paldgyi, 1993) és a 8-szomszédsdgnak

megfelel$ dilataciot alkalmazta.
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4.5. dbra Példa 3D morfoldgiai tisztitdsra. Az eredeti (a) kép egy 3D CT vizsgalatbdl szegmentéldssal
elallitott csipScsont-részletet tartalmaz. Az (a) képbél kivont (b) kézépvonalakrdl levédlogattuk a legfeljebb
d = 10 hossz parazita dgakat. A tisztitds az eredeti zsugoritdsos médszerrel a (c), a vonalvégpontok torlését
alkalmazd, médositott eljardssal pedig a (d) képet eredményezte. Az elsd esetben a 3.1. pontban ismertett

zsugorité6 médszeriinket hasznéltuk.
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5. A 3D vékonyité algoritmusaink eredményei

A jelen fejezetben az ismertetett 3D vékonyité algoritmusaink eredményeit mutatjuk
be “mesterséges” és “természetes” képekre. Az abrak a binaris képekre kifejlesztett meg-
jelenit6 rendszertinkkel (Oltyén, 1997) és a 3DVIEWNIX (MIPG, University of Pennsyl-
vania, Philadelphia) orvosi képfeldolgoz6 rendszerrel (Udupa et al., 1994) késziiltek.

Hét algoritmusunkrol mutatunk eredményeket, melyekhez a kovetkezo roviditéseket
rendeljiik:

e PK-6-C
6 al-iteracids, irdny—szekvencialis algoritmus kézépvonalak kivondséra (2.1.6.)
(Palagyi, Kuba, 1997/3; Paldgyi, Kuba, 1998/1),

e PK-6-S
6 al-iteracids, irdny—szekvencidlis algoritmus kozépfelszin kivondséra (2.1.6.)
(Palagyi, Kuba, 1997/3; Paldgyi, Kuba, 1998/1),

e PK-8-C
8 al-iteracids, irdny—szekvencidlis algoritmus kézépvonalak kivondséra (2.1.7.)
(Palagyi, Kuba, 1999/1),

e PK-8-S
8 al-iteracids, irdny—szekvencidlis algoritmus kozépfelszin kivondséra (2.1.7.)
(Palagyi, Kuba, 1999/1),

e PK-12-C
12 al-iteracids, irany—szekvencialis algoritmus kézépvonalak kivonasara (2.1.8.)
(Palagyi, Kuba, 1997/1; Paldgyi, Kuba, 1997/2; Palagyi, Kuba, 1999/2).

e PK-12-S
12 al-iteracios, irany—szekvencialis algoritmus kozépfelszin kivondsara (2.1.8.)
(Palagyi, Kuba, 1999/2).

e PK-H-C
hibrid algoritmus kézépvonalak kivonasara (2.4.1.)
(Palagyi, Kuba, 1998/2).

Az 5.1-5.7. abrak szintetikus objektumokra mutatjak be a vékonyité algoritmusaink
hatasat. Az 5.7. dbra azt illusztralja, hogy a kozépvonalakat kivond algoritmusaink
képesek parazita dgaktSl mentes eredményt produkalni zajos objektumra is. (Meg kell
jegyezni, hogy minden egyes vazkijelolo technika érzékeny a zajra, az objektum hataranak
egyenetlenségeire. Bizonyos mértékli zaj mar nem toleralhatd, igy nem—kivanatos vonal—
vagy felszin—szegmensek jelentkeznek a “vézon”.) Az 5.8-5.14. dbrékon természetes ob-
jektumokra lathatok a vékonyito algoritmusaink eredményei.

Topolégia—megdrz6 algoritmusainkat még szamos mas objektumra is teszteltilk —
kozel nyolcvan 3D binaris képet allitottunk el6 vagy kaptunk masoktol —, de helyhiany
miatt csak néhanyukra tudjuk bemutatni algoritmusaink hatésat.
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5.1. dbra A hdrom irdny—szekvencialis, k6zépvonalakat kivoné vékonyité algoritmusunk eredménye egy

irdnyaba es6 é

24 x 24 x 24—es 4tfurt kockdra. Megéllapithatjuk, hogy a 8 és a 12 torlési irdnyt alkalmazé eljardsok (PK-8-C,
PK-12-C) — szemben a hagyomdnyos 6 al-iterdcidssal (PK-6-C) — nem O6rzik meg a koordindtatengelyek

leket. A 8 és a 12 al-iteracids algoritmusok eredménye azért szabdlytalan, mivel a tudl kicsi
tesztobjektumra azok az eljardsok egyetlen iterdciés lépésben termindlnak.
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5.2. dbra A hdrom irdny—szekvencialis, k6zépvonalakat kivoné vékonyité algoritmusunk eredménye egy
24 x 24 x 24—es szintetikus objektumra. Mindharom eljirds szabdlyos és szimmetrikus “vdzat” produkalt.
Megjegyzendd, hogy a 8 és a 12 al-iterdcids algoritmusok (PK-8-C, PK-12-C) ez esetben egyetlen iterdciés

1épést igényeltek.
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eredeti objektum PK-6-C
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5.3. dbra A harom irdny—szekvencidlis, kozépvonalakat kivoné vékonyité algoritmusunk eredménye egy 24 x
24 x 24—es szintetikus objektumra. Megallapithatjuk, hogy a 8 és a 12 t6rlési irdnyt alkalmazé eljardsok (PK-
8-C,PK-12-C) — szemben a hagyoményos 6 al-iterdcidssal (PK-6-C) — nem &rzik meg a koordindtatengelyek

irdnyaba es6 éleket. Ez a “lekerekit6” hatds elényds a természetes objektumok vékonyitdsakor.
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eredeti objektum PK-6-C

PK-8-C PK-12-C

5.4. dbra A hdrom irdny—szekvencidlis, kozépvonalakat kivoné vékonyitd algoritmusunk eredménye egy 24 x
24 x 24—es szintetikus objektumra. Megallapithatjuk, hogy a 8 és a 12 torlési irdnyt alkalmazé eljardsok (PK-
8-C, PK-12-C) — szemben a hagyomdanyos 6 al-iterdciéssal (PK-6-C) — nem &rzik meg a koordinatatengelyek

irdnyaba es6 éleket. Ez a “lekerekit6” hatds elényods a természetes objektumok vékonyitdsakor.
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eredeti objektum PK-6-S

PK-8-8 PK-12-S

5.5. abra A kozépfelszin kivondsira javasolt vékonyité algoritmusaink eredményei egy sakkfigurara.
Mindhérom eljards “egy voxel vékony” felszinszegmenseket produkalt. A kiinduldsi objektum mérete:

25 x 40 x 25. A tesztképet Pierre Tellier (LSIIT, Université Louis Pasteur, Strasbourg) biztositotta.
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eredeti objektum

PK-6-C PK-8-C

PK-12-C PK-H-C

5.6. dbra A kozépvonalakat kivond vékonyité algoritmusaink eredményei egy szintetikus téruszra. Az
eredeti tesztkép mérete: 40 x 40 x 20. Valamennyi eljards vékony zart gorbét produkalt. (A “cakkozdst” a

sakktéblaszer(i almezds felbontds okozz a hibrid (PK-H-C) algoritmus eredményén.)
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eredeti objektum

PK-6-C PK-8-C

PK-12-C PK-H-C

5.7. dbra A kozépvonalakat kivoné vékonyité algoritmusaink eredményei egy zajos téruszra. Az objektumot
“vegyes kontizajjal” terheltiik, vagyis bizonyos fekete hatdrpontokat fehérre, bizonyos fekete hatarpontokkal
6—szomszédos fehér pontokat pedig feketére viltoztattunk. Az eredeti tesztkép mérete: 40 x 40 x 20. Vala-

mennyi eljaras vékony és parazita dgaktdl mentes zart gorbét produkdlt.
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5.8. dbra A kozépfelszin kivondsira javasolt vékonyité algoritmusaink eredményei egy gombara, ahol az
eredeti objektum 88 x 101 x 57—es. A tesztképet Pierre Tellier (LSIIT, Université Louis Pasteur, Strasbourg)

biztositotta.
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eredeti objektum PK-6-C
PK-8-C PK-12-C

5.9. dbra A hdrom irdny—szekvencialis, k6zépvonalakat kivoné vékonyité algoritmusunk eredménye egy
CT vizsgélatbdl szegmentdlt csipScsont 128 x 128 x 57—es részletére. A tesztképet Gabor Székely (ETH,
Ziirich) biztositotta. Az eljardsok “hasonlé” eredményt produkéltak. Ezen objektumra a legkevesebb 4gat

a 8 al-iterdciés (PK-8-C) eljards novesztette.
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eredeti objektum PK-6-S

PK-8-8 PK-12-S

5.10. abra A kozépfelszin kivondsira javasolt vékonyité algoritmusaink eredményei egy CT vizsgalatbdl
szegment4lt csipScsont 128 x 128 x 57—es részletére. A tesztképet Gébor Székely (ETH, Ziirich) biztositotta.
Elsd ranézésre az dbran négy egyforma objektum lathaté. A hasonlésdg oka az, hogy az eredeti csip&csont

sem volt tilsdgosan vastag.
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eredeti objektum PK-6-C

PK-8-C PK-12-C

5.11. dbra H&arom, a kozépvonalakat kivoné vékonyité algoritmusunk eredménye egy MR agyvizsgalatbdl
szegmentdlt agykamréra. A 80x 52 x 72—es tesztképet Gédbor Székely (ETH, Ziirich) biztositotta. Az eljdrdsok
“szép” eredményt produkdltak annak ellenére, hogy az agykamra egy meglehetésen bonyolult, t6bbszérdsen

csavarodé objektum.
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eredeti objektum PK-6-S

PK-8-S PK-12-S

5.12. dbra A kozépfelszin kivondséra javasolt vékonyitd algoritmusaink eredményei egy MR agyvizsgalatbdl

szegmentdlt agykamréra. A 80 x 52 x 72—es tesztképet Gébor Székely (ETH, Ziirich) biztositotta.
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eredeti objektum PK-H-C

feliilnézetbdl feliilnézetbdl

eredeti objektum PK-H-C

oldalnézetbdl oldalnézetbdl

5.13. dbra A kozépvonalakat kivoné hibrid (PK-H-C) algoritmusunk eredménye MRA agyvizsgdlatbdl
szegmentdlt vérerekre. A 256 x 256 x 124—es tesztképet Derek L.G. Hill (UMDS, Guy’s Hospital, London)

biztositotta.
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eredeti objektum

PK-6-C PK-8-C

PK-12-C PK-H-C

5.14. abra A kozépvonalakat kivondé vékonyité algoritmusaink eredménye majbél szegmentalt vérerekre.
A 272 x 285 x 241—es tesztképet Pierre Tellier (LSIIT, Université Louis Pasteur, Strasbourg) biztositotta.

Valamennyi eljards “egy voxel vékony” koézépvonalakat produkalt.
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6. A 3D vaz alkalmazasai

A alakreprezentacié két alapvetd megkozelitése az objektumok hatdrvonaldanak vagy
az objektumok altal elfoglalt régionak a leirasan alapul.

A hatar—alapi megkozelités altalaban egyszerti, hatékony és a differencialgeometria
eszkozeivel matematikailag is jol megalapozott. A hatar-alapu reprezentacié gyakorlati
alkalmazhatésdgat — kiillonosen magasabb dimenzidkban — viszont erdsen korldtozzak
az aldbbiak (Székely, 1996):

e a differencidlgeometriai vizsgalat nagyon zajérzékeny,
e a hatar egyenetlensége erésen zavard,
e a hatdr leirdsa nem mutatja ki a globalis tulajdonsdgokat (pl. a szimmetriat),

e a hatar leirdsaval az objektumok hierarchikus felépitése rejtve marad.

A régié—alapi jellemzok — koztiik a vaz is — képesek a globdlis tulajdonsdgok megra-
gadasara és lehet6vé teszik a vizsgdlt objektumok hierarchikus lefrasat. A régié—alapu
megkozelités bizonyara nem helyettesitheti, de kiegésziti és tdmogatja a hatar—alapit.

A 2D véazat gyakran hasznaljak az alakfelismerd rendszerekben, pl. karakterek, ujjle-
nyomatok, vonalrajzok, biolégiai sejtek felismerése, azonositésa és elemzése soran (Lam,
Lee, Suen, 1992; Suen, Wang, 1994; Marchand-Maillet, Sharaiha, 2000). 3D-ben jéval
kevesebb hasznos alkalmazas meriilt fel, aminek két f6 oka:

e a 3D képalkoto berendezések késobb alakultak ki és szlikebb korben érhetdk el, mint
a 2D eszkozok,

e a topoldgia és a topoldgia—megorzése joval bonyolultabb 3D-ben, mint 2D-ben.

A fenti gatlé tényezék ma méar nem allnak fenn, mivel egyrészt a 3D képalkoté beren-
dezések elterjedtek az orvosi diagnosztikdban (pl. hazankban is mar szdmos kérhazban
és klinikan iizemelnek CT, MR és SPECT berendezések, Debrecenben pedig egy PET
késziilék is taldlhatd), mésrészt pedig rendelkezésre allnak a 3D digitdlis topologidra
vonatkozé elméleti eredmények is.

Az alabbiakban attekintjiik a 3D vazkijelolés dltalunk ismert eddigi gyakorlati al-
kalmazasait és a 6.1. pontban ismertetjiik sajat algoritmusaink alkalmazasat vérerek és
légutak atmérdjének mérésére.

Mivel a 3D orvosi képalkotd berendezések a leginkabb elterjedtek, igy a 3D vaz al-
kalmazdsai is leginkdbb az orvosi képfeldolgozas teriiletén meriiltek fel (Sonka, Hlavag,
Boyle, 1999). Egyetlen kivételrdl tudunk: a Lee, Kashyap és Chu az altaluk kidolgozott
3D vékonyit6 algoritmust (2.1.4.) és vazmodellt gyérilag el6allitott szerszamok Ontési,
kovécsoldsi vagy préselési hibdinak vizsgélatéra javasolta (Lee, Kashyap, Chu, 1994).

Szamosan javasoltak a kivont képjellemzok tavolsagtérképein alapuld regisztraciods
modszert, ami precizebb eredményt ad, ha a kivont képjellemz8k “vékonyak” (Borgefors,
1988; Jiang, Robb, Holton, 1992; van den Elsen, Maintz, Pol, Viergever, 1992).

Az agyi vérerek szimbolikus és szerkezeti leirasahoz is hasznosnak bizonyult a vékonyi-
tas mint el6feldolgozd 1épés (Gerig et al., 1993; Székely et al., 1995). MRA vagy spiralis
CT vizsgédlatokbdl szegmentdlt vérerek vékonyitasara (kozépvonaldnak meghatdrozésara)
szamosan javasoltak 3D vékonyit6/vazkijelold algoritmust (Ma, Sonka, 1996; Palagyi,
Kuba, 1997/1; Paldgyi, Kuba, 1997/3; Nystrom, 1998; Palagyi, Kuba, 1998/2; Palagyi,
Kuba, 1998/3; Pudney, 1998; Gagvani, Silver, 1999; Yim, Choyke, Summers, 1999;
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Palagyi, Kuba, 1999/2; Palagyi, Sorantin, Halmai, Kuba, 1999). Ma és Sonka vérerek
mellett legutak vékonyitasara is alkalmazta az algoritmusukat (Ma, Sonka, 1996).

A vérerek és légutak kozépvonaldnak ismerete a sebészeti navigiciét is segiti (Gag-
vani, Silver, 1999). Ge, Stelts és Vining virtudlis végbéltiikrozésre javasolt médszere is a
vézkijel6lésen alapul (Ge, Stelts, Vining, 1996). A vérerek kozépvonaldnak meghatiroza-
sa sziikséges a virtualis endoszkdpidhoz is (Rubin, Johnston, 1998). A virtudlis technikdk
elsosorban nem is a koltségtakarékossaguk, hanem a betegbarat voltuk miatt rendkiviil
fontosak.

A Voronoi-vézat alkalmasnak tartjék rendkiviil 6sszetett szervek (pl. a homloklebeny
vagy a teljes agy) jellemzésére vagy a csontok vastagsidginak a mérésére (pl. csipSpro-
tézis tervezésekor) is (Székely et al., 1992; Naf et al., 1997). Mivel a vazpontok lokalis
szimmetriat reprezentalnak, igy a szegmentalt agy vazabdl a szkizofréniara valé hajlam
is kimutathaté, mivel az abban szenveddk agytekéi kevéshé asszimmetrikusak.

A vékonyitds — mint topolégia—megorzé képmiivelet — alkalmas a csontok topoldgiai
elemzésére nagyfelbontdsi mikro CT és MR vizsgélatok alapjan (Gomberg et al., 1999).
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6.1. Vérerek és légutak atmérojének mérése

3D (binéris) objektumok vékonyitdsira tobbféle mddszert is kidolgoztunk (2.1.6.—
2.1.8., 2.4.1.), amelyek els6 alkalmazisiara a grazi egyetemen keriilt sor a vese alatti
artértia tdgulat (infra—renal aortic aneurysm) és a légesé sziikiilet (laryngotrachealstreno-
sis) diagnézisdban (Paldagyi, Sorantin, Halmai, Kuba, 1999; Paldgyi és mtrsai, 2000).

A 6.1a. dbra (spirdl CT-bél) szegmentdlt vérere egy vese alatti artértia tagulatban
szenved6 betegrél késziilt. Ez a betegség a 60 évesnél idésebbek mintegy 2%—anal jelent-
kezik. Ha az artértia dtmér6je meghaladja a kritikus 5 cm—t (!), akkor azonnali miitéti
beavatkozas sziikséges, mivel az elvékonyodott érfal megrepedése az esetek 70-90%—aban
haldlt okoz. A 6.1b. dbrén lathaté (spirdl CT—bél szarmazd) szegmentdlt 1éges6 egy nyelv
alatti sziikiiletben (subglottic stenosis) szenvedd betegé. Mindkét bindris objektum ko-
zépvonalat a 6 al-iterdcids irdnyszekvencidlis algoritmusunkkal (2.1.6.) hatdroztuk meg.

A vérerek és légutak keresztmetszetét/dtmérdjét kiszamité maédszeriink a kovetkezd
1épésekbél all (Paldgyi, Sorantin, Halmai, Kuba, 1999; Paldgyi és mtrsai, 2000):

e elofeldolgozas:

— szegmentalds (interaktiv modszerrel),
— interpolécié (kocka—alaku voxeleket tartalmazé képtomb eléallitasa),
— simitas morfoldgiai sztiréssel;

e kozépvonal meghatarozéasa:

— vékonyitas kozépvonalra,

tisztitas (parazita dgak eltdvolitdsa),

— vektorizalas (raszter—vektor konverzid),
— vektoros simitéas;

o kiértékelés:

— keresztmetszet (cross—sectional profile) meghatirozasa a kozépvonal minden
(diszkrét) pontjara (a keresztmetszetet az adott pontra merdleges sik jeloli
ki),

— atméré becslése a keresztmetszet alapjan (a keresztmetszet teriiletét a hozza
tartozoé stk objektumpontjainak a szama adja, az atmérdt pedig az ugyanazon
teriilet(i korlap atmérdjével becsiiljiik).

A vékonyitas elott az objektumokat tartalmazd binaris tombben megkeressiik z—
iranyban az elsé és az utolsé nemnulla 2D szeletet. Ezen 2D képszeletek zsugoritasaval
olyan izolalt pontokat kapunk, amelyeket a vékonyitas horgony-pontnak tekint. A hor-
gony—pontokat a vékonyitads nem torli, igy azok végpontjai lesznek a kozépvonalaknak
(mivel a vékonyités topolégia—megdrzs). Ha valamely vizsgalt 2D képszeletre a zsugorités
egynél tobb izolalt pontot taldl, akkor a vizsgalt objektum eldgazé?!. Eldgazé objektumok
esetén az agak taldlkozdsanak 2D rétegét is zsugoritjuk és az igy kapott izolalt ponto(ka)t
is felvessziik a horgony—pontok koézé. Ily mdédon egyfel6l “szebb”, masrészt pedig a teljes
szegmentalt ér— vagy légut—szakaszt végigér6 kozépvonalhoz jutunk (6.1. dbra). A 2D
zsugoritasra egy 4 al-iteracids irdnyszekvencidlis eljarast (Palagyi, 1993) alkalmazunk.

Egy VRML (Virtual Reality Modelling Language) szerkesztével megadhatunk a ko-
zépvonalon érdekes anatomiai pontokat is, mely pontokra megjeloljiikk azon a gorbén, ami
az atmér6t adja meg a kdzépvonalon (6.2. dbra).

21A szegmentdlt objektumokra bizonyos el6feltételekkel éliink, pl. feltessziik, hogy valamennyi 4g az
objektumot tartalmazd bindris tomb z—irdnyu szeletein “1ép ki”.
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6.1. dbra Vese alatti szegmentdlt artériaszakasz és annak kozépvonala (a), szegmentalt légcsérészlet
és annak kozépvonala (b). A horgony—pontok felvétele a teljes ér—, illetve légit—szegmenst végigérd

kozépvonalakat eredményezett.
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6.2. dbra Szegmentdlt légcsd, a kozépvonaldval és a kozépvonalra merSleges sikok hdrom (interaktivan)
megadott anatémiai pontban, tovdbbd a minimalis 4tmérénél (a). A grafikon a légcsé becsiilt dtmérdjét

jeleniti meg a kozépvonal pontjain végighaladva, ahol a megadott anatémiai pontok poziciéit is megjeloltiik

(b).
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Osszefoglalé

A vaz gyakran alkalmazott régié—alapu alakjellemzd, ahol egy folytonos, d-dimenzi-
6s binaris objektum véazat az objektumba beirt d—dimenziés hipergombok kozéppontjai
alkotjak. A véaz egy szemléletes hasonlattal, a préritiiz terjedésével is illusztralhaté: Ha
a vizsgalt objektum hataranak minden pontjat egyidejiileg meggyujtjuk és feltételezziik,
hogy a tiizfrontok minden iranyban egyenletes sebességgel terjednek, akkor a vaz azokbol
a pontokbdl all, ahol az objektum belsejében a tiizek taldlkoznak, kioltjak egymast.

Diszkrét objektumok esetén az “igazi” vaznak csak egy kozelitése hatdrozhaté meg,
amivel szemben az aldbbi — geometriai és topoldgiai — kdvetelményeket fogalmaztdk
meg:

e A véaz a geometriailag korrekt pozicién, az objektum “kozepén” helyezkedjen el és
legyen invaridns a linearis geometriai transzformaciokra.

e A véz Orizze meg az eredeti objektum topolégidjat (vagyis a kijelolt vaz legyen
topoldgikusan ekvivalens a kiinduldsi objektummal).

Diszkrét képterekre a vazkijelolés harom 6 technikgjat kiilonboztetjiikk meg:

e a tavolsag-transzformacio,
e a vékonyitas és

e a Voronoi—diagram szamitésa.

A tévolsdg—transzformdcidval torténé vazkijelolés (amennyiben az a pontos euklidé-
szi tavolsadgon alapul) képes geometriailag korrekt “vézat” produkdlni, de a topoldgiai
kritérium teljesiilését nem garantélja.

A Voronoi—vézra mindkét feltétel teljesiil, de nagyon draga (id6— és szamitdsigényes)
technika, mivel egy diszkrét ponthalmazbdl kiindulva a Voronoi-diagram folytonos elemek
halmazabdl (3D—ben: pontok, élek, konvex poligonok és konvex poliéderek) &ll.

A vékonyitas a tlizfrontok terjedését modellezi diszkrét képtereken. A front—terjedés
a diszkrét térben diszkrét folyamat: egy iddegység alatt a tliz frontja a téle “egységnyi”
tavolsagra l1évé racspontokat ériel. A vékonyitas egy iteracios 1épése tehat a front—terjedés
egy idGegységének felel meg. Ez a vazkijelold technika a topologia—megorzésre helyezi a
hangsulyt, ugyanakkor nem invarians az elforgatasra.

A vékonyitas természeténél fogva parhuzamos, mivel — a préritiiz analdgia szerint —
a hatar valamennyi pontja egyidejlileg kap langra, tovabba a tlizfrontok minden irdnyban
és egyenletes sebességgel terjednek. Megjegyezziik, hogy javasoltak szekvencialis vékonyi-
t6 algoritmusokat is, melyek a konturkijelolés és a konturkovetés technikdjat alkalmaz-
va imitaljak a kiils6 réteg pontjainak egyideju eltavolitdsat A front—terjedés nem csak
parhuzamos, hanem lokalis is. Ezen masodik fontos tulajdonsdg szerint az, hogy egy
objektumpont a “tliz dldozata” lesz—e az eljaras kovetkezo fazisaban vagy sem, eldonthe-
t6 a kérdéses pont egy — az objektum nagysagatol fiiggetlen méretli — szilik kérnyezete
alapjéan.

A vékonyito algoritmusok egy iteracids lépése tehat egy olyan lokalis és parhuzamos
redukcids képmiivelettel adhaté meg, ami csak hatarpontokat torol. A teljes eljaras ilyen
képmiiveletek sorozatabdl all. A vékonyitas menetét az alabbi, teljesen altalanos sémaval
frhatjuk le:
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repeat
a “torolhetd” hatdrpontok eltavolitdsa
until nem tortént vdltozas

A repeat—ciklus magja a vékonyitas egy iteracios lépésének felel meg. Az egyes vé-
konyitd eljarasok az iteracios 1épések megszervezésében és a “torolhetd” pontokra adott
feltételekben kiilonboznek egymastél. A parhuzamos vékonyité algoritmusok — a to-
polégia megdrzése érdekében — az iterdcios lépések megszervezésére a kovetkezd harom
modszert alkalmazzak:

e Az irdny-szekvencidlis médszerek egy iteracids lépést kettdé vagy tobb egymast
kovetd al-iterdciora bontanak, amelyek sordn csak bizonyos irdnyokba esd hatar-
pontok tavolithaték el.

e Az almezo—szekvencialis technika a képteret ketto vagy tobb diszjunkt részhalmaz-
ra, almezore bontja, ahol az almezok felvaltva aktivizalédnak és mindig csak az
aktiv almezdébe esé pontok torolhetok.

e A teljesen parhuzamos médszer nem igényel al-iteracidkat, viszont ennek fejében
az eloz6 technikakndl nagyobb lokalis kornyezetet vizsgal.

A 2D vékonyitas konnyt feladatnak tiinhet, mégis nagy kihivasnak bizonyult, mivel
kozel 500 publikécié foglalkozik vele. Mig 2D-ben szdmos vékonyité algoritmus létezik,
addig 3D-ben csak néhany eljarast kozoltek. Ennek oka az, hogy egyrészt a 2D képalkoto
modszerek és eszkozok korabban terjedtek el és igy 2D-ben a vékonyitast igénylod alkal-
mazasok is korabban jelentkeztek, masrészt pedig a topoldgia megorzése jéval nehezebb
probléma 3D-ben, mint 2D esetén.

Az értekezés kulcsproblémaja a vékonyitason alapuld vazkijelolés 3D—ben.

A dolgozat 1. fejezete ismerteti a folytonos vaz fogalmat és tulajdonsagait, a digitalis
topologiai alapfogalmait és a topoldgia megdrzésére vonatkozé eredményeket, a f6 vazki-
jelold technikakat, a vaz és a vékonyitas leirdasat a matematikai morfolégia eszkozeivel,
valamint a morfolégiai miiveletek és a maszkillesztés kapcsolatat.

A dolgozat {6 eredményei a 2. fejezetben taldlhaték, ahol nem csak az altalunk java-
solt 4j algoritmusokat ismertetjiik, hanem rendszerezziik a 3D vékonyit6 technikdkat és
bemutatjuk az ezidaig publikdlt valamennyi parhuzamos vékonyité algoritmust is. Meg-
jegyzendo, hogy eddig csak a 2D vékonyitasra kozoltek osszefoglald, attekinté tanulma-
nyokat. Valamennyi javasolt algoritmusunkat altalanositott maszkillesztéssel irtuk le, ami
tobb szempontbdl is elonyos: attekintheto, konnyen érthetd, kapcsolédik a morfoldgiai
megkozelitéshez és hatékony implementaciét tesz lehetévé.

A 3D vékonyitas mddszerei és algoritmusai utan a 3. fejezetben a zsugoritassal fog-
lalkozunk. A zsugoritas egyrészt azért fontos, mivel az a vékonyitassal rokon miivelet,
masrészt pedig jelentds a szerepe a vaz utofeldolgozasakor.

A 4. fejezetben targyaljuk a vaz el6— és az utédfeldolgozasat. Az 5. fejezetben az 14j vé-
konyito6 algoritmusok hatasat mutatjuk be néhany “mesterséges” és “természetes” binaris
objektumra. Végiil, a 6. fejezet a 3D vazkijelolés és a vékonyitas alkalmazdsait targyalja.

Az értekezésben taldlhaté sajat eredményeink:

o Uj elégséges feltételt adtunk a 3D (26,6) képek topoldgia—megdrzé parhuzamos re-
dukcidira (1.2.2.).

e Megmutattuk, hogy a maszkillesztéssel és a pontonkénti Boole—miiveletek segitsé-
gével megadhatdék a morfolégiai miiveletek. (1.4.4.).
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Bevezettiik az altalanositott maszkillesztést és igazoltuk azt, hogy az altalanositott
maszkillesztéssel megadhato tetszoleges lokalis és parhuzamos binaris képmiivelet
(1.4.4.).

Bemutattunk harom 1j irdny—szekvencidlis vékonyité algoritmust. Az els6 (2.1.6.)
az altaldnosan alkalmazott 6 torlési irannyal dolgozik, mig a mésodik (2.1.7.) és
a harmadik (2.1.8.) algoritmusunk elséként javasol 8, illetve 12 torlési irdnyt.
Mindharom — kozépvonalak és kozépfelszinek meghatarozasara egyarant alkalmas
— vékonyité algoritmus topolégia—megérzé a (26,6) képekre.

Ma és Sonka teljesen parhuzamos algoritmusanak (2.3.2.) tesztelése soran kideriilt,
hogy eljarasuk nem Orzi meg a topoldgiat. Az algoritmust médositottuk ugy, hogy
a javasolt 1j eljards mar topoldgiailag korrekt legyen (2.3.3.).

Bevezettiink egy 4j vékonyitd stratégiat, ami kombindlja az irdny—-szekvencidlis és
az almezé-szekvencidlis technikdkat (2.4.). Ismertettiink egy hibrid algoritmust is,
ami kozépvonalakra vékonyit és topoldgia—megorzé a (26,6) képekre (2.4.1.).
Bemutattunk egy 1j 3D zsugorité algoritmust, ami topolégia—megérz6 a (26,6)
képekre (3.1.).
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Summary

The skeleton is a frequently used region—based shape feature. The skeleton of a
continuous d—dimensional binary object is the locus of the centers of all maximal inscribed
d—dimensional hyperspheres. In discrete spaces, only an approximation to the “true
skeleton” can be produced. During the last two decades skeletonization has become a
challenging research field. There are two major requirements to be complied with:

e the geometrical one (i.e., requiring that the “skeleton” is in the “middle” of the

original object and invariant under global linear transformations) and

e the topological aspect (i.e., forcing the “skeleton” to retain the topology of the

original object).

There are three major skeletonization techniques in discrete spaces:
e distance transformation,
e thinning, and

e generating Voronoi diagram.

The result of the distance transformation depends on the selected distance and the
ridge extraction is a rather difficult task. The distance map based method fulfills the
geometrical requirement if a good approximation to the Euclidean distance is applied,
but the topological correctness is not guaranteed.

The Voronoi diagram of a discrete set of points (called generating points) is the
partition of the given space into cells so that each cell contains exactly one generating
point and the locus of all points which are nearer to this generating point than to other
generating points. It has been shown that the skeleton of an object which is described by
a set of boundary points can be approximated by a subgraph of the Voronoi diagram of
that generating points. Both requirements can be fulfilled by the skeletonization based
on Voronoi diagrams but it is regarded as an expensive process, especially for large and
complex objects.

The thinning process is a frequently used method for producing an approximation to
the skeleton in a topology—preserving way. It is based on digital simulation of the fire front
propagation: border points (i.e., object points that are “adjacent” to the background)
of a binary object that satisfy certain topological and geometric constraints are deleted
in iteration steps. The entire process is repeated until only the “skeleton” is left. The
topologically oriented thinning pays less attention to the metric properties of the object,
therefore, the invariance under rotation (object orientation) is not guaranteed. Our
attention is focussed on thinning, since it

e is the fastest,

e can be implemented easily,

e can be executed in parallel,

e produces topologically correct “skeletons”, and

e provides satisfactory results for complex and strongly elongated objects.

Each thinning algorithm can be sketched by the following program:
repeat
changing “deletable” border points to white
until no points are deleted

Existing 3D thinning algorithms differ from each others in two regards:
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e How to organize an iteration step (i.e., the kernel of the repeat cycle)?

e Which types of border points are regarded as “deletable”?

A simple point is an object point whose deletion does not alter the topology of the
picture. Note that the simplicity of a 3D point can be decided by investigating its 3 x 3 x 3
neighborhood. Thinning algorithms delete simple points which are not end—points, since
preserving end—points provides important information relative to the shape of the objects.
Most of the existing thinning algorithms are parallel, since the fire front propagation is
by nature parallel. (It means that all border points satisfying the deletion condition of
the actual phase of the process are simultaneously deleted.) Those algorithms delete a
set of simple points that can alter the topology. Three methods have been proposed to
overcome this problem:

e Algorithms belonging to the first type do not divide an iteration step into subitera-
tions. In order to preserve topology, these fully parallel algorithms investigate some
additional points that are in the 5 x 5 X 5 neighborhood but not in the 3 x 3 x 3
neighborhood.

e The second type of algorithms examines the 3 x 3 x 3 neighborhood of each bor-
der point. Iteration steps are divided into a number of successive subiterations,
where only border points of certain kind can be deleted in each subiteration. Con-
sequently, each subiteration uses a different deletion rule. These algorithms are
called directional or border sequential ones. Since there are six kinds of major
directions in 3D images, six-subiteration directional thinning algorithms were gen-
erally proposed. Note that we have been proposed an eight—subiteration algorithm
and a twelve—subiteration one, too.

e The third approach is the subfield sequential method. The set of points Z* is
divided into more disjoint subsets which are alternatively activated. At a given
iteration step, only border points of the active subfield are designated to be deleted.
The existing two subfield sequential 3D algorithms use eight subfields. Note that we
developed a hybrid thinning algorithm using both subfield sequential and directional
approaches.

The above three thinning technique are proposed to answer the first question: How
to organize an iteration step of parallel thinning for providing topology preservation?
The second important question is: Which types of black points are designated to be
deleted? Some algorithms (in each phase) delete all simple points of a given type which
are not end-points, others give the prescribed neighborhood of deletable points. Curve
thinning (or medial line thinning) preserves line end—points while surface thinning (or
medial surface thinning) do not delete surface end—points. Note that different surface
end—point characterizations have been proposed by various authors.

This thesis deals with 3D thinning algorithms. Section 1 is devoted to the continuous
skeleton and its properties, it reviews the fundamental concepts of digital topology and
surveys the major theoretical results in topology preservation, describes the three major
skeletonization techniques, and presents the morphological tools for skeletonization. In
1.2.2., new sufficient conditions are established for parallel reductions to preserve topology
on (26,6) 3D images. It is shown in 1.4.4. that any local parallel operation (including
morphological ones) can be described by generalized template matching.
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Section 2 reviews the thinning methodologies and the existing 3D parallel thinning
algorithms. We have proposed the following four topologypreserving ones:

e G—subiteration border sequential algorithm (using the usual six deletion directions),

e 8-subiteration border sequential algorithm (demonstrating a possible way for con-
structing non—conventional directional thinning algorithms),

e 12—subiteration border sequential algorithm (suggesting the first topology preserv-
ing 3D thinning algorithm that applies the twelve deletion directions), and

e hybrid algorithm (presenting a brand-new method that uses both directional and
subfield sequential approaches).

Section 3 deals with shrinking. Shrinking is fairly important for us from two view-
points. It is commonly used in pre—processing the noisy objects and in post—processing
the “skeleton” to remove unwanted branches. On the other hand, thinning and shrinking
are strongly connected operations (i.e., shrinking can be regarded as a thinning process
that produces topological kernels). A new 6-subiteration parallel shrinking algorithm is
presented in 3.1. (Its topological correctness is also proved.)

Techniques concerning pre— and post—processing are reviewed in Section 4. The mor-
phological filtering and a complex noise reduction algorithm (Paldgyi, 1993) are illustrated
in 4.1. and the morphological pruning is described in 4.2.

Our thinning algorithms have been tested for several synthetic and medical images.
Their results are presented in Section 5. Finally, the emerged applications to 3D skele-
tonization are descripted in Section 6.

This thesis contains the following new results:

e New sufficient condition is given for topology preservation (1.2.2.).

e The generalized template matching is introduced. We showed that either binary
morphological operations or Boolean local parallel operations can be described by
generalized template matching.

e Four topologypreserving 3D thinning algorithms are presented. Three of them are
directional (or border-sequential) (2.1.6.—2.1.8.) using the general 6, the proposed
8, and 12 deletion directions, respectively. The last one (2.4.1.) proposes a new
technique called hybrid method in which border—sequential and subfield—sequential
approaches are combined.

e The fully parallel algorithm developed by Ma and Sonka (2.3.2.) is modified to
preserve topology (2.3.3.).

A non—published topology—preserving 3D shrinking algorithm is presented.
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Koszonetnyilvanitas

Sziileimen és a csaladomon kiviil még sokaknak koszonom azt, hogy eljutottam oddig,
hogy a dolgozat megirasa felmeriilhetett és az el is késziilt.

Koszonetet mondok Katona Endrének (SZTE, Szeged), aki a szakdolgozatom és a
diplomamunkam témavezetojeként megszerettette velem a parhuzamos algoritmusokat,
majd munkatarsként segitett a palyamon.

Munkémat jelentésen elérelenditették azok a hallgatok is, akik témavezetdjiikknek va-
lasztottak és létrehoztdk azokat az eszkozoket, amelyek megkonnyitették a 3D vékonyito
algoritmusok tervezését és tesztelését: Alb Péter és Tandcs Attila egy programrendszert
fejlesztett ki 2D és 3D lokélis és parhuzamos képmiiveletek megadaséra és végrehajtasara,
Oltyan Gabor 3D binaris képmegjelenitéje pedig hasznos eszkéznek bizonyult az algorit-
musok eredményeinek vizsgélatakor.

A vazkijelolés modszereivel, a matematikai morfolégiaval és a digitdlis topoldgiaval
foglalkozd szakirodalom megismerésében, feldolgozasdban is tobben tamogattak: Fazekas
Attildval (KLTE, Debrecen) mar sok éve kozosen gytijtjiik és vitatjuk meg a fenti teriiletek
kozleményeit, Gilles Bertrand (ESIEE, Paris), Toyofumi Saito (Nagoya University), In-
gela Nystrom (Centre for Image Analysis, Uppsala University) és Antoine Manzanera
(Aérospatiale E/SCS/V, Chatillon) cikkeik kiilonlenyomatait kiildték el nekem, Géabor
Székelyt6l (ETH, Ziirich) pedig megkaptam a habilitaciés dolgozatat.

Személyes konzultaciok sordan és levelezés utjan szamos hasznos észrevétellel és javas-
lattal segitett: Gilles Bertrand (ESIEE, Paris), Christian Brechbiihler (ETH, Ziirich),
Guido Gerig (ETH, Zirich; University of North Carolina at Chapel Hill), Gabor T.
Herman (MIPG, University of Pennsylvania, Philadelphia), Vaclav Hlava¢ (Czeh Tech-
nical University, Prague), Yukido Kenmochi (Chiba University, Japan), Tat Y. Kong
(Queens College, CUNY, Flushing), Dewey Odhner (MIPG, University of Pennsylvania,
Philadelphia), Milan Sonka (University of Iowa), Gabor Székely (ETH, Ziirich), Jean—
Philippe Thirion (INRIA, Sophia—Antipolis) és Jayaram K. Udupa (MIPG, University
of Pennsylvania, Philadelphia). Veliikk egy lapon kell emlitenem a (konferencidkra és
folyéiratokhoz) benyujtott kéziratok névtelen biraléit, akiknek a megjegyzései és javas-
latai nemcsak a kozleményeim szinvonalat emelték, hanem szélesitették a latoteremet
is. Ugyancsak nagy hasznomra voltak azok az észrevételek, amelyeket a tanszékcsoport
szeminariumain, a nemzetkozi képfeldolgozé nyari iskoldkon (SSTP’94, SSIP’96-SSIP’99)
és a meglatogatott hazai és kiilfoldi intézetekben tartott eléadasok kapcsan kaptam.

Halas vagyok Gabor Székelynek, akinek a meghivasara kilenc hénapot tolthettem el
Ziirichben az ETH-n. Az id6 alatt nem csak a Voronoi-diagramokon alapuld vazkije-
161éssel ismerkedhettem meg, hanem arra is lehetéségem nyilt, hogy ott frjam meg a
dolgozatom jelentOs részét.

Orvosi és szintetikus tesztképeket biztositott szdmomra: Derek L.G. Hill (UMDS,
Guy’s Hospital, London), Gabor Székely (ETH, Ziirich) és Pierre Tellier (LSIIT, Univer-
sité Louis Pasteur, Strasbourg). Kiilénosen halds vagyok Erich Sorantin—nak (Depart-
ment of Radiology, Karl Franzens University, Graz), akinek a vékonyité eljardsaink elsé
gyakorlati alkalmazasait koszonhetjiik.

Ko6szonom tobb hazai és kulfoldi szervezetnek és alapitvanynak, hogy lehetové tették a
3D vékonyitasban elért eredményeink megmérettetését rangos nemzetkozi konferencidkon
(IPMI’97 — Poultney, USA; CAIP’97 — Kiel; DGCI’99 — Paris) és tamogattdk a tanul-
ményutaimat (INRIA, Sophia—Antipolis; MIPG, University of Pennsylvania, Philadel-
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phia; ETH, Ziirich; Karl Franzens University, Graz). Jelentds tdmogatdst kaptam az
Orszagos Tudomanyos Kutatési Alapprogramoktél az OTKA T/9 023604 palyazat révén.

Eszrevételeikkel sokat segitettek azok, akik a dolgozat korabbi valtozatait elolvastak:
Fazekas Attila (KLTE, Debrecen), Szirdnyi Tamds (MTA, SZTAKI) és Tandcs Attila
(SZTE, Szeged).

A végére hagytam Kuba Attilat (SZTE, Szeged), akinek a legtobbet kdszonhetem:
nemcsak a tole kapott sokrétii és nélkiilozhetetlen szakmai segitséget, hanem az Alkalma-
zott Informatikai Tanszéken megteremtett nyugodt, alkoté 1égkort, valamint az emberi
gesztusokat, a biztatast és a bizalmat is.
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