Dontési rendszerek

Pluhar Andréas



iv



Tartalomjegyzék

Eloszo

1.

Bevezetés

1.1. Racionalitds . . . . . . . . . . e

1.2. Matematikai modellek, indukecié . . . . . . . ... Lo
1.2.1. Modellek . . . . .. e
1.2.2. Szamok és utilitas fiiggvények . . . . . . . .. oo o L
1.2.3. Néhany utilitas fiiggvény . . . . . . .. .. o Lo
1.2.4. A hasznossagi fliggvények kvalitativ viselkedése . . . . . . . . ... .. ...
1.2.5. Determinisztikus vs véletlen, optimalizalas vs verseny . . . .. .. ... ..

1.3. Gyakorlat . . . . . . . .
1.3.1. Trracionalitds . . . . . . . . . . . . ..
1.3.2. Ervelésihibak . . . . .. ... ...
1.3.3. Pszichikai csapdak . . . . . . . . ... L
1.3.4. A haszonelviliség . . . . . . . . ...
1.3.5. Minden szoveges feladat hibas . . . . . . . .. ... ... ...

1.4. Szegmentacid . . . . . . . ..o e

Alea iacta est

2.1. Ermedobas . . . ...,
2.1.1. Két érmedobas . . . . . . . ... e e e

2.2. Az osztozkodas egy probléméja . . . . . . ... o

Sztochasztikus programozas 1.
3.0.1. Gatmagasitas . . . . . . ..
3.0.2. Biztositasok és a kockdzatkertilés . . . . .. ... oL oo oL
3.0.3. Az gjsagarus probléma . . . . . ...

3.1. Gyakorlat . . . .. e
3.1.1. Monty Hall paradoxon . . . . . . .. . ... .. ...
3.1.2. Biztositasi paradoxon . . . . ... ...
3.1.3. Boriték paradoxon . . . . . .. Ll

Sztochasztikus programozas 2.

4.1. Haloézati megbizhatdsag . . . . . . . . oL L

4.2. Filiggetlen alkatrészek megbizhatdsdga . . . . . . . .. .. Lo

4.3. A portfolio probléma . . . . . . . ...
4.3.1. Markowitz modell . . . . .. ... L
4.3.2. A Konno-Yamazaki-féle MAD modell . . . . .. .. ... ... ... ....

4.4. Gyakorlat . . . ..
441, UJSAGATUS . .« o v oo e e e e e
4.4.2. Halozati megbizhatosdg . . . . . . . . oL o
4.4.3. Fiiggetlen alkatrészek megbizhatosadga . . . . . . . ... ... ... ...

-
™

0 00 00 00 G0 00 O O UL UL W N = =

—
o

13
14
14

17
18
19
19
21
21
22
23



vi

10.Csoportok dontéshozatala

10.1. Profilok és konszenzus fiiggvények
10.2. Arrow tétel . . . . ...
10.3. Igazsagos osztozkodasok
104. Gyakorlat . . . . .. .. ..

Matrixjatékok

5.1. Morrajaték . . ... ... ... .. .. ..
5.2. Minimax tétel . . . . . . . ... ... ...

5.3. Modositott Morra

54. Gyakorlat . . . ... ... ... ... ...
5.4.1. 2 X n-es és m X 2-es matrixok

Matrixjatékok 2

6.1. Kuhn féle modositott poker
6.2. Egyszertsitési lehetGségek

6.2.1. Dominancia
6.2.2. Nyeregpont

6.3. Gyakorlat . . . ... ... ... ..., ..

. Nem zérus 6sszegii jatékok
7.1. Fogolydilemma . .. ... ... .. ... ..
7.2. Galamb-Héja . . .. ... ... ... ...
7.3. Gyakorlat . . . ... ... ... ... ..
7.3.1. 2 X n-es és m X 2-es bimatrixok
7.3.2.  Cournot-duopolium

Kooperativ jatékok

8.1. Elosztasok . . . . .. ... ... ... ...
8.2. A mag és kiszamitasa

8.3. Stabil megoldasok

8.4. A Shapley érték . . . . .. ... ...
8.5. A Shapley tétel kbvetkezményei
8.6. Gyakorlat . . . ... ... ... ... ...

8.6.1. Szemét jaték

8.6.2. Ausztral térvényhozas

8.6.3. Bizottsagok

Stabil Parositasok

9.1. Stabil hdzassag . . . .. . ... .. .. ..
9.2. A stabil parositasok szerkezete
9.3. A stabil parositas mint mag
9.4. Gyakorlat . .. ... ... ... ...

11.Fiiggelék

11.1. Lineéris programozas
11.1.1. A diéta probléma
11.1.2. Dualitas . . . . .. . ... ... ..
11.1.3. A dualis valtozok gazdasagi értelmezése

11.2. Befektetések . . . . . ... ...
11.2.1. A Markowitz modell tanulsagai
11.2.2. Chartistak vs fundamentalistdk
11.2.3. Fiiggetlen hozamok
11.2.4. Szbras becslés

TARTALOMJEGYZEK

33

....................... 33
....................... 34
....................... 36
....................... 37
.......................... 37

39

............................... 39
................................ 41
....................... 41
....................... 42
....................... 43

45

....................... 45
....................... 47
....................... 47
......................... 47
............................... 48

51



TARTALOMJEGYZEK vii

11.2.5. Fiiggés a befektet6t6l . . . . . . . . .. oL oo 81
11.3. Nash tételei . . . . . . . . . . . e 82
11.3.1. A Nash egyenstly létezése véges jatékokban . . . . . . . . .. .. ... ... 82

11.3.2. Nash-alkumegoldas (NBS) . . . . . . . ... .. ... . ... 83



viii TARTALOMJEGYZEK



El6sz6

A konyv a Szegedi Tudomanyegyetemen el6adott hasonlé cimd kurzuson alapul illetve annak se-
gédanyaganak szantuk. A Ddntési rendszerek BSc kurzus, mely jelen tanterv szerint a Kozgazdasz
informatikus szakon kotelezs, méas szakok szamara valaszthato informatika kurzus.

Az elhangzott tananyagban kitériink a diszkrét matematika, grafelmeélet, operacidkutatas, szto-
chasztika stb néhany fogalméra, eredményére, amikkel a hallgatok tobbnyire a tovabbi tanulma-
nyaikban talalkoznak majd. Ezzel segiteni akarjuk ezen tanulmanyokat illetve az elvont fogalmak
példakkal szemléltetése, mélyebb megértése a cél. A konyvben és a hozza tarsuld gyakorlati anyag-
ban ezért joval bGvebben fejtjiik ki a téméat, mint az tanéran elhangzik. Természetesen a tananyag
szamonkérésénél figyelembe kell venni ezt a sajatossdgot és megmaradni a jol begyakorolt problé-
maknal.

A kurzus maésik 1§ célja a modellalkotés soran felmeriil§ probléméak vizsgalata, altalaban a kri-
tikus, elemz6 gondolkodés gyakorlasa. Ez azért is sziikséges, mert az oktatas feszitett tempojaban
ez megkozelités tobbnyire sajnos elsikkad. Egy, a reményeink szerint inspirald, jegyzet hasznos
lehet segédanyagként illetve megkdnnyitheti a levelezs és tavoktatast egyarant.

Nagyon sok embernek illene kdszénetet mondanom, akitél tanulhattam, egyiitt dolgoztam. Ok
ezaltal részévé valtak a gondolataimnak és igy ennek a jegyzetnek is. Talan nem sért6dnek meg, ha
csak egy, sajnos mar eltavozott tanarom, kollégdm nevezem meg. Imreh Balazstol sokat tanultam
és rengeteg tamogatast kaptam az évek soran, amire 6rok haldval gondolok. Annak idején ennek a
kurzusnak a létrehozaséval is § bizott meg, kétszeresen indokolt hat megemlékezni réla.

ix
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1. fejezet

Bevezetés

Az életiink, munkank soran allandéan dontések meghozataldra van lehetGségiink vagy éppen ra-
kényszeriiliink erre. A targy és a jegyzet célja, hogy megvizsgalja a kdzben felmeriils problémak,
megkozelitések és megoldasok egy részét és segitsen a megalapozottabb dontések meghozatalaban.

A dontésekkel szamos tudomany foglalkozik, a teljesség igénye nélkiil ilyen a mikrodkonomia,
a statisztika, a linearis és nem a linedris valamint a sztochasztikus programozas, a jatékelmélet, a
tobb tényez6s dontés tamogatas és a pszichologia.

A dontési helyzet alapjaban valami konfliktussal, bizonytalansiggal jar, kiilénben nem is okozna
gondot. A bizonytalansignak sokféle oka lehet. Nem mindig tudjuk a pontos adatokat, az egyes
alternativak kimenetelét, az értékét, nem vagyunk tisztaban az esetleges vetélytarsak lépéseivel,
vagy akar a létiikkel sem.

1.1. Racionalitas

A dontéseinket sokszor tudatosan, még t6bbszor Gsztondsen hozzuk meg. Akér hogyan is, meg
kell indokolnunk' méasoknak esetleg magunknak, miért igy vagy tgy dontdttiink. Az észérvekre,
azaz a racionalitasra vald hivatkozas igen régi. Arisztotelész a formalis logika megalkotdsatol azt
varta, hogy a polisz lakdi a felmeriils vitas kérdéseket ezzel egyszertien eldonthetik majd. Ez persze
csak egy része a torténetnek, hiszen nem mindegy milyen tényekbdl indulunk ki, illetve a formaélis
rendszerek korlitai ismertek, lasd Godel tétel.

Teljes dltalanossagban tehat annyit mondhatunk, a racionalitas szocidlis fogalom, ami egy ko-
z0sség, kor és kultura kozos tulajdona. Mondhatunk ra szinonimdkat mint elmagyardzhatosdg,
hihetdség, meqgqgydzd erd stb azaz egy nyelv, amely elfogadott a hasznaléi kdzott.

1.1. Példa (Ferde hajitas). Szdgezzik le, eqy érvelés, ha mégoly abszurd is, elfogadhatd lehet,
s6t, az eredménye akdr helyes. Vegyik példdul Nicolo Tartaglia, o harmadfoku egyenlet megoldd-
képletének megalkotdjdnak az 6tletét.? Ha a lehetd legmesszebbre akarunk 16ni eqy dgyival, akkor
45°-0s szdgbe kell dllitani a csovet. Hisz mind nulla, mind 90° esetén nulla a l6tdv, tehdt a mazi-
mum a kozépsd dlldsban van.

Mi t6bb, egy jelzés lehet hatésos, igy racionélis mondhatd, még ha kifejezetten hamis is.
1.2. Példa (Hazugsag). Mikor eqy maddr élelmet taldl, hivhatja a tdrsait (tipikusan a rokonait),

hogy azt megossza velik. Mds helyzetekben, pl. nem kézeli rokononok vagy éppen mds fajok jelenléte
esetén, o maddr vészjelzést ad le, amivel elkerili a tapldalék elvesztését.

LAz indité ok kifejezés maga arra utal, hogy valami jol ismert, elfogadott tényre akarjuk visszavezetni a dontést.
2Reégebben a Monty Python: Holy Grail "boszorkanymeérlegels" jelenetére utaltam itt, de kideriilt, ezt manapséag
mar kevesen ismerik.
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Sok érdekességet rejtenek a természetes nyelvek, amelyek az informaciokozlésen tul szamokat,
logikai fogalmakat tartalmaznak és jogi, filozéfiai sth. érveléseket is lehetGvé tesznek a mai napig.
Nagy allami feladatok megszervezéséhez (adoszedés, koltségvetés, épitkezések, katonai logisztika)
geometriara, az egész szamok altalanositésara, algoritmusokra stb volt sziikség. Az okori kulturak
megtették ebben az els6 1épéseket és azota is ezt a munkét folytatjuk. A matematika alkalmazésai
atformaltak a vilagot, igy érthetd, hogy nagyon sokszor vissza is élnek a nyelvezetével.?

1.2. Matematikai modellek, indukci6

Felmeriil a kérdés, miért ilyen hatékony a matematika a vilag jelenségeinek értelmezésében? En-
nek ismeretelméleti hatterét elemzi Wigner Jend hires eladasaban lasd [14]. A végkovetkeztetés
roviden: ez egy csoda. Egy kicsivel hosszabban, tgy tinik a vilAgunk valamelyest homogén, a
megfigyelt jelenségek ismétlddhetnek, és Gnmagukban vizsgalhatok. Ha ezt elfogadjuk, akkor meg-
probalhatjuk a jelenségek kapcsolatait feltarni és kezelhetd nyilvantartast vezetni roluk; ez maga a
matematika.

Ha az Olvasé tul absztraktnak érzi a fentieket, akkor igaza van, csak példdkon keresztiil valhat
ez hihetgve.

1.3. Példa (Targyak allandésaga). A babdkat egy ideig be lehet csapni az Jket foglalkoztato
tdargyak ldtotérbdl eltintetésével, aztdn megtanuljik, hogy amit nem ldtunk, az attol létezik. Innen
eqy lépés a szamossag érzékelése, annak invariancidja. Azaz ha pdr kavics van a keziinkben, annak
szama lathato ok nélkil nem fog vdltozni. Ha a mdsikban is volt és dsszedntjik, akkor az 6sszeadas
fogalmdhoz jutunk.

1.4. Példa (Ciklikus jelenségek). A nappalok és éjszakdk vdltakozdsa dsi, nagyon sok fajban
biokémia szinten bedgyazott tudds, az dun. cirkadian ritmus. De megfigyelhetd a honapok (a Hold
ciklusai), az évszakok, év ciklusdra adott dsztonds, az emberek esetében a tudatos nyilvdntartds és
felkésziilés. Kilondos véletlen folytdn kapcsolat van a néhdny fontos érték kozott (jo kizelitéssel
egy év 12 hdnap, ill. o Nap és a Hold litszolagos dtmérdje egyforma) és ez nagy hatdssal volt a
gondolkoddsra.*

1.5. Példa (A tér és az anyag kapcsolata). A szildrd tdrgyak mozgatdsa, forgatisa nem vdl-
toztatja meg azokat. Tehdt o tér maga tresnek, ugyanakkor homogénnek tinik, amit kirakhatunk
téglakkal® és szemléletes képiink lesz a 3-dimenzids térrél. A gravitdcid kissé dsszezavarja ezt, a
felfele irany kitintetett és nem is olyan eqyszerd mozogni benne. A sikot viszont gondosan tanulmd-
nyoztdk Egyiptomban és Babilonban, a gérogék pedig a geometria segitségével rendszerezni tudtdk
az eredményeket.

Van tehit remény arra, hogy a tapasztalataink, azaz a mult, jelentéssel birnak a jévére nézve.

Ezt a kapcsolatot az indukcid altal teremtjiik. Vegyiik észre, hogy az indukcié nem része a formélis
logikédnak, és a hasznalata egyaltalan nem egyszer.

1.6. Példa (Rare avis). Arisztotelészt szdllgigét” ihletett példdja eredetileg a hattyiikrol szolt.
Sok-sok hattyit megfigyelve mind fehérnek bizonyult, melybdl adodik o kévetkeztetés: Minden hattyd
fehér. Ez egészen az Ausztrilidban felfedezett fekete hattyi faj felfedezéséig igaznak is tint. Az
utébbi sem kerilte el az iskolapélddvd vdldst, Nassim Taleb hires kényvének ldisd [13] cime lett,
illetve dtvitt értelembem a ritka, de dridsi hatdsu eseményeknek. ®

3"Imitation is the sincerest form of flattery that mediocrity can pay to greatness." Oscar Wilde

4 Az égen és a f61d6n zajlo nagy léptékii jelenségek kapcsolata komoly tudomany lett, és csak az alapok tisztazazasa,
utén valt szét a csillagiszat és az asztrologia.

5Minden 6kori kulttira hasznalt téglat.

8 A j6v6 eldrejelzése mindenféle tudomany és altudomany Szent Gralja.

"Ritka, mint a fehér hollo.

8 A fekete hattyuval az a gond, hogy az indukciéra épiils tudomanyunk nehezen birkézik meg vele, hisz amig nem
kovetkezik be, addig nem tudunk rola, ha meg bekdvetkezett, akkor mar esetleg késd.
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Az alabbi példdkban valtozatos okok miatt szintén nem egyszerd az indukcié hasznalata, lasd
bvebben Simonyi Karoly kitting kényvében [11].

1.7. Példa (Egyedi vs altalanos, Poincaré). Egy torténész szdmdra tokéletes példa a tuddsra
a Magna Carta aldirdsa. Tudjuk, ki tette, mikor, hol és nagyjdbdl azt is, hogy miért. Egy természet-
tudos szempontjdabol eqy ilyen tipusi dllitds csak anekdotikus értéki, hisz nincs megismételhetdsége,
Féldnélkili Jdnos soha nem ir mdr ald semmilyen dokumentumot.

Az Olvaso joggal vélheti, a fenti probléma egyik oka, hogy nem elemi esemény, hanem egy
jorészt modellezhetetlen rendszer (t.i. a torténelem) egy bonyolult Gsszetett eseményét figyeltiik
meg. Ennél egyszertibb esetekben is kaphatunk nyugtalanité kovetkezményeket.

1.8. Példa (Hollé6paradoxon). Tegyik fel, hogy a minden hollé fekete dllitdst szeretnénk in-
dukcidval megerdsiteni. Az intuicionk szerint helyesen jdarunk el, ha megtekintink jo sok holldt és
ha mindet feketének taldljuk, akkor nd a bizalmunk az dllitdasban. Mdsrészt az elemi logika szerint
a minden hollé fekete dllitissal ekvivalens ¢ minden nem fekete az nem hollé. Tehdt
ha lapozgatunk egy kinyvet, aminek o lapjai egyrészt nem feketék, mdsrészt nem is hollok, akkor
a fentiek szerint nagy lépést tettink az indukcid esetszamdban, ami a jozan eszink szerint azért
kétes.

Az id6t tartalmazd definicidk szintén konnyen bajt okozhatnak.

1.9. Példa (Goodman paradoxon). Tegyiik fel, hogy egy tdrgy szine z6rds, ha a jelen pillanatig
zldnek, vagy a jovdében vérdsnek taldljuk. Az eddigi tapasztalataink alapjdn tehdt kijelenthetd,
hogy a smaragd® szine zorés. Azaz a definicionkbdl az kovetkezik, hogy a jévében taldlt smaragdok
vOrosek lesznek.

Annyit mindenesetre lesziirhetiink a fenti példakbol, hogy a vilag torvényeit nem kénnyt meg-
ismerni. Ha sikeriil, altaldban a matematika nyelvén probaljuk leirni a felismerést. Béar az is-
meretterjeszt§ konyvek aranyszabdlya szerint minden formula felezi a lehetséges olvasok szamét,
nagyon nehéz a Kepler térvényekrsl vagy a kamatos kamatrol értekezni ellipszisek, formulak vagy
exponenciélis fiiggvény nélkiil.10

1.2.1. Modellek

A fenti példak is utalnak ra, a problémék modellezése sok buktatot rejt. Recept nincs erre, csak
az eddigi tapasztalatbol merithetiink és barmikor sziikség lehet teljesen Gj gondolatokra. A mo-
dellek joslatait Ossze kell vetniink a megfigyelésekkel, az alkalmazasukat pedig a rendelkezésre allo
erGforrasokkal, adatokkal. Példak:

1.10. Példa (Newton 4. térvénye). Az erdkrél sokat tudtak mdr az dékorban. Az egyenld kari
mérlegek, a felhajtoerd vagy o lejtdk, csigdk olapjin vildgos volt, hogy két egyforma nagysdgi,
ellentétes irdnyi erd hatdsa mellett nyugalomban marad egy test, amit formdlisan az x —x = 0
fejezhet ki. Egydltaldn nem nyilvdnvald, mi térténik, ha tébb vagy nem is egyvonalba esé erd
hat egy testre illetve milyen matematikai eszkozzel kellene ezt leirni. Két erd esetén Newton eqy
pontba tolta dket és a beldlik szerkesztett paralelogramma kezddpontbol indulo dtléjdval irta le az
Gsszhatdst.  Altaldban azt mondhatjuk, az erék nem szdmok, hanem vektorok, és az egyiittes
hatdsuk a vektoridlis dsszeadds szerint szamolandd. '\ Matematikai fogalomként viszont csak joval
késobb definidltdk a vektorokat, lasd [2].

9A smaragd a berillium-aluminium-szilikat, Beg Al2(SiO3)e hexagonalis kristalya, aminek a szine z&1d.

10 A matematika érthetébbé valasanak kis, de annal fontos lépései voltak a Viéte altal bevezetett jelolések.

LA relativitaselméletben nem elég 3 dimenzios teret hasznalni, illetve a kvantumfizikaban a kolcsonhatéasok nem
ilyen moédon 6sszegzddnek.
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1.11. Példa (A kiszamitas lehetsége). It tobbféle nehézséget tapasztalhatunk. (1) A mate-
matikai szamitds maga is modellezhetd, 1un. univerzdlis Turing géppel. Ez nagyjdbdl egy normdl
szamitogép, amely tetszdlegesen nagy tdrkapacitdssal rendelkezik. Jo lenne olyan programot irni,
amely eldonti, hogy eqy adott program megdll-e vagy fut az idék végéig? Ez sajnos bizonyitottan
lehetetlen. (2) Legyen az n € N két ismeretlen prim szorzata, azaz n = pq. Ekkor egyszertd algorit-
mussal megkaphatd p és q: ki kell probdlni a lehetséges osztokat 2 és \/n kizott. Az algoritmus tehdt
eqyszerd, de nem gyors. Mivel sokkal jobb algoritmust nem ismernek, az RSA titkositds egyeldre
jo dtletnek tinik. (8) Az is eléfordul, hogy egy megoldhatatlannak itélt modell hirtelen hasznossd
valik. A linedris programozdsra vezetd modelleket sokdig reménytelennek tartotidk, majd a szimp-
lex algoritmus és az elektronikus szdmitogépek megjelenése hirtelen meguvdltoztatta ezt a helyzetet.
(4) A modellek stabilitdsa is lényeges szempont. A kerekitési hibdk miatt eqy mdtriz invertdldsa is
komoly gondot okozhat.

1.12. Példa (Az adatok megléte, mindsége). Egy modell hidba pontos és jol kezelhetd, ha hi-
dnyozak a kellé adatok. (1) A jarvinyterjedésekre szdmos jo modell létezik, de nehéz feltérképezni
pontosan ki kinek és milyen eséllyel adhatja dt a fertézést.'? (2) A mért adatok mindig kizelité-
sek. Az iddjdrdst modellezd differencidl egyenletek bizonyitottan érzékenyen a kezdeti feltételekre,
igy csak korldtozott ideig adnak jo eldrejelzést. (3) Az adatok elavulhatnak, egy nagyobb populd-
cid iskolai végzettségére vonatkozd néhdny évig, a tdzsdei drfolyamok esetleg szdzadmdsodpercekig
haszndlhatook az alkalmazdstol fiiggden.

Egy lehetséges modszer a modellezés folyamatéara a kovetkezs lépéssorozat.

1. A valdsag fogalmainak azonositasa, a koztiik fennalld viszonyok feltarasa, a szamunkra érde-
kes problémak felvetése.

2. Matematikai modell illesztése, azaz egy forditas, ahol a valésag fogalmainak matematikai
fogalmakat felelteiink meg. Ezzel a problémak is matematikai format 6ltenek.

3. Keresslink megoldasokat a matematika nyelvén kodolt problémakra, alkossunk 4j fogalmakat,
elméleteket, algoritmusokat sziikség szerint.

4. Forditsiik vissza a matematikai allitasainkat a valésig nyelvére, vizsgaljuk meg mennyire jok,
elfogadhatoak, kivitelezhetGek stb. ezek. Amennyiben elégedetlenek vagyunk, a tapasztala-
tokat épitsiik be, és kezdjiik el6rél.

Nagyon sok jo és még tobb rossz modellel taldlkozhatunk az irodalomban; mi most csak illuszt-
raljuk a fenti folyamatot egy fiktiv példan. (1) Tegyiik fel, hogy egy lakas piaci értékét szeretnénk
megbecsiilni. Sejtjiik, hogy ez nagyban fligg a lakas teriiletétsl, elhelyezkedésétol és a koratol. (2)
Fejezziik ki ezeket a fogalmakat, legyen A(¢) az £ lakas teriilete m2-ben, c(f) az elhelyezkedéstdl
fiiggs szorzod (m? &r), t(f) a lakas kora és V(¢) a becsiilt érték. Els6 megkozelitésiink szerint a
teriilettdl linearis az érték fiiggése, a korral pedig exponencialisan cstkken. Ezek alapjan a

V() = c(t)A(f)e D)

formula tinik ésszeriinek, ahol a ¢ és a @ > 0 konstans értéket az adataink alapjan kell becsiilni. (3)
A ¢ és az a konstansok becslése példaul regresszios eljarasokkal (legkisebb négyzet, L1 norma stb)
torténhet egy tanuld adathalmaz figyelembe vételével. A tanulds minGségét egy teszthalmaz segit-
ségevel ellendrizziik. (4) A kapott formulat Osszevetjiik a valos arakkal, ill. egyéb tapasztalatokkal.
Valoszintleg az alabbi problémakat észleljiikk: (i) az ar nem linearis, bizonyos méretd lakasokra
nagy a kereslet, ott nagyobb m? ar a realis (ii) a c fiiggvény nem csak a foldrajzi elhelyezkedéstdl
fiigg, hanem példaul a téjolés, a zaj, a parkolasi lehetGségek, a hasznositas egyéb lehetGsége (ha a
telek az igazi érték) is szerepet jatszik (iii) az avulas jellemzésére hasznalt « sem sziikségképpen
konstans, fiigg az épitési technologiatol, a lakas hasznélatatol, karbantartasatol. Ha tdl nagy az
eltérés a becslés és a valosag kozott, vissza kell térni az (1) pontra.

12Manapsag ennek nem annyira technikai, mint jogi akadalyai vannak.
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1.2.2. Szamok és utilitas fliggvények

A modellek egyik legfontosabb eleme a szamok hasznalata. A tapasztalas szintjei szerint elGszor
természetes szamokat (jele: N), egészeket (Z), és racionalisakat (Q), a geometria nyoman valosakat
(R) illetve algebrai megfontolasok miatt komplexeket (C). Ne feledjiik, egy fogalomhoz akkor
tarsithato szam, ha egy mérés eredményeképpen kapjuk, lasd [3].

Az Olvasé joggal mondhatja, a tapasztalataink vagy gondolataink nagy részének semmi kize
sincs a szamokhoz. Ha latunk egy fat, nem tudjuk, miért tetszik. Az értékelésiink szubjektiv, egy
biologus esetleg a levélfeliilet nagysagit vagy a fan él rovarokat szamszertsitené, egy befektetd
pedig a kinyerhetd faanyagot.

Sokkal gyakoribb, hogy egy-egy dolgot egészében kell megitélniink, mert példaul két alternativa
kozil kell valasztanunk. (Két kabat koziil melyiket vegyem meg?) Régi és sokszor figyelmen kiviil
hagyott tapasztalat szerint az emberek sokkal kénnyebben rangsorolnak alternativakat, mint hogy
értéket jelzd szamokat rendeljenek hozzajuk. Ugyanakkor ha a rangsorolas sikeres, akkor az utébbi
is megtehetd, igaz nem egyértelmten.

Legyen az (X, <) egy részbenrendezett halmaz. Azaz a < egy kétvaltozos relacio (X parjainak
egy részhalmaza) ugy, hogy (1) « < x (2) ha x <y és y = z, akkor z =< 2z minden z,y,z € X
esetén. Tegyiik fel, hogy X legfeljebb kontinum szdmossagu (a gyakorlatban sokszor véges).

1.1. Tétel (Neumann-Morgenstern). Minden (X, <) esetén van olyan f fiiggvény X -b6l R -
ba 1igy, hogy ha © <y, akkor f(x) < f(y). Ha az (X, <) rendezés, az x <y pontosan akkor teljesiil,

ha f(z) < f(y).

Definicié. A 1.1 tételben szerepld, a fenti tulajdonsiggal rendelkezé fliggvényeket wtilitds vagy
hasznossdgi fliggvényeknek hivjuk.

1.2.3. Néhany utilitas fiiggvény

Vegyiik észre, ha f megfelels hasznossagi fliggvény az (X, <) részbenrendezésre, akkor a g = h(f)
is az, ha h tetsz6leges monoton fiiggvény. Felmeriil a kérdés, egy gyakorlati problémaban hogyan
juthatunk el utilitas fiiggvényhez, illetve milyen haszna van, ha ekkora szabadségi fok jellemzi?

1.13. Példa (Sulyozott atlag). Legyen (X, <) egy rendezés, melynek elemei x' < 2% < - < 2.
Tegyiik fel, hogy egy © € X elem a z(x)1,...,z(x); € [0,1] szdmokkal jellemezhetd. Keressiik az f
figguényt linedris alakban, azaz f(x) = Zle w;z(x);, ahol wy,...,w, € R. (Az x elem jelenthet
egy dolgozatot, a z(x); az i-edik feladatra kapott normdlt pontszam.) A wi,...,wy értékeket az
alabbi egyenldtlenség rendszer megolddsa adja:

Zle wiz(2d); < ZI;:1 wiz(29T);, ahol 5 =1,...,0 —1 és a {wn,...,w} a vdltozdk halmaza.
Az dsszes lehetséges megoldds eqy P poliédert alkot, és ha P # 0, egy belsd pontjdt, az analitikus
centrumot célszerd vdlasztani.'

1.14. Példa (Dualitas). Ez a példdt részletesen tirgyaljuk a Figgelékben. Adott n féle termék,
amelyet m féle alapanyagbol dllithatunk elé. A sziikséges alapanyagok mennyisége minden termékre
ismert, csakugy mint a haszon a termék egységnyi mennyiségén. Tovdbbd az i-edik alapanyagbol
b; dll rendelkezésre. Ekkor a Linedris programozds un. Erds dualitds tétele dltal definidlhatjuk (és
hatékonyan kiszamolhatjuk) minden alapanyag relativ értékétl; ez éppen a dudlis vdltozok értéke lesz
az optimdlis gydrtds esetén.

1.15. Példa (Piac). Az eléz6, 1.14 példa mutatja, hogy szikség van a termékek drazdsdra, érté-
kénk meghatdrozdsdra.'® Erre évezredek dta a alkufolyamatokat illetve a piac intézményét haszndl-
jdk. Ertheté modon megprobilkoztak ezeknek a folyamatoknak a megértésével, modellezésével. A
jatékelmélet és az elméleti kizgazdasg egyensulyokkal kapcsolatos vizsgdlatai jobbdra ekéril forog-
nak. Az nehézség eqyik okai a hatalmas bonyolultsdg és normativ megkizelités. Igy tobbnyire nagy
a tdvolsdg a modell eldrejelzései és a valdsdg kozott.\®

13 Az analitikus centrum az a pont, amelyre a P lapjaitol vett tavolsagok logaritmusainak az 6sszege maximalis.
141" Cynic is the man who knows the price of everything and the value of nothing." Oscar Wilde
151Cynic, n: a blackguard whose faulty vision sees things as they are, not as they ought to be." Ambrose Bierce
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1.16. Példa (Fitnesz). Bonyolult rendszerek, szervezédések megértésének legfontosabb nézdpontja
az evolicid fogalma. Egy organizmus, gazdasdgi szerepld vagy éppen egy algoritmus elviekben ren-
delkezik eqy fitnesz fiigguénnyel és a szelekcid a nagyobb fitnesszel rendelkezd egyednek kedvez. A
fitnesz fligguények pontos alakjdrol, iddfiggésérdl, kiélcsonhatdsairol csak toredékes elképzeléseink
vannak; ennek ellenére nagyon hasznosnak bizonyul a feltételezésiik.

1.2.4. A hasznossagi fiiggvények kvalitativ viselkedése

A gazdasig hasznossagi fliggvényeit matematikai forméjaban elGszor Daniel Bernoulli vizsgélta, ezt
késébb részletesen ismertetjiik. Vegyiink egy egyszerd példat. Ha éhesek vagyunk, akkor egy alma
nagyon jol jon. Két alma még jobb, de nem mondhatjuk, hogy kétszer annyira 6riink neki, hacsak
meg nem akarjuk osztani valakivel. T¢bb alma persze mindig jobb, de egyre kevesebbé talaljuk
hasznosnak. Hasonld igaz mésféle joszdgokra vagy akir ezek mércéjére, a pénzre is. Ez az un.
csékkend hozadék (diminishing return) elve. A joszagokat sokszor korldtlanul oszthatonak tekintjiik,
hogy valés szammal legyen reprezentalhat6. Pontosan nem ismerjiikk egy joszag f hasznossagi
fiiggvényét, de altaldban elfogadott, hogy (1) monoton névekvs (2) konkév és (3) folytonos.'®

banan 4 A alma (0, 0) g A
T2 l B - l Y
banan banan
A
X
0,0 g 0,0 g 0, 0 >
(0, 0) alma 1 (0, 0) alma Y (0, 0) f
Alma-banan hasznossag Edgeworth doboz, alma-banan Pareto optimumok

Mivel a joszagok értékeinek csak parban van értelme, eleve célszertbb ilyen formaban abrazolni
oket. Az alma-bandn grafikonon 1év6 A és B pontok adott, konstans értéknek megfelel§ birtoklédsi
eloszlast frnak le. Tobb almat birtokolva (A pont) magasabbra értékeljiik a banant, mig a B
pontban meguntuk a banant.

Az Edgeworth doboz a csere lehet&ségeit illetve kimeneteleit szemlélteti két egyén kozott. Ehhez
két koordinéta rendszert vesziink fel egymassal szemben oly médon, hogy az X pont jelolje mindkét
egyén kezdeti tulajdonat az egyik illetve a méasik koordinata rendszerben. Az Y egy lehetséges csere,
mint ahogyan az X és Y kozott hazodo lencse forméaja teriilet barmely pontja, hisz ezekkel mindkét
fél legalabb olyan j6l jar, mint a kezdeti helyzetében.

A Pareto optimum a t&bb hasznossagi fiiggvénnyel jellemezhetd pontok koziil azon pontokat
jelenti, amelyekre a fliggvények Osszege maximalis. Az dbrankon 1évé gorbe az f + g fiiggvényhez
tartozd a maximalis hasznossagu pontok halmaza. Egy piaci (verseny) helyzetben a feketével jelolt
pontokhoz tartozé entitasok nem htuznak sokaig. Masrészt, ha megfigyelhetGek, akkor alighanem
hidnyos a modelliink és a hasznossagnak vannak egyéb Gsszetevéi.

1.2.5. Determinisztikus vs véletlen, optimalizalas vs verseny

A modellek megalkotasanél az els6 1épés kritikus, mikor eldéntjiik, milyen jellegli modellel probal-
kozunk. Béatran valtoztatnunk kell, ha nem elég jok az eredmények, vagy éppen a kérnyezetben
torténik valtozas.

16Ha f elég sokszor differencidlhato, akkor az (1) és (2) az f'(z) > 0 és f”(z) <0, ha az = > 0.
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1.17. Példa. (Vakcina beszerzés) Tegyiik fel, hogy valamely, oltdssal megelézhetd tropusi betegség
ellen kivdnunk védekezni. Ha ez pusztdn olyan orszdgokban van jelen, ahovd csak vizummal lehet
beutazni, akkor a helyzet egyszerd. A vizum igényléssel egqyidében rendeljiink meg az oltéanyagot.
Ha viszont megsziinik a vizumkényszer, dt kell térniink egy véletlen modellre. Meg kell becsiilniink
az igényeket, figyelembe venni mind a tulzott készletekbdl, mind a hidnybdl eredd kiltségeket és ez
alapjan dénteni.'” Aztdn rdjovink, a betegség annyira elterjedt, hogy kételezd, dltaldnos véddoltdsra
szorulunk. Ekkor a kezdeti dtoltds utdn az évrdl évre belépd vijabb nemzedékek pontos nyilvdntartdsa
lehet a megoldds.

A korabbiakban utaltunk ra, hogy mar a determinisztikus modellek felallitdsa, matematikai
kezelése és majdan implementacidja szamtalan nehézséget rejt. A véletlen beépitése tjabb problé-
méakat okoz. A véletlen és wvaldsziniiség szavakat ritkin hasznaljak korrekt, vagy akar kovetkezetes
moédon, igy mindig értelmezniink egy-egy allitdst, amiben el6fordulnak. A maésik probléma a vé-
letlen valtozok egyedi eloszldsdra tett indokolatlan feltevések. Gyakori tovabba, hogy a valtozokat
fiiggetlennek tekintik. Az dllatorvosi I6 a kovetkezs példa.

1.18. Példa. (Paraméter tér mint eseménytér) Gyakori a feltélelezés, hogy egy modell modellben
szerepld paraméterek értékei egy-eqy intervallumbol egyenletesen és eqymdstdl fiiggetleniil adddnak.
Legyen ez a halmaz T = [a1,b1] X+ - X[an, by], azaz egy n-dimenzids téglatest. Tegyiik fel, hogy eqy A
eldontendd eseményre (pl. holnap es6 lesz) meghatdrozhato (vagy inkdbb becsilhets) a V(Ta), ahol
T4 CT a paraméter tér azon része, ahol a modell szerint A bekovetkezik, V pedig az n-dimenzids
térfogat. Ekkor az A esemény valdsziniiségének becslésére a V(Ta)/V (T) hdnyadost haszndljdk.'s
Vegyiik észre, ez akkor lenne korrekt, ha (1) a paraméterek véletlenek (2) egyenletes eloszldsiak és
(3) teljesen fiiggetlenek lennének egymdstol.

Vannak dontési helyzetek, amelyekben egymastol tobbé-kevésbé fiiggetlen szerepld a sajat szem-
pontjaikat szeretnék érvényesiteni és nem lehet puszta optimalizaldssal leirni. Gondolhatunk itt
a versengés kiilonbozd formaira (gazdasagi, katona, evolacios stb), ahol a szereplSk, mas szoval
jatékosok vagy agensek érdekei néha ellentétesek, de idénként akir egybeeshetnek. Modellezés
szempontjabol ez nagyon nehéz teriilet, mert (1) a valasztott modell tébbnyire csak egy szem-
pontra érvényes, mig a valosag tobbet is tartalmazhat (2) nehéz azonositani a jatékosokat, a le-
hetséges stratégidikat, nyereségiiket (3) a hasznossagi fliggvények hozzarendelése problémas. Az
alabbi példakon bemutatjuk ezeket.

1.19. Példa. (Piaci dzsungel) Tegyiik fel, hogy egy piacon két cég drul hasonlo terméket. Milyen
kérdések merilnek fel? (i) Mennyi terméket illetve milyen dron bocsdssanak ki? (i1) Megprobdljik-e
kiszoritani a vetélytdrsat (monopolium )? (iii) Beléphet-e 1j szerepld a piacra? (iv) Van-e lehetd-
ség egyittmikiodésre (példdaul kézis termékfejlesztés, wj piacra betérés, érdekképuiselet stb)? Nem
konnyd ezen kérdésekre a vdlasz, és még nehezebb meghatdrozni, hogy mekkora haszonnal jdrhat
eqy-eqy stratégia megualdsitdsa.

A biolégiai rendszerek megértése a kialakulasukon, a résztvevdk egyiittmiikodésén keresztiil
torténhet. Az evolicios szemlélet tisztazza a misztikus céloksdg mibenlétét.

1.20. Példa. (Valdodi dzsungel - koevolicid) Nagyon érdekes kapcsolat van a névények és az dket
fogyaszté dllatok kézott. Sok névény dvja a leveleit mérgezd hatdsi anyagokkal vagy tovisekkel, mig
az dllatok stratégidi is vdltozatosak: keveset esznek egy-eqy novénybdl, vagy méregtelenitd agyagot
fogyasztanak. Ez bonyolddik, mikor a névény érdekelt a magjai terjesztésében, és ezt dsztdnzendd
értékes gyiimdolcsit fejleszt koréjik. Ugyanakkor a magvak gyakran mérgezdek, ami véd a szétrdgds
ellen.'® Tovdbbi adalék a koevolicidra a szinek jelentésége. Az érett gyiimdlcs tipikusan piros vagy
sdrga és pontosan a gyimolcsevd emldsok ldtjdk ezeket a szineket.

17 A kés6bb targyalando tjsdgdrus probléma esetleg alkalmazhato erre.

18Fz a becslés egy in. Monte Carlo szimulacioval torténhet: x1,...,x) véletlen pontot véve T-b6l, minden x;-re
kiszamolva a modellt, ha ¢ esetben adodik A, akkor az £/k lesz a valészintiség becslése.

19A paprikaban termel6ds, a hérzékels idegekre haté anyag, a kapszaicin csak a magot veszélyeztetd emlésokre
hat, a madarakra nem.



8 FEJEZET 1. BEVEZETES

1.3. Gyakorlat

1.3.1. Irracionalitas

A tipikus dontéshozatali folyamatok az életben elkeriilhetetleniil szennyez&dnek.

1.3.2. Ervelési hibak

Az egyik gyakori zsdkutca az Gn. érvelési hiba.?® Itt a f6 probléma az a tévhit, hogy vitatkozassal
(vagy formalis logikaval) kiderithetd allitasok igazsagtartalma. A logikat azért hasznaljuk, mert a
megfigyelések szerint bizonyos fogalmakra alkalmazhaténak tinik, és egy-egy levezetés annyit ér,
amennyit a kiindulasi tények (premisszak). A modelleknek ezek a feltételezések fontos részei, nem
mindegy, mennyire megbizhatdak az adataink, hol vannak az analogidink korlatai stb. Az érvelési
hibdk tobbnyire a fentiek évatlan vagy éppen szandékolt félreértésébsl jonnek.

1.3.3. Pszichikai csapdak

A hasznossag keérdésében nem egyforman nehézek a dontések. Ugy vélik, konnyebb két jo alter-
nativa kozil valasztani (melyik filmet nézziik meg?), mint egy jo és a vele jaro rossz egyiittes
valasztdsa vagy elutasitasa (megér-e ez a film ennyi pénzt?). A legnehezebb két rossz lehetdség
koziil valasztani (pénzzavar miatt el kell adnom egyik kedvenc targyam, melyik legyen az?).2! Ve-
gyiik észre, ha masok teszik fel, csoportositjak a kérdéseket, akkor kénnyen manipuldlhatnak vele.
A befolyésolast igyeksziink kivédeni, de az automatikus reakcié visszajara fordulhat. Szén Jozsef,
a XIX. szdzad jeles magyar sakkozoja egy fontos jatszméban nem lépte meg az egyetlen nyerdt,
mert a fegyelmezetlen angol kozonség bekiabélta azt (Knight takes pawn!).

Erésen osszefligg az id6 és a bizonytalansag a gondolkodasunkban. Amivel jelen pillanatban
rendelkeziink, az tobbet ér, mint a jovébeli tulajdonlasa, ami esetleg meg sem valésul.?? (Ennek
pénziigyi leképezddése a kamat. Egyensulyi helyzetben, példaul egy 6koszisztémaban nehezen lenne
ez értelmezhetd, hiszen az egyenstuly az idgvaltozot kikiiszoboli.)

A bizonytalansag kezelésének lehetséges modjaival késébb részletesen foglalkozunk. Egy példa:
tegyiik fel, hogy egy kockadobastol fligg egy havi fizetésiink. Ha egytdl otig dobunk, megduplaz-
hatjuk, hatos esetén nekiink kell befizetni az Gsszeget. Belemennénk egy ilyen jatékba?

1.3.4. A haszonelviiség

Egy hasznossagon alapul6 etikat (utilitarianizmus) javasolt Jeremy Benthem és John Stuart Mill
a XIX. szdzadban. Ennek egyes elemei mér régota részei az emberek viselkedésének, masokat bi-
zonyos helyzetekben alkalmaznak, megint mésok kifejezetten ellentmondéasosak, vagy éppen rom-
boléak. Egy bonyolult helyzetben a hasznossagfiiggvényrdl aligha lehetséges a megegyezés és az
optimum csak erdszakkal implementalhaté. (Mondjunk példakat.)

1.3.5. Minden sz6veges feladat hibas

A modellezésre tanulsagos, de tobbnyire elrettentd példakkal szolgdl a matematika oktatds. 2°

Néhany klasszikus feladaton megmutatjuk, miért okoz problémakat a matematika és a valésag
osszekapcsolasa.

1.21. Példa (Keritésfestés). Egy keritést Joska hat, Béla pedig nyolc dra alatt festene be egyediil.
Eqgyiitt mennyi idd alatt végeznének? Itt a didknak be kellene vezetni az iddegységre vett teljesitmény
fogalmdt, P; = 1/6 illetve Pg = 1/8 és feltételezni, hogy a teljesitmények Osszeadodnak, azaz az

20Re¢szletesen lasd: https://hu.wikipedia.org/wiki/%C3%89rvel%C3%A9si_hiba

21 Atfogalmazhatjuk, tgy, elvesztettem mindkettét, melyiket szeretném visszakapni.

22Jobb ma egy veréb, mint holnap két tuizok.

23 Altalanos iskola, els§ osztaly: Gyerekek, matol fogva csak kompjaterekkel szamolunk! Két kompjuter meg
harom kompjuater az hany kompjuter?
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egyiittes teljesitmény Pyp = Pj + Pp. Ekkor a sziikséges T iddre az 1 = Pyp X T egyenletbdl
aT =1/Pjp = 1/(1/6 + 1/8) = 24/7 addédik. Ugyanakkor a teljesitmény additivitésa nem
nyilvinvald. Feltételezni kell még (1) van két ecset és két védor (2) a festéket el tudjik osztani a
sziikséges ardnyban (8) nem akaddlyozzdk egymdst a munkdban.

A 1.21. példa kérdései egy mechanizmus megalkotasaval valaszolhatoak meg. Tehat szerezziink
két készletet a eszkdzokbdl, és sziikség van mérésekre. Felosztjuk mind a festéket, mind a keritést
8:6 aranyban. Ha a kerités szerkezete megengedi, a [0, 1] intervallumnak foghatjuk fel, és Joska
indul 0-t6l, Béla pedig 4/7-t61, igy teljesiilhet a (3) feltétel is.

A mechanizmusok minden modell megvalositasinal nagyon lényegesek. Ha nem korabban, az
okori gorogoknél felmeriilt, ki fut gyorsabban. Ez nem olyan egyszert, hisz meg kellene egyezni, mit
értiink leggyorsabb alatt. Manapsag elképzelhets lenne, hogy mérjiik meg a mazimadlis sebességet
valamilyen mitszerrel. Ez akkor fel sem meriilt, mar csak azért sem, mert a sebesség definicidja
egyaltalan nem egyszeri sem fizikai, sem filozéfiai értelemben. Ora és pontos tavolsagmeérés nélkiil
is miikddik viszont a valasztott megoldas: induljanak egyszerre az adott tdvon és aki els6nek befut,
azt hivjuk leggyorsabbnak.

1.22. Példa (Szuperfecske). A sebesség fent emlitelt problémdjat hordozza ez az ismert feladat.
Két auté megy egymdssal szemben, 50 illetve 40 km/h egyenletes sebességgel, a kezdeti tdvolsdiguk
90 km. Rdpkod kéztik egy fecske 80 km/h sebességgel. Mennyi utat tesz meg a fecske, az autdk
taldlkozdsdig?

A standard megoldéas szerintegy oOra kell az autok taldlkozaséhoz, azaz a fecske 80 kilométert
tesz majd meg. Feltéve, ha végtelen gyorsulast tud elérni. (Persze még akkor is marad a kérdés,
hogy miért tenne ilyet egy fecske?)

1.23. Példa (Ermejaték). Ezt a feladatot a kévetkezdképpen szokds elmondani. Adott egy kér-
alaki asztal, €s sok egyforma érme. Két jatékosnak kell felviltva elhelyeznie egy érmét az asztalon,
tgy, hogy az ne logjon rd a mdr ott levd érmékre (és ne is essen le). Aki soron kivetkezve nem
tudja ezt megtenni, veszit. Ki nyer a jdtékban?

Az asztal szimmetridja adja a megoldéast és ad egyben egy algoritmust is: a kezd§ tehet az
asztal O kozéppontjaba, majd a mésik fél érméjét, melynek kézéppontja az X pontban van, olyan
érmével valaszolja meg, amelynek kézéppontja az X tlikrozése O pontra. Ezzel a kezdd jatékos
elkeriilheti a vesztést és a jaték korlatos lépésszama miatt nyerni fog. (Vegyiik észre, az asztal lehet
barmely centréalszimmetrikus, de k6zépen nem lyukas alakzat, az érmék pedig barmely formajaak.)
Neumann pragmatikusan &llt a feladathoz, mondvan, mivel a kérdésben nem szerepel az asztal
mérete, alighanem a valasz is fiiggetlen a mérett6l. Tegyiik fel, hogy pont akkora, mint egy érme.
Ekkor a kezd6 éppen le tud tenni egy érmét és nyer, tehat altalaban sem virhaté mas.

1.24. Példa (Sapka szin). Egy matematika versenyben az 1-8 helyezett azonos pontszdmot ért
el. A dontd feladatban sététben rajuk adnak egy sapkdt, majd felkapcsoljdk a vildgitdst és ezzel
mindenki ldtjo a mdsik két versenyzd sapkdjdt (a sajdtjdt tovabbra sem). Aki elének megmondja,
milyen szind sapka van rajta, nyer. Annyit tudnaek, hogy hdrom fekete és két fehér sapka kézil
valaszt a zsiiri. Eltelik egy kis id6 a fényben, majd az eqyikik, két fekete sapkdt latva felkidlt, rajta
is fekete van, és nyer. Miért?

A standard megoldas: két feketét latok, ha rajtam fehér lenne, akkor a masik két versenyzd egy
fekete, egy fehéret 1atna. Mivel egyik sem szélt, tudnak, hogy rajtuk csak fekete lehet, hiszen ha
két fehér lat valaki, akkor egybdl tudja, rajta mi van.

Az igazan okos versenyzs6 mar a fény eldtt megmondhatta volna, mi van a fején. A szinelosztasok
az alabbiak lehetnek (fekete, fehér): (1,2), (2,1), (3,0). Az elss eset tul konnyt, az egyetlen fekete
sapkas egybdl tudja, mi lehet rajta (ha meg elbambul, akkor a masik kettd, hibasan, feketét tippel).
A (2,1) esetben nincs egybdl valasz, amibs a esetben a fekete sapkasok tudnék, hogy rajtuk mi
van, a fehér viszont esélytelen. Tehat ha egyenld mércével mériink csak (3,0) eset johet szoba.?*

24 A sorok iréja nagyon megoriilt, mikor erre rajott, még jobban, mikor arrél értesiilt, hogy Pésa Lajos ezt mar
régota igy tanitja.
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Egy csavart hozzatéve a gondolatmenethez, még gyorsabban eljutunk a (3,0) leosztashoz. Ha
igazsidgos a dontés, a versenyzdk egyformén nehéz feladatot kapnak, ami ebben az esetben csak
egyforma szinii sapkakkal oldhaté meg, azaz a (3,0) leosztassal.?®

1.4. Szegmentacio

A hasznossagi fiiggvényt az arképzés optimalizalasara is hasznalhatjuk. Tegyiik fel, hogy egy olyan
szolgaltatast arulunk, amelynek az énkoltsége alig fiigg az igénybe vevs szamatol. (Telefon, internet
vagy akir egy vonat.) Tegyiik fel, hogy tudjuk mennyi az értéke minden egyes potencialis vasarlo
szemében egy terméknek. Allitsuk Gket az érték szerint novekvs sorba, és normaljuk, azaz legyen
f(i/n) a termék értéke az i-edik vasarld szerint, ahol n az Gsszes lehetséges vasarlok szama.

A legnagyobb arbevételhez az g(x) = f(z)(1 — z) fliggvény maximum helyét kell meghatarozni.
Ennek geometriai jelentése az f gorbéje ald berajzolhat6 legnagyobb teriiletii téglalap.

1.25. Példa (Optimalis ar). Legyen f(z) = 22. Azg(z) = f(z)(1—z) = 22 —23 szélsdértékeihez
a derivdlt g'(z) = 2z — 322 gyikei vo = 0, 1 = 2/3. A [0,1] intervallum végpontjai minimumok,
az x1 = 2/3 tartozik mazimumhoz, g(2/3) = 4/27.

Hogyan novelhetnénk a bevételt? A szegmentdcio egy lehetGség, azaz érjiik el, hogy a népesség
kiilénbdzs részei mas arat fizessenek az aruért. A legjobb példa a vonat elss, masod (régebben
harmad) osztaly, vagy IC/gyors arképzése. A csoportok szétvalasztasat vagy plusz szolgaltatassal
(pl. ingyenes szoftvernél a fizet§ felhasznalé kap tamogatast) vagy a kisebb arhoz mesterséges
mindgségrontassal (belassuld net, fapados harmadosztaly, sorbanallas stb) szoktak elérni.

Az el6z6 formalizmussal, ha az x1 < x5 arakat allitjuk be, akkor a

h(x1,22) = f(z1)(v2 — 21) + f(22)(1 — 22)

kétvaltozos fliggvény maximuma a megoldas. Ehhez a Oh(x1,22)/0x1 = 0, Oh(x1,22)/0x2 = 0
rendszer megoldasain at juthatunk el. (Ha h differencialhat6. Geometriai értelemben két diszjunkt
téglalapot frunk be az f gorbéje ala tgy, hogy a teriiletiik dsszege maximalis legyen.)

1.26. Példa. (Linedris eset) Legyen f(x) =z a [0,1] intervallumon. Ekkor
h(z1,20) = 21(x0 — 1) + 22(1 — 22) = 2129 — 23 + 29 — 3.

A feltételeink alakja h(xq,22)/0x1 = o — 221 = 0 és h(x1,22) /020 =21 +1— 229 =0, ami az
xf =1/3 és x5 = 2/3 megolddst adja. Az optimum érték h(1/3,2/3) =1/3.

Ha t6bb részt engediink meg a szegmentéiciéban, akkor nagyobb bevételre szamithatunk. A
fenti modszerekkel viszont ez egyre nehezebbé valik. Masrészt az optimalis megoldas tobbezer
éves...

1.27. Példa. (Piaci alku) Az eladd és a vevd alkuja az f érték alatti és az dnkoltség feletti meg-
eqyezéssel zarul. Feltehetjiik, hogy ez nagyon kozel van [ tényleges értékéhez a helyzet asszimetridja
miatt. Eqyrészt az drust nem kotik idékorldtok, kinn van egész nap, mdsrészt & profi, aki abbdl él,
hogy dtldt a vdsdrlgin.?® Tehdt feltehetjiik, hogy az dru pontosan annyiért cserél gazddt, amennyit
az az Uj tulajdonosdanak megér, az drbevétel pedig fol f(z)dz, azaz az f figguénygdrbe alatti terilet
0 és 1 kézott. A 1.25. példa f(x) = 22 fiigguényével ez fol 2?dx = [23/3]§ = 1/3, ami tobb, mint
dupldja az egy drat haszndld megolddsnak.

Kalapos problémak
A feladatok mindegyikében a sajit kalapszint kell tippelni, el6zetesen egyezkedhetnek a jaté-
kosok, a tippeket (tObbnyire) nem oszthatjak meg.

25 A feladat egyfajta korldtozott racionalitds feltételezésén alapul. Mint mechanizmus sériilékeny, nem szamol sem
a nagyon okos, sem taldlomra bemondott valaszokkal.
2650se becsiilj le egy profit.
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1.1. Feladat. Adott n ember, akikre raadnak legfeljebb m < n szinid kalapot. Ismerik a vilasztékot
és a sajdtukon kivil tudjdk, ki mit kapott. Tippelniik kell a sajdtjukra, és ha legaldbb egyikik
helyesen tippelt, mindnydjon nyernek. Mutassuk meg, van nyerd stratégidjuk.

1.2. Feladat. Hdrom ember kap fekete vagy fehér kalapot egy szabdlyos érmedobds szerint. egymds
kalapjait latjdk, a sajdtukra adhatnak tippet vagy passzolhatnak. Ha van j0 tipp és nincs rossz, akkor
nyernek. Milyen eséllyel nyerhetnek?

1.3. Feladat. Egy pdros n szamra n ember kap fekete vagy fehér kalapot. Mutassuk meg, hogy
van olyan stratégia, amivel n/2-en helyesen tippelhetnek.

1.4. Feladat. Most sorban dllnak az emberek, az elsd ldtja a tébbieket, az i-edik az i + 1-ediktdl.
Fehet vagy fekete kalapot kaptak, a sorszdm szerint tippelnek és most halljdk egymds tippjeit. Mu-
tassuk meg, hogy legaldbb n — 1 ember adhat jo tippet.

1.5. Feladat. Végtelen sok ember kap fekete vagy fehér kalapot és litja a tobbiekét. Adjunk olyan
stratégidat, amivel csak véges sok fog helytelen tippet adni.

1.6. Feladat. A szegmentdcids problémdban n drat haszndlhatunk, az f(x) = z a [0,1]-en. Mik
legyenek az drak a maximdlis bevétel érdekében?

1.7. Feladat. Szintén szegmentdcio, két dr lehet, az f(z) = 22 a [0,1]-en. Mi legyen a két opti-
mdlis dr?
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2. fejezet

Alea 1acta est

2.1. Példa. (Buridan szamara) A probléma, bdr kordbban felmerilt, Jean Buridan skolasztikus
filozofus nevéhez kotddik. Adott eqy szamdr, és a fejétdl balra és jobbra egy-eqy, tokéletesen egyforma
szénahalom. Mivel eldénthetetlen szdamdra, melyikkel kezdje az evést, éhenhal.

A példa persze az emberre joval jellemzibb, a dontésképtelenség informéacié hidnyban egyéltal
nem ritka, mig széna mellett éhenhalt szamarat ritkan latni. Ilyenkor kellene egy impulzus, amely
egyik vagy masik lehet&ség felé billentené a mérleget, de ez éppen nincs. A megoldas egy spontdn
szimmetria sértést jelent, ezt példaul egy pénzfeldobassal érhetjiik el.! Azaz ha a dobas eredménye
fej, akkor valasszuk az egyik, ha iras a masik lehetGséget. (Elképzelhet6, hogy a déntéshozé nem
tud donteni a lehetdségek és az érme oldalainak egyméashoz rendelésében sem.)

2.1. Ermedobas

Az érmedobasok kimenetelére sokfajta elképzelés van. A naiv megkozelités, hogy fele-fele eséllyel
lesz fej vagy iras. Diaconis és tarsai gy talaltak, a kézbdl dobott érme kb 51 % eséllyel ugyanazon
az oldalan végzi, ahol kezdte. Egy kiegyensiilyozatlan érme lehet elfogult, azaz t6bbszor landol az
egyik oldalan, mint a masikon. Ez f6ként a iitkozés, visszapattanis miatt alakul, egy dobdkockanal
még szembetinsbb.>

Mivel egy érme sosem teljesen szimmetrikus, felmeriil az a kérdés, van-e egyaltalan elfogulatlan
érme? Kicsit altalanosabban, tudunk-e el6irt tulajdonsigu véletlen eseményeket generdlni?

1951-ben javasolt Neumann egy extraktort, azaz egy olyan eljarast, amellyel szennyezett vélet-
lenbdl, egy elfogult érme dobasaibdl egy tokéletes érmét szimuldlhatunk. Néhany feltételezéssel
azonban élniink kell.

e Az érme p valosziniiséggel fej (F), kiilénben iras (1), és ez nem vdltozik a dobasok soran.
e Az egymést kovets dobasok teljesen fiiggetlenek.”

Egy lehetséges eljaras a kovetkezs. Vegyiik az ismeretlen érme n dobasanak az eredményét.
Osszuk fel kettes csoportokra, tehat példaul az

FFFIFINIIFFFIIFFIIIFFIFFIITE

sorozat forméja legyen

(FF)(FI)(FI)(II)(IF)(FF)(II)(FF)(II)(IF)(FI)(FF)(II)(FI).

LA véletlen mibenléte nagy talany, a déntéseinkben viszont felhasznalhatjuk.
2Fzért van un cinkelt kocka, érmével ez nehezen kivitelezhets jelenség.
3Az A és B események fiiggetlenek, ha Pr(AB) = Pr(A)Pr(B).

13
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Az (FF) és (I1I) hasznalhatatlan, toroljik, az FI = F, IF = I eseményeket atjeloljik. Ezzel a
sorunk FFIIFF-re valtozik. Ennek egyes jegyei fiiggetlenek (lassuk be), a valoszintséglikre

Pr(F)= Pr(FI)=Pr(F)Pr(I)=p(1—p)=(1—p)p= Pr(I)Pr(F) = Pr(IF) = Pr(I)

kapjuk. Azaz az igy nyert F — I sorozat egy tokéletes érmét ad.

2.1.1. Két érmedobas

Tegyiik fel, hogy van két tokéletes érménk és egyszerre dobjuk fel Gket. (A tokéletes azt is jelenti,
a két érmét meg sem tudjuk kiilonboztetni egymastol.) Azt figyelhetjiik meg, hogy két fej (X
esemeény), ket irds (Y'), vagy egy fej, egy irds (Z) lesz a kimenetele a kisérletnek. Aki még nem tanult
sztochasztikat, az konnyen beugrathato, hogy mindhérom kimenet egyenld, 1/3 valoszintiségii. Aki
tanult mar ilyet, az azt hiszi, pusztan logikai iton be tudja bizonyitani, hogy Pr(X) = Pr(Y) =1/4
illetve Pr(Z) = 1/2. Valojaban az érmékkel végzett kisérletek absztrakcioja (azaz a fizikai torvény)
az, hogy szorzatmezdvel irjuk le ezt a jelenséget. Azaz egy Q = {FF,FI,IF, 11} valoszintségi
mezorol beszéliik, amely egyforma valoszintiségl elemi eseményekbdl all ugy, hogy Pr(AB) =
Pr(A)Pr(B), ahol A,B € {I,F}. Ha sokkal kisebb érméket dobunk, példaul két, 6sszefonddott
kvantumallapotban 1év§ elektront, és a fej-iras helyett a spint mérjiik, akkor azt tapasztaljuk, hogy
nincs két egyforma dobés, a Pauli elv miatt a két spin mindig ellentétes irdny.

2.2. Az osztozkodas egy problémaja

A feladatot Fra Luca Paccioli k6z6lte nyomtatasban elGszor, bar mar joval korabban ismerték, lasd
[12]. Két jatékos, A és B jatszik egy igazsagos jatékot (ugyanakkora a nyerési esélyiik egy-egy
jatszmaban). Abban egyeznek meg, aki hamarabb nyer hat jatszmat, az kapja a teljes tétet. A
jatékot a folytatas lehetGsége nélkiil be kell fejezni, mikor az A jatékos 6t, a B harom jatszmét
nyert. Mi legyen a téttel? Masképpen fogalmazva, mi a méltdnyos osztozkodas?

A gondot persze az okozza, hogy a méltanyossiag nem matematikai fogalom, jogi, erkdlesi stb
értelemben sokféle megoldas javasolhato.

e Senki nem kap semmit, hisz nem teljesiilt a feltétel, (0 : 0) arany

Mivel egyik sem vesztett, osszak egyenlén, (1: 1) arany

Osztozzanak a nyert jatszmak ardnyaban, (5 : 3)

e Vigye az egészet, aki tobbet nyert, (1:0) arany

Niccolo Tartaglia (2 : 1) aranyt javasolt

o Pascal és Fermat (1654), (7 : 1) arany

Pascal és Fermat javaslata tulajdonképpen a fiktiv lejdtszds, azaz nézziik meg, milyen eséllyel
nyerne egyik vagy a masik, és ennek megfelel§ ardnyu legyen a kifizetés. FEzzel a méltanyossa-
got matematikai szempontbol a vdrhaté érték fogalmanak definialtak. Altalaban egy diszkrét X
véletlen valtozo varhato értéke, EX := >"° ) a;p;, ha az a; értéket p; valoszintséggel veszi fel X.

Ha X4 illetve Xp az A és B nyereménye (a fiktiv lejatszasban), akkor

EX4 =0 x Pr(A veszit) + 1 x Pr(A nyer),

azaz EX4 = Pr(A nyer). Hasonléan EXp = Pr(B nyer). Ez harom plusz jatszma utan eldél,
amik egyforma valoszintséggel az alabbiak lehetnek (a gy6ztessel jelolve):

AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, BBB. Ezek koziil egy hozza B nyerését, hét A
nyerésével végzddik. Azaz EX,/EXp =7.
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2.1. Feladat. Hogyan haszndlhatjuk az érmedobdsokat kockadobds vagy rulett modellezésre? Jobb
lenne-e elfogult érme, ahol p # 1 — p? Forditva n kockadobdsbdl hiny érmedobdst nyerhetink ki?

2.2. Feladat. Mutassuk meg, ha kézel elfogulatlan érménk van, akkor n dobdsbol vdrhatéan n/4
tokéletes dobdst ad az extraktor. Hogyan javithatndnk ezen?

2.3. Feladat. Adjuk meg az dltaldnos formuldt az osztozkoddsra, azaz ha n gydzelem kell, k utdn
szakad meg a jaték, A és B jatékosok pedig a illetve b alkalommal nyertek.

2.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy a jitékosok tuddsa is szamit és a nyerési esély ardnyos a megnyert
jatszmdk szamdval. Ekkor mi lenne az igazsdgos osztozkodds?
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3. fejezet

Sztochasztikus programozas 1.

Az optimalis és dontési modellekben szamos, a véletlentdl fliggs valtozo szerepelhet. Illusztracio-
képpen néhany példa:

1. Diéta probléma
A probléméat a

min cx
Az

b
x 0

IV IV

alakban modelleztiik, ahol az x vektor komponensei a kiilénb6z8 taplalékok fogyasztando
mennyiségét a ¢ komponensei ezek egységarat, az A matrix a;; eleme a j-edik taplalék egy-
ségnyi mennyiségének i-edik tapértéke (energia, fehérje, kiilénb6z8 asvanyi anyag, vitamin,
stb.), mig a b; az igényelt tapérték. A valdsagban az A, b és ¢ egyes kompenensei lehetnek
valészintiségi valtozok, melyeknek eloszlasardl tobb-kevesebb informéaciénk van.

2. Portfolié probléma
Tegyiik fel, hogy n kiilonb6z6 tevékenységbe/részvénybe fektethetiink be 1, zo,...,z, t6-
két, és &1,&9,...,&, az egységnyi téke véletlentdl fiiggs hozama az adott befektetés mellett.
Feltehetjiik tovabba, hogy i x; = 1, x; > 0, és a nyereségiink Y ., &;.

3. Gatmagasitas
Egy gat = egségnyivel torténd magasitasanak a koltségét jeloljiik I(x)-szel, tovabba annak a
valoszintiségét, hogy a vizszint tullépi H-t P(H)-val. Ha a vizszint magasabb, mint a gat,
akkor az aradas kovetkeztében V' kar keletkezik.

4. Ujsagarus probléma

Ez egy klasszikus beruhazasi probléma. A kereslet egy tjsagra (esetleg karacsonyfara) egy
ismert eloszlas £ valoszintségi valtozo. Az Gjsagos c egység pénzeért veszi és (d > ¢) egységért
adja el. Ha = darabot vesz, akkor £ < z esetén

d§ —cx = —c(z = §) + (d = )¢,

mig & > x
dz —cx=—(d—c)(§—x)+ (d— )¢

lesz a haszna.

Szandékosan nem feszegettiik, mi is a cél a felsorolt modellekben. Latni fogjuk, hogy ezt igen
alaposan meg kell fontolni és nem mindig hatarozhaté meg egyértelmten.
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A diéta problémarol azt lathatjuk, hogy esetleg barmekkora raforditas mellett sem elégithetd ki
egy valoszintiséggel az Ax > b feltétel. Szerencsés esetben meg tudjuk becsiilni a feltétel sériilésébsl
szarmazo kart, és ezt hozziadva a cx célfiiggvényhez athidalhato ez a probléma.

A masik megkdzelités, hogy az Ax > b teljesiilését egy el6re megadott, lehetSleg nagy p valo-
szintiséggel koveteljiik meg. Ez a p a rendszeriink megbizhatdsdgi szintje, amely fligghet példaul a
miiszaki szabvanyoktol.!

Bizonyos esetekben a valésziniiségi valtozok helyettesitése a varhaté értékiikkel elfogadhatéd
megoldashoz vezet. Tulajdonképpen igy jartunk el a korabbiakban.

Ko6z6s tulajdonsiguk csupan a véletlen eseményektdl valo fiiggés illetve a Bernoulli elv hasznalata
lesz.

Definicié. (A Bernoulli elv) A Bernoulli elv szerint egy sztochasztikus rendszerben definialunk egy
hasznossdgi figguényt és ennek varhato értékét maximalizaljuk. (Ekvivalensen kockdzat figguényt
és ennek varhat6 értékét minimalizaljuk.)

3.0.1. GAatmagasitas

A Bernoulli elv alapjan gdtmagasitds problémajat vizsgaljuk, amelyet a a holland van Dantzig
oldott 1956-ban.? Jelen esetben a kockdzati fiiggvény nem mas lesz, mint a koltség.
Legyen Hj a gat jelenlegi, H az elegends magassaga; ezzel az © magasitis

.T:H—Ho.

Nincs kar, ha a tengerszint H alatt marad, kiilénben az aradas okozta kar V. A statisztikikbol
ismerjiik a tengerszint eloszlas fliggvényét. Ennek alapjan annak az eseménynek a p(H) valoszint-
sége, hogy egy éven beliil meghaladja a H magassagot

70{(H7H0) aHg

p(H) = poe . po=e "7,
ahol pg a Hy szint meghaladasanak valoszinisége, o pedig egy pozitiv konstans.
Legyen I(x) a gat z-szel torténd emelésének teljes koltsege, és tegyiik fel, hogy ez I(z) = 0 ha
x=0, mig, Iy + kx, ha x > 0, ahol Iy és k pozitiv konstansok. (Az Iy interpretalhaté felvonulasi
koltségként, az épités koltsege pedig linearis fiiggvénye a magasitéasnak.) A jelenlegi koltség varhato
értékének kiszamitasanal két dolgot kell figyelembe venniink:

(i) az I(H — Hp) determinisztikus épitési koltséget

(ii) az 1., 2., ... években bekovetkezs esetleges kar altal okozott koltségeknek a jelenre visszave-
titett koltségét. Mivel ez utobbi a j-edik évben

p(H)V(1+0,018)77,

ahol ¢ az allandénak feltételezett kamatlab, az 6sszeg:

I(H — Ho) + p(H)V iu +0,016) 7 ~ I(z) + 100p(H)V/6.

Jj=1
A minimum meghatarozisahoz vegyiik a

d @
%(I(ac) + 100poe~**V/6) =0

egyenlet gytkét, amely a ¢ = élog % megoldést adja.

1Ez egy nagyon &ltalanos feladat, amely alkalmas lehet erdmiivek, energiaszolgaltatd rendszerek, vizgazdalkodasi
problémak stb. modellezésére. Sajnos ezek a problémak matematikai szempontbo6l nagyon nehézek. Bar t6bb fontos
specialis esetben hatékonyan megoldhatoak, itt ezekkel nem foglalkozhatunk.

21953 januar 31-r6l februar 1-re virradéra oriasi tengerar pusztitott Hollandidban, aminek kdvetkeztében tébb
mint1800 ember meghalt.
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3.0.2. Biztositasok és a kockazatkeriilés

Erdekes paradoxonokra bukkanhatunk, a biztositasok racionalitasat és a Bernoulli elvet vetjiik
0ssze.

A Bernoulli elv tisztan: A biztositonak akkor fog szerz&dést kotni, ha a varhatd nyeresége pozitiv
(a koltségeit leszamitva). Az tigyfélnek akkor éri meg biztositast kotni, ha a varhato vesztesége a
biztositas ideje alatt nagyobb, mint a biztositas dija.

Mindketts nem teljesiilhet, azaz a biztositas irracionalisnak tiinhet. A paradoxon felolddsahoz
a vagyon logaritmikus hasznossiga vezethet.

Jelentse V' egy személy vagyonanak nagysigat, K a kart, ami p valészintiséggel érheti és d az
ezt megtérits biztositas dijat. Ekkor a dij kifizetésének kényelmetlensége:

d
log(1+V)—log(l+V —d) ~ i

mig a baleset okozta (varhato) utilitas cstkkenés

1+V K
log(1 — log(1 —K))=pl —— | =pl 1+ — ).
plios(1+ 1)~ 1og(1 +V = K)) = plog (1= ) =low (14 15— )

Tehat akkor éri meg biztositast kétni, ha

i< 1 1+L
y =P8 1+V_-K)"

Nézziink meg néhany specialis esetet:

K <<V, azaz az iigyfél nagyon gazdag. Hasznaljuk a log(1 +2) = 2 — 22/2 + 23/3 — 2% + ...
Taylor sor elsé elemét. Atrendezve kapjuk a d < pK feltételt, vagyis csak akkor racionalis a
biztositas megkotése, ha a varhaté kar nagyobb a dijnal.

V = K/2, tehat a vagyon fele van veszélyben. Ezzel a biztositas dijaraad < 2pK log (1 + HLK) R

2pK feltételt kapjuk. Itt tehat a varhato kar kétszeresének kifizetése sem indokolatlan.

V = K, az egész vagyon ramehet a balesetre. Ttt a d < pKlog(l + K), azaz a varhato kar
sokszorosa is lehet a dij. Ez viszont a vagyonnal nvekszik és akkor érvényes, ha d << V, kiilénben
alog(1+V)+log(l1+V —d) ~ & mar pontatlan. Ekkor a d < pK log(1+ K)/(1 + plog(1 + K))
adédik, azaz a teljes vagyont sosem érdemes a biztositasra kolteni.

3.0.3. Az djsagarus probléma

Amint méar korabban definidltuk egy djsagos c egység pénzért veszi és (d > c) egységért ad el egy
Ujsdgot. Ha x darabot vesz, akkor £ < x esetén

d€ —cx = —c(z = §) + (d = )¢,
mig ha £ > x
dex —cx=—(d—c)(§—z)+ (d—c)¢

lesz a haszna. Természetesen csak akkor varhatd értelmes vélasz, ha van valamilyen feltételezé-
sink a kereslet eloszldsardl. Legyen ez az eloszlas elGszor diszkrét, és jeldljik a & = ¢ esemény
valoszintségét p;-vel, azaz Pr(§ = i) = p;. A varhat6 haszon igy a kovetkezs lesz:

(d—c)E¢ — Zc(x —)p; — Z(d —o)(i — x)ps,

amely akkor maximalis, ha a

3Barmely utilitas fiiggvény megfelel, ami figyelembe veszi a csckkend hozadékot, azaz konkav.
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D ez —ipi+ D (d—c)(i—z)p;

i<x i>T
Osszeg minimalis. Ez értelmezhetd gy, mint egy varhaté biintetés, ha a & aktuélis értéke eltér
x-t6l; ¢ egységet kell fizetni a £ < x és d—c egységet az © < £ esetben. Az elsG esetben az eladatlan
Ujsdg ara jelenik meg, a masodikban az elszalasztott lehet&séget kell ,megfizetni.” Pszichikailag a
két koltség kozott nagy kiillonbség lehet, az optimalizalas szempontjabol ellenben semmi. Ennek
megfelelen egy dontés lehetsleg az utébbi alapjan hozandé.

Ha a véletlen igény folytonos eloszlast kévet, amelynek stirtiségfiiggvénye f, akkor az x valtozot

is célszert folytonosnak tekinteni. Ekkor, az el6z6vel analég médon, a minimalizélandé kifejezésiink

sy =c [ -2+ [ -nsEae
A szamolas kedvéert atirva a g(x) fliggvényt
g(z) = c/_w (x—2)f(2)dz + c/oo(x —2)f(2)dz + d/oo(z —z)f(z)dz =

= cx/_O:O f(z)dz—c/_z zf(z)dz—dx/;o f(z)dz—f—d/:o zf(z)dz.

Ezt x szerint derivalva kapjuk
J@)=c—d [ fEs+def (o) - dafle) = d(F ) - 1) + e

ahol F(z) = ffoo f(2)dz, a € valtozo eloszlas fliggvénye. A g fliggvény minimum helye a ¢'(z) =0
egyenlet megoldasaval kaphato meg, mely az o = F~1((d — ¢)/d) értéket adja az el6bbiek szerint.

Példa: Legyen egy ujsag kiskereskedelmi ara ¢ = 50, az eladési ara pedig d = 70. A megfigyelések
szerint egy elarusito helyen a & kereslet egyenletes eloszlast kovet 40 és 60 kozott. (Az egyszertség
kedvéért folytonos modellel szamolunk, bar kénnyen lathato, hogy a diszkrét modell most ugyanezt
az értéket adja.) Igy az eloszlas fiiggvény F(z) = Pr(€ < z2),

0 ha — oo < 2z <40
F(z)=<¢ 2/20—2ha40 < z <60
1 ha 60 < z < o0.

Az F a (40,60) intervallumon invertalhato, és F~1(z) = 20z + 40. Ezzel F~((d — ¢)/d) =
F=1(2/7) = 45 egész és 5/7, azaz durvan 46 Gjségot célszert rendelni, mellyel a varhaté nyereség

oo

(d—c)E—c/x (x—z)f(z)dz—(d—c)/ (2 — 2)f(2)dz =

— 0o x

60 46 60
2 / +/20dz — 50 / (46 — 2)/20d= — 20 / (= — 46)/20d= =
4

0 40 46
= 1000 — 45 — 98 = 857.

Példa: Legyen most d = 3, ¢ = 2 és a & kereslet kdvessen \ paraméterii Poisson eloszlast.* Ekkor
az optimalis x érték meghatarozasanal minimalizélando

S elw —ips + > (d— o) — x)p;

i<z 1>

4 A Poisson eloszlas nagyon sok véletlen folyamatban, pl. bolyongésok ill. telefonhivasok stb. felbukkan, igy sokkal
természetesebb a feltételezése ebben az esetben, mint az egyenletes eloszlasnak.
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a kovetkezd alakot olti

L AtemA . Ae
f(z) = ZQ(xfz) i +Z(fo) f
1<z : i>x '

-

Tekintsiik x-et folytonos véltozénak; ekkor f-et ,differencidlva” a

d Ae™> N2
@~ =y = =0

1< : i>T

egyenlet gydkét kell megkeresniink. Minden diszkrét eloszldsra >, p; = 1, igy > oy Ne Nl =1,
azaz

Ne™? ATe™ A e
S =2 (M- ),
1<x 1>T
Vegyiik észre, hogy >, . e~ /il sokkal kisebb, mint A”e=* /2!, ha = nem tul kicsi A\-hoz képest,

igy az egyenlet nagyjabol

0—1_ ATeA o1 (e)\)””e_/\7
! V2mxa®

ahol az n! ~ (v/27mn)(n/e)™ kozelitést, azaz a Stirling formulat hasznaltuk. Ezzel

(e)\>w e
x Vo
amelynek e alapu logaritmusét véve
1
z(logh+1) —zlogz =\ — 3 log(2mz).
Ha )\ és x kozel van egymashoz, akkor log A =~ log z, melyet az el6z8 egyenletbe irva az

1 1
¥ =A— B log(2mA) =~ A — B log(A) — 0.4
megoldas adédik.

Megjegyzés. Ez érdekes paradoxiélis helyzetet eredményezhet, ugyanis a £ varhaté értéke A\, azaz
ha a fenti, A\-nél kisebb beszerzést eszkozlink, akkor varhatéan néhany potencialis vasarldé 0jsag
nélkiil marad. Elképzelhetd, hogy hosszabb tavon elpartolnak hat néhanyan, és ezzel a A paraméter
csokken. Ekkor az tjabb ,optimAlis” megoldas csokkenti a beszerzést, és ezt ismételve konnyen
kifogyhatunk a vasarlokbol, ami nyilvin nem lehet cél. Erdemes tehat valahogyan beépiteni a
modellbe azt, hogy a vasarlé csalédasa is egyfajta koltség.

3.1. Gyakorlat

Bizonytalansag vs val6szintiség

Az alabbi néhany probléma kozos jellemzéje a valosag és a modell kapcsolaténak Gsszetettsége.

3.1.1. Monty Hall paradoxon

A feladat egy tv vetélked§ miisorvezetGjérdl kapta a nevét, a gydztes versenyS jutalmanak a meg-
hatérozasa a cél. Egy szinpadon harom ajté mogé egy-egy kecskét és egy autot® helyeznek el, amit

5Bar nincs arra adat, hogy az auté Mercedes lett volna, sokan kecske-merci problémaként ismerik.
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a kozonség lat. Ezutian becsukjak az ajtokat, és a jatékos, aki persze nem latta az elhelyezést, va-
laszthat egy ajtot, amely mogott talalja a nyereményét. Novelends a felhajtast, egy csavart tettek
a folyamatba. A jatékos vilasztasa nem végleges, Monty kinyit egy ajtot, ami mogott kecske van,
és rakérdez, akar-e valtoztani a jatékos?

A kérdést ugy szoktak feltenni, megéri-e valtoztatni? Sok kivalé matematikusnak problémét
okozott ez, feltehetSen azért, mert a feladat nem matematikai részét hajlamosak feliiletesen kezelni.

Az els6 kérdés, mi a preferencidja a jatékosnak, az autét akarja vagy egy kecskét? Lehetnek
rejtett koltségek, okok, ami miatt valamelyik nyeremény elfogadhatatlan. Ha ez tiszta és az autd
a cél, akkor sem elképzelhetetlen a kinyitott ajté mogott 1évs kecske valasztéasa. (Indokoljuk!)

Tegyiik fel, hogy a jatékos az autot akarja, itt szokas arra hivatkozni, hogy kezdetben 1/3 valo-
szintséggel volt minden ajté mogdtt az autd, majd hogyan valtozik ez. Viszont joggal mondhatja
az Olvasé, nincs itt semmi véletlen, legfeljebb tudatlansig, hisz Monty és a kézonség mindent tud.
Monty esetleg azt is, mire szoktak tippelni ilyen esetben a jatékosok (pl a kozépss ajtora?) és
csapdat allithat. Véletlen attol lehet a probléma, ha a jatékos hozzakot egy kisérletet, mondjuk
kockadobassal jeloli ki az ajtok sorrendjét, és az sorrendben el6t valasztja elGszor.

Innen feltehet, az elemi események wy = {k, k,a}, wa = {k,a, k} illetve ws = {a, k, k} melyek
mind 1/3 valoszintségtiek. A két lehetséges stratégia maradni az eredetinél vagy valtani. A marado
az ws esetén, 1/3 nyer valoszintiséggel, a valtas az wy és wy esetén, azaz 2/3 valoszintséggel.

3.1.2.

Az el6adason targyaltuk a biztositasok fogalmat és racionalitdasat (a hasznossagi fliggvény segit-
ségeével lehetséges), itt koriiljarjuk egy fiktiv alkalmazas egyes elemeit. Tegyiik fel, hogy lakas-
biztositasban gondolkodunk, és a megkotés el6tt tanulméanyozzuk az adatainkat. Nagy a kisértés,
hogy ilyen-olyan valészintiségekrsl beszéljiink, de ahogy lattuk mar, ez a szohasznalat nem eleve
indokolt.

A példankban egy lakasbiztositast vizsgalunk, ahol a tidz, arviz és betorés meriil fel, mint
kockazat. A véletlentdl fliggs kar

Biztositasi paradoxon

X =X, + Xo + X0,

ahol az X;, X, és X; rendre a tiizb6l, vizbél és betérésbsl adodo kart jeloli.

karesemény || gyakorisag || atlagos kar || varhatoé kar
tipusa (évente) (HUF) (HUF)
tlz 2x 1073 5 x 10° 103
arviz 102 10° 103
betorés 2x 1072 5 x 107 10°

A Bernoulli elv hasznalatdhoz az X valtozd varhato értékét EX-et kell megbecsiilniink. Els6
lépésként a karesemények valoszintiségét a relativ gyakorisdgukkal helyettesitjik. Az X;, X, és
Xy, indikator valtozok, a varhatod értékiik megegyezik az Sket definidldé esemény valdszintiségével.
Azaz EX, = Pr(A), igy rendre EX; = 2 x 1073 x 5 x 10° = 103, EX,, = 1072 x 10° = 103,
EX, =2 x 1072 x 5 x 10* = 103. Végiil a varhato linearis, azaz

EX = E[X, + X, + X,] = EX, + EX, + EX, = 3000.

Az el6adéason vett paradoxont megismételve, mivel atlagosan 3000 forint kar érhet, tobbet fizetni
ésszertilennek tinik. A masik oldalrol, 3000 forint alatt a biztosité miért kétne tizletet? A feloldas
abban lehet, ha a hasznossigi fliggvényiink kb logaritmikus, akkor, hacsak nem rendelkeziink
nagy vagyonnal, a varhato kar kétszerese is lehet megfelel§ ar. Valojaban nem csak a til magas
ajanlatokat kell elutasitanunk, a varhato kar alattiak is problamésak. Ekkor a biztosité miikédése
keriilhet veszélybe és ezzel a szerzéndésiink.

Az aralkundl a un. red lining egy gyakran hasznalt technika: miutan meghataroztuk a varhato
értéket, felvesziink egy a < [ szamokat, és az («, ) intervallumon kiviil es6 ajanlatokat elutasitjuk.
Ezzel elkeriilhets a sodrodas, illetve ellensilyozhaté a masik oldal esetlegesen nagyobb tapasztalata.
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3.1.3. Boriték paradoxon

Adott két boriték, amelyekben a szamunkra ismeretlen x és 2z szam pozitiv szamok vannak,
ezek a nyeremények. Kinyithatjuk az egyiket, majd a szdm megtekintése utan el kell dénteniink,
megtartjuk-e ezt, vagy a masikat valasztanank. Az aldbbi gondolatmenet paradoxonhoz vezet. Ha
x szamot latunk az els6 boritékban, akkor a masikban 1/2 —1/2 eséllyel 2z illetve z/2 lapul. Azaz
a valtas varhatéan x-r6l 1/2(2z) + 1/2(z/2) = bx/4-re noveli a nyereményt. Valdjaban ha z, 2z
volt a két szam akkor 3z/2, mig az /2, esetben 3z/4 a varhat6é nyeremény és a marado illetve
valto stratégia ezeket adja.

A feladat a valoszintiségszamitas egyik fekete baranya, sokszor helytelen magyarizatokat fiiz-
nek hozza. Néha éppen kitagadjak, mondvan a nyereményeknek (x-nek) nincs eloszlasa, igy ez
nem tekinthetd valoszintiségszamitasi problémanak. (Persze ha el6ttiink a két boriték, akkor egy
érmedobéassal valasztas létrehozza a megfeleld valoszintségi mezdt.)

Egy masik meglep§ eredmény szerint van olyan algoritmus, amely nagyobb valészintséggel
adja a nagyobb szamot, mint a kisebbet. Tekintsiink egy tetszdleges, szigortian monoton névg f
fiiggvényt a R*-bol a (0, 1) intervallumba. Ha az z szamot latjuk az el6szdr, akkor f(x) valoszini-
séggel maradjunk ennél a boritéknal, ami a az f tulajdonsdgai miatt a nagyobb szamot nagyobb
valészintiséggel adja.

Ez a nyereség persze lehet tetszélegesen kicsi ha a két szdmon az f nagyon kozeli értéket vesz
fel. Felmeriilhet az emberben, hogy az f fliggvényt csak az elsg boriték kinyitasa utan rogzitse, de
sajnos ez mar nem segit, mert ekkor az z/2, x illetve x, 2z esetek egyforma valoszintségtek.

3.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy a Monty Hall paradozonban 9 milliét ér az aultd, mig o kecskék
semmit. Mennyit ér egy véletlen informdcio az egyik kecske helyérdl az elsd vdlasztds utan ¢

3.2. Feladat. A kétszemélyes Monty Hall problémdban két jatékos vilaszt ajtot, eqymds dontésrdl
csak a kévetkezdt tudjdk. Ha ugyanazt vdlasztjik, Monty ijra rendezi a nyereményeket és 1uj dontést
kér. Ha pontosan az eqyikik jelol meq kecskés ajidt, & kiesik, és csak a mdsiknak ajdnljdk fel a
valtoztatds lehetdségét. Ha mindketten kecskét jeldlnek elsére, akkor érmedobdssal ejti ki Monty az
eqyikdjiket. Mit teqgyen egy jatékos, ha bejut a 2. forduldba?

3.3. Feladat. A Monty Hall problémdban lehet t6bb, mint hdrom ajté, n — 1 mdgétt kecske, egy
maogott autd. Az elsé forduld utdn kinyit Monty eqy kecskés ajtét, majd a jatékos vdlthat és igy
haladnak tovdbb. (Minden kinyitott ajté utdn maradhat vagy vdlthat, és addig mennek, mig két
ismeretlen ajtd marad.) Mit tegyen a jatékos n = 4 esetén? Hogyan jdtszon tetszdleges n-re?

3.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy n boritékban n kilonbdézd pozitiv szdm van. A jdtékos kinyithat egy
boritékot és elveheti a nyereményt. Ha djat akar hizni, megteheti, de a kordbbi nyereményekre nem
mehet vissza (azaz ha végignézi az dsszeset, akkor az utolsét kapja). Milyen eséllyel szerezheti meg
a legnagyobbat (és hogyan) ha n = 3% Mit tegyen, ha n = 1007

3.5. Feladat. Az 3.4 feladatban van eqy ismeretlen k € RY és a szdmok k,k + 1,...,k + 99.
Hogyan mazimalizdlhatje a vdirhaté nyereményt a jatékos?

3.6. Feladat. Tegyiik fel, hogy a hasznossdgi figgvény f(x) = J/x. Mekkora d biztositdsi dij
ésszerd, ha a V wvagyon p valdsziniséggel pusztul el? Mi van, ha tébbféle kdr keletkezhet, azaz p;
valdszinidséggel oV -re csékken a vagyon értéke?
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4. fejezet

Sztochasztikus programozas 2.

4.1. Haloézati megbizhat6sag

Egy korabban targyalt modellhez hasonléan adott egy irdnyitatlan G graf az s és t kitiintetett
pontokkal, tovabba G éleihez valészintségeket rendeliink. Ertelmezésiink szerint egy élhez rendelt
szam az él jarhatosaganak (tkp. létezésének) a valoszintsége, és az élek létezései fliggetlen esemé-
nyek. Lattuk, hogy ekkor példaul a legnagyobb valészintséggel 1étez6 s —t Gt keresése a legrévidebb
at problémaéra vezethets vissza.

Sokkal nehezebb probléma kiszamolni azt, milyen valészintiséggel juthatunk el s-bél t-be. Ez
olyannyira nehéz, hogy hatékony algoritmus nem ismert r ez idé szerint, mi t6bb, nem is remélt. Ez
annal inkdbb szomort, mert a probléma kezelhet&sége lenne az eléfeltétele olyan dontések vizsgéla-
tahoz, hogy melyik él valoszintiségét érdemes névelni és mennyivel, vagy éppen mit okozna a hidnya.
Nem tul nagy feladatok azonban megoldhatok a lehetséges esetek megfelels csoportositasaval. A
gondolat egy rekurziv algoritmus, amely az adatok szaméanak fiiggvényében exponencidlis idét
igényel.

Legyen G a kiindulasi graf és valasszunk ki egy e € E(G) élt, melynek valoszintségét jeloljiik
p(e)-vel. Jeldlje tovabba G\ e és G/e rendre azokat a grafokat amelyekbdl elhagytuk az e élt,
illetve ahol az e él két végpontjat egybeejtjik, azaz dsszehizzuk e-t. Ekkor Pr(G)-vel jelolve az
s —t elérhet&ség valdszintiségét

Pr(G) = (1 =p(e))Pr(G\ e) + p(e) Pr(G/e),

és igy az eredeti feladatot két kisebb problémara vezettiik vissza.

Példa:
0,5
0.8
0.8 0,9x

0,5 0,9 t

0,5 1
s 0,1x
0,8 0,5 - . 0,501

Vegyiik észre, hogy egy parhuzamos elpar, melyeknek valoszintisége p; és ps, helyettesithets egy
p1+p2 —p1p2 valoszintségt éllel. Az als6 ag kiszamolédsa hasondan megy, illetve ha olyan részgrafra
jutunk, amit mar kiszamoltunk, az felhasznalhaté. Igy Pr(G) = 0,72x0,94-0,501x 0,1 = 0, 6981.
Osszehasonlitva ezt a legnagyobb valoszintségi uttal lathaté, hogy mig az csak 0, 516 valoszintise-
gl, az Osszefiiggdségre ennél sokkal nagyobb az esély.

————eo—o 0,864

0,576

25
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4.2. Fiuggetlen alkatrészek megbizhatésaga

Tegyiik fel, hogy egy n alkatrészbdl allo szerkezet miikddéséhez mindnek a miikddése sziikséges,
és ezek egymastol fiiggetleniil mennek tonkre. A szerkezet megépitésénél az i-edik alkatrészre két
kiilonb6z6 megbizhatosagi és art vélasztési lehetdséglink van: egy ¢; valészintséggel mikods, s;
ara és egy p; valoszintséggel miik6ds, r; ard, ahol g; < p; és s; <1, 1 <4 <n. A miszaki el6iras
szerint a szerkezetnek p valoszintséggel miikodnie kell. A cél az alkatrészek olyan kivalasztasa,
amely a szabvanynak megfelel és minimélis koltségri.

Hasznaljuk az x; € {0,1} valtozét a modellben a ¢;, ekkor z; = 0, illetve a p;, ekkor x; =
1, valészintséggel mikods alkatrész alkalmazasanak kodolasira. Ekkor a miikodési valosziniiség
pontosan

[TaT1 (%)
=1 =1 \Yi
lesz, mig a koltség

n n
E T + E Si,
i=1 i=1

hac; :=r; —s;, 1 <i<nesetén. A cél tehit a

min i&lz
i=1
n n N\ Ti
H%H<pl) Y
i=1 4

i=1

z; €{0,1}, 1<i<n

feladat megoldasa. Bevezetve a b:=log(p/[[i—, @) és az a; := log(pi/q;) jelolést ez ekvivalens az
aldbbi egész értékd LP feladattal:

n
min Zcixi
i=1
n
i=1

z;€{0,1}, 1<i<n.

ez a koradbban ismertetett hatizsak problémahoz hasonléan oldhaté meg; példaul a korlatozas és
szétvalasztas (branch and bound) modszerével.

4.3. A portfolié probléma
Mint emlitettiik, az z; + 22 + ... + z, = 1, x; > 0 feltételek mellett keresiink megoldést, a nye-

reségiink pedig a véletlentd] fiiggs > ., &x; Osszeg. Ha helyettesitenénk! a &-t a p; = E(&;)
varhato értékével, egy trivialis hatizsak feladathoz jutnank:

n
max Yy [T
i=1

n
> T
i=1

Xg

Il

—_
—~

*
~—

AV
o

IEz a Bernoulli elv alkalmazésa lenne jelen esetben.
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Ha pq > p2 > ... > pup, akkor a (x) optimalis megoldasa z7 = 1, 2f = 0, ha 1 < i < n.
Koénnyen lathaté azonban, hogy altaldban, ha ismételjiik ezt a stratégiat, az egy valdszintséggel
cs6dhoz vezet. Sokféle probalkozas tortént elfogadhaté megoldéds keresésére, amely egyszerre igér
j6 befektetést és védelmet a cséd ellen.

4.3.1. Markowitz modell

Tegyiik fel, hogy nemcsak a &1,...,&, valtozdk u; = E(&;) varhato értékei, hanem a valtozok C
kovariancia matrixa is rendelkezésre &ll, ahol

cij = El(& — pa) (&5 — 1y))-

Ennek segitségével kifejezhetjiik egy « = (1,2, ..., x,) portfolié (megoldas) variancidjdt

Var (i fia:i> =F
i=1

Egy z portfoli6 hatékony, ha varhato hozama, E[), &x;], nem novelhets a variancia novelése nél-
kiil, és variancidja nem csokkentheté a varhaté hozam cstkkentése nélkiil. A hatékony portfolio
tehat egyfajta optimum: adott nyereséget feltételezve a minimalis kockazattal jar, illetve egy rog-
zitett kockazati szint mellett maximalis nyereséget igér. Ha p > 1 hozam elérése a célunk, akkor a
kovetkezd Gn. kvadratikus programozdsi probléma megoldisa a valasz.?

n

(Z(Ez - Mi)l‘z‘)zl =27 Cu.

i=1

min 2T Cx

n
Zl piT; = p
J=

n

2oy = 1

j=1
z; > 0 g=1,...,n

A feladat egy x* megoldasat optimdlis portfolionak nevezziik. Nyilvanvaloéan egy optimalis portfo-
li6 egyben hatékony portfolié is.

Megjegyzések: A feladat célfiiggvénye ebben az esetben az ismeretlenek kvadratikus (négyzetes)
fiiggvénye, 37" ) >0, cijaja; alaki, azaz nem lesz linedris. Ezeknek a megoldasaval nem foglal-
kozhatunk, de utalunk ra, hogy szdmos hatékony algoritmust fejlesztettek ki, melyek a kvadratikus
programozasi feladatok megoldasara is alkalmasak. A mésik felmeriil6 nehézség a szimmetrikus
C matrix n(n + 1)/2 elemének kiszamitasa. (Ezeket természetesen a korabbi megfigyelésekhol
kell meghatéaroznunk.) Mindkét nehézséget athidalhatjuk, ha a kovariancia minimalizalésa helyett
megelégsziink az dtlagos abszohit eltérés E[|>_ (&5 — p1;)7;]] mennyiség minimalizalasaval.?

4.3.2. A Konno-Yamazaki-féle MAD modell

Konno és Yamazaki 1990-ben javasolt médszere igy jar el, valamint a p; varhato értékek és c;;
kovariancia egyiitthatok kiszamitasat elkeriili; kozvetleniil hasznalja a megfigyelt adatokat. (Az
atlagos abszolut eltérés angol neve utan, mean absolute deviation, a modell neve MAD.)

Ha T megfigyelést végeztiink a maltban, rj; jeloli a j-edik befektetés hozamat a t-edik megfi-
gyelésnél és

T
1
Tj:T E Tits At = Tj¢ — Ty,
t=1

2Fzt Markowitz 1952-ben publikélta, és 1990-ben kozgazdasagi Nobel-dijjal ismerték el az eredményeit.
3Valéjaban a legfontosabb esetben, a tébbvaltozés normalis eloszlas esetében, a két modszer ekvivalens.
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akkor a portfolié optimalizalas a kovetkezé alakban irhaté fel:

T
mln % t;_ | E;:l ajtle

(*) > TiT; > p
j=1
> T =1
=1
Z; > 0 j5=1,...,n.

A (%) probléma nem LP, de hasonléan a matrixjatékoknal alkalmazott gondolathoz LP feladatra
redukélhaté:

T
. 1
min 7 >y
t=1
n
—y < ajpry < oy t=1,...,T

J

0=
-

itg > p (k%)

1

n

2oy = 1
i=1

Zj

<.
Il

WV,
(en)
o,
Il
\‘H
s

Ezzel a modellel lehetévé valik egészen nagy, vald életbeli problémak megoldasa. Nem szabad
elfelejteniink azonban, hogy a kapott megoldas csak egy javaslat: egy tényleges portfoli6 kivélasz-
tasdnal szamtalan egyéb szempont is figyelembe vehetd.

A szemi-MAD modell

Erdemes meggondolnunk a MAD modellt, és egy kicsit valtoztatni rajta. Idézziik fel, hogy a
Z?zl a;ix; kifejezés adja a (becsiilt) varhaté hozamtol valo elGjeles eltérést a j-edik idSpontban.
Kézenfekvs, hogy ne ezek abszolut értékeinek Gsszegét minimalizaljuk, hanem csak azon tagoknak
az abszolut érték Gsszegét, amelyek negativak. (Valoban, hiszen ha varhaté hozam becslésénél job-
ban teljesit a a j-edik idGpontban a portf6lio, az nem kellemetlen, hanem éppen kedvezs esemény.)
Bevezetve az |x|” := 2z, ha © < 0 és |z|” := 0, ha = > 0 jelolést, a probléma a kdvetkezd alakot
olti:

T
max Y | Sy ar |

n
> > p
=1
n
>z = 1
i=1
x; > 0 j=1,...,n.

Ennek a problémanak az LP alakja konnyen megadhat6, és a MAD modellnél is egyszertibb:
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Z ATt > Yt t= ]-a 7T
=
dTiTy = p
j=1
n
Z II?]‘ = 1
=1
Yt S 1a "7T
z; > 0 =1,...,n.

Megjegyzés: A MAD és a szemi-MAD mobdszerek nagyjabol ekivivalensek, ha az optimélis port-
foliok hozamainak eloszlédsa megkozelitGen szimmetrikus. Ez nem sziikségképpen &ll fenn, igy a
jelen vizsgélatok szerint hasznosabbnak tlinik a szemi-MAD modell hasznalata, hiszen a varhato
szamitasi ideje mindenképpen kisebb.

4.4. Gyakorlat

4.4.1. Ujsagarus

4.1. Példa. Legyen egy jsdg kiskereskedelmi dra ¢ = 50, az eladdsi dra pedig d = 70. A meg-
figyelések szerint egy eldrusité helyen a £ kereslet egyenletes eloszldst kivet 40 és 60 kézott. (Az
egyszeriség kedvéért folytonos modellel szamolunk, bdir kénnyen ldthatd, hogy a diszkrét modell
hasonld értéket ad.) Igy az eloszlds figguény F(z) = Pr(€ < z),

0 ha —oo < z<40
F(z)=<¢ 2/20—2ha40 <z <60
1 ha 60 < z < 0.

Az F a (40,60) intervallumon invertdlhats, és F~1(z) = 20z + 40. Ezzel F~1((d — ¢)/d) =
F=1(2/7) = 45 egész és 5/7, azaz durvdn 46 tijsdgot célszerd rendelni, amellyel a vdrhaté nyereség

o0

(d—c)E—c/I (m—z)f(z)dz—(d—c)/ (z—x)f(2)dz =

— 00 x

60 46 60
2 / +/20dz — 50 / (46 — 2)/20d= — 20 / (= — 46)/20d= —
4

0 40 46
= 1000 — 45 — 98 = 857.

Megjegyzések. 1. Azinverz fliggvényt formalisan célszerd meghatérozni. Hay = f(z), rendezziik
at * = g(y) forméra, majd cseréljiik fel z-et és y-t. Vagyis y = g(z), és g = f7!, azaz g az f
inverze. 2. A 45 egész 5/7 t6rt megoldas megvalosithato egy véletlennel: generaljunk 2/7 — 5/7
elfogult érmét és a kisérlettdl fiiggben vegyiik a 45 illetve 46 megoldasokat (lasd 4.2 feladat).

4.4.2. Halozati megbizhatdsag

Mint az el6adéason kideriilt, az ilyen tipusi feladatok megoldasaban kulcs fontossagi az 2 esemény-
tér felosztésa, illetve az alabbi rekurzio:

Pr(G) = (1 —p(e))Pr(G \ €) + p(e) Pr(G/e).
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4.2. Példa. Az aldbbi G grif éleinek eqy részét vdltozokkal silyoztuk. A vdltozdk egy polinomjdval
fejezhetd ki Pr(G). A szamoldsdban a 4.4 feladatban leirt egyszerisitéseket haszndltuk.

x /
b 1 g
0,8 v

T
- 0,5 \(\1\_ W) 0.8
z — 0,422 — 0,4yz?
0,5
xT

Azaz Pr(G) = 0,422 + 0, 5yx2.

0, 9yz?

x

4.4.3. Fiiggetlen alkatrészek megbizhatésaga

Tegyiik fel, hgy egy Gsszetett gép k alkatrészbdl épiil fel. Rendelkezésiinkre 4ll n géphez elegendd
(azaz nk darab) alkatrész, amelyek esetleg nem egyforma mingségiiek, de ismertnek vessziik a
meghibasodasuk valoszintiségét. A meghibdsodasok egymaéstol fiiggetleniil kévetkeznek be, és ha
egy alkatrész nem miikodik, akkor az gép sem. A célunk dgy elosztani az alkatrészeket, hogy a
lehetd legtobb mikdds géplink legyen.

4.3. Példa. Egy okostelefon két kritikus alkalrésze a processzor (jele: P) és az akkumuldtor (jele:

A).
alkatrész Pr(mikodés) || Pr(mikédés)
tipusa 10 gyenge
Processzor 0,9 0,8
akkumuldtor 0,8 0,7

Minden fajta alkatrészbdl 1000 darab van, azaz dsszesen 2000 készilékhez elég. Egy késziilék
mikddésnek esélye a alkatrészei esélyének szorzata, az mikodd gépek vdrhato értéke pedig ezek
dsszege. Az eldallithato konfigurdcick (P-A): (1) j6-j0, (2) jo-gyenge, (3) gyenge-jo és (4) gyenge-
gyenge.

Vegyiik észre, hogy az egyes konfigurdcick szdma egyetlen vdltozéval kifejezheté. Ha az (1)
konfigurdcidbdl x darabot készitiink, akkor a maradék 1000 — x jo processzor gyenge akkumuldtorral
keril dssze, azaz a (2) konfigurdcié 1000 — x esetben valdsul meg. Jo akkumuldtor szintén 1000 —
esetben keril gyenge processzor mellé, mig a (4) konfiguricio x esetben valdsul meg. A mikiédd
gépek M szamriak vdrhatd értéke ezzel

EM = 0,9 x 0,8z + 0,9 x 0,7(1000 — ) + 0,8 x 0,8(1000 — ) + 0,8 x 0, 7z,

azaz EM = 1270 4+ 0,01z. A fiiggvény az xo = 1000-ben veszi fel a mazimumdt, ami 1270. A
modell csak a jo-jo €s a gyenge-gyenge konfigurdcidkat javasolja, nincs értelme keverni a kilonbozd
mindségt alkatrészeket.

Megjegyzés. Az utébbi altaldban is igaz, azaz az optimalis megoldast egy mohé algoritmus
szerint kaphatjuk. A soron kévetkezs gépbe a megfelels funkcioju alkatrészbdl a rendelkezésre allo
legjobbat épitsiik be. Az algoritmus igazoldsat az Olvasora hagyjuk, a lényegét a 4.5 feladatban
mondjuk ki.

4.1. Feladat. Oldjuk meg a wjsagdrus problémdt ¢ = 50, d = 70 értékkel, azt feltételezve, hogy a
& kereslet eloszldsa diszkrét egyenletes a {40,41,...,60} szdmokon.

4.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a 4.1 feladat paraméterei mellett, folytonos egyenletes eloszldst
haszndlva, és a xo = 45 egész 5/7 megolddst véletlenitve novekszik a vdrhaté haszon.
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4.3. Feladat. Egy folyd két partjat hirom hid koti dssze, mindegyik kézepén eqy kis szigettel. A
kézépsd hid szigetét o felsdvel és az alséval is Gsszekotik hidak. Ha ezen nyolc hidelem mindegyike
eqymdstol fiiggetleniil 1/2 valdszinidséggel jarhato, akkor mi az esélye a két part dsszekitottségének?

4.4. Feladat. (i) Ha a G grdf egy fa, akkor Pr(G) = [].cpcp(e-
(11) Ha G egy olyan kétponti grdf, melyet az e1,. .., ex pdrhuzamos élek kitnek dssze p1, ..., pk
valdszintséggel, akkor Pr(G) =32, pi — Y2, DiDj + Yisjive jo PiiPe + -+ (=D T pi.
(iti) Ha G grdf olyan Gy és Go grdfok unidja, melyeknek pontosan egy kézés pontja van, akkor
Pr(G) = Pr(Gy)Pr(G>).

4.5. Feladat. Adottak a ©1 < 29 < -+ < @, €5 az Y1,Y2,- .., Yn pozitiv szamok. Az {1,...n}
szamok egy permutdcidjdt w-vel jeléljik. A Y ., TiYr (i) MATimadlis, ha yr1) < Yr2) <+ < Yr(n)
és minimdlis, ha Yr(1) 2 Yr2) = 2 Yn(n)-

4.6. Feladat (Sziget). Egy szigeten a mezégazdasigba és a turizmusba lehet befektetni. Legyen
&1 65 & ezek nyeresége. Legyen EE, = 2, BEy = 4, dlletve c11 = cog = 1 €5 c10 = co1 = —1. Elérhetd
nulla kockdzat? Mekkora nyereséggel? Mekkora a minimdlis kockdzat, ha c1o = cop = 1/2%
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5. fejezet
Matrixjatékok

A matematika és a jatékok elmélete gyakran Osszekapcsolodik. Emlékezhetiink de Méré lovag
probléméjara, melyet Fermat és Pascal egyid6ben oldott meg, és a feltételes valoszintiség fogalmét
helyesen ragadva meg, hozzajarult a valészinlségszamitis megalapozisihoz. A jatékok fogalma
azoOta is szamtalan alkalommal felbukkan a matematika kiilonb6zé teriiletein, a halmazelméletben,
kombinatorikiban, bonyolultsagelméletben.

Az anyagiasabb XX. szazadban a kozgazdasigtudomény igénye szintén életre hivott néhany
modellt. Ezek egyikét, az an. teljes informdcids, véges, kétszemélyes, zérusissszegi jatékokat
vizsgaljuk részletesen. Ebben az esetben a jatékosok stratégidi felsorolhatok és egy (i, j) parhoz
hozzarendelhet§ az a;; szdm, amit a sorjatékos nyer, az oszlopjatékos pedig veszit, ha rendre az
i-edik, illetve a j-edik stratégiajukat jatszak. Igy a tomorseg kedvéért hivhatjuk ezeket a jatékokat
mdtriz jatéknak.

A métrix jatékok leirasanak els lépéseit Emil Borel tette meg 1921 és 1927 kozott. JelentSs
haladést ért el Neumann Janos: 1928-ban bebizonyitotta az azéta hiressé valt minimax tételét és
ezzel megmutatta hol kell keresni a megoldasokat. Koriilbeliil 20 évvel késébb 6 adott valaszt a
hogyan kérdésre is, rAmutatva a matrix jatékok és a linearis programozas kapcsolatara. Késébb
Dantzig, Gale, Kuhn és Tucker munkija nyoman a matrix jatékok elmélete teljesen beleépiilt a
linearis programozas elméletébe. Ezt a felépitést kdvetjiik mi is.

5.1. Morra jaték

Kezdjik egy példaval, az un. Morra jatékkal. Janos és Emil a kovetkezdk szerint jatszik: egy for-
duléban elrejtenek egy vagy két forintot, majd tippelnek, mennyit dugott az ellenfél. Ha pontosan
egy jatékos tippel jol, akkor annyit nyer, amennyit kdzdsen elrejtettek. Az Osszes tébbi esetben
dontetlen lesz, pénziiknél maradnak. Nyilvanvalo, hogy egy-egy jatékban mindketten a kovetkezd
négy stratégia koziil valaszthatnak: Rejts k-t és tippelj l-et (roviden [k,l]), ahol k =1, 2 és ] = 1,
2. Ezek Janos és Emil tiszta stratégidi, a hozzajuk tartozdé A méatrix pedig:
Emil tiszta stratégiai
(L1 [1,2] [2,1] [2,2]

[1,1] 0 2 -3 0

Janos tiszta [1,2] | -2 0 0 3

stratégiai  [2,1] | 3 0 0 -4

22| 0 -3 4 0

Minden A valos matrix definiél egy jatékot, ahol a sorjatékos az egyik sort, az oszlopjatékos az
egyik oszlopot valasztja minden forduléban, és a sorjatékos nyereménye a valasztott sor és osz-
lop talalkozasédban levs a;; elem. Az A matrixot kifizetési mdtriznak, sorait/oszlopait pedig a
sor /oszlop jatékos tiszta stratégidinak nevezzik.

Visszatérve a példara azt tapasztaljuk, hogy nem tudunk egyértelmiien jo sort tanécsolni Janos
szaméara barmelyikhez ragaszkodik is, vesziteni fog. Az az &tlete tamadhat (és ez bekovetkezett),
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hogy keverje tiszta stratégiait, véletlenszerten hol ezt jatsza, hol azt. Jatszon pl. [1,2]-t és [2,1]-et
1/2 - 1/2 valosziniiséggel! Tegyiik fel tovabba, hogy egy jaték sorozatban Emil ¢;-szer valasztotta
az [1,1], co-szor az [1,2], cs-szor a [2,1] és cy-szer a [2,2] tiszta stratégiat (c; +ca+c3+c4 = N). Ha
Janos veéletlen valasztasal figgetlenek voltak, akkor varhatoan fele-fele esetben talalkozott az [1,2]
és [2,1] stratégidja Emil barmely tiszta stratégidjaval. Azaz c;/2-sz0r az [1,1]-t, co/2-sz6r az [1,2]-t
és igy tovabb. Osszevetve ezeket az A matrixszal, Janos varhato nyeresége (c; — c4)/2 forint. Igy
a legrosszabb esetben (ha ¢1=0 és ¢4=N), akkor jatszmanként atlagosan 50 fillért veszit Janos, de
nem tébbet.

Altalaban tegyiik fel, hogy a sorjatékos egy x = (z1, . .., 2., ) vektor segitségével, mig az oszlop-
jatékos egy y = (y1,- .., yn) vektorral valasztja meg a jatékat, azaz a sorjatékos x; valoszintséggel
valasztja meg az i-edik sort, mig az oszlopjatékos y;-vel a j-edik oszlopot. Ekkor a sorjatékos
varhat6 nyereménye:

m n
ZZaijxiyj = xAy
i=1j=1
Természetesen x; > 0 és y; > 0, ha¢ = 1,...,m é j = 1,...,n, valamint Z:":l x; = 1 és

Z?:l yj = ].

Definicié. A nemnegativ komponensekbdl 4ll6 vektort sztochasztikusnak nevezziik, ha a kompo-
nenseinek dsszege egy. Egy sztochasztikus vektor altal definialt stratégiat (azaz fordulorol fordulora
fiiggetlen valasztast a komponensek, mint valoszintiségek szerint) hivunk kevert stratégidnak.

Janos el6bbi kevert stratégiaja nem mas, mint x=(0, 1/2, 1/2, 0).

5.2. Minimax tétel

Az elébbiekbdl nyilvanvalo, hogy egy x kevert stratégiat valasztva a sorjatékos varhaté nyereménye
legalabb min, z Ay, ahol y sztochasztikus vektor. A sorjatékos természetesen egy olyan z* szto-
chasztikus vektort igyekszik talalni, melyre az el6z6 érték a lehets legnagyobb. Hasonléan egy y
kevert stratégia mellett az oszlopjatékos garantéltan nem veszit tobbet atlagosan, mint max, x Ay,
ahol = sztochasztikus vektor, célja pedig ezen érték minimalizélasa. A két érték jelentésébdl nyil-
vanvalo, hogy

minzAy < max Ay
Yy T

Sokkal meglep6bb, hogy az egyenléség is elérhetd, azaz vannak olyan z*, y* sztochasztikus vektorok,
melyekre
minz* Ay = maxzAy*.
Yy xr

Ez az egyenl6ség az Gn. minimaz tétel. x* és y* rendre a sor és az oszlopjatékos optimalis straté-
giaja, hisz az altaluk garantaltnal jobb eredmény nem érhetd el. Az 4llitas forméja emlékeztethet
benniinket a dualitasra, és valoban, igazabol ekvivalensek, bar ez tavolrol sem nyilvanvalé.

5.1. Tétel. (Minimaz tétel)
Minden m X n-es A mdtrizra van olyen z* m-dimenzids sztochasztikus sorvektor és olyan y* n-
dimenzids sztochasztikus oszlopvektor, melyekre

minzAy = max Ay,
Yy xr

ahol a minimumot az 6sszes n-dimenzios sztochasztikus oszlopvektoron, mig a mazimumot az dsszes
m-dimenzids sztochasztikus sorvektoron vesszik.

Bizonyitas. Az elsG észrevétel, hogy min, Ay = min; > ." | a;;x;. Szavakban ez azt jelenti, hogy

a sorjatékos egy x kevert stratégiajara van az oszlopjatékosnak olyan tiszta stratégidja, amely op-
timalis szamara. Ezt a kovetkezSképp lathatjuk be: Legyen t = min; > ." a;;z;. Ha y tetszGleges
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m~dimenziés sztochasztikus oszlopvektor, akkor

n m n n
SURD S0 STV ES TR o
j=1 \i=1 j=1 j=1

igy persze a min, Ay > t is igaz. Mésrészt mivel azok az y vektorok, amelyeknek egy komponense
egy, a tobbi nulla, sztochasztikus vektorok is egyben, igy

m
minzAy < g @i T;
Y i=1

minden j = 1,2,...,n esetén és ez adja az &llitds masik iranyat. (Hasonloképp belathato, hogy
max, rAy = max; )5, a;;y;-)

meghatarozasanal csak az oszlopjéatékos tiszta stratégiait kell figyelembe venniink. Azaz
m
maxmjnZaijxi (j=1,2,...,n)

J i=1

Zﬂ%‘ =1 (*)
im1
2 > 0 (i=1,2,...,m)

A donté észrevétel, hogy bar ez a probléma nem LP, de ekvivalens egy LP-vel.

max 2
z =Y azxz; <0 j=12,...,n)
i=1
Sa, =1 (%)
i=1
i > 0 (i=1,2,...,m)
Valoban, a (sx) probléma barmely z*, x7, ..., z}, optimalis megoldasa legalabb egy z—> " a;;2; <0

egyenlGtlenségnek egyenldséggel tesz eleget, igy az LP optimuma z* = min ) a;;z;.

cs s

n
min max E ai;Y; (i=1,2,...,m)
1
Jj=1

Yoy =1
j=1

yy > 0 (j=12,...,n)
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LP feladattal. Vegyiik észre, hogy a (xx) és (x**) egymas duéalisai, és mindkettének van lehetséges

megoldasa. Igy a dualitési tétel szerint a (x*)-nak van egy z*, x%,...,z", optimalis megoldssa, a
(* * x)-nak van egy w*, yf,...,y, optimalis megoldasa ugy, hogy z* = w*. Mivel z* = min, 2* Ay,
w* = max, rAy*, a tételt belattuk. O

Definicié. A k6z0s z* = w* értéke az A méatrix jaték értéke. Az A métrix jaték igazsagos, ha
z* = w* =0, szimmetrikus, ha a;; = —a,;.
Nyilvan egy szimmetrikus jaték (a szerepek felcserélhetsége miatt) igazsagos. Igy joggal vér-

hatjuk, hogy a Morraban Janos (és persze Emil is) elkeriilheti a vesztést. Valdban, a Morrahoz
tartozé LP

max 2z
z + 2x9 — 3x3 < 0
z — 21 + 3z < O
z + 31 — 4dzy < 0
z — 3z2 + 4z3 + < 0
T, + x2 + 3 + x4 = 1
I, Zo, s, Ty Z 0

Janos egy optimalis megoldasa z* = (0, 3/5, 2/5, 0), a jaték értéke pedig természetesen z*=0.
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a minimax tétel bizonyitasa egyben algoritmust is ad az opti-
malis stratégiak kiszamolasara. (Neumann eredeti bizonyitdsa egy mély topologiai eredményt, az
un. Brouwer fixpont tételt hasznélta, ami nem konstruktiv.) Borel 3 x 3-as és 5 X 5-6s méatrixokra
belatta a minimax tételt, de nem tudta tiltenni magat azon a paradox jelenségen, hogy a jaté-
sem abbdl, ha ezt kozli.) Valoszinileg ez a tényleg megleps eredmény gatolta meg abban, hogy
bizonyitsa a tételt altalanosan is.

5.3. Mobdositott Morra

A jatékok elmélete (és a matematika) tele van meglepetéssel, és latszolagos ellentmondasokkal.
Tegyiik fel, hogy Janos és Emil valtoztattak egy kicsit a Morra szabalyain, mert példaul nem
tudjak egyszerre deklarélni a tippjeiket, elére leirni pedig nincs kedviik. A jézan ész azt sugja, erre
nincs is sziikség, hisz Emil azzal, hogy a sajat tippjét bejelenti, semmit sem mond el arrédl, ami a
kezében van. Természetes hat azt gondolni, hogy a médositott Morra is igazsigos.

Alkalmazzuk ra az elméletiinket. Janos az eddigieken kiviil négy 1j tiszta stratégiaval rendel-
kezik: [k, S| és [k, D] k=1, 2, ahol az els6 koordinata azt mondja meg, hanyat rejtsen, a masodik,
hogy ugyanazt (S) vagy ellenkez6 (D) tippet mondja be, mint Emil. Az 0j matrix a kovetkezo:

Emil tiszta stratégiai
(L1 [12] [2,1] [2.2]

i o 2 3 0

20| 2 o o 3

[2,1] 3 0 0 -4

Janos tiszta  [2,2] 0 -3 4 0
stratégiai  [1,9] 0 0 -3 3
Mol 2 2 0o o0

28| 3 3 0 0

[2,D] 0 0 4 -4
Megoldva a hozzatartozé LP-t egy optimalis stratégia Janos szaméara példaul az z*=(0, 56/99,
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40/99, 0, 0, 2/99, 0, 1/99). Emil optimalis stratégiaja y*=(28/99, 30/99, 21/99, 20/99). A jaték
értéke pedig z* = w* = 4/99. Azaz a jaték hatarozottan elénytsebb Janos szaméra, ami els6
pillantasra nehezen érthets. Feloldédik a paradoxon, ha arra gondolunk, hogy bar Emil nem ad
informaciot a kezében 16v6 pénzrél, de ad informaciot az éppen megjatszott stratégiajarol. Igy az
mar nem teljesen ismeretlen Janos szamara, kdvetkezésképp 6 ki is hasznalhatja ezt.

5.4. Gyakorlat

5.4.1. 2 X n-es és m X 2-es matrixok

Az
3 —6
A=A = (2 4 )
maétrixjaték megoldasa.

Ha a jatek matrixa 2 X n-es vagy m x 2-es, akkor a hozzatartozé LP feladat kozvetleniil megold-
hat6. Ugyanis példaul a 2 x n-es esetben a sorjatékos kevert stratégiai egyvaltozés optimalizalasra
vezetnek, egy = kevert stratégiara © = (o, 1 — «).

A 5.1. tétel bizonyitasédnak els§ pontja szerint elég a

Jmax, min{a; 10+ a21(1 — @), a1 20 + ag2(1 — @), ..., a1 p + ag n (1 — @)}
_a_
feladatot megoldani. Azaz a célfiiggvény csak a-t6l fiigg és a [0, 1] intervallumon kell maximalizalni.
A célfiiggvény itt n darab linearis fiiggvény alsé burkoldja. Az optimum lesz a jaték v értéke, az
o optimalis helybdl pedig az z* optimalis stratégia adodik z* = (a*,1 — o).

Analog médon jarhatunk el az m x 2 esetben; itt az oszlopjatékos stratégidja y = (8,1 — )

alakd, a feladat pedig:

O<mgr<11maX{a1,1ﬁ +a19(1—B),a218 +az2(1—=B)}, - o am1B + ama(l— B)}.
A jaték érték ujfent az optimum, az oszlopjatékos y* optimélis stratégidja a felsd burkolé B*
minimum helyébdl jon, y* = (8%, 1 — 5*).

Szerencsés esetben vagy 2 x 2 métrixra mindkét jatékos optimalis stratégiaja megkaphato, ilyen

az el6z6 példa befejezése:

max min{3a — 2(1 — a), —6a + 4(1 — a)} = max min{sa — 2, —10a + 4},

0<a<l1 0<a<l1
amibdl az optimum hely a két egyenes metszete a* = 2/5, v = 0. Az eredeti 4 x 5 jatékra
x* =(2/5,0,3/5,0). Az y*-hoz optimalizaljunk az fels§ burkolén

oin max{3f —6(1~ B), ~26 +4(1 - f)}} = min max{95 —6,-65 +4}},

és igy B* = 2/3, dsszeségében pedig y* = (0,2/3,0,1/3,0)T.

5.1. Feladat. Egy A valds mdtrizra m := max; m;, ehol m; := minja; ;, M := min; M;, ahol
M; = max; a; ;. Mutassuk meg, hogy m < M. Altaldéban, ha f egy [0,1] x [0,1] — R fiiggvény,
akkor sup,cjo 17 infyejo1) (2, y) < infyeo1) Supgeioq f (2, y).

5.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a ké-papir-olls jdtékban az v = (1/3,1/3,1/3) illetve a y* =
(1/3,1/3,1/3) optimdlis stratégia pdr, és a jaték igazsdgos.

5.3. Feladat. Az egyenldség jatékban mindkét jatékos, E és N 10 vagy 20 HUF érmét rejthet. E
nyer, ha egyforma, mig N, ha nem egyforma érméket rejtettek. A kifizetés lehet (i) minden esetben
1 egység a gydztesnek, (ii) a gydztes kezében lévd érme értéke (iii) a vesztes kezében lévd érme
értéke vagy () a jdtékosok kezében lévd érmék értékének dsszege. Mik az optimdlis stratégidk és a
jaték értéke ezekben?
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5.4. Feladat. Az Ay, Ay mdtrizokra a megfeleld jatékok értékei vy és vo. Ha az Ay és As meg-
egyezd dimenzidsak, igaz, hogy az Ay + As matrizjiték értéke vi +v2? Ha dsszeszorozhatoak, akkor
az A1 Ay értéke vive? Ha N > 0, igaz, hogy a AA, jdték értéke \vy ?
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Kartyajatékban gyakran elSfordul, hogy a jatékosok bléffolnek, holott a lap bemutatasa esetén
veszitenének. (Hozzatehetjiikk, nemcsak kartyajatékban van ez igy.) Masrészt nem mindig kezde-
ményeznek licitet (azaz konfrontéciot), habar azt biztosan nyernék. Ezt a viselkedést az emberi
intuiciora hivatkozassal szoktak kezelni, mely tgymond feliilemelkedik a hétk6znapi logikin. Egy,
Kuhn altal 1950-ben vizsgalt egyszert jatékkal illusztraljuk, hogy ez nem igy van, s a pdkerjatékos
viselkedése tokéletesen racionélis.

6.1. Kuhn féle médositott poker

A jatékot 3 lappal (1, 2, 3) jatszak, mindkét jatékos egységnyi pénzt tesz be és kap egy lapot. Ez-
utan felvaltva licitdlnak /fogadnak, emelnek egységnyivel vagy passzolnak. A jaték akkor fejezddik
be, ha egy emelésre emelés, passzra passz, vagy emelésre passz hangzik el. Az els§ két esetben
megnézik a lapokat, és a nagyobb lapot tart6 viszi az Osszes tétet, amit az ellenfél fogadott. A
harmadik esetben a passzold jatékos elveszti a jaték elején betett alapjat.
Az alabbi 6t kimenetel lehetséges ezek alapjan (A és B a jatékosok, a fogad, illetve passzol
pedig értelemszerien értendd)
A passzol, B passzol 1 a magasabb lapot birtoklénak
A passzol, B fogad, A passzol 1 B-nek
A passzol, B fogad, A fogad 2 a magasabb lapot birtoklonak
A fogad, B passzol 1 A-nak
A fogad, B fogad 2 a magasabb lapot birtoklénak
A lapok leosztésa utan A-nak harom lehetdsége van. (Ezek még nem A tiszta stratégiai, azokba
be kell foglalni azt is, hogy A ismeri sajat lapjat.)

1. Passz, és ha B fogad, ajra passz
2. Passz, és ha B fogad, fogad
3. Fogad

Egy teljes utasitis készletet, amely A szdmara egyértelmiien megmondja mit tegyen egy zixox3
harmassal irhatunk le 4gy, hogy az x; lehetGséget jatsza, ha a j lapot kapta. Péld4ul a 312 szerint
A fogad, ha 1 van a kezében, mindig passzol, ha a 2-6t kapta, mig passzol az els§ forduldéban a
3-ra, a masodikban pedig fogad ra. Ezek a harmasok tehat A tiszta stratégiai. Hasonléan B-nek
négy lehetdsége van.

1. Passz, barmit csinal A
2. Ha A passzol, passz; ha A fogad, fogad

3. Ha A passzol, fogad; ha A fogad, passz

39
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4. Fogad, barmit csinal A.

B tiszta stratégiai az y;y2y3 harmasokkal irhatok le agy, hogy az y; a j lap birtoklasakor jatszando
lehet&ség. A tiszta stratégia parok kimenetelét annak figyelembe vételével szamitjuk ki, hogy a le-
hetséges hat leosztas egyforma valészintiségti. Példaul ha A a 312, B pedig az 124 tiszta stratégiat
hasznélja, akkor a hat lehetséges kimenetel:

A kezében B kezében jaték menete A nyereménye
1 2 A fogad, B fogad -2
1 3 A fogad, B fogad -2
2 1 A passzol, B passzol +1
2 3 A passzol, B fogad, A passzol -1
3 1 A passzol, B passzol +1
3 2 A passzol, B passzol +1

Igy A varhato nyereménye = 1/6 (-2-2+1-2+1+1) = -1/3. Hasonlé médon kiszamithatjuk a tobbi
lehetGséget is. A 3x3x3 = 27, mig B 4 x4 x4 = 64 tiszta stratégiaval rendelkezik, ami egy 27 x 64-
es matrix vizsgalatat irja el. Ennek kozvetlen vizsgalata, bar lehetséges, meglehet§sen komplikalt
lenne. Megprobalkozunk hat redukciéval, amely jelent&sen csokkenti a probléma meértékét, de
szolgaltat egy-egy optimalis kevert stratégiat, illetve ezeken keresztiil a jaték értékét is.

Kezdjiik azzal, hogy az 1 lapot birtokolva barmely jatékos foloslegesen veszitene egy egységet,
ha egy fogadasra fogadassal valaszolna, nem pedig passzal. Ugyanigy, ha a 3-as lap van a kezében,
értelmetlen lenne egy fogadésra passzal valaszolni, tovabba egy paszt kdvetSen nyugodtan fogadhat.
Kijelenthetjiik tehét, hogy A-nak van legalabb egy optimalis kevert stratégiaja, amelyben:

(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. lehetGséget.

(ii) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1. lehet&séget.
Ugyanigy B-nek van olyan optimalis kevert stratégiaja, amelyben:

(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. és 4. lehetSséget.

(ii) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1., 2. és 3. lehetGségét.

Ugy képzeljitk ezt, hogy a 2xox3 és az x1221 tiszta stratégiak egyszerten elérhetetlenek A szamara,
csak agy, mint B szamara a 2y2ys, 4ysys, y1y21, Y1922 és az y1y23 tiszta stratégiak. Elképzelhetd,
hogy ezzel elveszitjiik az optimalis stratégidk egy részét, de bizonnyal marad legalabb egy optimalis
kevert stratégidja mind A-nak, mind B-nek. Ebbél kivetkezGen a redukalt jaték értéke megegyezik
az eredetivel.

A fenti tiszta stratégidk kikiiszobolése utan A-nak 12, B-nek 8 tiszta stratégiaja marad. Mi
tobb, tovabbi egyszertitésre adodik alkalom. Ha A-nak 2 van a kezében, akar passzolhat is az els6
forduléban, hisz B tartézkodik a 2. lehet&ségtdl, ha 1-et birtokol, illetve az 1. és 3. lehetGségtdl,
ha 3. tart a kezében. Igy viszont A masodik lehetGsége pont olyan j6, mint a 3. Eldobhatjuk hat A
tiszta stratégiai koziil az z;3x3-at. Hasonléan, ha B a 2 lapot kapta, akkor az 1. lehetdsége ugyan
olyan j6, mint a 3., és 2. se rosszabb, mint a 4. Ezek alapjan B tiszta stratégiai koziil elhagyhato
az y13ys és az y14ys.

Ezek utdn A-nak mar csak 8, B-nek pedig 4 tiszta stratégidja marad, a redukalt jaték matrix pedig
attekinthet6bb (s céljainknak megfelel).
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114 124 314 324
112 0 0 -1/6 —1/6
13| 0 1/6 —1/3 —1/6
122 | -1/6 —1/6 1/6 1/6

123 | -1/6 0 0 1/6
312 1/6 -1/3 0 —1/2
313 1/6 -1/6 —1/6 —1/2
32| 0 -1/2 1/3 -1/6

323 0 —1/3 1/6 —1/6
Az ebbdl keletkezs LP feladatokat megoldva A szamara egy optimalis kevert stratégia az (1/3,
0,0,1/2,1/6, 0,0, 0), B szaméra a (2/3, 0, 0, 1/3), a jatck érteke pedig -1/18. A jaték, ahogy

(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehetdséget 5 : 1 ardnyban.
(ii) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehetdséget 1 : 1 aranyban.
(iii) Ha 3 van a kezében, akkor keverje a 2. és 3. lehetdséget 1 : 1 ardnyban.

Vegyiik észre, hogy az istrukci6 bloffre buzdit (azaz fogadésra az els6 menetben, mikor a legkisebb
lapot - 1-et - kapta A) hat esetbdl egyszer, és tartozkodasra a tét emelésétsl (azaz passzra az
els6 menetben a legnagyobb lap birtoklasakor) az esetek felében. Hasonloképp fogalmazhaté B
optimélis stratégiaja:

(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehet@séget 2 : 1 ardnyban.
(ii) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehetdséget 2 : 1 aranyban.
(iii) Ha 3 van a kezében, akkor valassza mindig a 4. lehetdséget.

Ezzel B kis lapot (1, 2) tartva az esetek egyharmadaban bloffol, a licitt6l viszont nem tartozkodik
sohasem.

6.2. Egyszertsitési lehetdségek

6.2.1. Dominancia

Az €l6z6 jaték elemzésében hasznalt gondolatmenetet konnyen altalanosithatjuk. Igy szamos ja-
tékban jol kovethetd moédon csdkkenthetjiik a jatékosok tiszta stratégidinak szamat, mig a jaték
Hényege” nem valtozik.

Definicié. Az A kifizetési matrix egy r sora dominalja az s sort, ha a,; > as; minden j =
1,2,...,n esetén. Hasonldéan egy r oszlop dominalja az s oszlopot, ha a;, > a;s minden i =
1,2,...,m-re.

6.1. Tétel. Eqy mdtrixz jatékra az aldbbiak igazak:

(i) Ha egy r sort domindl eqy mdsik sor, akkor a sorjdtékosnak van olyan x* optimdlis stratégidja,
ahol x} = 0. Specidlisan, ha az r sort tordljik a matrizbol, akkor nem vdltozik a jaték értéke.

(i1) Ha egy s oszlop domindl eqy mdsik oszlopot, akkor az oszlopjdtékosnak van olyan y* optimdlis
stratégidja, amelyben yi = 0. Specidlisan, ha az s oszlopot toréljik o mdtrizbol, ekkor nem
vdltozik a jdték értéke.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az r sort dominalja az s sor. (Hasonléan jarhatunk el akkor, ha az
s oszlop dominalja az r oszlopot.)

A minimax tétel miatt 1étezik egy x*, y* optimélis stratégia par a jatékra. Modositsuk az x*
stratégiat T-ra ugy, hogy #; :— =}, ha i & {r,s}, &, := 0 és &, :— xF + x.

(Szavakban: mikor a stratégia az r-edik sort jatszand, akkor jatszuk helyette az s-ediket.) A

dominancia miatt nyilvanvald, hogy a sorjatékos varhaté nyereménye nem csokken. (]
6.1. Példa.
-2 3 0 -6 -3
0 —4 3 2 1
A=l 6 27 4 5
7T -3 8 3 2

Aj-ben a 8. oszlop domindlja a 4. oszlopot.

[—2 3 —6 -3

0 -4 2 1

A= 6 -2 4 5
7 -3 3 2

Ag-ben a 8. sor domindlja a 2. sort:

[ -2 3 -6 -3
As=1| 6 -2 4 5
7 -3 3 2

As-ban az 1. oszlop domindlja a 3. oszlopot:

3 —6 -3
Ay =| -2 4 5
-3 3 2

Ay-ben a 2. sor domindlja a 8. sort:

3 —6 -3
A5[—2 4 5}

As-ben a 3. oszlop domindlja a 2. oszlopot:

3 —6
] ]

Tovdbbi eqyszerisités mdr nem lehetséges, marad tehdl az eredeti A mdtriz 1. és 8. sora, illetve
2. és 4. oszlopa, mint tiszta stratégia. A probléma innen kénnyen megoldhatd.

6.2.2. Nyeregpont
Jelentse m; az i-edik sor minimumat, M; pedig a j-edik oszlop maximumat, azaz m; := min; a;;,
M; = max; a;;. Legyen tovidbba m = max; min; a;; , M := min; max; a;;. Konnyen belathatdk
az alabbiak:

i) n<M

(ii) Ha m = M, akkor van olyan r és s, hogy a,s = m = M.

Definicié. Ha m = M, akkor az a,s = m elemet az A méatrix nyeregpontjanak nevezziik.
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6.2. Tétel. Ha az A mdtriznak van egy a,.s nyeregpontja, akkor az r-edik sor vdlasztdsa a sorjd-
tékos szdmdra, illetve az s-edik oszlop vdlasztdsa az oszlopjdtékos szamdra eqy optimdlis stratégia
pdrt alkot. Tovdbbd a jdték értéke v = a,s.

Bizonyitas. A sorjitékos nyereménye az i-edik sort valasztva legalabb m,, az oszlopjatékos vesz-
tesége a j-edik oszlopot valasztva legalabb M;. Az r-edik sort, illetve az s-edik oszlopot valasztva
a sorjatékos m = a,s nyereményt garantalhat magéinak, mig az oszlopjatékos legfeljebb M = a,.s

egységnyit veszit. (]
6.2. Példa. (i)
0 -1 0 3
A= 3 2 1 2
1 2 01
‘ My=8 Ms=2 Msz=1 M4=3
my=-1 0 -1 0 3 .
ma=1 9 9 1 g M= 1 =M, a nyeregpont ass.
mg=0 1 2 0 1

A jaték értéke v =1, az optimdlis stratégiak ©* = (0,1,0), y* = (0,0,1,0).

(i1) A nyeregpont és a dominancia segitségével végrehajtott eqyszerisitések fiiggetlenek egymdstol,
elképzelhetd, hogy az egyik makodik, o mdsik nem.

4 0 1
A=|10 4 1
3 3 2
Az asz=2 nyilvinvaldan nyeregpont, de nincs a mdtrizban sor vagy oszlop dominancia.

Megjegyzés: Az optimélis kevert stratégidk a nyeregpont altalanositasainak foghatok fel. Ugyanis
ha nem létezik nyeregpont, akkor , ki kell lépni” egy magasabb dimenzi6s térbe (az eloszlasok terébe)
és ott keresni nyeregpontot. Neumann eredeti bizonyitdsa ezen a gondolaton alapult, és az tn.
Brouwer fixpont tételt alkalmazva megmutatta az altalanositott nyeregpont 1étezését.

6.3. Gyakorlat

6.1. Feladat (Szamjaték). Két jatékos vdlaszthat szamot az {1,2,...,1000} halmazbdl. Az egy-
szeriség kedvéért az x-et illetve y-t vilaszto jatékosokat x-nek és y-nak nevezzik. Az x jdtékos
nyer, ha x >y ésx #y+ 1. Hax = y+ 1, akkor az y jdtékos nyer. Ha x = y, dontetlen. A
nyeremény eqy, illetve dontetlen esetén nulla. Mi az optimdlis stratégia, illetve a jdaték értéke?

6.2. Feladat (Torpedd). Adott egy 2 X 3-as tibla, amin egy domindt (hajot) helyez el az egyik
jatékos (hajos). A mdsik jatékos (tizér) megjeldl eqy mezdt a tdbldn. A tizér nyer, ha a hajé eqyik
mezdjét jeldlte meg, kitllonben a hajos nyer. Mi eqy optimdlis stratégia pdr és a jdaték értéke?

6.3. Feladat. Mutassuk meg, ha A eqy 2 X 2-es valds mdtriz, akkor a hozzdtartozo jatékban akkor
és csak akkor van nyeregpont, ha dominancidval is egyszerisithetd.

6.4. Feladat. Mutassuk meg, ha A antiszimmetrikus valds mdtriz, azaz At = — A, akkor a hozzd-
tartozo jaték értéke nulla.
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7. fejezet

Nem zérus osszegii jatékok

Az életben el6forduld jatékoknak csak kis része zérus 6sszegii, a legtobb esetben nem ez a helyzet.
Ezekkel a jatékokkal hihetetleniil sokféle problémat modellezhetiink. Sajnos ennek ara van. A zérus
Osszegi jatékok elméletében oly hasznosnak bizonyult kevert stratégidk altaldban nem adnak jo
vélaszt, mi tébb, mar azt sem konnyii megfogalmazni mit értsiink optimalis megoldas alatt. Nem
all médunkban az Osszes koncepcié ismertetése, még kevésbé részletes elemzése. Ehelyett vazolunk
néhéany lényeges Gtletet, elsGsorban olyanokat, melyek beleillenek az eddigi targyalasmoédunkba.

7.1. Fogolydilemma

Széles koérben ismert az un. Prisoner Paradoz, azaz az fogoly dilemma. Ez a vadalku lassan nalunk
is meghonosodo intézménye &ltal keletkezs ,,jaték”, egy klasszikus matrixa:

vall  tagad
vall  -5,-5 0,-10
tagad -10,0 -1,-1

A 7.1 példa a fogolydilemmaéval stratégiailag ekvivalens matematikai szempontbo6l, ha a torténet
mas is.

7.1. Példa. Két dsvdnyvizet forgalmazd vdllalat (Appolinaris és Perrier) versenyeznek a piacon.
A lehetséges stratégidk egy, illetve két dollarért adni az dsvdnyviz palackjdt. Az egyes stratégidk
alkalmazisa mellett keletkezd hasznot tdbldzatban foglaltuk Gssze. A mdatrizba irt szdmpdr elsé
eleme a sor-, a mdsodik az oszlopjitékos haszna az adott stratégia pdr mellett.

Perrier
18 28
Apollinaris 13 0, 0 5000, -5000
28 -5000, 5000 0, 0

Konnyen ldthato, hogy palackonként 1 dolldrért kell adni az dsvdnyvizet. Ez akdr a nyeregpont
létezésére vald hivatkozdssal, akdr az elsd sor (0szlop) dominancidjinak megmutatdsdival a mdsodik
sor (oszlop) felett torténhet.

Altalaban is kimondhatjuk: a dominancia a zérus sszegti jatékoknal latott modszerrel analog
moédon hasznalhato. (Vegylk észre, hogy a fenti jatek igazabol felfoghato zérus Osszegt jatékkent.)

7.2. Példa. Egy hasonld, bar kicsit komplikdltabb esetben két vdllalat, a Tokéletes és a Vardzsla-
tos, miitytiréket drulhat 1, 2 vagy 8 dolldros dron. A lehetdségekel a kordbbiak szerint rendeztiik

45
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tablizatha; a nyereséq/veszteség mértékét az eladdsi dr és a piaci részesedés vdltozdsai miatt vdltozo
termelési kéltségek szabjdk meg.

Tokéletes

1 2 3
Vardzslatos 1 0, 0 50, -10 40, -20
2 -10, 50 20, 20 90, 10
3 -20, 40 10, 90 50, 50

Ez a jaték nem zérus Gsszegi, és nincs dominans stratégia sem. Uj gondolatra van sziikség, ez
az Un. Nash egyensily vagy Nash equilibrium.

Definicié. Egy stratégia par Nash egyensiilyi helyzet, ha egyik jatékos sem tudja stratégia

A 7.1 példaban a (3,3) stratégia par nem Nash equilibrium, hisz a Varazslatos attérve a 2
dollaros stratégiara novelheti hasznat. Hasonléan belathatjuk, hogy az (1,1) stratégian kiviil nincs
Nash egyensilyi helyzet, igy a mindkét cég altal felszdmitott 1 dollaros ar a ,yreélis” ar. Némely
kozgazdasz ugy véli, a piacgazdasig versenyhelyzetének hatéasat sikeriilt igy leirni: az alacsony
arakat. Ha a verseny nem lehetséges (pl. nem egy dollaros mityiirok, hanem csak néhany cég altal
gyartott harci repiil§ a tét), akkor ez a mechanizmus nem képes alacsony arakat garantalni. A
Nash egyensilyi helyzet a dominanciit hasznalé megoldasok kiterjesztése, és a bemutatottnal joval
altalanosabb feltételek mellett is létezik. Az aldbbi példa szerint nem ad egyértelmt megoldast.

7.3. Példa. Két radicdllomds (Lokott és Laza) hdrom profilbdl vdilaszthat. Sugdrozhatnak rockot
(R), komolyzenét (K) és hireket (H). Az adott programok hallgatésdga 50, 30 és 20 szdzalék. Ha
egy dllomds egyediil fed le egy programot, akkor megszerzi annak a hallgatdsdgdt (és a vele ardnyos
reklémbevételt), ha a mdsikkal egyiitt, akkor fele-fele ardnyban osztoznak. Madtriz formdban:

Laza

R K H
Lékétt R 25,25 50,80 50, 20
K 30,50 15,15 30,20
H 20,50 20,30 10,10

Konnyen ellenérizhetd, hogy a 7.3 példaban csak a (K, R) és az (R,K) stratégiapar Nash egyen-
silyi helyzet. Nehezebb eldonteni, mit jelent ez a megoldas. Melyik valésul majd meg, és milyen
stratégiat valasszanak a jatékosok ? Ugy tinik, a Nash equilibriumok meghatarozasa tavolrél sem
ad véalaszt kérdéseinkre. Egy lehetséges tovabblépési irany annak vizsgalata, mit hozhat a koor-
dindcio jatékosok egyes csoportjai kozott, illetve hogyan oszhato el a kézosen szerzett haszon. Ez
a motivacidja az un. n-személyes jatékok tanulmanyozasanak. Miel6tt ratérnénk erre, megemli-
tiink még egy példat, amely azt sugallja, hogy a Nash egyensulyi helyzet valamilyen értelemben
j6 megoldés, és ha problémaéink is vannak vele az az élet és nem a modell meghatarozatlansagabol
ered.

7.4. Példa (Mely oldalan haladjunk az dtnak jaték). Keét autd halad egymdssal szemben és
a taldlkozdsndl donteniik kell az 4t jobb vagy bal szélére huzddjanak. A kissé fiktiv 10 értéket
rendelve a biztonsdgos tovdbbhaladdshoz, illetve az dsszetitkdozéshez az aldbbi mdtrizot kapjuk:

LA fogalmat és a vele kapcsolatos legfontosabb tételeket John Forbes Nash alkotta meg az 50-es évek elején.
KésGébb a német Reinhard Selten és a magyar Harsanyi Janos ért el jelentés eredményeket ebben az iranyban, amit
1994-ben a harmoéjuk kdzott megosztott kdzgazdasigi Nobel-dijjal ismertek el.

2Lasd az n-személyes jatékok, kevert stratégiak és Nash tételét a Fiiggelékben.
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Honda

Bal Jobb
Fiat Bal 1,1 -10, -10
Jobb -10, -10 1,1

Mind a (Bal, Bal), mind a (Jobb, Jobb) Nash egyensilyi helyzet, de ez nem sokat segit rajtunk,
ha belekényszeriilink egy ilyen jatékba. A tdrsadalmi konvencickkal szokds koordindlni az efféle
szitudcickat, s mint tudjuk a konkrét esetre mindkét megolddsra van példa. Igy aztdn nem is bag,
hogy a modelliink megolddsa nem egyértelmid. Ha az lenne, akkor mdr nem az életet irnd le, hanem
az elditéleteinket.

7.2. Galamb-Héja

Az evolicié biologidban nagyon fontos szerepet kaptak egyes nem zérusisszegt jatékok. Az aldbbi
példa az un. Galamb-Héja modell, amellyel egy populécié evolicidsan stabil stratégidit (ESS) szem-
léltethetjiik. Egy galambfajon beliil - talalkozas esetén - két egyed kozott kétféle viselkedés lehet-
séges: kitérnek egymaés el6l vagy harcba kezdenek. A kitéréssel esetleg elvesztenek egy erdéforrast
(par, élelem, fészkelGhely sth), mig a konfliktus sériiléssel, energia vagy id6 pocséklassal jar. Ha
mindkét galamb kitérne, akkor az egyikiik megszerzi az er6forrast, legyen ez egyenls esélyid. Egy
»galamb” azaz békés egyed taldlkozik egy ,héjaval” azaz egy harcias egyeddel, akkor a ,galamb”
kitér, elkeriili a sériilést, de elveszti az erGforrast, ami igy a ,héja” zsdkmanya lesz. Két ,héja”
taladlkozasa mindkettére nézve jelentés hatrannyal jar.

Az egyedek vagy egyik, vagy a méasik viselkedést kovetik; kérdes, melyik a jobb? Kénnyen
lathato, akar egyik, akir mésik viselkedés valik kizarolagossa, egy olyan egyed, amely ettsl a
normatol elér jelentds elénybe kertil.

Tehat a cél egy olyan stabil helyzet megtalalésa, melyben az egyed szaméra nincs ok valtoztatni
a viselkedésén. Oldjuk meg ezt egy fiktiv kifizetési matrix esetén.

galamb  héja
galamb 2,2 -1,5
héja 5 -1 -9,-9

Az galamb-héja” eloszlas x és 1 —x, azaz x valoszintiséggel békés egy egyed, 1 —x-szel agressziv.
Feltéve, hogy a populécio elég nagy, egy ,galamb” varhatéan 2z — 1(1 — z) = 3z — 1, egy ,héja”
pedig 5z — 9(1 — z) = 14z — 9 nyereséget konyvelhet el. Egyensuly, azaz ESS akkor van, ha
3xg — 1 = 1529 — 9, vagyis o = 2/3. Tehat a populacié elére meghatarozhaté aranyban mutat
békés vagy harcias viselkedést. Nem megleps, ha csokkentjiik az erdforras értékét (ami 3 volt a
példaban) illetve az idGét, akkor a békés, mig ha a sériilés kockazatat (8), akkor a harcias viselkedés
terjed a populaciéban. Az alabbi felallasban xg = 9/10.

galamb  héja
galamb 1,1 0,2
héja 2,0 -9,-9

Ezt az aprocska modellt nehéz tulértékelni: meglepGen széles a jelenségek kore, melyre képes
magyarizatot adni.

7.3. Gyakorlat

7.3.1. 2 %X n-es és m x 2-es bimatrixok

A matrixjatékokhoz hasonlod gondolatmenetet kévethetiink, csak most a Nash egyensuly feltételét
kell felirnunk.
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galamb  héja
galamb 2,2 -1,5
héja 5 -1 -9,-9

Ha a sorjatékosaz (x,1—x), az oszlopjatékos az (y, 1 —y) stratégiat koveti, a sorjatékos varhato
kifizetése f(z,y) = 22y —2z(1—y)+5(1—2)y—9(1—2)(1—y). Hasonloan az oszlopjatékos kifizetése
9(@,y) =22y +52(1 —y) — (1 —2)y — 91 —x)(1 —y).

Az egyensiily feltétele

of(z,y)

oy 0 és ay

Az adott szamokkal ez

9 8
M:2y—1+y—5y+9—9y=8—11y=07 azaz Y = .o,
oz 11

mig
9 8
g(m>y):2x_5x_1+x+9_9x:8—11x20, azaz T = —.
oy 11

Az  galamb-héja” jaték masképpen is megoldhato, illetve egy dinamikat is hasznalhatunk. Le-
gyen x valoszintséggel békés egy egyed, 1 — x-szel agressziv. Feltéve, hogy a populacié elég nagy,
egy ,galamb” varhatéan 2z — 1(1 —xz) = 3z — 1, egy ,héja” pedig 5z —9(1 — z) = 14x — 9 nyereséget
konyvelhet el. Egyensiily, s6t ESS van, ha 3zg—1 = 14x¢ — 9, vagyis 2o = 8/11. Tehat a populécio
elére meghatarozhaté ardnyban mutat békés vagy harcias viselkedést.

7.3.2. Cournot-duopdlium

Adott két véllalat, amely azonos mindségben ugyanazt a terméket allitja els. Az els6 ¢1, a masodik
g2 mennyiséget dob piacra, ahol az ar a p(q) = 50 — 3(q1 + q2) inverz keresleti fiigguény szerint
alakul. A vallatok darabonkénti 6nkoltsége rendre 2 illetve 3, azaz a maximalizilni kivant hasznuk

fla1,q2) = (p(q1,q2) — 2)q1 és g(q) = (p(q1,q2) — 3)qe.

A 2 x 2-es jatékokhoz hasonloan a (¢f,q3) egyensiily, ha megoldasa a

of (q1,q2) . . Og(q1,q2)
3% =06 8q2

egyenletrendszernek. Jelen esetben ez a ¢ = 49/9, g2 = 46/9, ami a p = 55/3 arat eredményezi,
a hasznok pedig rendre (49)2/27 és (46)2?/27. Figyelemre mélt6, hogy a monopolium vagy kartell,

rzcz

=0

haszon pedig 192. Azaz kevesebb vasarlé jut hozza a termékhez, és 6k is joval dragabban.

7.1. Feladat (Nemek harca). A példdban feltételezik az aldbbi kifizetési mdtrizot:
mozi  szinhdz
mozi 5, 4 3, 3

) -y . ; 0 — 2
szinhdz 0, 0 L5 Mi lehet a torténet, mik a Nash egyensilyok? Van koztik ESS?

7.2. Feladat (Vezériirii). A példdban feltételezik az aldbbi kifizetési mdtrizot:
indul  vdr
indul 8,8 4,5

. iy ) o . 0
vir 5.4 1.1 Mi lehet a torténet, mik a Nash egyensilyok? Van koztik ESS*

7.3. Feladat (Rapoport). Tegyiik fel, hogy egy bimdtriz jdatékban a jétékosok a < b < ¢ < d
kifizetéseket kapnak. Hdnyféle kionbozd mdtriz lehetséges? Hany, ha két mdtrizot egyenlének
tekintiink, ha oszlop vagy sorcserékkel dtvihetdk egymdsba? Irjuk fel a fogolydilemma, galamb-héja,
nemek harca €s a vezériri jatékok mdtrizait.
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7.4. Feladat (Pozdr). A megfigyelések szerint megjelenhet egy 3. stratégia a galamb-héja jaték-
ban, az Un. poz0r. A pozdr eljitsza a héjdt, elveszi a galambidl az erdforrdst, de osztozik (harc
nélkil) eqy mdsik pozérrel. Egy héja ellen tébbet veszit, mint gey galamb, de kevesebbet, mint egy
héja. Egészitsik ki a fenti mdtrizot, hogy a Nash egyensulyban mindhdrom stratégia megjelenjen.

7.5. Feladat. Egy versenyben hdrom vdllalat dllitje eld ugyanazt o terméket, 1, 2 és 3 énkiltséggel.
Az dar p(q) = 20 — q. Mi lesz a Cournot egyensily? Mi virhatd, ha az elsé és a harmadik vdllalat
megegyezik?

7.6. Feladat. Egy tiskéspikonak egy terilet értéke 1 perc, a jaték pedig, hogy kivdrjaik mig a mdsik
tdvozik. Hogy irhatunk fel folytonos illetve diszkrét modellt? Mi a Nash egyensuly?
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8. fejezet

Kooperativ jatékok

Az n-személyes kooperativ jatékok vizsgalatat Neumann Janos és Oskar Morgenstern kezdte el.
Mint kordbban utaltunk ra, nem valamiféle jharom személyes sakk”, vagy a futball leirdsa a cél,
hanem a racionélis osztozkodas torvényeinek tanulmanyozasa abban az esetben, mikor a jatékosok
egy tetszGleges csoportjanak ,ereje” ismert.

Definici6é. Egy n-személyes kooperativ jaték alatt a kdvetkezs rendszert értjiik:

Adott az I = {1,2,...,n}, a jatékosok halmaza. Egy S C I halmazt koaliciénak nevezziik, és
adott egy v : 2! — R (a koaliciokhoz egy valés szdmot rendels) tin. karakterisztikus fiiggvény
gy, hogy v(0) = 0

Gyakran az un. szuperadditivitast is megkoeveteljiik a karakterisztikus fliggvényre:
Definicié. Egy v karakterisztikus fiiggvény szuperadditiv, ha v(SUT) > v(S)+v(T), amennyi-
ben S, T CIé SNT = .

A v(9) jelenti szemléletesen azt a hasznot (kifizetést, hatalmat stb.), amit az S-ben 1évé ja-
tékosok egymassal Gsszefogva egyiittesen elérhetnek (akar a tobbiek ellenére is). A v(SUT) >
v(S) +v(T) az SNT = 0 esetén azt fejezi ki, hogy a két csoport dsszefogva legalabb annyit elér,
mint a kiilén szerzett haszon &sszege.!

8.1. Példa. Ingatlan fejlesstés (két vasarlos piac)

Egy fildmives dltal birtokolt fild mezdgazdasdgi értéke 100 ezer dollir. Két vevd pdlydzik rd,
az egyik lakdsépitéssel 200 ezer, a mdsik bevdsdrld kézpont létrehozdsdval 300 ezer dolldr hasznot
érhet el a fold felhaszndaldsdval. Vegyiik észre, hogy mig a foldmives egymagdban is képes haszndt
venni a foldjének, addig az épiték nem. Ez a kivetkezd 3-személyes jatéknak felel meg:

I =1{1,2,3}, ahol 1: féldmives, 2, 8 pedig a két vevdjelilt.

v@) =0 v({1,2}) = 200000

v({1}) = 100000 v({1,3}) = 300000

v({2}) =v({3}) =0 w({23}) =0
v({1,2,3}) = 300000

Altaldban az érték a kilonbozd tulajdonosok felhaszndldsdban a, b és ¢, ahol a < b < c.

8.2. Példa (Szavazasi jatékok). Ez a klasszikus 50%+1 szavazattal megualdsuld déntéseket mo-
dellezi. I ={1,...,n}

1 esetén ,S nyer”
v(S) = { 0 esetén ,,S veszit”

Az egyenld értékid szavazattal:

L Az 6sszefogassal ezt el is tudjak érni, hisz megtehetnék, hogy kiilon-kiilén jatszanak v(.S) illetve v(T) nyereményt
szerezve, majd utdnna egyesitenék a nyereményiiket.

o1
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[ 1 ha|S|>n/2
v(S) = { 0 kiilonben.
8.3. Példa (A silyozott szavazasi jatékok). Az i-edik jatékosnak w; szavazata van és q sza-
vazat kell a gyézelemhez. I ={1,...,n}

1 ha Y w;>q
v(S) = i€Ss
0 kulonben

Jeloljiik ezt a jdtékot a révidebdb (q;wi,wa,...,wy,) formdval. Vegyiik észre, hogy példdul a
(3;2,2,2,2) jaték v karakterisztikus fiigguénye nem szuperadditiv.

Definicié. Egy n-személyes jaték egyszert, ha a v karakterisztikus fiiggvény csak 0 és 1 értéket
vesz fel.

8.4. Példa. Az ENSZ Biztonsagi Tandcs mikodése.

A BT-nek 5 dllandé és 10 ideiglenes tagja van. Egy hatdrozat életbe lép, ha mind az 6t dllando
és legaldbb négy ideiglenes tag megszavazza. Ez felirhato, mint (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
stlyozott tibbségi jdték.

8.1. Elosztasok

Az n-személyes kooperativ jatékokban a jatékosoknak jut6 ésszerd kifizetéseket, az un. eloszid-
sokat akarjuk meghatarozni. Egy elosztést egy © = (x1,x2,...,2,) n-dimenzios valos vektorral
irhatunk le, ahol z; az i-edik jatékos része. Aesophus meséjével ellentétben feltessziik, hogy az osz-
tozkodast csak a v karakterisztikus fliggvény befolyédsolja, valamint a jatékosok tisztaban vannak
az érdekeikkel és megvédik azokat.? Széba jon az aldbbi két szempont:

1. x; > v({i}),i=1,...,n, széban ,Fgyéni racionalitas”
2. Yz =v(I), avagy ,Pareto optimalitas.”

Az 1. pont azt fejezi ki, hogy az egyik jatékos sem fogad el olyan elosztast, amelynél jobbat
(mindenféle koalici6 nélkiil) egymaga is képes elérni. A """ | z; < v(I) annyit tesz: nem oszthaté
t6bb, mint amennyi van. Az egyenlGség viszont megkoveteli, hogy a jatékosok altal megszerezhetd
maximélis 6sszeget osszuk szét. (Azaz egyfajta kooperaciora ,kényszerithetjiik” a jatékosokat.)
Definicié. Az olyan x € R™ vektorokat, amelyekre teljesiilnek az 1. és 2. feltételek, elosztasnak
hivjuk, az Osszes elosztas halmazat pedig A(v)-vel jeloljiik.

8.5. Példa. T = {1, 2, 3}, v(S) =0, ha |S| < 2, mig v(S) = |S|/3 kilonben.
FEkkor az elosztdsok halmaza

3
A(v)={zr e R3 : z; ZO,Z@- =1}

i=1

Az elosztasok A(v) halmaza . tal nagy”, igy altalaban nem tekintheté megoldasnak. Kiilonboz6,
tobbé-kevéshé ésszert feltételekkel szokas sziikiteni az A(v)-t, és a kapott részhalmazt deklaralni a
létrejohets megoldasok halmazénak. A sokféle megkozelités szamos vitira adott alkalmat és a mai
napig sem lehet egyértelmd gysGztest hirdetni. Mi harom koncepciot fogunk vazolni, a mag (core),
a stabil halmaz és a Shapley érték fogalmat. Ezek mindegyike nagyon tanulsigos.

Definicié. Ha z,y € A(v), akkor egy ) # S C I hatékonyan preferalja x-et y-nal szemben, ha
x; > y; minden i € S esetén és ), g x; < v(S). Jelben x =g y.

2Valbjan ez elég erds és az életben ritkan teljesiils feltétel.
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Az elnevezés és a motivacio nyilvanvalé. Az z; > y; @ € S miatt az S-beli jatékosok jobban
kedvelik 2-et, mint y-t. A )", o < v(S) a hatékonysag, ugyanis az S koalicié kikényszeritheti az y
elvetését és a szaméara eldnytsebb z; (i € S) kifizetést garantalhatja tagjainak.

8.6. Példa. Vegyiik o (2;1,1,1) jatékot és az x = (1/3,5/12,1/4), y = (1/2,1/3,1/6) és z =
(9/24,1/3,7/24) vektorokat. Ldthatd, hogy x,y,z € A(v), tovdbbd © =23y y (v2 =5/12>1/3 =
Y2, 3 = 1/4 > 1/6 = y3, és xo +x3 = 5/12+ 1/4 < v({2,3}) = 2/3). Hasonldan beldthaté a
z ={1,3y T reldcid; ugyanakkor nincs olyan 0 Z {1,2,3}, amelyre z =5 y. (Ez azt jelenti, hogy mig
eqy rogzitett S-re a ,,>-g” reldcid tranzitiv. Ezzel szemben ha gy definidlunk egy " reldcidt, hogy
x =y akkor és csak akkor, ha létezik olyan ) # S C I, melyre v =g y, akkor ez a ,,~" reldcié nem
tranzitiv.)

8.2. A mag és kiszamitasa

Definicié. Egy n-személyes jaték magja azon x elosztasokbol all, amelyekkel szemben egyetlen y
ielosztast sem preferal hatékonyan valamely nem iires S koalici6. Jelben a mag C'(v) := {x € A(v) :
nem létezik olyan y € A(v) és ) £S5 C I, hogy y =5 x}.

8.7. Példa. Vegyiik a (7; 8, 1, 1) silyozott tébbségi jatékot. Itt v(S) =1, hal € S és v(S) =0,
ha 1 €S. Ezért A(v) ={z:x1 > 1,29 > 0,23 >0 és Zf:l z; =1} ={(1,0,0)}, azaz |A(v)| = 1.
Mivel egy elosztds van csak, A(v) = C(v), és igy C(v) = {(1,0,0)}. Mint vdrhatd volt, az 1 ,viszi
az egészet.”

Egy v karakterisztikus fliggvényi jaték C(v) magjaban 1évs vektorok joggal tekinthetsk ésszert
megoldasoknak. Ezzel azonban nem értiink a problémak végére.

8.8. Példa. Szdmoljuk ki a (2;1,1,1) sulyozott tobbségid jaték magjat. Tegyiik fel, hogy y € A(v).
Ekkor valamely 1 <1 < j < 3 esetén y;+y; <1, hiszy1 +y2+ys = 1. Megmutatjuk, hogy van olyan
2z € A(v) és D # S C{1,2,3}, amelyre z =g y. Az indezek cseréjével feltehetjiik, hogy y1 + ya < 1,
s mintegy a ,maradékot” (ys-at) szétosztjuk az elsé és mdsodik jdtékos kozott: z = y1 + ys/2,
29 := yo + y3/2. Igy persze z (1,2} Y. Madsszoval barmely y € A(v)-re létezik olyan z € A(v) és
nem tres S C {1,2,3} halmaz, hogy z »=s y. Ez persze azt jelenti, hogy a mag az ires halmaz,
vagyis nem tudunk jé megolddst javasolni.

Sziikségiink van tehat egyrészt a mag szerkezetének jobb megértésére a kényelmesebb kiszamitis
érdekében, méasrészt tenniink kell valamit, ha a mag tires. Az els6 probléméara vonatkozik a mag
leirasa, mint konvex poliéder.

8.1. Tétel. Egy v karakterisztikus fligguényd n-személyes jatékban az x elosztds eleme a magnak
akkor és csak akkor, ha minden S koaliciora a ) ;. g x; > v(S) egyenldtlenség teljesiil.

Bizonyitas. Vegyiink egy olyan x vektort, amelyre teljesiil az Gsszes, a feltételben levd egyenlt-
lenség. Tegyiik fel, hogy van olyan y € A(v) és nem iires S C I, hogy y =5 z. Ekkor y; > x;
minden i € S és Y ;.o ¥ < v(S) a hatékony preferencia miatt, amibél a

Z% <wv(9) < in < ZZ/L

€S i€S ieS
ellentmondas adodik.

A maésik irany bizonyitasahoz tekintsiink egy, a feltétel valamelyik egyenlStlenségét megsérts

x € A(v) vektort, és legyen () # S C I, amelyre sériil; azaz g x; < v(S5). Talalni akarunk
egy olyan y € A(v) vektort és § # T C I halmazt, amelyre y =1 x. Az elébbiek miatt v(S) =
Y ics Ti+¢€, ahol € > 0. Az y-t ugy éllitjuk eld, hogy az et , felosztjuk” az S koalici6 tagjai kozott,
azaz y; ‘= x; + €/|S|, ha i € S. Kérdés, mi legyen y;, ha i ¢ S 7 Az y vektornak benne kell lennie
A(v)-ben, igy az egyéni racionalitas feltételeit nem sértheti, azaz y; > v({i}) minden i € I. Ezek
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automatikusan teljesiilnek, ha ¢ € S, hiszen x € A(v) és y; > x; > v({i}) ha i € S. Teljesiilnie
kell tovabb4a a Pareto optimalitasnak, vagyis > ., y; = v(I). Keressiik hat az y;-ket i € S-re a
kovetkezs alakban:

yi = v({i}) + 04,
ahol §; > 0. Ezzel

Zy =Y mitet Y o({ih)+ >4

€S igS igS
amib6l a Y, .o x +€=0(S) és D1 y; = v(I) miatt kovetkezik a
v(I) =v(S)+ Y v({i) + > b
igS iZS
Atrendezve a §;-kre az alabbi feltétel adodik:
Zéi =v(l) —v(S) — Zv({z})
igs igS

Nevezziik a fenti egyenlet jobboldalat d-nak, és definaljuk majd a d;-ket a J; := 6/(n — |S|) formu-
laval. Ekkor az y elosztés lesz, amennyiben § > 0. (Valoban, hisz >, y; = v(I) és y; > v({i})
i € I-re.) Végiil  nem negativitdsdnak megmutatasara hasznéaljuk a v fiiggvény szuperadditivita-

sat; D v({i}) < oI\ S). Igy

5 = (1) = v(S) = S v({i}) = v(I) = v(S) = v(I\ §) = v(I) = v(I) =0,
igs

ahol az utols6 egyenl6tlenségben (v(I) > v(S) 4+ v(I\ S)) ismét a szuperadditivitast hasznaltuk,
és ezzel kész vagyunk. ]

8.9. Példa. A itétel segitségével kiszamithatjuk az ingatlan fejlesztés jaték magjdt.

% A(v) C(v)

v({1}) = 100000 21 > 100000 A(v) elemei, melyekre
v({2}) =v({3}) =0 22>0 (111) 1 + x2 > 200000
v({1,2}) = 20000 23>0 (i) z1 + z3 > 300000
v({1,3}) = 30000 (ii) 3, 2 = 300000 x5+ 25 >0

v({2,3}) =0

v({1,2,3}) = 300000
(i) és (ii) = z2 =0, (iii) = x1 > 200000, azaz a mag a kivetkezd:

C(v) = {z : 200000 < z; < 300000, 25 = 0, x5 = 30000 — z; }.

A wvdrakozdsnak megfelelden a 2. jitékos kizdrodik az iizletbdl, és a fildet a 3. veszi meg egy 200
és 300 ezer dolldr kozti dsszegért. Ennél tobbet nem tudunk mondani, de ez természetes, hiszen a
valésdgban sem donthetd el eldre, mi lesz az dr. (Az figghet az alkufolyamattol.)

8.3. Stabil megoldasok

Amennyiben a jaték magja iires, nem tudunk ésszerti megoldast javasolni, és ez is hasznos infor-
macio. Elképzelhets mas, stabilitast figyelembe vevs szempont alapjan torténd valasztas A(v)-bol.
Ez volt Neumann és Morgenstern eredeti gondolata.

Egy korabbi definicionk egy G iranyitott grafban egy fiiggetlen és dominalo S C V pont-
halmaz mag vagy stabil halmaz. (Sajnos a magyar terminolégia kénnyen zavart okozhat, mivel ez
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a mag az angolban kernel, mig az el6z6 tétellel karakterizalt mag az core.) Egy n-személyes jaték
elosztasainak A(v) halmaza felfoghato egy G, grafként; V(G,) = A(v), és (z,y) € E(G,) &z >sy
valamely S C I-re.

Definici6. Egy B C A(v) halmaz stabil megoldas a v karakterisztikus fliggvénnyel meghaté-
rozott jatékban, ha B mag (kernel, stabil halmaz) a G, grafban.

Megjegyzés: A ,masik” mag (core) is leirhaté a G, graf segitségével: C(v) azon pontok halmaza
A(v)-ben, amelyekbe nem fut be él, ha mint G,-beli pontként tekintjiik Sket.

Az els§ pillantasra nem nyilvanvald, mi értelme van a stabil halmazokat megoldasnak tekinteni.
Az egyik motivacio lehet a stabil pérositési probléma, amelynek a megoldasai éppen egy graf stabil
halmazai. Tovabba stabil halmaz létezhet akkor is, ha a mag (core) tres.

8.10. Példa. A (2;1,1,1) silyozott tébbségi jatékra ldttuk, hogy C(v) = 0.

Legyen
11 1 1 11
B= {<2a270> ) (2707 2> ’ (07272)}

Beldtjuk, hogy B stabil halmaz.

B fiiggetlen halmaz: Ha pl. (1/2,1/2,0) =g (1/2,0,1/2) = S = {2}, de 1/2 < v({2}) = 0 nem
teljesil; ellentmondds. A tobbi eset bizonyitdsa teljesen hasonlé mdédon térténhet.

B dominalé halmaz: Legyen x € A(v), © = (x1,x2,23). Ha x1 > 1/2, akkor xo,23 < 1/2,
de ekkor (0,1/2,1/2) =193y (w1,22,73). A szimmetria miatt feltehetd, hogy x1 > max{zs,v3},
igy az eldzd megjegqyzés miatt vo,x3 < 1/2. Ha x2 vagy éppen xs 1/2, akkor x € B. Ha viszont
mindkettd kisebb, mint 1/2, akkor (0,1/2,1/2) =2 3y (71,2, 23). Hasonld megfontolissal adddik,
hogy kontinuum sok stabil halmaz van: minden c € (0,1/2) esetén a B. := {(z1,1 —c—121,¢) : 0 <
x1 <1—c} halmaz stabil.

8.11. Példa. A 8.9 példaban kiszdmoltuk az ingatlanfejlesztés jaték magjdat. Bdrmely n-személyes
jdtékra, ha B egy stabil halmaz, akkor C(v) C B. Esetiinkben eqy B stabil halmaz feltétlendl bévebb
C(v)-nél (B\C(v) # 0), hiszen az x = (100000, 100000,100000) € A(v) eloszldsra nem lélezik
olyan y € C(v) és S C {1,2,3}, amelyre y =g x. Megmutatjuk, hogy B := {(x1,x2,x3) : 100000 <
x1 < 300000, z2 = 0,25 = 300000 — 1} egy stabil halmaz. B flggetlen: Legyen x,y € B ésx =g y.

Mivel xo = ys =0, az x1 > y1, akkor és csak akkor, ha x3 < ys, illetve x3 > ys = x1 < y1. Tehdt
S = {1} vagy S = {3}, ami lehetetlen.

B dominalo: Tegyiik fel, hogy egy y € B-re yo > 0. Legyen ekkor x = (x1,x2,23) := (y1 +
Y2/2,0,y3 +y2/2). Nyilvinvaldan x € B és x =y 33 y.

Egy stabil halmaz tehat a mag altal sugalltol eltérs megoldasokat is megenged. Erdekes tu-
lajdonsaga, hogy ,osztozkodast” frhat el6 egy jatékban, amelynek iires a magja (lasd 8.10 példa).
Sajnos nem pusztan a nehezen kiszamithatésaghan hasonlit a magra; 1969-ben Lucas bebizonyi-
totta, van olyan jaték, melynek nincs stabil halmaza. Egy karakterében kiilonb6z6 megkozelitést

8.4. A Shapley érték

A cél egy olyan ® fiiggvény definidlasa, amely minden v karakterisztikus fiiggvénnyel leirt ja-
tékhoz hozzarendel egy ®(v) € R"™ vektort. Az i-edik jatékos Shapley értéke ®;(v), ha ®(v) =
(®1(v),...,P,(v)) és az alabbi axiomak teljesiilnek P-re:

1. Legyen m az I = {1,...,n} halmaz egy permutécioja, és w(S) = v(w(S)) minden S C I-re.
Ekkor ®;(w) = ®.(;)(v).
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3. Ha v(S\{i}) = v(S) minden S C I-re, akkor ®;(v) = 0.

4. Additivitdas. Ha v és v’ karakterisztikus fiiggvények az I halmazon és w = v + v’, akkor
O(w) = P(v) + (V).

Megjegyzés: Az elsG axioma azt fejezi ki, hogy a jatékosok ereje fiiggetlen az elnevezésiiktsl. A
méasodik a Pareto optimalitds analogonja, a megszerezhet haszon teljes felosztasa. A harmadik
szerint nulla az ,@értéke” annak a jatékosnak, akinek lényegében nincs befolydsa a jaték menetére.
Végiil a negyedik azt koveteli meg, ha két fliggetlen jatékot jatszanak ugyanazon jatékosok, akkor
a nyereményiik a két jaték Osszege lesz. Az igazan meglepd, hogy wan, rdadasul pontosan egy, ®
fliggvény, amely eleget tesz ezeknek a szigord feltételeknek.

8.2. Tétel. (Shapley) A szuperadditiv’ karakterisztikus fiigguények halmazdn létezik eqy egyértel-
mden meghatdrozott ® figguény, amely eleget tesz az 1-4 axiomdaknak. Tovdbbd

o;(v) = > A(SN@(S) = v(S\{i}),
1€SCI
ahol

R 1)7!1(!71— B!

8.12. Példa (Blokkol6 kisebbség). (51; 49, 48, 3)

2(0)= 3 A(ISDe(S) — S\ ih = Y H1-0)=g2=3,

ieSCI i€S,|S|=2
azaz ®(v) = (1/3,1/3,1/3).
8.13. Példa (Az ingatlanfejlesztés Shapley értékei).

@1(0) = 21 (0(13) — o)) + @ ({1,2) ~ o({11) + (o({1,3)) — o({1})]+
+%(U({1, 2,3)) — v({2,3})) = 216666%
@2(0) = {(0({1,2)) — v({21) + 2 (0({1,2,3}) — o({1,3))) = 16666

@y(0) = [(0({1,3)) — v({11) + 5 (o({1,2,3}) — o({1,2})) = 6666

Ldthatd, hogy a 2. szamai jatkosnak is fontos szerepe van (mig a C(v) elosztdsaiban semmit nem
kapott). Kaphat dijazdst az egyes jatékostol (maradjon felverni az drat) és a hdrmastol is (tdjon el
végre).

8.5. A Shapley tétel kovetkezményei

Az egyszert jatékokra (azaz, melyekben a v(S) = 0 vagy 1 minden S koaliciéra) a Shapley érték
kiszamitasa egyszertisddik.

Oi(v) = Y A(IS)((S) —v(S\{i}),
ieSCI
és most, v(S) —v(S\{i}) = 1 pontosan akkor, ha v(S) =1 és v(S\{i}) = 0 kiilonben.
Legyen S; (i € S C I) az i-t tartalmazo6 nyerd koalicidk halmaza, melyek az i-t elhagyva mar nem
nyerck. Igy

oi(0) = > (8.

i€SES;

3Ha ezutan Shapley értéket emlitiink, mindig feltessziik a szuperadditivitast.
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8.14. Példa (ENSZ, Biztonsagi Tanacs (39;7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)). Egy nem dllandé
i tagra azon S minimdlis koalicick esetén nem nulla a v(S) —v(S\{i}), amelyek mind az 6t dllands
tagot és pontosan hdrom ideiglenes tagot tartalmaznek az i-edik tagon kivil. Ezek szdma (g), mig

~v(9) = 8!6!/15!, azaz
9\ 816! 4
)= ()2 o % 0,001865
(v) (2) 150 ~ 5.7-11-13

Az elsd és mdasodik axidma miatt ha j egy dllandé tagja o BT-nek, akkor

1— 109, 1— 8
Dj(v) = 5 ©) _ 75'1“3 ~ 0,1963.

Az ot dllandé tag birtokolja tehdt a dontéshozatal tobb, mint 98%-dt, mig az ideiglenes tagok befo-
lydsa a 2%-ot sem éri el. A példa mutatja, hogy eqy silyozott tobbségi jatékban a jdatékosok valodi
ereje és a szavazataik szdma kozott messze nem linedris o kapcsolat, illetve a gyengébb jdtékosok
érdekérvényesitd képessége tragikusan kicsi. Elképzelhetd viszont, hogy 7 ideiglenes tag dsszefoq és
mindig egyitt szavaz. Ekkor egyiities erejik 1/6, csak gy, mint az dllandd tagoké ebben az esetben,
mig a kimaradd 3 nem dllandd tag ereje nulla! A régi tandcs, divide et impera, matematikailag is
aldtdmaszthato.*

Egyszert jatékok esetében elegans valdszintiségi interpretacidja adhaté meg a Shapley értéknek.
Definicié. [Pivot] Egy m permutacidjara I-nek egy ¢ elem pivotdlis, ha az i-t m-ben megel6z8
elemek altal vesztes, de i-t hozzavéve gyGztes koaliciot alkotnak.

Ha egy S nyers, S\ {i} veszt6 koalicio, akkor S-re nézve (s — 1)!(n — s)! szamu permutacioban
lesz i pivotalis, ahol s = |S].

8 3 Tétel Egyv karakterisztikus fdggvényﬂjdtékban D, (v) egyenlé’ (mnak a valészz’nﬁségével, hogy

8.15. Példa. Az auszirdl parlamenti rendszer mikddése

Az orszig hat szévetségi dllambdl dll, és torvényeket ezek képuviseldi, illetve a szévetségi kormdnyzal
hozza. Az elfogadds feltétele, hogy legaldbb ot dllam, vagy két dllam és a szdévetségi kormdnyzat
tdmogassa az adott térvényt. Eqy permutdcidban o szévetségi kormdnyzat pivotdlis, ha o harmadik,
a negyedik vagy otédik helyen dll. Ezek eqgymdst kizdré események, valdszindségik 1/7T+1/7+1/7 =
3/7. Az egyes dllamok Shapley értéke egyenld, 4/7 - 1/6 = 2/21, ami a szévetségi kormdnyzat
erejének két kilencede.

Felmeriil a kérdés, mi a Shapley érték és az elosztasok kapcsolata.
8.4. Tétel. Minden n-személyes jitékra a ®(v) vektor eleme az elosztdsok A(v) halmazdnak.
Bizonyitas. A 2. axioma szerint Y ;_, ®;(v) = v(I), igy a Pareto optimalitas teljesiil. Az egyéni

racionalitas ®; > v({i}) egyenl6tlenségei a kovetkezék miatt allnak. ElGszor is a v(S)—v(S\{i}) >
v({i}) a szuperadditivitas miatt. Ezzel

®i(v) > Y A(ISho({ih) =v({i}) Y (S =v({i}),

i€SCI i€SCI

hiszen

> 5|:§n:( >Ik| En: 1_1;,“ iﬁi

1eSCI =1 i=1

4Ezért is ideiglenesek a tagorszagok, igy valoszintitlen az 6sszefogasuk, illetve kénnyebben befolyasolhatok.
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Osszefoglalva az eddigieket, egy n-személyes jaték elképzelhetd megoldasai (kifizetései) az el-
osztasok A(v) halmaza. Mivel A(v)-t

Z:ci = ov(]) egyenlet és az x; > v({i}) (1 € I)

i=1
egyenlétlenségek hatarozzdk meg, A(v) egy konvex poliéder. A C(v) meg az A(v)-nek része, és
szintén poliéder, hiszen

Cv)y={zeR": Za:t >wv(S5),S C I},
i€S
mig egy stabil B halmazrél tudjuk, hogy C'(v) C B C A(v). Végiil a Shapley érték ®(v) vektora
szintén A(v)-ben van.

8.16. Példa. Az ingatlanfejlesztés ,megolddsai” (a koordindtdkat ezer dolldrban mérve).

b2y
300
A(v)
®(v) = (217, 16, 67)
0
O‘ g
300 T1
C(v)

€3
300

8.6. Gyakorlat

Kooperativ jatékokkal modellezhetd helyzetek

8.6.1. Szemét jaték

Képzeljiink el egy kertvarosi szomszédsagot n 6nalld teleken lakott hazzal. Minden hiz napi egy-
ségnyi hulladékot termel, amivel kezdeni kell valamit. Ha megoldott a szemétszallitas, akkor ez
csak pénz kérdés. Ha nem, akkor mi torténhet, illetve milyen modell (vagy modellek) vetGdnek fel
a helyzet, kapcsan?

A legegyszertibb arra gondolnunk, hogy, a koltség cstkkentésének céljabol, a lakok megprobéljak
egyméashoz &tdobélni a szemetet. Viszont amig valaki megszabadul a sajat szemetétdl, masok
bedobalhatjék hozza az Gvéket. Egy megoldas lehet, hogy Osszeallnak paran és egymést nem
szemetelik. Formalisan a v karakterisztikus fliggvény:

[ |S|—-nhaS#0
v(S) = { 0 kiilonben.

Hasznaljuk a mag karakterizacios tételét és mutassuk meg, hogy C(v) = 0.
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8.6.2. Ausztral torvényhozas

A kézponti korméanyzat (jeloljitk G-vel) és hat allam > képviselgje fogadhat el szdvetségi torvényt.
Az elfogadashoz sziikséges vagy a kozponti korményzat és legalabb két allam, vagy legaldbb &t
allam szavazata.

Lassuk be, hogy ez szuperadditiv karakterisztikus fiiggvénnyel irhaté le.

8.6.3. Bizottsagok

A bizottsagok részben a szakmai, részben a demokratikus déntés illuzijat hivatottak elmélyiteni.
A tapasztalat szerint a kévetkezs paramétereket ajanlatos betartani:

e Ne legyen tul kicsi vagy tul nagy a bizottsag, 3 — 15 6.
e Ha lehet, paratlan sok taghdl alljon, egyenl$ szavazattal.

e Legyen elnok.

n

. - .. . /_/H
A tipikus egyszer tobbség esetében tehat az n = 2k + 1 taga bizottsdg a (k + 1;1,...,1)
szavazasi jatékkal irhat6 le. Paros n esetén gyakori szabaly, hogy az elndk szavazata dont.

8.1. Feladat (Trivialis jaték). A v karakterisztikus fiigguény dltal meghatdrozott jaték trividlis,
ha minden S,T C I esetén v(S) +v(T) =v(SUT), ha SNT = 0. Mi lesz A(v),C(v) és ®(v)?
Miért kaphatta a jaték a nevét?

8.2. Feladat. Adjunk meg egy olyan gyakorlati esetet, amelyben feltélelezhetd, hogy a karakterisz-
tikus fiigguény nem szuperadditiv.

8.3. Feladat (Egyszerii jaték). Egy jdték egyszert, ha a v karakterisztikus fiigguvény csak a nulla
és eqy értékeketl veszi fel. Mutassuk meg, ha eqy eqyszerd jaték szuperadditiv, akkor a v karakte-
risztikus fligguénye monoton.

8.4. Feladat. Felfoghaté-e az ausztrdl torvényhozds illetve az elnékkel rendelkezd bizottsdg silyo-
zotl szavazdsi jatékként?

8.5. Feladat. Felfoghatd-e egy tibbkamards parlament silyozott szavazdsi jatékként?
8.6. Feladat. Mi lesz A(v),C(v) és ®(v) a 8.4 feladat jatékaiban?

8.7. Feladat. Alakitsuk dt a fogolydilemmdt zérusdsszegi kooperativ jatékkd. (A sheriff kifizetése
legyen a mdsik kettd —1-szerese.) Mi lesz v, A(v),C(v) és ®(v)? Hogyan interpretilhatd ez a
forma?

8.8. Feladat (Ocean jaték). Mi a jitékosok Shapley értéke a (51,40,40,1,...,1) silyozott sza-
vazdsi jatékban, ahol tiz eqység szavazati jatékos van?

8.9. Feladat (USA torvényhozas). A képviseléhdz 435 fds, a szendlus pedig szdiz. Egy javas-
lat akkor megy dt, ha mindkét hdzban tébb, mint 50 %-ot ér el, ® és az elndk is rdbolint vagy
mindkét hdzban 2/3-0s tobbséget kap (ekkor az elndk mdr nem is kell hozzd). Mutassuk meg, hogy
szuperadditiv a jaték v karakterisztikus fiiggvénye, és adjuk meg a Shapley értékeket!

5Ezek: Nyugat-Ausztralia (WA), Queensland (QSD), Uj-Dél-Wales (NSW), Victoria (V), Dél-Ausztralia (SA) és
Tasmania (TAS)
6 A helyzet egy kicsit bonyolultabb, ha a szenatusban déntetlen van, akkor az alelntk dont.
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9. fejezet

Stabil Parositasok

A stabil pérositas vagy stabil hézassag probléma kivalé példa mind a gyakorlat és elmélet vi-
eredetileg az USA-ban a 40-es évek kbzepén kulminél6é orvos gyakornok hidny, illetve elosztési
zavar motivélta. A végzds orvosok ezreit kellett a korhézak altal meghirdetett helyekre beosztani;
raadasul mindkét fél (orvos vs. korhaz) a sajat preferenciait igyekezett érvényesiteni. Az eredetileg
alkalmazott technikak teljesen alkalmatlanna valtak 1947-re, mikoris egy radikélisan 1j rendszert
vezzettek be helyettiik. Erdekes modon ennek elméleti vizsgalatat csak 1962-ben tette meg D. Gale
és L. S. Shapley, s igazabol 6k nem tudtak a probléméarodl: az egyetemi felvételi rendszert illetve a
hazassagok stabilitasat akartak modellezni.!

9.1. Stabil hazassag

Mi az &ltaluk vizsgalt legegyszertibb modellt ismertetjiik, utalva ra, hogy igen sok &ltalanositas
szliletett azota. A stabil hazassag probléméban adott n férfi, n né és mindegyikiik valahogyan
rangsorolja az ellentétes nem tagjait; ez az illet§ személy preferencia listdja. A férfiakat gorog, a
néket latin bettkkel jelsljiikk majd. Igy példaul akkor mondjuk, hogy az o (férfi) jobban kedveli
vagy preferdljo A-t B-hez képest, ha « preferencia listdjan A el6rébb van, mint B. A személyeket és
preferencidikat leirhatjuk (duplan) stlyozott paros grafokkal, vagy matrixokkal is az aldbbiaknak
megfelelGen:

9.1. Példa. [Stabil pdrositds grdf és bimdtriz formdban/

INéhany éve a magyar felsGoktatasi felvételi rendszere is hasonlé algoritmust hasznal.
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«

A B C

ol 1,3 22 31

Bls 1 1,8 22
vl 22 51 1,8 5
v

A mdtrix egy elemének elsd koordindtdja a megfeleld oszlop dltal reprezentdlt nd helyezése a
sorhoz tartozo férfi ranglistdjin, mig a mdsodik koordindta o forditott helyezés.

A feladat egy olyan n-elemii M pérositds megadésa, amely, legalabbis valamely értelemben,
elképzelhets. Gyakorlati és elméleti megfontoldsok alapjan az alabbi definicié tiinik ésszertinek:
Definicié. Egy M parositas instabil ha vannak olyan «, 8 férfiak és A, B nék, hogy (o, A) € M,
(8,B) € M, de § preferdlja A-t B-hez képest, és A preferdlja S-t a-hoz képest. Egy M péarositas
stabil, ha nem instabil.

A definicié motivacidja kézenfekvs: feltehets, hogy az instabil esetben 3 illetve A felbontja
pillanatnyi kapcsolatat, és egymassal 1ép kapcsolatra. A célunk egy stabil M pérositas keresése
lesz majd, mar ha van ilyen egyéltalan. (Halmos és Vaughan javasolt korabban egy modellt,
amely globalis optimumra toérekedett, nem véve figyelembe a lokalis érdekeket, lehetGségeket. Ezért
legfeljebb kikényszerithetd, mig a fenti stabilitas szerint egy M teljes parositas nem bomlik fel, ha
magara hagyjuk a rendszert.)

Kérdés persze, van-e egyaltalan megoldas? Az 77 példdban harom megoldéas van:

M, = {(Q,A), (BvB)v (7;0)}a M, = {(Oé,C)7 (ﬂaA)v (VaB)} és M3 = {(Oé,B), (Bvc)a (7;"4)}

M, Mo M3
e} A @ A «a A
B B B B B B
Y C Y C Y C

9.2. Példa. [Stabil szobatdrs] A stabil hdzassdg mintdja alapjin definidlhatjuk az in. szobatérs
problémadt. Itt adott 2n ember, akiket kétszemélyes szobakba kell telepiteni és az eldzdekhez hason-
léan preferencidkkal rendelkeznek. Nyilvanvald, ha adott négy személy («, 5,7, 9) dgy, hogy a, B és
v preferencia listdjin § az utolsd, a-én B, B-én v €s v-én « az elsd, akkor nincs stabil pdrositds.
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6 1 2 f)/
2 3 1 3
P 2

3
«@ d

A 9.2 példa fényében kellemes meglepetés az alabbi tétel.
9.1. Tétel. (Gale-Shapley) A stabil hdzassdg problémdnak mindig van megolddsa.

Bizonyitas. Valdjdban egy nagyon hatékony, mohé tipust algoritmust adunk, melynek vég-
eredménye bizonyosan stabil parositads. Tradicionalisan, hisz ez igencsak tradicioné&lis eljaras, a
megfelel§ kdznapi kifejezéseket hasznaljuk a leiras soran.

A eljaras els6 1épésében minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Minden né a legjobb ajanla-
tot fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy ,varakozo listara” helyezi a kérst. A masodik lépésben
az elutasitott kérsk tjra ajinlatot tesznek, eztttal a preferencia listdjukon 2. helyezett holgynek.
A nék ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot fogadjak el; esetlegesen lecserélve a varakozoé listan
1év8 kérét. Hasonloan folytatodik ez a késGbbiekben is: egy elutasitott (vagy egy varakozo listarol
lekeriilt) férfi a soron kovetkezd jelolttel probalkozik, mig a nék a lehets legjobb jeloltet tartjak
meg.

Legkéssbb n? — 2n + 2 lépés elteltével minden hélgy kap legalabb egy kérét, igy a varakozo
listajan is lesz majd valaki. (Ugyanis ha egy lépésben van olyan ng, aki nem kapott még ajanlatot,
akkor lennie kell elutasitdsnak is ebben a lépésben, illetve egy férfi csak egyszer tesz ajanlatot egy
nének.)

Mikor minden né kapott ajanlatot, akkor véget vetiink az eljarasnak, és a pillanatnyi parokat
véglegesnek kialtjuk ki. Megmutatjuk, hogy az igy kapott M parositas stabil. Tegyiik fel, hogy
van olyan « és A, melyre (o, A) € M, de « preferélja a parjahoz képest. Ekkor viszont « valamikor
ajanlatot tett A-nak és A elutasitotta 6t, azaz a varakozoé listdjan a-nal ,jobb” személy volt, s ha
cserél3dott is azota, csak még jobb lehet késébb. Igy A a parjat jobban kedveli, mint a-t, azaz
nincs instabilitas. U

A B C D

ol 1,3 2,3 32 4,3

9.3.Példa. 3| 1,4 4,1 3,3 22
vl2 2 1,4 8.4 41

sl41 22 30 1,4

Az algoritmus végrehajtdsdt egy tdbldzaton kovethetjik. Eqy cella baloldali eleme az adott lépés-
ben a sor dltal kédolt személytdl ajdanlatot kapd, a jobboldali elem pedig a sor ajdnlatdt elfogadott
személy.

1. lépés | 2. lépés | 3. lépés | 4. lépés | 5. lépés | 6. lépés
a A A 0,A 0, A 0,0 B, 0 C,C
B A D D,D 0,D 0,D 0,D 0,D
~y B,B 0, B 0,0 A A 0,A 0,A
) D,D 0,0 B,B 0,B 0,B 0,B

A kovethetdség kedvéért felvettiik a férfiak preferencia listdit, ahol felilvondssal jeleztiik, ha mdr
tortént ajanlat: a(A, B,C, D)
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8(A,D,C, B)
(‘?7 47 CV ‘D)
0(D,B,C,A) A megolddst az utolsé oszlop jobboldaldrdl olvashatjuk le:

M = {(a,C), (8, D), (v, A), (5, B)}.

9.2. A stabil parositasok szerkezete

Felmeriil a kérdés, tudunk-e valami kézelebbit mondani a stabil parositasok szerkezetérsl, 6sszeha-
sonlithatok-e stb. Vegyiink két stabil parositast, Mi-et és Mo-6t. Az My férfi szempontbdl jobb,
mint Ms, ha minden férfi legalabb olyan j6 part kap M;i-ben, mint Ms-ben; jeléléshen My >p Mo.
Nem lehet barmely két stabil parositast dsszehasonlitani, de az 6sszes stabil parositas, mint azt J.
H. Conway megmutatta, tn. disztributiv vagy mas széval geometriai hdlot alkot.?

Speciélisan van legnagyobb és legkisebb eleme. (Ha a ndk szempontjabol nézziik, ugyanazt a
halot kapjuk, csak megforditva. Azaz ami az egyik nemnek a legjobb, a masiknak a legrosszabb.)
Ez ut6bbit egyszerten belathatjuk.

9.4. Példa. Az 9.1 példdban szerepld stabil pdrositdasok az aldbbi hdldt alkotjdk:

My Az M;i-ben jarnak legjobban a férfiak.

Ms Az M3 a férfiaknak jobb, mint M> és a nSknek jobb, mint M.

M, Az Ms-ben jarnak legjobban a nék.

Definicié. Egy A holgy lehetséges az o férfi szaméra, ha van olyan M stabil parositas, amelyre
(a, A) € M.

9.2. Tétel. Az el6zd algoritmus minden férfinek a legjobb lehetséges pdrt adja, mig minden nének
a legrosszabbat.

Bizonyitas. Az elsg allitast a lépések szerinti indukcidval 1atjuk be. Tegyiik fel, hogy a soron
kovetkezd lépésig egyetlen férfit sem utasitott el olyan ng, aki lehetséges lett volna szamara. Tegyiik
fel tovabbéa, hogy ebben a lépésben A elutasitja a-t. Azt allitjuk, hogy ekkor A nem lehetséges a
szamara. Valoban, ha A pillanatnyi parja 3, akkor § preferalja A-t az Gsszes n6hoz képest, kivéve
akik korabban visszautasitottdk. Ezek azonban, az indukcids feltétel miatt, nem lehetségesek
szamara. Ha tehat létezne egy olyan M stabil parositas, amelyre (o, A) € M, ebben § a parjat
(nevezziik B-nek) kevésbé kedvelné, mint A-t, hiszen mind A és B lehetséges [ szamara. Ekkor
viszont az (a, A), (8, B) instabilitast okoz, azaz A nem lehetséges o szaméra, s ezzel belattuk a
tétel elss felét.

Legyen M™ az algoritmusunk altal adott férfi optimdlis megoldasa, M pedig egy tetszsleges
stabil parositas. Belatjuk, hogy barmely A né esetén az 6 M-beli parja nem rosszabb, mint az
M*-beli parja. (Igazabol pontosan akkor nem rosszabb, ha ugyanaz a parja a két parositasban, és
hatarozottan jobb, ha nem.) Ha («, A) € M*, (8,A) € M és a # 3, akkor (a, B) € M valamely
B # A holgyre. A tétel elss fele miatt persze « preferdlja A-t B-hez képest. Maésrészt az M

2Egy L hdlé, ha van két kétvaltozos miivelete, VV és A, és ezek idempotensek xV x = z, © Ax = x, kommutatitvak,
zVy = yVz, x Ay = yAz, asszociativak, xV (yVz) = (xVy)Vz, cA(yAz) = (xAy) Az és elnyelSk, azaz zV (zAy) = x
és z A (xzVy) =z minden z,y,z € L esetén. Disztributiv a halo, ha teljesiil még az z V (yAz) = (zVy) A (zV 2)
egyenlGség is.
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parositas stabil, igy specidlisan az («, B), (8, A) péarok stabilitdsa az jelenti, hogy A preferalja -t
a-hoz képest; s pont, ezt akartuk bizonyitani. O

Megjegyzések: Az algoritmus eredeti felhasznélasanal a korhazak tették az ajanlatokat, és azt
hangoztattak (természetesen bizonyitas nélkiil), hogy ez az orvosok javara valik. Szamos tanulsag
vonhato itt le, s ezekbdl csak az egyik, hogy nem art meggondolni nyilvanvalénak t{ing (vagy annak
beallitott) allitasokat, mint azt Gale és Shapley tették volt.

A misik, hasonloan fontos észrevétel a dontési helyzetek illetve stratégidk buktatdira vonatko-
zik. A modell azt sugallja, ,elébe kell menni” az eseményeknek és kishittiség nélkiil megprébalni a
legjobbnak ting megoldasokat a ,siilt galambra varas” helyett.

9.3. A stabil parositds mint mag

Korabban definialtuk egy iranyitott G graf magjét; ez egy olyan S C V(G) halmaz volt, amely
fiiggetlen és dominélo egyben. Ez a fogalom kiilonosen fontos a jatékelméletben, hisz a megoldasok
stabilitasat fogalmazza meg matematikai forméban. A stabil parositas motivalhatja ezt a definiciot,
ugyanis egy rogzitett probléma stabil parositasai tulajdonképpen magok egy megfelelGen alkotott
grafban.

Definidljuk egy G graf vonalgrdfjdt, L(G)-t, a kovetkezSképpen: L(G) pontjai G élei lesznek,
azaz V(L(Q)) := E(G), és L(G) két pontja, e és f, kozott van él, ha G-ben tekintve az e és
f éleknek van kozos pontja. Ha G pontjaihoz preferencia listdk vannak rendelve, iranyitsuk az
(e, f) élt L(G)-ben tigy, hogy az a preferalt pontbdl indul és a kevésbé kedvelt pontra mutat kozos
ponthoz tartozoé lista szerint.

Allitas: A fenti definiciokkal a G graf stabil parositasai éppen az L(G) graf magjainak felelnek
meg.

Példa: Az els példa G grafjahoz tartozd L(G):

(0 ) (2. 5)

(1, 0)

(8, B)

9.4. Gyakorlat

9.1. Feladat (Hollywoodi parok). Mit mondhatunk a stabil pdrositisokrdl, ha o;-vel jelolt sze-
mély az A;-vel jeloltet kedveli legjobban és viszont?

9.2. Feladat (Egy dimenziés értékelés). Tegyiik fel, hogy van egy bijektiv f : {1,...,n} = R
figgvény dgy, hogy bdarmely A; preferdlja o;-t az «j-vel pontosan akkor, ha f(i) > f(j). Mit
mondhatunk a stabil pdrositdsokrol?
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9.3. Feladat (J.H. Conway). Mutassuk meg, hogy a stabil pdrositisok geometriai hdldt alkotnak
(paros grdf esetén) barmely oldal szempontjabol nézve. Mit mondhatunk a pdrositisokra? Milyen
algoritmussal keressiink ilyet?

9.4. Feladat. Hany stabil pdrositds van az aldbbi adatokkal definidlt problémdban?

A B C D
ol 1,3 2,3 32 4,3
Bl1,4 41 33 22
vl22 1,4 3,4 41
sl41 22 30 1,4




10. fejezet

Csoportok dontéshozatala

Az életben gyakran felmeriil, hogy emberek egy csoportjanak egy probléma megoldasianak kiilon-
boz6 alternativait sorba kell rendeznie.

10.1. Példa. Egy csaldd autdét vdsdrol, és a kereskedd o kivetkezd extrdkat ajanlja: blokkoldsgdtlo
(ABS), légzsdik (L), légkondiciondld (AC) és sztereo rdadié (S). Mivel mindet nem engedhetik meg
maguknaok, mindenki eqy fontossdgi listdt dllit fel.

férj  feleség 1. gyerek 2. gyerek

ABS  AC S AC
AC L AC L
S S L ABS-S

L ABS ABS

A kérdés ezek uldn: mi legyen a kdzés sorrend? (Az ABS-S jeldléssel az érzékeltetjik, hogy
megengedjik o dontetlent két alternativa dsszehasonlitdsdndl.)

10.1. Profilok és konszenzus fiiggvények

Altalanosan: Adott egy ¢ elemi I halmaz (az egyének csoportja) és egy A, az alternativak halmaza.
Jelolje P az A sorrendjeinek (dontetlent megengedve) a halmazét, ekkor Px---x P = P! a lehetsé-
ges inputok tere, elemei az un. profilok, jeliikk (Py,...,P;). Egy F : P — P fiiggvényt konszenzus
fiiggvénynek (social welfare function) hivunk. A célunk természetesen a valamely szempontbol
ésszert konszenzus fiiggvények vizsgalata.
Az egyszeri tobbség szabalya

Az a,b € A alternativakra a csoport a-t b felé helyezi, ha az egyének tobbsége ezt tette. Sajnos
ez a szabaly nem vezet konszenzus fliggvényhez, mint azt az alabbi Gn. szavaezdi vagy Condorcet
paradoxon mutatja.

10.2. Példa (Condorcet paradoxon). Legyen I = {1,2,3}, A = {a,b,c}.

P P P
a b ¢
b c a

c a b

A szabdly szerint a megeldzi b-t, b megeldzi c-t és ¢ megeldzi a-t, ami a rendezés tranzitivitdsa
miatt nem lehetséges.

Borda érték
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Egy (P1,...,P;) € Plre és a € A-ra definidljuk a b;(a) értéket (b; : A — N fiiggvény) az
alabbi formulaval: b;(a) := Pi-ben az a mogé helyezett alternativak szama. A Borda érték pedig
b(a) == Y'_, bi(a), és a csoport z-et y elé helyezi, ha b(z) > b(y). Igy valoban adodik egy
konszenzus fiiggvény; tulajdonképpen pl. a pontozisra alapuld sportidgakban hasonld torténik.

Egy stlyos ellenvetés a modszer ellen az alabbi profil kiértékelése:

P P, ... P, P
T T T y
10.3. Példa.
y Y
) . .

Nyilvdénvaldan b(y) —b(z) = |A| =1 — (t — 1) = |A| — t, azaz ha az alternativik széma nagyobb,
mint a csoport mérete, akkor az y alternativit a csoport x elé helyezi. Igy az értékelés, ha mds
nem, nagyon érzékeny a hibdkra, elfogultsigokra, esetlegesen manipuldcidkra.

Lexikografikus rendezés

Helyezziik © € A-t y € A elé, ha Pi-ben = megel6zi y-t. Ha Pi-ben x és y esetleg azonos
helyen van, nézziik P»-t és igy tovabb. Ez nyilvanvaléan konszenzus fliggvény, s igy matematikai
szempontbdl semmi baj sincs vele. A sz6 kbznapi értelmében persze sz6 sincs konszenzusrol, az
egyes jatékos diktdtor.

Nem konnyd tehdt minden igénynek eleget tevs konszenzus fliggvényt talalni. Hasonlé meg-

s sz

megfelel§ konszenzus fiiggvényre. Az alabbi négy axiémat 1951-ben Arrow fogalmazta meg.

10.2. Arrow tétel

Arrow axiomak

Ha egy adott profilra a konszenzus fiiggvény a-t b elé helyezi, akkor ezt teszi a profil alabbi
modositasa utan is:
(a) Az egyének értékelésében az alternativak sorrendje a-t kivéve nem valtozik.

(b) Minden értékelésben az a alternativa és barmely més alternativa sorrendje véltozatlan
marad, vagy a javira valtozik.

2. (Figgetlenség az irrevelans alternativatol) Legyen A; egy tetszsleges részhalmaza az alterna-
tiviknak. Ha egy profilt agy mddositunk, hogy minden egyén sorrendje az A; elemei kozott
valtozatlan, akkor a konszenzus fiiggvény ugyanazt a sorrendet adja A; elemei kozott az
eredeti és a moédositott profil esetében.

3. (A polgarok szuverenitasa)

Barmely a és b alternativakra van olyan profil, melyre a konszenzus fiiggvény a-t b elé helyezi.

4. (Nincs diktator)

Nincs olyan egyén, aki ha a-t b elé helyezi, akkor a konszenzus fiiggvény is ezt teszi, fliggetleniil
a tobbi egyén értékelésétdl.
Az Arrow axiéméak az igazsdgossagot és az ésszertiséget probaljak megragadni. Ezért aztan
eléggé meglepd és némileg talan kidbrandité a kovetkezs tétel.
10.1. Tétel. (Arrow) Ha t > 1 és |A| > 2, akkor nem létezik az 1-4 axidmdknak eleget tevd
konszenzus fiigguény.

Megjegyzés: Arrow tétele ravilagit dontéshelyzetek bizonyos csapdaira. Egyik, gyakran megval6-
sulé megoldas a diktator, egy masik valasztasi lehetdségek sziikitése kettdre, rossz esetben egyre. A
harmadik pedig, hogy felkésziiliink a csapdékra, és megprébaljuk feloldani a problémat minimaélis
igazsagtalansag aran.
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10.3. Igazsagos osztozkodasok

Felmeriil az olyan osztozkodéas amelyben az a cél, legaldbbis nyilvinosan, hogy mindenki egyformén
jol jarjon. Adott egy kupac aranypor, ezen szeretne osztozni két aranyasé azzal a feltétellel, hogy
egyforma rész illeti meg Gket, és a masik hibaja miatt nem kaphatnak kevesebbet. Két jatékos
esetén egy nagyon régi Stlet, az aranydsd algoritmus megoldja ezt: az egyik kettéosztja a kupacot,
a masik vélaszt beldle.

Altalanositasok. Felmeriil, hogy n > 2 ember osztozkodasat is megoldjuk. A masik irany, hogy
minden ember irigy is, és nemcsak 1/n-ed részt akar, de azt is, hogy az 6vé legyen a legnagyobb
darab, azaz irigységmentes legyen a felosztas. Az is fontos, hogy az eljaras, amellyel ezeket a célokat
elérik, minél egyszertibb legyen. A felosztandé kupac pedig egy C korlitos, mérhetd halmaz, amin
adottak a u;, Lebesgue abszolult folytonos meértékek és p;(C) = 1 minden ¢ € {1,...,n}-re.

Mozgo6 kés. A legegyszertibb a holland aukcidhoz hasonlé eljards: huzzunk egy kést C f6l6tt balrél
jobbra, és mikor valamelyik jatékos ugy ugy véli, hogy a baloldali rész elérte az 1/n-et, kialtson
fel, elviheti azt és kiszall a jatékbol. A maradékra alkalmazzunk rekurzivan ugyanezt az eljarast.

Csokkentés. Allitsuk sorba a jatékosokat, és az els6 vagjon le egy H, szerinte 1/n mértékid
darabot. Ezutén kérdezziik meg a masodikat, hogy a levagott darab szerinte nagyobb-e 1/n-nél.
Ha nem, akkor nem lesz kifogésa, hogy az elsGé legyen, ha igen, akkor vagjon annyit, amennyivel
tobb, azt tegye vissza a C'\ H-hoz, és innen az ové lesz H maradéka. A eljarast folytatjuk a
soron kovetkezGkkel, kihasznalva azt, hogy a mar megszolaltatott jatékosok szerint a tovabbadott
maradék mértéke nem haladja meg az 1/n-et. A részhalmaz utoljara vago jatékosé lesz, 6 kiszall,
a tobbiek pedig folytatjik ugyanigy.

Irigységmentes elosztas 3 személy esetén. Az aranyisé algoritmus nemcsak igazsigos de
irigységmentes elosztas is. John Selfrige és John H. Conway 1960-ban megoldotta ezt n = 3-ra;
lasd alabb. Az n > 3 esetek nem egyszertiek, nincs bizonyitva még az sem, hogy korlatos lépésben
megoldhatéak. Legyenek a jatékosok A, B és C, és amikor egy jatékos cselekszik akkor a sajat
meértékét koveti.

Conway-Selfridge algoritmus, az n = 3 esetre.

1. El6szor A vagja harom egyenld részre a halmaszt.

2. B levag a legnagyobb részb@l annyit, hogy két egyforma legnagyobb legyen. A levagott
részen késGbb osztoznak.

3. C valaszt egy darabot, majd B és A viszi az utolsét. Ha C nem vitte el a B altal megvagott
darabot, akkor B-nek kell ezt valasztania. Hivjuk V-nek, amelyikiiké a vagott darab, a masik (B
vagy C) legyen NV.

4. A 2. pontban levigott darabot ossza el NV hérom egyenls részre.

5. A jatékosok elviszik a felvagott maradékot ebben a sorrendben: V, A és NV.

10.2. Tétel. A Conway-Selfridge algoritmus irigységmentes elosztdst ad.

Bizonyitas. Vilagos, hogy A nem irigy V-re, hisz még akkor sem lenne az, ha V kapja meg az
Osszes, a 2. pontban levagott részt. NV-re sem, hisz a 3. pontban vele egyforma darabot kapott,
az 5. pontban pedig megel6zi a vilasztasban. A V szintén nem irigykedhet; a 3. pontban az egyik
legnagyobbat kapta, a levigott részbdl meg 6 vesz el6ként. Az NV szintén egy legnagyobbat kap
a 3. pontban, a 4. pontban pedig 6 oszthatja egyenls részekra a maradékot. ]

10.4. Gyakorlat

10.1. Feladat. Hatdrozzuk meg, melyik Arrow azidmdkat sérti meg a Borda (illetve Condorcet)
értékelés.

10.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy két alternativa esetén a tobbségi fiigguény teljesiti az Arrow
axiomdkat.
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11. fejezet
Fuggelék

A fiiggelékbe befoglalunk néhany anyagot, mely a tovabbi tanulményokban j6het els, illetve a
kurzus mélyebb tanulményozasat segitheti.

11.1. LineAris programozas

A lineéris programozas az egyik legkézenfekvbb eszk6z erdforrdsok hatékony felhasznalasanak,
vagy éppen kovetelmények teljesitésének modellezésében. Akkor folyamodhatunk hozza, ha a prob-
léméank linearis, determinisztikus és a mennyiségeink korlatlanul oszthatdak.

11.1.1. A diéta probléma

Célunk egy olyan étrend Osszedllitasa, ami fedezi a napi minimélis sziikségleteinket, de lehetéleg
minél olcsébb. Minimalis sziikséglet: 2000 kCal, 55 g fehérje, 800 mg kalcium, jel6lésben Ca. Ezeket
az adatokat példaul taplalkozas tudoményi szakkdnyvekbdl nyerhetjiik; az értékek fiigghetnek az
nemtdl, életkortol, a végzett fizikai aktivitastol, éghajlattol és a tudomany pillanatnyi allasatol.!
Néhany étel becsiilt adagja, tapértéke és ara.

Tapanyag | tartalom
Etel Adag Energia Fehérje Ca Ar
(kCal) (8) (mg) || (cent)
Zabpehely 28 g 110 4 2 3
Csirke 100 g 205 32 12 24
Tojas 2 db 160 13 54 13
Tej 2,37 dl 160 8 285 9
Meggyes lepény 170 g 420 4 22 20
Disznohiis babbal || 260 g 260 14 80 19

A feltételeknek példaul 10 adag disznohis babbal megfelelne és csak 1,9 dollarba keriil. Ez a gyomor
szamara megterhels tlnik, ezért bevezetiink adag/nap korlatokat. (Igazabol azt szeretnénk, hogy
a majdani modelliink képes legyen kezelni az ilyen tipusii megszoritasokat.)

Etel Adag/nap
Zabpehely 4
Csirke 3
Tojas 2
Tej 8
Meggyes lepény 2
Disznoéhus babbal 2

LAz élet fenntartasahoz sziikséges energiat az elmult 50 évben tilbecsiilték; ez a hiba a keringési problémak és a
cukorbetegség el6fordulasanak novekedésével jart.
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A leglényegesebb minden probléménal a valtozok kijelolése. Most a valtozoinkat az ételekhez
rendeljiik és a valtozo értéke az elfogyasztando étel mennyiségét (adagban) jelenti majd. Jellje xq
az elfogyasztandd zabpehely, x5 a csirke, x5 a tojas, x4 a tej, x5 a meggyes lepény, xg a disznohis
babbal adagok szamét! Az étrendnek a kivetkezd feltételeket kell kielégitenie:

e Adag/nap korlat szerint

IN
=
A

IA
8
N

IN

IA
8
N

IN

IN
8

ot
|

o o o o o o
IN
&
IN

IN
8

)
VAN

e Napi sziikséglet szerint

11027  +205z5 +160x3 4160z, +420x5 +260xg > 2000
4xq +32x9 +13x3 +8x4 +4xs +14xg > 55

Itt figyelembe vettiik, hogy egy ételbdl nem fogyaszthatunk negativ mennyiséget vagy til

sokat, illetve Gsszegertiik a benniik 16 tapértéket. Végiil pedig az étrend koltségét is kifejez-
hetjiik a bevezetett valtozokkal és megadott konstansokkal:

3r1 +24xy +13x3 +9x4 +20x5 +19z¢
Ezek utén a diéta probléma matematikai leirdsa a kévetkezd:

min 3z +24x5 +13x3 +9x,4 +20x5 +19x6

110z;  +205z2 +160x3 +160z4 +420x5 +260z¢ > 2000
411 +32I’2 +13.§C3 +81‘4 +4l’5 +14I6 Z 55
2, +12rs  +5dws +285xs  +22z5 480w > 800
T1 S 4
xT9 S 3
T3 S 2
Tq S 8
Is S 2
Te S 2
T, Z2, Zs3, T4, Is, T 2> 0
11.1.2. Dualitéas
Vizsgéaljuk meg az alabbi standard LP-t!
max 4z, + T2 + bry + 314
r1 — Tro — r3 + 3564 S 1 (1)
51’1 + T2 + 3:53 + 81’4 S 55 (2)
—xr1 + 2%2 + 3!175 — 5£C4 < 3 (3)
L1, T2, Zs3, Ty = 0
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A feladat megoldasa helyett adjunk fels6 becslést a célfiggvény z* értékére! A (2) egyenlétlenséget
5/3-dal megszorozva egy felsé korlatot kapunk z*-ra.

5
§(5T1 —+ 19 + 3.733 + 8%‘4 S 55)
25 ) 40 275
4I1+I2—|—5l‘3+3$4 S fI1+*.I2+5I3—|—fI4 S -
3 3 3 3
. 275
25 < —
-3

A (2) + (3) egy jobb felss korlatot ad:

S5r1 + ro + 3x3 + 8xry < b5
—r1 + 2172 + 3$3 - 5564 S 3
dry 4+ 3x9 + 6x3 + 3x4 < 58

4r1 + 19 + dx3z + 314 < 4x1 + 32 + 623 + 314 < 58
2" < 58

Tovabbvive a gondolatot, vegylik az egyenlStlenségek nemnegativ linearis kombinéacidjat, azaz az
els6t szorozzuk meg y1-gyel a masodikat yo-vel, a harmadikat ys-mal, majd adjuk ossze 6ket! (Nyil-
vanvaloan teljesiil a végss egyenlStlenség, ha y1, ya, y3 nemnegativ.)

(y1 +5y2 — y3)x1 + (—y1 + Y2 + 2y3)z2 + (—y1 + 3y2 + 3ys)zs+
+(3y1 + 8y2 — 5y3)xa < y1 + 55y2 + 3ys3

Ha a kovetkezé feltételek teljesiilnek, akkor y; + 55ys + 3ys egy felsé korlatot ad a célfiggvény
értékére:

y1 + Sy2 — yz > 4
-+ Y2 4+ 2ys > 1
-y1 + 3y2 — 3y3 = 5

3y1 + 8y2 — Syz > 3

A fentiek teljesiilése mellett kapjuk:
dzy + 22 + 523 + 324 < Y1 + 50Y2 + 3y3

2* < y1 + 55y2 + 3ys

Ezzel a modszerrel fels§ korlatot keresve a kévetkezs LP feladathoz jutunk:

min Yy + 55y2 + Y3
y1 + BSy2 — y3 > 4
-y1 + y2 + 2yz > 1
-y1 + 3y2 — 3ys > 5
3y1 + 8y2 — Syz > 3
Y1, Y2, y3 = 0

Az eredeti feladatot primal, a fent kapottat pedig dual vagy dualis feladatnak nevezziik.

Egy standard formaban 1év6 LP és a dualisa altalanosan:
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Priméal Dual
n m
max Y ¢ min Y biys

j=1 i=1

n . m X
agjz; < b i=1,....m Saijyi > ¢ j=1,...,n
=1 i=1

z; > 0 g7=1,...,n vy, > 0 i=1,...,m

11.1. Tétel. (Gyenge dualitds)
Ha (x1, ..., x) a primdl feladainak, az (y1, ..., ym) pedig a dudl feladatnak egy lehetséges

megolddsa, akkor

m
> e <) b
i=1

j=1

Bizonyitas. A duélis probléma konstrukciojabol nyilvanvalé. Formalisan:

n n m m n m
DT <Y (Z %‘yz‘) wi=> | D aiwy |y < b,
j=1 j=1 i=1

i=1 i=1 \j=1

hiszen >\, aijy; > ¢j, ;>0 (j=1,...,n) és Z;'L:1 aijr; <b,y; >0(=1,...,m). |

Primal-dual kapcsolat: A duélis valtozok valamilyen értelemben az eredeti LP mesterséges
véaltozdihoz rendelhetSk. A dudlis valtozok értéke pedig éppen a mesterséges viltozok pillanatnyi
célfiiggvény egyiitthatéinak —1-szerese.?

11.2. Tétel. (Erds dualitds)
Ha a primdl feladatnak van egy optimdlis (x5, ..., xl) megolddsa, akkor a dudl feladatnak van
olyan (yi, ..., y;,) optimdlis megolddsa, amelyekre

n m

* Lk
E cjry = g biy;
j=1 i=1

Bizonyitas. A gyenge dualitas tétel miatt elég, ha taldlunk egy olyan (y5, va, ...,y)) lehetséges
megoldast a dualis feladatra, amelyre a > 7, c;z7 = 300, biy; egyenlGség teljesil. A primadl
feladat megoldéasanal bevezetjik a

n
Tn4q = bl — E ;55 (Z = 1, e ,m)
j=1

mesterséges valtozokat.
Tegyiik fel, hogy elérkeztiink az utolséd szotarhoz:

n+m

2A kapcsolat szemléletesen a szoétarak transzponalasinak foghato fel, a -1-gyel valo szorzasra a minimum-
maximum aszimmetria miatt van sziikség.
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A primal-dual kapcsolatnak megfelelGen probaljuk meg az yf = —¢,4; (i = 1,...,m) behelyettesi-
tést! Azt allitjuk, hogy ez a duélis lehetséges megoldasa, a tébbi szamolas kérdése csak.
LT+

n n m n
z= g cjry = 2"+ E Cjj E y; | bi E Qi
j=1 j=1 i=1 j=1

n m n m
chxj = (z* - waf) + Z (Ej + Zaijy;‘> xj
j=1 i=1 j=1 i=1

Ezt az egyenl&séget egyszeri algebrai manipuléaciéval kaptuk az el6z6bél, azaz minden x4, xo, ...,
x, értékre igaznak kell lennie. Ebbé&l adédnak a

m m
* * —= *
=z :Zbiym Cj:Cj—‘rZaijyi
i=1 i=1

egyenlGségek. Mivel ¢ < 0 minden kK =1,...,n + m esetén, igy

m
Yoayyi = ¢ (j=1...,n)
=1

y; > 0 (i=1,...,m)

*

Tehat az y; = —Cnyi (i = 1,...,m) a dudlis lehetséges megoldasa, tovabba > 3i%, biyf = >0, ¢jx7,
és ezzel belattuk a tételt.

A matematikaban egy operatort akkor neveziink dualizalasnak, ha egymas utan kétszer alkal-
mazva az eredeti problémahoz jutunk vissza. Az elnevezésiink jogossagat igazolja, hogy a duélis
feladat duélisa a primal feladat.

A duél feladat

m

max » (=b;)y;
=1

IN
O
—
<.
Il
—
S
~

m
(_aij)yi
i=1

v
(@)
I
i—‘
g

Yi

A dualis feladat dualisa

n
minZ(—cj)xj
j=1
n

> (—aij)x;

Jj=1

v
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Ez pedig nyilvanvaléan ekvivalens a primal feladattal:

n
max E ijj
Jj=1

Zaijxj < bz (z:l,,m)
j=1

Ty > 0 (j:l,...,n)

Kapcsolat a primal és a dual feladat kozott

A dualitas tétel megmutatja, hogy a primal és duél feladat nem lehet tetszileges kapcsolat-
ban. A kiilénb6z6 varidciok (optimum, nincs lehetséges megoldas, nem korlatos a célfiiggvény)
lehet§ségét az alabbi tablazat Osszegzi.

DUAL
Optimalis | N.L.M.O. | Nem korlatos
Optimalis lehet nem lehet nem lehet
PRIMAL | N.L.M.O. nem lehet lehet lehet
Nem korlatos | nem lehet lehet nem lehet

A tablazat kilenc elemébdl nyolcat kozvetleniil megkaphatunk a gyenge, illetve erds dualitas té-
telekbol. A kilencedik (a primalnak és a dualnak nincs lehetséges megoldasa) pedig egy konnyd
feladat.

Megjegyzés: A dualités fogalma rendkiviil hasznos, mert rugalmas hozzaéllast tesz lehetévé az
LP feladatokhoz. Hérom ilyen lehetGséget sorolunk fel itt:

1. A szimplex algoritmus végrehajtasanal a lépések szdma kozelitéleg a sorok szdméval ara-
nyos. lgy az olyan feladatok megoldasanal, melyek sok egyenlGtlenséget és kevés valtozot
tartalmaznak, érdemes attérni a duélis feladatra.

2. Akkor is célszerti attérni, ha a duélis feladatban nincs sziikség, mig az eredetiben lenne,
az els6 fazisra. (Példaul a diéta problémaban egy minimum feladat adott és a célfiiggvény
egyltthatoi mind pozitivak. A standardizdlids utan ezek negativak lesznek, igy a dudlis
jobboldala egy negativ komponensi vektor, amely a standardizalasnal pozitivva valik.)

3. Egy gyakorlati feladatnal nem ritka, hogy menet kbzben uj feltételeket kell hozzévenni az
LP-hez. Ekkor tjra kell kezdeni a megoldast, tobbnyire ismételve a szimplex modszer elsd
fazisat. Ez elkeriilhet6 a dudl feladattal dolgozva, hiszen ekkor az uj feltétel csak mint egy
4j, nem bazis valtozé jelenik meg. Ekkor hozzivehetjik a szétarunkhoz és folytathatjuk az
eljarast az éppen aktualis bazisbol.

4. A dualitas ellendrzésre is jol hasznalhaté. Ha példaul adott egy Az = b egyenletrendszer
egy & megoldasa, akkor egy behelyettesitéssel bizonyithatjuk, hogy ez valéban j6 megoldas.
Egy Az <b, x > 0, max cx standard feladatra javasolt z*, y* primal duil megoldaspérjanak
josaga is bizonyithaté behelyettesitéssel az Az* < b, Aly* > ¢, 2*,y* > 0 és ca* = by*
rendszerbe.

11.1.3. A dualis valtozék gazdasagi értelmezése

A dualitas elmélet egyik legszebb és leghasznosabb kovetkezménye, hogy a duélis valtozoknak
szemléletes jelentse tulajdonithatd. Az érthetGség kedvéért egy motivicioval elGzziik meg a tétel
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kimondasét.
n m
max Y, ¢Zj min > by
=1 i=1
n m
Zaijl‘j < bl 2_17 ;M Zazgyz > Cj ] = 1, ,
Jj=1 i=1
z; > 0 j=1,...,n yy > 0 ¢=1,...,m

Egy, talan a kozépiskolai fizikdbol még ismerds fogalommal éliink, és an. ,dimenzié analizist”
hajtunk végre. Tegyiik fel, hogy a LP feladatunk egy maximalis nyereséget célzo, korlatozott

erGforrasok mellett felirt gyartasi folyamat modellje:
m:  erdforrasok szama
n: termékféleségek szama
x;:  a j-edik termékféleségbdl gyartasra keriils mennyiség
ai;:  a j-edik termékféle egységnyi mennyiségének elSallitasihoz
sziikséges mennyiség az i. erGforrasbol
b;:  az i-edik erdforrdsboél rendelkezésre allo6 mennyiség
a j-edik termékféle egységnyi elGalitasaval keletkezd haszon

Tegyiik fel példaul, hogy az xj-t kg-ban mértiik (jelben dim(z;)=kg), mig b; er6forrst m3-ben, akkor
az a;; nyilvin m?3/kg-ban mérends. Hasonléan természtes tigy venni, hogy a c;-t viszont F't /kg-ban
adjuk meg, igy a duélis feladat bal oldalan egy a;;y; mennyiség dimenziéja a c; dimenzidjaval kell
egyezzen. Azaz, ha dim(y;) jeloli a mértékegységet, melyben az y; duélis valtozot mérni szeretnénk,

akkor

dim(a;;)dim(y;) = dim(c;)
dim(y;) = (Ft/kg)(kg/m®) = Ft/m?

Igy arra gondolhatunk, hogy y; nem mas, mint az i-edik eréforras dra (vagy inkdbb értéke), amit
a kovetkezd, bizonyitas nélkiil kimondott tétel formalizal.

11.3. Tétel (Erzékenység). Ha egy LP feladatnak van legaldbb egy nem degenerdlt optimdlis
megolddsa, akkor van olyan pozitiv €, ha |t;| < € minden i = 1,...,m-re, akkor a

n
max E CjT
j=1

n
Zaijxj < b+t (1=1,2,...,m)
j=1

z; > 0 (j=12,...,n)

LP feladatsereg mindegyikének van optimdlis megolddsa, és az optimum érték
m
2 (t1, .o ytm) = 2" + nyti,
i=1

ahol z* az eredeti LP feladat optimuma, y7, ...,y pedig a dudl feladat (DP) optimdlis megolddsa.
A LP optimalis megoldasidhoz tartozé y; az Gn. ,marginalis 4", vagy ,Aarnyék ar”. Valoban y;
nem mas, mint az i-edik eréforrasnak az LP megoldéjanak a szempontjabol nézett értéke, hisz az
erforras mennyiségének egységnyi novelésével (bizonyos hatérokon beliil) éppen y;-gal névekszik
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a nyereség. Azaz y!-nal nagyobb arat mar nem érdemes fizetni az i-edik forrasért, mig kisebbet
: von 3
igen.

11.1. Példa (Erddmiivelés). 100 acre erdd terilet egy részét kivdgjik és regenerdlodni hagyjdk,
mdsik részét kivdgjik, de utdna betltetik fenydfikkal. Az elsé mddszer acre-enként 10 dolldarba keriil
és 50 dollart hoz, mig a mdsikndl ezek az értékek 50 dolldr, illetve 120 dolldr. Befektetésre szdnt
osszes tokénk 4000 dollar. Kérdés, mekkora teriletet hagyjunk regenerdlodni és mennyit iltessink
be, hogy a lehetd legnagyobb profithoz jussunk?

Optimum szamitdsi modell:
x1: kivdgdsra, majd regenerdloddsra szdnt teriilet nagysdga acre-ban
xo:  kivdgdsra, majd betiltetésre szdnt terilet nagysdga acre-ban

‘ befektetés bevétel hozam
1. modszer $10 $50 $40
2. modszer $50 $120 $70

max 40x; + 70xo

r1 + To < 100
10z7 + 50z < 4000
Ty, To > 0

Optimdlis megoldds: x] = 25, x5 =75, z* = 6250.

A dualitas elméletének ereje azonban a probléma sokkal finomabb elemzésére is képes. Nagyon
kézenfekvden felmeriilnek az aldbbi kérdések: Mekkora kamat mellett érdemes kélcsont felvenni a
nagyobb hasznot hajto tevékenység kiterjesztésére ¢ Mekkora kdr éri a tulajdonost, ha leég egy acre
erdd?

A dudlis megoldds y; = 82,5 és y5=0,75. Az y; a tdke értéke, azaz 31 plusz tékebefektetés
75 centet hoz. Ha ennél olcsdbban megszerezhets, akkor érdemes belevigni. Mdsrészt, ha egy mds
tevékenységre forditva ennél tébb hasznot hoz, akkor inkdbb arra forditandd.

Sokkal meglepébb elsd pillantdsra az egységnyi teriileten lévd fa ,értéke”, pontosabban az elvesz-
tésével jdard kdr. Mig a biztosité alighanem valamely 40 és 70 dolldr kizé esé dsszeget itélne meg
(hisz ennyi hasznot hozna az elsé, illetve a mdsodik kitermelés szerint) a gazda jovedelme csak yi —
32,5 dolldrral csékken. A ldtszolagos paradozxon felolddsa, hogy akkor a téke felszabaduld része a na-
gyobb hasznot hozo tevékenységre fordithatd, igy mérséklédik a kdir. Ez a jelenség figyelmeztetésként
szolgdl: az drnyék dr fiigg o tevékenység egészétil.

Nehéz tulbecsiilni ennek az egyszert allitdsnak az implikacidit. Szamtalanszor elsfordul, hogy
egy ,.bedllt” komplex rendszer részeinek pusztuldsa utan gyorsan helyredll, s az eredetinél gyorsab-
ban fejlédik.

11.2. Befektetések

11.2.1. A Markowitz modell tanulsiagai

Az alabbi abra néhéany fiktiv befektetési lehetdség (fekete kordk), a H-val jelolt iires kor egy ha-
tékony portfolié, mig az a-val jelolt az allamkdétvény kamata. Ha feltessziik, hogy a pénzrendszer
rugalmas, azaz az allamkotvény kamataval egyezd kamattal hitelt is felvehetd, akkor a hatékony

3Az ercforrasok értékét tehat egyfajta hasznossag alapjan alapitottuk meg és ez nemcsak az TP altal kodolt
kornyezettdl fiigg, hanem a valasztott optimalis megoldastol is.
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portfoliok az (o, H) szakasz egyenesén helyezkednek el. Az egyedi befektetések mindig ezen egyenes
alatt maradnak.

A modell megerdsiti azt a kozgazdasigi megfigyelést, hogy a hozam novelése csak nagyobb
kockézat aran lehetséges.* Az dllamkotvény nulla kockdzatt a modellben, ha az 4llam sajit pénz-
zel rendelkezik. (Ekkor nyomtat megfelels mennyiséget, azaz az adossagat ebben a pénznemben
rendezheti. Az inflaciot itt nem vessziik figyelembe.) Persze vannak a pénziigyi modellen kiviil
keletkez6 kockazatok, ezeket csak gyokeresen mas moédszerekkel vehetjiik figyelembe.

Hozam 4

Y

(0,0

Var(X)

kockazat-hozam grafikon

A befektetések nem pusztin a Markowitz modell dltal kezelhetGek. Néhany megkdozelités alap-
jait megemlitjiik az alabbiakban.

11.2.2. Chartistak vs fundamentalistak

Az egyedi befektetések értékelése nagyon nehéz feladat. Felmeriilt, hogy az id6-ar fiiggvény multbeli
viselkedésébdl mennyire lehet kovetkeztetni a jovébeli értékekre.

A chartista elképzelések szerint vannak mintazatok amelyekbdl a fliggvény noévekedése vagy
csOkkenése josolhatd. Ilyen elérejelzéseket gyakran lathatunk, de sokan vélik, nem vehetéek ezek
komolyabban, mint az asztrolégiai rovat.

Bachelier és a késébbi kutatasok szerint ez esetleg sodrddo geometriai Brown mozgdst kovet, igy
csak annak a paraméterei becsiilhetek [7]. Mas mérések azt mutatjak, ehhez bizonyos id6 kell,
révid tavon hatvanytorvény eloszlast kivetnek az ar, fligghet a valtozasuk iranya a multtol [§].

A fundamentalista megkézelités az adott tulajdon alapvetd tulajdonsagaiboél probalja meghata-
rozni az értéket. Mondjuk ha egy vasiti részvény valos értéke a kérdés, akkor példaul az alabbiak
kellenének: Az Osszes utas és aruforgalmi adat, a jarmivek mennyisége és allapota, a palyahoz
val6 hozzaférés, a szerzédések, az emberi erSforrds minGsége stb. Béar a megkozelités alapos, t&bb
probléma is akad. Nehéz a lényegesnek vélt adatokat megszerezni és a hatasukat 6sszegezni. Illetve
adédhatnak a rendszeren kivilrdl jové hatasok, melyek természetiiknél fogva kiszamithatatlanok.

11.2.3. Fiiggetlen hozamok

Jol vizsgalhaté az optimalitas akkor, ha a lehetséges befektetések azonos eloszlastiak és fliggetlenek
[12]. (Persze igazabol sosem azok, példaul egy valsag esetén egyszerre csbkken az ara majdnem
mindennek.)

Az alabb vazolt modellben az i-edik befektetés X (V-szeres nyereséget ad. (Ez eltér a korabbi
leirastol, hisz a kezdeti befektetés is elszamolja, igy az tehetjiik fel, X(©) > —1, vagyik nem vesztiink
tobbet, mint a beszerzési ar.)

4A sorozatosan elért nagy hozam mogdtt fennall valamilyen manipulacio, leginkabb a bennfentes kereskedés
gyanija.
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Az egész tozsdet az X = (XM, ..., X)) vektor irja le. Ha a kezd6toke Ty és ay) az j-edik

évben az i-edik befektésre esG része az dssztSkének. Igy az a; = (ag-l), ce agn)) vektor a befektetési
stratégia, azaz Z?Zl ay) <1 Haa;X;a ZZL:I ag-i)Xj(-i) skalarszorzatot jelenti, akkor az Osszt&ke
m év utan

T =To [J(1+ a; X;).
j=1

A legnagyobb nyereséget igérs részvénybe fektetve az Gsszes t6két minden forduloban a legna-
gyobb varhato értéket adja, de olyan nagy szorassal, hogy a T,, nagy eséllyel nulldhoz tart.

A kovetkezd gondolatmenet ad egy befektetési stratégiat.

Mivel

InT, —InTy = Zln(l +a;X;),
j=1

és ha feltessziik, hogy a; = a, akkor a fenti egyenlet jobboldala akkor a legnagyobb nagy
m-re®, ha az E[In(1 + a;X;)] maximélis. Ez kiterjeszthets a folyamat egészére a martingalokat
hasznélva. Ha a* az optimalis stratégia és T}, az 6ssztGke az m-edik évben az a* hasznalat mellett,
T, pedig egy tetsz6leges stratégiat hasznalva, akkor T,,, /T szupermartingal (illetve ha a* minden
koordinataja pozitiv és Osszegiik kisebb, mint egy, akkor martingal is egyben).

Ezzel limy, o0 T /Ty, = T egy valoszintiséggel létezik és E[T] < 1, tehat a* hosszi tavon
is a legjobb stratégia. Azaz az optimalitdshoz nem a E[T},] maximalizalasa, hanem a E[In[T},]]
maximalizalasa kell.

11.2.4. Szo6ras becslés

Térjiink vissza a 4.3.1 alfejezetben bevezetett jelolésekre a portfolié probléméban. A hatékony
portolio megkeresését felfoghatjuk azon esemény valdsziniiség maximalizélasdnak, ahol a hozam
legalabb p. Azaz a cél

n

max Pr Zuj:cj >p

L1y Tm -
j=0

Ez persze igy nehéz, ezért a komplementer esemény (nem érjiik el a p hozamot) valoszintisé-
gére adunk egy korlatot (a Csebisev egyenltlenséggel) és ezt probéljuk minimalizélni. Legyen a

portfoli6é varhato értéke p = E (Z;L:O fjxj) =D o kg €s Var(3T_o&z;) = 2T Cx. Ezzel

" n Var (30, &z,
j=0Si%j
Pr(n<p)=Pr|p= guy>p—p|=Pr||lp= ;| >pn-p| = ((u—m? )'
=0 Jj=0

Igy az alabbi kvadratikus programozasi problémahoz jutunk.

: zT Cx
i (n—p)?
n
XL Ty = p
j=1
n
Z l‘j = 1
j=1

5A nagy szamok toérvénye miatt.



11.2. BEFEKTETESEK 81

11.2.5. Fiiggés a befektet5tsl

Az alabbi megkozelitésekben a befektets személyes igényeinek hatédsa a kézos elem. Lathato, hogy
ez jelentGs véltozas a Markowitz tipusi modellekhez képest.

Indexek és életpalyak

A t6zsde (és kbzvetve a gazdasag) allapotat méar régota specialis portfoliokkal mérik, ezek az inde-
zek. Egy-egy indexbe silyozottan szerepelnek egy tézsde fontosabb papirjai (lasd DJIA, S&P500,
Nikkei 225, DAX, BUX) esetleg tovabbi csavarokkal (a Nasdaq Composite, ami a technologiai
cégeket nézi, de arutézsdel indexek is). Ezek hosszabb tdvon nagyobb hozamot adnak a banki
kamatokndl vagy allampapirnal, bar az Gsszetételiik valtozik, nem mindegy milyen intervallumban
vagyunk illetve a likviditas is problémasabb.

A maganembereknek életkortél fiiggd befektetési mintazatot szoktak javasolni.® A mintazat
most egy vektor, ahol (RE, S, B, C) rendre az ingatlan (real estate), részvény (stock), allampapir
(government bond) és készpénz /betét (cash) szazalékos aranyat jelzi. Mig sok év aktivitas (esetleg
koltozés, jelentds jovedelem) varhato, egy (10,40, 40, 10) is lehet j6, az aktiv palya vége felé inkabb
(30,30, 30, 10), mig nyugallomanyban (30, 10, 30, 30).

Gyakori portfolié valtas

A napi kereskedés (day trading) vagy a sokszor biralt (néha egyenesen tagadott) nagy frekvenciaja
kereskedés (high frequency trading) egészen mas céllal és eszkoztarral rendelkezik. Itt a pillanatnyi
hireket, arfolyamok rugalmatlansigat probaljak kihasznélni. Ez rendszerint a gyors t6zsdei elérés,
nagy szamitd kapacitds, automatikus kereskedés, mesterséges intelligencia stb. tutjan torténik,
melyek magukban is érdekes (és néha aggaszto) problémakhoz vezetnek.

Az egyik klasszikus modszer egy papir értének egy modellen (pl. az emlitett sodrodé geometriai
Brown mozgas vagy Mandelbrot modellje) paraméter becslés. Ha egy adott érték £ ala megy az ar,
akkor vasarlast, egy u érték felett eladédst kezdeményez a program. Az Un. scalping stratégidban
de a masik még nem, akkor gyorsan vesznek bel6le (4r esésnél vagy negativ korrelacional eladnak).
Ezek a miveletek novelik a tézsde volatilitasat, mert a visszacsatolasok idénként 6riasi rohamokat
okoznak.”

Derivativak, hataridss tizletek, kockazatok

A t6zsdi papirokkal (aruval, pénzzel stb.) Osszetett tranzakciok is végezhetSk. Az opcids dgyle-
tekben az vehets meg (vagy adhato el), hogy egy adott id6ben adott arfolyamon széllitunk (short
pozicid) vagy vehetiink (long pozicid) valamit. Ennek nagy a jelent&sége, mert biztositasra is hasz-
nalhat6. (Pl. ha egy lizlet haszna mas = pénznemben keletkezik, mint amiben a koltségek, akkor az
arfolyamvéaltozasok oridsi kockazatot jelentenek. Ekkor az x pénznemre eladott shortolés eltiinteti
a bizonytalansag ezen faktorat.)

Az opcits ligyletek konnyen alkalmazhatok tokeattétre (hozam és kockizat novelésre). Az
drazasra, hasznélatra mély elmélet és széleskord gyakorlat fejlédott ki, melyet még vazlatosan se
ismertethetiink itt.

A sok ember pénzét kezel§ befektets masfajta stratégidkat is kovethetnek. Bizonyos esetekben
(nyugdijintézetek) torvények szabélyozzak, milyen poziciokat vehetnek fel. Tipikusan a hitelming-
sit6k altal biztonsdgosnak itélt adosoknak nyujthatnak hitelt (vehetik meg a kotvényeit).

A kockazati t6két kezel6 hedge fund-ok tipikusan a t&zsdie éppen belépd, nagy niévekedéssel
kecsegtets cégekbe ruhdznak be. Ezek tobbsége nem lesz sikeres, viszont néhany esetleg hatalmas
hasznot hoz.

6 A befektetések sokszor adokedvezményt hordoznak, illetve idS el6tti bontasuk ennek elvesztésével jarhat.
7Un. buborékok, azaz elszallo arfolyamok,illetve oriasi arfolyamesések az elektronikus kereskedés el6tt is bekovet-
keztek id6rsl idére.
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Emlitésre érdemes az un. barbell (silyzo) stratégia, lasd [13], melyben paradox médon nem a
Markovitz-féle kockazat csokkentés a cél. Ebben részben roppant stabil (arany, ingatlanok stb.) és
olyan opcios ligyletek vannak, amelyek nagy hasznot hoznak dresések idején. A stratégia altaldban
veszit, viszont idénként hatalmas hasznot hoz. Az alapja az, hogy a kockazatok egy része a tGzsdén
(vagy gazdasagon) kiviil keletkezik, elGzetes elemzésekkel nem elérhetd, de joval gyakoribb, mint
azt altalaban gondoljék.

11.3. Nash tételei

11.3.1. A Nash egyensiily létezése véges jatékokban

A bizonyitasokban a Brouwer fixponttételt vagy az altalanosabb Kakutani fixponttételt hasznéljak.
Mi az egyszertibb Brouwer tételt valasztjuk, annil is inkdbb mert ez sok szallal kapcsolodik a
kombinatorikus jatékokhoz.

Definicié. Ha adott egy f fliggvény a C halmazon, azaz f : C — C, akkor az z € C' pont fixpont,
ha f(z) = 2.

11.4. Tétel. (Brouwer fixpont tétel) Legyen C egy kompakt, konvex halmaz az R™-ben és [ egy, a
C-t énmagdba képzd folytonos fiigguény. Ekkor f-nek van fixzpontja, azaz van olyan z € C, amelyre

f(z) ==z

Definici6. [n-személyes jaték| Egy G = (N, X, u) véges n-személyes (nem-kooperativ) jaték alatt
a kovetkezst értjik:

N =1{1,2,...,n}, a jatékosok halmaza,

X = X1 x Xgx---x X, ahol minden k-ra Xy = {1,...,my}, azaz egy my, elem( véges halmaz,
az k-adik jétékos tiszta stratégidinak halmaza,

u: Xy X Xo X x X, — R" kifizetd fiiggvény, amelynek k-adik komponense a k-adik jatékos
nyereménye egy adott (i1,...,4,) € X stratégia n-es mellett.

A matrixjatékokhoz hasonléan értelmezhetjiik a kevert stratégiakat, az k-adik jatékosra ez X},

my

Xi ={prk = (Pk1:--»Pkmy) : Pri > 0, minden i-re, és Y pr,; = 1}.
=1

A jatékosok egy adott kevert stratégiajara, azaz p = (p1,...,pn) esetén a k-adik jatékos varhato
kifizetése g (p1,...,Dn),

My,

mi
9e(p1,- - Pn) = Z Z Pl - Pryin Uk (i1, - -+ in).

=1  ip,=1

Jelolje tovabba gr(p1,...,pnlt) a k-adik jatékos varhaté kifizetését, ha a k-adik jatékos a py
kevert stratégiardl az i € X, tiszta stratégiara valt at,

gk(ph s 7pn|7/) = gk(ph oo 7p/€—175i7p/€+1 s ,pn|z),

ahol a 0; az az eloszlas, amely az i-t egy valoszintiséggel veszi fel. Vegyiik észre, hogy a gk (p1,- -, Pn)
vigsszanyerhet$ a gi(p1, - - ., pn|i)-k ismeretében, ugyanis
mp
gk(D1, -3 Pn) = Y Prigk(P1, - - Pnli)-
i=1

Definicié. Egy (p1,...,pn) € X* kevert stratégia Nash egyenstilyi helyzet, ha minden k =
1,...,n-re és minden ¢ € Xj-ra

9k (P15 pnlt) < gr(pr,- - -, Pn)-
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11.5. Tétel (Nash). Minden véges n-személyes jatéknak van Nash egyensilyi helyzete.

Bizonyitas. Minden k-ra X} kompakt és konvex részhalmaza az R"-nek, ezért a C' = Xy x---x X}
is kompakt és konvex része az R™-nek, ahol m = Y. m;. Definialjuk az f fiiggvényt tgy, hogy a
z=(p1y...,pn) € C-re f(z) =2"= (p},...,p),), ahol

p/ o pkz +max(07.gk(p17' .. 7pn|l) - gk(ph DR 7pn))
P14 30T max(0, gk (p1, - - pali) — gk (D1, - - Pn))

my

i1 Py, =1, ezért 2/ € C. Tovébba az f
fiiggvény folytonos, hiszen minden gx(p1, ..., p,) fiiggvény folytonos. Igy hasznalhatjuk a Brouwer
fixpont tételt, vagyis van olyan 2’ = (q1,...,qn) € C, amelyre f(z') = z’. Ekkor viszont

Minden pg; > 0 és a nevezst gy valasztottuk, hogy >

o= it max (0, g (2') — gr(2'))
t L Y max(0, gk (2]0) — gn(2'))

minden kK = 1,...,n és i = 1,...my,-re. Masrészt a gi(2') az atlaga a gi(Z'|i) szamoknak, igy
gx(2']7) < gi(2’) legalabb egy olyan i-re, amelyre gr; > 0. Mivel a 2’ fixpont, erre az i-re igaz,
hogy max(0, gx(2'|1) — gr(2')) = 0, azaz

- dk,i
140 max(0, gr(2']d) — gk(2'))

ki

Ez csak tugy lehet, ha Z;nz’“l max(0, gx(2'|1) — gr(2")) = 0, azaz gi(2']i) < gx(2’) minden k-ra és
i-re. Ez viszont azt jelenti, hogy (q1,...,qn) Nash egyensilyi helyzet. O

Megjegyzés: A bizonyitasbol lathato, hogy az egyensilyi helyzetek megkeresése az f fixpontja-
inak a megkeresését jelenti. Ez a matrixjatékok esetén lineéris programozasi feladatra vezetett,
altaldban sajnos sokkal nehezebb dolgunk van.

11.3.2. Nash-alkumegoldas (NBS)

Adott egy X C R? korlatos konvex zart halmaz és d € R%2. X-re ugy tekintiink, mint a kifizetések
lehetséges halmazara, amiben megegyezhet a két jatékos, mig a d kifizetést (status quo vagy disag-
reement point) akkor kapjak, ha nem jutnak diilére. Esszerii feltenni, hogy van olyan = € X, hogy
d < x és minden z € X-re d < 2.8 A megegyezést egy F : (X,d) — X fiiggvénybe kodoljuk, ahol
F-re természetes axiémakat teszlink fel:

(i) Invarians affin transzformaciokra

(ii) Pareto-optimalis®

(iii) Fiiggetlen az irrelevans alternativaktol

(iv) Szimmetrikus.

Az S = F(X,d) pontot Nash-alkumegoldasnak, réviden NBS-nek (Nash Bargaining Solution)
nevezziik. Részletezziik az axiémékat.

(i) Tap : R? — R? affin transzformécio, azaz 7ap(z) := Az + b, ahol

[« 0y . (B
A—<01 a2) és b—(ﬂ;).

Igy F(X,d) =S = F(1ap(X), Tap(d)) = 7a5(5).

(ii) szerint csak az X jobb-fels6 hatara lehet megoldas, azaz az olyan (x1,z2) € X, amelyre
nem létezik (z1,20) € X ugy, hogy x; < z;, i = 1,2.

A (iii) formélisan F(X,d) =S5, Y C X, Se€Y é&deY = F(Y,d)=S.

A (iv) szerint ha X szimmetrikus az z1 = z2 egyenesre, akkor S ezen az egyenesen van.

8R2.ben y < z (y < ) akkor és csak akkor, ha y; < z; (y; < x;), i = 1,2 esetén.
9 Jegyezziik meg, hogy ez a fogalom mast takar, mint a Shapley-értéknél hasznalt Pareto-hatikonysag.
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11.1. Lemma. (Nash) Tegyiik fel, hogy az X hatdrdhoz egy S pontban hiizott érintd olyan R és
T pontokban metszi a d-ben dllitott vizszintes és fiiggdleges egyeneseket, melyre S = (R +T)/2.
Ekkor S = F(X,d), azaz NBS.

Bizonyitas. Legyen d = (di,d2) és S olyan Pareto-optimalis pont, amelyre S = (R + T)/2,
tOV&bba, ha T = (tlv tz) s R= (7’1, ’1"2)

o (IO Y ()

Ekkor 745(d) = (0,0), Tas(R) = (0,1), 745(T) = (1,0) és 745(S) = (0.5,0.5). Legyen Y =
{(x1,22) 1 21+ 22 < 1,21,29 > 0)}, azaz 745(X) C Y. Most a 745(S) = F(Y,0) (iv) miatt és mind
a (0,0) és 7ap(S) eleme a 745(X) halmaznak. Tgy a (iii) axioma szerint 745(S) = F(745(X), Tas(d))
és ebbdl az (i) miatt S = F(X,d).

Példa: A fogolydilemmara X egy haromszog, melynek csacsai (—1,—1), (—10,0), (0,—-10), d =
(=5,-5). S =(—1,—1), azaz a paradoxon elttinik.

11.6. Tétel. (Nash) Az F(X,d) az egyértelmd megolddsa a max(x1 — dq)(z2 — da), (x1,22) € X
feladatnak.

Bizonyitas. A d origoba tolasaval feltehetjiik, hogy d = (0,0) és a célfiiggvény x1x2. Uténna
a megfelels A matrixt 74 1= T4(0,0) affin transzformécioval elérhets, hogy a feladat egyértelmd'®
S optimum pontja az (1,1) pontba keriiljon. Ha az X halmaz képe az 25 = 2 — 21 egyenes alatt
marad, akkor a 11.1. lemma miatt az (1,1) = F(745(X),0), igy (i) miatt S = F(X,d). Tegyiik fel,
hogy van olyan (2], 25) € 74p(X), mely a o = 2 — x1 egyenes f6lott van, feltehets, hogy =} < 1.

Ekkor az m < —1 meredekségit, az I = [(1,1), (x),2})] szakasz része Ta,(X)-nek és van olyan
(z7,2%) € I, amire xjzd > 1. Ez viszont ellenmond S optimalitdsanak, hiszen a 74 hiperbolat
hiperbolaba visz és monoton az xixy szorzatra. O

10X konvex, korlatos és zart.
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