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El6sz6

A matematika és a jatékok elmélete gyakran Osszekapcsolodik. Emlékezhetiink
de Meéré lovag problémaira, melyeket Fermat és Pascal egyidében oldott meg, és a
feltételes valoszintség illetve a varhato érték fogalmat helyesen ragadva meg, hozzaja-
rult a valészintiségszamitas megalapozasahoz. A jatékok azota is szamtalan alkalom-
mal felbukkannak a matematika kiilonb6zé teriiletein, a halmazelméletben, kombina-
torikaban, bonyolultsagelméletben. Jatékokat hasznéalnak a tovabba a koézgazdasag-
tanban, az evolucioés biologiaban és ezer mas helyen, ahol érdekellentétek vizsgalatéra
van sziikség.

Ezen diszciplindk nem hasznalnak egységes nyelvezetet, masok a célkittizéseik és az
eredményeik jellege. Kozos benniik, hogy a matematika eszkozeivel probaljak megra-
gadni a problémékat és ez a torekvés 6nmagaban is mély kapcsolatokat eredményez. A
konyv elsédleges célja minél tobbet megmutatni ezek koziil, és igy segiteni az Olvaso
eligazodéasat ebben a sokszint rengetegben.

A targyaldsban nem a idébeli sorrendben haladunk. ElGszoér a matematika altal
inspiralt eredményekrdl lesz sz6. Ide tartozik Zermelo klasszikus tétele, a Bouton altal
vizsgalt Nim jaték és rokonsaga egészen a Grundy-Sprague elméletig. Ez a vonal, az
wn. kombinatorikus jatékok elvezetnek a Conway-féle jaték (és szam) fogalomhoz,
amely az egész matematikat (aritmetikat) magaba foglalja.

Rendkiviil sokréti kapcsolodasa van a kombinatorikdhoz a tic-tac-toe altalanosi-
tasainak, amit Osszefoglalva pozicids jdatékoknak nevezhetiink. Ezek vizsgalatanal a
Ramsey elmélet, véletlen modszer, topoldgiai eredmények, grafok, matroidok, bonyo-
lultsag stb. jatszanak jelentds szerepet, melyek aztan felbukkannak egészen masfajta
jatékokban is.

Ezt kévetGen egy tjabb modellt, az un. teljes informdcios, véges, kétszemélyes,
zérusossszeqi jatékokat, méasképpen mdtrix jatékokat vizsgaljuk meg. Ezek felfoghatok
ugy is, hogy az egyik jatékos az adott A méatrix egy sorat, a masik pedig egy oszlopét
valaszthatja, és ha ez az i-edik illetve j-edik, akkor az els6 a; j-t nyer, a méasodik pedig
ennyit veszit. Ez modell jol kezelhets és meglepé alkalmazasi vannak.

Egy természetes altalanositasa a matrix jatékoknak az, ha egyrészt tobb jatékos
van, illetve a nyeremények 0sszege nem nulla. Ebben az esetben nincs olyan megkér-
déjelezhetetlen megoldés, mint a kordbbiakban. Nash egyensily létezése bizonyithato
elég altalanos feltételek mellett. Az egyesiily viszont tobbnyire nem egyértelmt, sok-
szor nem stabil és a kiszamitasa sem konnytd. FEzen nehézségek ellenére lényeges
vonasait megragadjak a modellezni kivant jelenségeknek.

A tobbszemélyes jatékokban felvetédik a kooperdcio kérdése, matematikai szem-
pontbdl pedig ennek megfelel6 modellezése.



1. fejezet

A kezdetek

A jatékok szerepe sokféleképpen megkozelithetd, més egy evolicio biologus, egy pszi-
cholégus vagy egy kozgazdasz nézépontja. Az egyik szerint a jatékok a létfontossagu
cselekvések biztonsagos begyakorlésara, rangsorok felallitasara valok, mig a mésik a
kapcsolatok megerdsitésének vagy az id6 struktiralasanak eszkozét latja benniik. Ma-
sok modellként tekintenek a jatékokra, melyekkel megjésolhaté bonyolult helyzetek
kimenetele. A matematika szempontjabol sem érdektelenek a jatékok, 1j gondola-
tokat sugallhatnak vagy régieket illusztralhatnak. Itt most ezek némelyikét mutatjuk
be.

1.1. Véletlent6l fuggd jatékok

Véletlentsl fliggd folyamatokat majd minden civilizacié ismer, melyeket eredetileg
esetleg joslasra, sorsolasra hasznéltak, kés6bb némelyik a szérakozéassé, sportta illetve
jatékka valt. A nyelv is gazdagodott az innen kolesonzott kifejezésekkel. Példaul
kocka szavunk a tipikus anyagara (csont), mig a cinkelt kocka méar egy kifinomult
alkalmazas [67]. Lenytigoz6, ahogy az asztrologia és alkimia a csillagaszat és kémia
megsziiletéséhez, a valoszintiségszamitéas és utilitas elméletek gyokerei a lenézett sze-
rencsejatékokban vannak. Az utobbi esetben a szerepldk is ismertek': de Mére lovag
szerencsejatékra vonatkozo kérdéseit valaszolta meg Blaise Pascal és Pierre de Fermat
és ezzel tisztaztédk az alapfogalmakat.

'Pontosabban a legjelentésebb szereplék. Mig a feladat maga alighanem arab eredet, nyomtatas-
ban Fra Luca Paccioli jelentette meg, és foglalkozott vele Niccolo Tartaglia is, 1lasd [67].
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1.1.1. Az osztozkodas paradoxona, 1654

A és B egy, csak a szerencsétdl fliggd, egyenld esélyt, hat gy6zelemig tarto jatékot jat-
szanak. Tegyiik fel, hogy abba kell hagyniuk a jatékot amikor A egy, B pedig harom
nyerésre van a gy6zelemtsl. Mi lenne az egységnyi nyeremény igazsdgos elosztasa?
Egymastol fliggetleniil Pascal és Fermat is azt javasolta, hogy A és B a jaték foly-
tatasaval adodo wvdrhato nyereményt kapjak meg. Mai szohasznalattal, ha X, az
A jatékos véletlentdl fiiggd nyereménye (0 vagy 1 értékd), akkor EX 4 legyen a ki-
fizetése. EX4 = Pr(A nyer) = 7/8. Valoban, a jaték legfeljebb harom fordulo
utan véget érne, az egyenld esélyi elemi események (a fordulonkénti nyerével): AAA,
AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, és BBB. Ezekbdl hét az A nyeréséhez vezet,
azaz Pr(A nyer) = 7/8. Az is lathato, hogy EXp = 1/7. Altalaban, ha A-nak
a, B-nek pedig b jatszmat kellene nyerni a gy6zelemhez, akkor az m = a +b — 1
hosszt AB sorozatok koziil azokat kell venniink, ahol legalabb a db A van, azaz

Pr(A nyer) =27 3" (™).

Megjegyzés. Vannak méasfajta igazsiag fogalmak is, melyek adott kérnyezetben szin-
tén meghonosodhatnak és fennmaradhatnak. Feloszthatnanak a nyereményt a meg-
nyert jatszmak szama, egyfajta teljesitmény elv szerint 5 : 3 aranyban. Mondhatnank,
hogy mivel nincs dontés, legyen az arany 1 : 1. Vagy azt, hogy egyik fél sem nyert, ne
kapjanak semmit. Altalanossagban Daniel Bernoulli nevéhez fiizhets az un. Bernoulli
elv, amely szerint az optimalizalasi feladatokban helyettesitsiik a valoszintiségi val-
tozokat a varhato értékiikkel. Ez a megkozelités nagyon elterjedt a jatékelméletben
is, viszont megvannak a korlatai.

1.1.2. A szentpétervari paradoxon

Péter és Pal a kovetkezs jatékot jatsza: egy érmét (dukatot) addig dobalnak, amig fej
jon ki. Ha ez az i-edik 1épésben kovetkezik be, akkor Péter fizet Palnak 2 dukatot.
Kérdés, mennyi pénzt ér Palnak a jaték, vagy mésképpen, mennyit kérjen Péter Paltol
a jatek jogaért? A varhato nyeremény > ° 2727 = Y 1 = oo, tehat elvileg a
jaték wvégtelen sokat ér. Ugyanakkor senki sem hajlandé tiz dukatnal tébbet fizetni
érte, ami a Bernoulli elv alapjan nem magyarazhaté6 meg. Ez megrazta az akkori
matematikai kozéletet, hisz, mint emlitettiik a varhato érték fogalma rendkiviil fontos
volt a vilagképiikben.

Bernoulli ugyanakkor adott egy lehetséges magyarazatot, amely a modern kézgaz-
dasdgtan megalapozasaban valt fontossa. Nem a pénz nominalis értékét kell tekin-
teni, hanem a hasznossagdt. Tehat mig a nyeremény =z € X valamely X halmazra, a
hasznossag vagy utilitds az u(x) lesz, ahol u : X — R fiiggvény. Jelen esetben olyan
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hasznosségot érdemes definidlni, amely fiigg Pal vagyonatol. Ha a jaték kezdetén Pal-
nak d dukatja van, akkor az x dukat nyeremény utilitasa u(z,d, c) = clog(1l + z/d),
valamely ¢ > 0 konstansra.?

Megjegyzés. Nem hallgathatjuk el, hogy a véletlen jatékokat hasznalé megkdozelitése
elhitetheti, hogy mindig jarhato ez az ut. Ez az Gn. ludic fallacy, a részletes elemzése
megtalalhaté Nassim Taleb kényvében [69].

1.2. Determinisztikus jatékok
1.2.1. Sakk

A determinisztikus jatékok koziil a sakknak volt talan a legerésebb hatasa a matem-
atikara, Ernst Zermelo hires eredményét is ez motivalta.

Korabban felmeriilt, hogy 1étezhet valami formula, amelyet kovetve a jatékos nyer.
Ma mar megmosolyogtato, hogy nem tették fel a kérdést, mi van, ha mindkét fél e
szerint a formula szerint jatszik?

Miel6tt ebben elmélyednénk, lassunk egy problémat, amelyet W. Langstaff kozolt
Chess Amateur c. lapban 1922-ben.

_ %

Kis gondolkodas utan rajohetiink, vilagos két lépésben mattol. Ha sotét mar lépett
a kirdlyaval vagy a béstyajaval, akkor az 1. Kf5-e6 utan nem védheti a 2. Bd5-d8
mattot. Ha sem a kiraly, sem a bastya nem mozdult még a jatszma soran, akkor sotét

2Pal szamara ezzel véges értékiivé valik a fenti jaték. A logaritmus fliggvény megelSlegezi a
csokkend hatdrhaszon jelenséget, a valos értékek az korldtlan oszthatosdgot, a végtelenbe tartasnak
pedig csak az dtruhdzhatdsag mellett van csak értelme.
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utolso 1épése csakis a 0. -, g7-gb lehetett, hiszen a g6-on all6 gyalog tamadta volna
vilagos kiralyt. Ekkor viszont vilagos lépheti az 1. h5x g6 menet kozbeni?® {itést, majd
ha sotét sancol, akkor 2. h6-h7 matt, kiilonben pedig az el6bb latott 2. Bd5-d8 matt.

A feladvany két szempontbol is tanulsagos. Lattuk, hogy van matt két lépésben,
de nem tudjuk, hogyan. Azaz a matematikidban oly gyakori egzisztencia bizonyités
tortént. A masik tanulsidg, hogy ki kell b&viteniink az dllds fogalméat; az nem pusztan
a tablan 1évé babok elhelyezkedése adja meg, hanem szamit a jaték addigi menete is.

1.2.2. Kombinatorikus jatékok
A sakk kézenfekvd altalanositasa az alabbi lehet, lasd [14]:
e Két jatékos van, I (fehér) és I1 (fekete), I kezd.
e Véges sok allas van, és adott egy kezdé allés.
e Minden allasban eldonthetsk a jatékosok lehetséges 1épései.
e A jatékosok felvéaltva lépnek.
e Minden szabalyos sorozata a lépéseknek véges.
e Szabalyos lépések egy teljes (kezdGallastol végallasig) sorozata egy jatszma.

e A kimenetel minden végallasban meghatéarozott, az egyik jatékos nyer, vagy
dontetlen.

e Mindkét jatékos rendelkezik az Osszes informécioval; ismeri a szabalyokat és a
lehetGségeit, emlékszik a megtett lépésekre, latja sajat és az ellenfele 1épéseit
stb.

e Nincsennek a véletlentdl fiiggs 1épések, szabélyok.

Ezek a feltételek nyilvanvaloan ekvivalensek egy absztrakt I' jatékkal, I' = (T, F),
ahol T egy iranyitott gyokeres fa*, mig F' a T levelein értelmezett fiiggvény mely az
I, Il vagy D értékeket veheti fel. Az r gyokérpont nulla befokd, minden mas pont
befoka egy, és minden irdnyitott ut véges T-ben. A jaték menete a kovetkezd: a
jatékosok egy érmét tologatnak a T fa irdnyitott élei mentén. I kezd r-ben és egy

3en passant

4T-t az adott kombinatorikus jaték fajanak szoktak hivni.
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tetsz6leges szomszédjara lép, majd ezek utan felvaltva lépnek. Egy g végallast elérve
I (I1) nyer, ha F(q) = I (II), illetve dontetlen, ha F(q) = D. Stratégia alatt egy
olyan, esetleg parcialis, s fliggvényt értiink, amely T" egy x belsé pontjahoz egy olyan
y pontot rendel, melybe vezet él xz-b&l. Egy s stratégia nyerd (dontetlen) valamely
jatékosnak, ha azt kovetve az ellenfél barmely jatéka esetén nyer (dontetlent ér el).
Egy s stratégia azonosithato a T fa egy T, részfajaval: minden x pontbdl indulé élt
torliink az (z, s(x)) kivételével.
Ezekkel a fogalmakkal kimondhatjuk Zermelo hires tételét:

1. Tétel. Egy kombinatorikus jdatékban vagy valamelyik félnek van nyerd stratégidja,
vagy mindkettének van dontetlen stratégidja.’

Bizonyitas: El6szor T pontjainak a paritdsdt tisztazzuk. Mivel T fa, minden x
pontjaba pontosan egy ut vezet az r gyokérb6l. Az x pont p(x) paritdsa ezen ut
éleinek a paritasa. (Ha egy = bels6 paros, akkor I lép, mig ha paratlan, akkor I1.)

Ezek utan az un. wisszafele cimkézést definidljuk T pontjain. Egy q € V(T)
végpont cimkéje ¢(q) := F(q), azaz a jaték kimenetele. Egy x pontra definidlhato a
cimke, ha a cimke mér adott az sszes olyan y pontra, amelyre (z,y) € E(T). Ekkor
ha p(z) =0,

I ha van olyan y, hogy (z,y) € E(T) és c(y) =1
c(x):=< II haminden y, (z,y) € E(T) esetén c(y) = I1
D  kiilonben.

Pératlan paritasd z-re hasonldéan

I ha minden y, (z,y) € E(T) esetén c(y) = I
c(x):=< II havanolyany, (z,y) € E(T) és c(y) =11
D kiilonben.

Igy minden pontnak lesz cimkéje, hisz egy z; pont akkor nem kapott cimkét, ha van
olyan sy, (z1,x9) € E(T'), hogy zo-re sem definiélt a cimke. Ekkor viszont lennie kell
egy olyan w3, x4,... sorozatnak, amelyre szintén nem definiadlt a cimke, és minden
i € N-re (z;,2,41) € E(T), ami ellentmond annak, hogy 7-ben nincs végtelen ut.

Ha c(r) = I, akkor I nyer, a stratégiaja pedig az lehet, hogy minden péros z-re
egy olyan s(z) := y-et valaszt, amelyre (z,y) € E(T) és ¢(y) = I). Hasonloan jarhat

5Ez a véges jatékokra vonatkozo tercium non datur, azaz nincs harmadik lehet6ség, csakigy, mint
a kétértékd logikdban. Sokkal meglepSbb, amint azt latni fogjuk, hogy végtelen jatékok esetén ez
nincs igy; a nyerés kérdése lehet eldonthetetlen, holott minden végalldsra nyer valamelyik fél.
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el, ésnyer 11, ha ¢(r) = I1. Végiil ¢(r) = D esetén mindkét jatékosnak van déntetlen
stratégidja, most a D-vel cimkézett pontokat kovetve. [l

Megjegyzések. Vegyiik észre, hogy igazabodl egy konstruktiv bizonyitast (algo-
ritmust) adtunk, amellyel a fa méretével linearis id6ben eldontheté barmely allas
kimenetele.

Az algoritmus, a visszafele cimkézés, masfajta jatékok vizsgaldban is nagyon lé-
nyeges, kés6bb még hasznéljuk.

A 6. tétel valamivel altalanosabb is kimondhato, és val6jaban Zermelo sem pon-
tosan ilyen forméban tette ezt. Mi tobb, az altala adott bizonyitas nem volt hibat-
lan, azt késébb Kénig Dénes, Kalmar Laszl6 és Neumann Jénos is javitotta, illetve
erGsitette, lasd [22, 72].

1.2.3. A Nim

A nimet 1902-ben alkotta meg Charles Bouton, bar kordbban is 1étezett hasonlé kinai
jatek [17].

Tablaként néhany kupac kavics szolgalhat. A lépésen levs jatékosnak valaszta-
nia kell egy kupacot, és elvenni bel6le tetszéleges szami, de legalabb egy kavicsot.
Az a jatékos gydz, aki az utolsé kavicsot elveszi. A kavicsok szaménak végessége
miatt a jaték nem lehet dontetlen, igy ha az egyik jatékos képes elkeriilni a vesztést,
akkor nyerni fog. Ez az alapja a Bouton altal kidolgozott stratégianak is. Tegyiik fel,
hogy lehet definidlni a NIM jaték egy pillanatnyi allasanak egy T' tulajdonsagat a
kévetkezd modon:

() Ha minden kupac iires, akkor teljesiil T.
(7i) Ha nem teljestil T, akkor lehet olyan lépést tenni, hogy a létrejovs allasban
teljestil T

(17i) Ha egy allasban teljestil T', akkor barmely lépést téve a keletkezd allasban
mar nem fog teljesiilni.

Ha a jaték kezdetén nem teljesiil T, akkor I, (i) alapjan olyan lépést valaszt,
hogy teljesiiljion 7. Igy, (ii) miatt, II barmely valasza utan (ha I1 tudott még
lépni egyaltalan) olyan allast kap I, melyre 7" ismét nem teljesiil. Kovetkezésképp
I-nek lesz szabalyos 1épése, amely utan ajra all a T" tulajdonsag. Elébb-utébb persze
elfogynak a kovek, a T' tulajdonsag teljestil és a lépésen levé jatékos veszit. Ez viszont
csak I lehet az eddigiek alapjan. Ha a jaték kezdetén teljesiil T', akkor, hasonlo
érveléssel belathatoan, 1 nyer. Mar csak az maradt hatra, hogy talaljunk az i, iz és
121 pontoknak eleget tevd T' tulajdonsagot.

Irjuk fel minden kupacra a benne 1év6 kavicsok szaméat kettes szamrendszerben, s
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nézziik meg ezekben a szdmokban az egy adott helyiértéken el6fordulo egyesek szamat.
Ha ezek a szamok minden helyiértékre parosak, akkor teljesiil 7', ha nem, akkor nem.

(1) Ha tiresek a kupacok, akkor minden szam 0, kovetkezésképp minden helyi-
értéken is Osszesen 0 db 1-es all.

(77) Ha nem all T, vegyiik a legnagyobb helyiértéket, amelyre paratlan egyes
fordul els. Valasszunk egy K kupacot, ahol a hozzatartozo szamban egyes all ezen
a helyiértéken. Vegyiik el a K kupacnak annyi elemét, hogy a kupacot jellemzs
Uj szdmban pontosan azok a helyiértékek valtozzanak (nullarol egyre vagy egyrdl
nullara), amely helyiértékekre az egyesek szama paratlan volt. Igy egy T tulajdonsagi
allashoz jutunk.

(1ii) Egy lépés az érintett K kupachoz tartozé szamot megvéltoztatja legalabb
egy jegyben. Ezért ha T teljesiilt, a 1épés utan mar nem fog.

Megjegyzések. Bouton eredeti megfogalmazasdban a kupacok a sakktébla egy-egy
oszlopaban levé figurak:

Bouton utalt 14, hogy a nim misére valtozatanak®, azaz, amelyben az utols6
lépést tevs jatékos veszit, ugyanez a nyerési feltétele. Kovessiik a normal nim nyerd
egyetlen nem egy méretd kupachbol vegyiink el; ha a kupacok szama péaros, akkor az
Osszes elemét, ha paratlan, akkor hagyjunk meg egyet.

6Majdnem minden jatéknal vizsgalhato ez az "az veszit, aki nyer" valtozat. Altalaban ez még
nehezebb, mint az eredeti jaték. Conway [21]| hasznalta a misére jelz6t, magyarul a forditott, [57, 58]
vagy betli [23] a kézenfeks elnevezés.
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1.2.4. Sprague és Grundy elmélete

Egy nim allas felfoghat6 tigy, mint a belSle egy 1épésben keletkezhet§ allasok halmaza.
Ez az elgondolas miikodik akkor is, ha egy jaték allas mindkét félnek ugyanazok, azaz
a jaték partatlan. Ha H és G ilyen jatékok, van értelme a H + G-nek: ez az a jaték,
amelyben a lépésen lev fél az donthet, H-ban vagy G-ben 1ép, a masikat valtozatlanul
hagyja.

A nim n kavicsbol allé kupacat hivjuk sn-nek, %0 az iires kupac, igy példaul a
gyakori 3,4, 5 kupacos valtozat tomoren a %3 + x4 + x5 0sszeg.

Konnyen belathato, hogy a partatlan jatékok kommutativ csoportot alkotnak ezzel
az Osszeggel. Megjegyezziik, hogy *0 csak egy lehet&ség a csoport zéruselemére,
barmely veszts jaték is az. G = H ha minden J-re G + J pontosan akkor nyerd
ha H + J is az. Ezzel az ekvivalencia relacioval faktorizalva egyszertisodik a csoport.
Két nyers jaték nem sziikségképpen ekvivalens, de a veszt6k mind ekvivalensek a
x(0-val és igy egymassal is.



1. rész

Klasszikus matematikai jatékok
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2. fejezet

Meghatarozatlan jatékok

Zermelo tétele szerint egy véges lépéshdl allo jatékban eldonthets a kimenetel. A
végtelen jatékokban nem ez a helyzet, erre az elsé példat 1928-ban adta Stefan Banach
és Stanistaw. Mazur. Legyen A C |0, 1] tetszéleges, és B := [0, 1]\ A. Az A-val illetve
B-vel jelolt jatékosok felvaltva vélasztanak valodi, zart intervallumokat tugy, hogy
0,1] DL DI D ...,i € N. Anyer, ha N°;; N A # (), B nyer kiilonben. Ez a
Banach-Mazur, vagy (A, B)-jaték. Legyen tovabba S := R\ S

Megmutathato, hogy

(1) A B jatékosnak van nyerd stratégiaja az (A, B)-jatékban akkor és csak akkor,

“ e,

c s

(3) Létezik olyan S halmaz, hogy S N C és SN C sem iires, ha C tetszSleges nem
megszamlalhato halmaz.?

A fentiek szerint ha A := [0,1]N.S, akkor egyik jatékosnak sincs nyerd stratégiaja.
Késébb egyszertibb példakat is adtak, Gale-Stewart jaték (1953) illetve az Ultrafilter
jaték, McKenzie és Paris, 1972.

2.1. A Gale-Stewart jaték

A Gale-Stewart jaték lényegében egy olyan I' = (7', F') jaték, amelyben T egy végtelen
binaris fa. Masképpen [ és I felvaltva adjak meg egy végtelen {0, 1} sorozat elemeit,

'Egy halmaz elsé kategoriaju, ha el6all megszamlalhato sok seholsem stirti halmaz uni6jakeént.
2Az ilyen tulajdonsagi halmaz az tn. Bernstein halmaz.

13
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és ha az eredmény egy adott A C {0, 1}“-beli sorozat, akkor I nyer, kiilénben pedig
11 nyer. Az egyszertiség kedvéért I-et A, I1-t B jatékosnak nevezziik.

2. Tétel. Van olyan A C {0,1}*, hogy a hozzdtartozé Gale-Stewart jatékban eqyik
jatékosnak sincs nyerd stratégidja.

Bizonyitas: ElGszor definidljuk az A és B jatékosok lehetséges stratégiait. Az A
jatékos egy F' stratégidja megmondja, hogy az eddigi valasztasokra mi legyen A
kovetkezs lépése, azaz az (ay,as,...,as,11) € {0,1}*"re ad egy as,io € {0,1}
értéket. Tehat F' azonosithato egy fi, fo,... fiiggvénysorozattal, ahol f; : {0,1}% —
{0,1}. Hasonloan értjiik a B jatékos lehetséges stratégiait, mig ezek halmazait STR 4-
val illetve STRp-vel jeloljiik. Ha adott FF € STR4 és G € STRp, akkor (F,G) az
az egyértelmid végtelen sorozat, amely az F' és GG stratégidk Osszecsapéséaval 1étrejon.
Legyen tovabba Pp = {(F,G) : G € STRg}, és Ps = {(F,G) : F € STR4}.
Belatjuk az aldbbiakat:

(i) STR4 és STRp szamossaga egyarant 2%,
(ii) Minden F' € STR4 és G € STRp esetén Pr és Pg szdmossiga egyarant 2%,

Valoban, az f; : {0,1}" — {0,1} fiiggvények halmaza minden i € N-re véges és
legaldbb kételem, ezért |Pr| = 280, |Pg| = 2% analég modon.

Ha FF € STR4 és b = (by,ba,...) € {0,1}¥, akkor van olyan G, € STRp, melyre
a (F,G) jatszma 2i-edik eleme éppen b;. Igy |Pr| > 2%, |Pp| < 2%, hisz Pr x Pg C
STRA x STRp.

Az A és B halmazok konstrukci6jahoz traszfinit indukciéval olyan sorozatokat,
tanukat, keresiink, melyek vesztévé tesznek egy-egy stratégiat. Megmutatjuk, hogy

(1) minden F' € STRp esetén van olyan tp € Pr N B,
(2) minden G € STRp esetén van olyan sg € Pg N A,
(3) kiilonbo6z6 stratégidkhoz kiillonbozd tantk tartoznak.

Ehhez sziikségiink lesz a rendszéamok jolrendezésére, ami A ZF axiéma rendszeren
beliil a kivalasztasi axiomaval ekvivalens. Amennyiben ez elfogadjuk, a jatékosaink
stratégiai indexelhetk azon o rendszamokkal, melyekre o < 2%, azaz STR4 = {F, :
a < 2%} és STRp = {Gy 1 a < 2%},

Legyen to € Pr, ¢s so € Pg, tetszolegesen, de ty # so. Ha 0 < a < 280 és 5,55
definialt minden 3 < « rendszamra, akkor

Pr.\ ({85 : B <a}U{ts: B <a})|=2"

Pe. \ ({s5: 8 <a}U{ts: < a})=2%,
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hisz 2% szamossagi halmazokbol naluk kisebb szémosségi halmazokat vontunk ki.
Igy valaszthatunk beldliik egy t, illetve s, elemet tgy, hogy ta # Sa.

Legyen végiil S = {s, : @ < 2%} és T = {t, : a < 2%} A egy tetszéleges
kiterjesztése S halmaznak gy, hogy ANT = () mig B := {0,1}*\ A.

Ekkor egyik félnek sincs nyeré stratégiaja, hisz az A jatékos F,, stratégiaja veszit
valamely Gg ellen, hisz t, € Pr, N B, mig a B jatékos G, stratégidja is veszit A
valamely stratégidja ellen, hisz s, € Pg, N B. O

2.2. Az ultrafilter jaték

Ismét végtelen jatékrol lesz szo, ahol a jatékosok felvaltva lépnek és a limeszrend-
szamoknal az épit6 léphet. A jaték teljes, azaz csak akkor értékelhetd, ha az Osszes
pont tartozik méar valakihez.

Ha adott egy V halmaz akkor az ' C 2V filter, ha

e ABeFE, akkor ANB € E,
e Ac Eés AC B, akkor Be FE
e E#£2V azaz ) ¢ E.

A Zorn lemma segitségével a barmely filter maximalissa bévithetd; ezt hivjuk
ultrafilternek. A maximalitds miatt minden A € V-re teljeiil, hogy az A és V' \ A
halmazok koziil pontosan az egyik eleme az ultrafilternek. Az U ultrafilter trividlis,
ha van olyan = € V', hogy U = {A : z € A}.

3. Tétel (McKenzie-Paris). Tegyiik fel, hogy F = (w,U) jatékban, aholw = {0,1,2, ...

és U eqy nem-trividlis ultrafilter az w halmazon. Ekkor a teljes épitd-rombolo jdaték
meghatdrozatlan F-en.

Bizonyitas: Ha egy teljes jaték zajlik le (minden pont tartozik valamelyik jatékoshoz),
akkor pontosan az egyik jatékos pontjai megegyeznek U egy elemével. Igy minden
jatéknak van gyGztese. Ha B-nek lenne nyerd stratégiaja, azt felhasznalhatna A is,
azaz a stratégia lopas alkalmazhato a végtelen jatékokra is.

Tegyiik fel, hogy A-nak van egy STR nyer$ stratégidja és megmutatjuk, hogy
valamilyen értelemben B el tudja ezt lopni. Ehhez egy egyszemélyes segéd jatékot
definialunk, amit 3w jatéknak neveziink. FEnnek a tablaja az w harom diszjunkt
példanya, w = {0;,1;,2;,... },7 = 1,2,3. B minden lépésben tetszés szerint valaszthat
tablat és azon még valaszthato szamot. Az elsé 1épést leszamitva A azon a tablan lép,

}
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amelyen B utolsé 1épése tortént és azt a lépést az STR fiiggvény jeloli ki. Igy van ez
az elsd lépésben is, csak azt minden tablan odaadjuk A-nak. Azaz ha STR(0) = m,
akkor a jaték az mq, ms és ms szamok A-hoz rendelésével kezdddik.

Végiil pedig B akkor nyer, ha a teljes jaték végén, az m-et kivéve minden j € N
esetén az {j1, jo, j3} halmazbol legalabb egy elemet megszerez.

4. Lemma. B megnyeri az eqyszemélyes 3w jatékot.

Bizonyitas: A jaték soréan két célt valosit meg B: megszerezi a megfelel6 hdrmasok
legalabb egy elemét és modszeresen feltolti mindharom téablat. Ez a kovetkezéképpen
torténhet. Egyrészt ha A elfoglalja egy {j1, j2, j3} halmaz két elemét, és a harmadik
elem még szabad, B azonnal elveszi ezt. Maésrészt ha az el6bbi kényszer nem &ll
fenn, B elveszi a valaszthato szabad elemek koziil a legkisebbet (egyenlGség esetén
hasznaljuk a j; < jo < js rendezést). Barmely n € N-re B els6 n lépésének legfeljebb
a fele fogja az els§ célt szolgalni, igy mindhérom tablan az els§ |n/6] feltoltdik.
Azaz a jaték végére, végtelen sok 1épés utan, a tabla minden eleme az egyik jatékosé
lesz, minden {ji, jo, j3} halmazbol j € N\ {m} esetén pedig legalabb egy elemet B
vesz el. O

Ha STR nyer6 algoritmus lenne a F = (w,U) jatékban, akkor az w mindharom
példanyan A pontjai U elemei lennének. A metszetiik viszont a 4. Lemma miatt m,
ami ellentmond annak, hogy U ultrafilter. O



3. fejezet

Conway elmélet

Conway Osszeolvasztotta Dedekind, Cantor és Neumann konstrukci6it, melyekbdl al-
talanos jaték és szamfogalmat hozott létre. A felépités rekurziv, ha L és R jatékok
halmazai, akkor az {L|R} is egy jaték. Az x (z*) az R (L) halmaz 4ltalanos elemét
jelenti, Jobb és Bal a két jatékos. Egy lépés abbol all, hogy Jobb (Bal) egy xft (2F)
egy elemet vélaszt, ezen folyik a jaték tovabb és aki nem tud lépni, veszit.

Definidlhatunk egy parciélis rendezést a jatékokon, x > v, ha zft < y és x < y”
egyike sem teljesiil barmely xt, 2¥ esetén. Egy x = {L|R} szdm, ha minden 2%, 21 is
szam és nem teljesiil egyikre sem a z® < 2%,

Az els6 jaték és egyben szam a {|}, azaz L = R = (). Az x és y azonos, x =
y, ha a halmazaik megegyeznek, egyenld, x = y, ha x < y és y < x. Jatékok
Osszegét, szorzatat ugy definialjuk, hogy a szamokra megfeleljen a Dedekind szeletnél
hasznalt intuicionak: ha x = {L|R}, akkor x £ x¥ és o £ x. A x és y jatékok
x + y Osszegére szemléletesen tgy is tekinthetiink, hogy a 1épésen levs fél eldontheti,
melyikbdl valaszt. Azaz x +y = {2l +y, v +y*|2f +y, 2 +y?}, —2 = {—2B| — 2L}
és vy = {aly+ayl — oty 2By + oyl — aliyBlaly + 2y® — 2Py %, 2By + 2yt — 2fiyt}.

Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy a jatékok testet, a szamok rendezett testet
alkotnak, ahol 0 := {|}. Az 1:={0|} és —1 := {|0} szintén szam, mig a {0|0} nem az
és nem is hasonlithato 6ssze veliik. Az azonossag és az egyenlGség emiatt kiillonbozik
és amig egy x = {L|R} szdmot egyértelmiien meghataroz L legnagyobb és R legkisebb
eleme, el6fordul, hogy x =y de xz # yz, ha x,y, 2 nem szamok.

Néhany példa szamokra: 2 := {1} = {-1,1]} = {0,1|} = {-1,0,1]}, —2 =
{I-1 ={l-1,0} ={[ =11} = {| = 1,0,1}, 1/2:= {0]1} = {-1,0[1}, =1/2 :=
{-1]0} = {-1]0,1}.

Folytatva w lépésen at (és tovabb) megkapjuk a jatékokat és a szamokat; utob-
biakba bedgyazhato a valos szamtest. De megtalalhatjuk Leibniz infinitezimalisait,

17
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példaul 1/w = {0]1,1/2,/1/4,...}, rakovetkezs rendszamot w + 1 = {0,1,2,...,w|}
és ami eddig nem volt, megeldzétisw—1 = {0, 1,2, ... |w}. Indukcioval kaphatok a w—
n=1{0,1,2,...|w,w—1,...,w—(n—1)}, w/3 vagy éppen yw = {0,1,2, ... |w,w/2,w/4, ...}
egzotikus szamok.

Egy-egy bonyolultabb szdm vagy jaték meghatarozasanéal nagyon hasznos az tn.
eqyszeriséqgi tétel:

5. Tétel. Tegyiik fel, hogy az v = {L|R} jdtékra van olyan z szam, hogy x % 2 # xft
minden x¥, x%-re, de z részei, nem mdr teljesitik ext.! Ekkor x = z.

Bizonyitas: Az x > z, kivéve, ha 2f < z vagy = < zl'. A tétel feltétele egybdl
kizarja az xf® < z lehetséget, mig az x < 2zl = ol 2 2 < 2% < 2 # 2! minden
xf xlre, amibsl ot # 2% # 2%, ami a minimalitasnak mond ellent. Azaz x > z és
hasonl6an beldthaté z > x, amibdl z = z. O

A 5. tétel segitségével megmutathato, hogy a {|}-bol indulva véges lépésben pon-
tosan a diadikus raciondlis szamokat, azaz a m/2", m,n € Z kaphatjuk meg. Legyen
egy = walds, ha x = {x — (1/n)|z + (1/n)}n,>0. A valosok zart testet képeznek a
szamain kozott és azonosithatok a szokasos valos szamokkal.

L

TAzaz vagy 28 <zl vagy 2I > 2 valamely valasztasra.



4. fejezet
Pozici6s jatékok

A pozicids jdték pontos definicioja nem adhaté meg, mindenféle jatékot beleérthe-
tiink, ahol a nyerés feltétele valamely alakzat eléréséhez/elkeriiléséhez kapcsolodik.
Els6 kozelitésben pozicids jdaték, vagy hipergraf jaték alatt a kovetkezot értjik. Adott
egy F = (V,’H) hipergraf, azaz H C 2V. A V halmaz elemei alkotjak a tdbldt, mig
az H elemei az in. nyerd halmazok. Két jatékos, a kezdé és a mésodik, vagy I és I1,
felvaltva vélasztja a tabla elemeit. Amelyikiik els6ként megszerezi egy nyerd halmaz
Osszes elemét az megnyeri a jatékot.

Az X jatékos nyer (dontetlent ér el) kifejezés alatt azt értjiik, hogy mindkét jatékos
tokéletes jatéka esetén ez lenne az eredmény. Ha a tabla véges, akkor hasznalhatjuk
az alabbi tételt:

6. Tétel (Zermelo-Neumann, [12, 22]). Egy teljes informdcids, véges, kétszemé-
lyes jatékot vagy az eqyik jatékos nyeri vagy a jaték dontetlen.

Megjegyzés. A 6. tételre Zermelo adott bizonyitast!, igy tobbnyire Zermelo tétel-
ként, vagy Gn. jatékelméleti tertium non datur ? elvként hivatkozzak.

Példa 1. Tic-Tac-Toe. I és I felvaltva tesz egy jelet a 9 négyzetbdl allo, 3 x 3-as
tabla egy-egy mezdjére. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort, oszlopot vagy f6atlot,
az nyer.

Példa 2. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenziés valtozata, aminek a tablaja
4 x 4 x 4-es kocka. A nyer6 halmazok a sorok, oszlopok, lap és test {6atlok, Gsszesen

76 darab.

1Az els6 bizonyitas hidnyos volt, ezt késbb Kénig Dénes és Kalmar Laszlo javitotta ki, 1asd [22].
2Azaz a harmadik eset nem létezik. Végtelen jatékokra mas a helyzet, u. i. a kivdlasztdsi azioma
hasznalataval készithetd olyan jaték, amelynek kimenetele eldonthetetlen.
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Példa 3. Amdba (5-in-a-row). Itt a tabla a végtelen négyzetracs (a gyakorlatban
lehet a 19 x 19-es go tabla vagy fiizetlap). A jatékosok felvéaltva jelolik a mezdket, s
aki hamarabb képes 0t, egymast kovetd mez6t vizszintesen, fiiggSlegesen vagy atlos
irdnyban elfoglalni, az nyer.
Példa 4. k-améba (k-in-a-row). A fentihez hasonlo, csak ebben k egymast kovets
jel kell a nyeréshez.

A gyakorlatbol tudjuk, a kezdgjatékos (itt 1) elényos helyzetben van a fentiekben.
Ezt matematikai eszkozokkel is belathato, s6t sokkal altalanosabban igaz:

7. Tétel (Hales-Jewett, [36]). Bdrmely (V,H) hipergrdf jatékban a kezdd nyer,
vagy dontetlen az eredmény.?

Bizonyitas: Ez az un. stratégia lopds modszerrel* kaphato meg. Altalanos pozicios
jatékokra Alfred Hales és Robert Jewett mondta ki a [36]-ben. Ha I nyerne, azaz
lenne nyerd stratégidja®, akkor I is hasznalhatna ezt, hiszen a sajat, korabbi lépései
sohasem artanak. Vagyis I megfeledkezhet az els6 lépésérdl, és ha a stratégia ezt
kérné, akkor tgy tehet, mintha éppen most 1épné meg ezt, és az esedékes 1épését
tetszblegesen helyezheti el. 0

Az 6. és 7. tételek sokszor megmondjak, mi lesz az eredmény, de arrdl keveset
arulnak el, hogyan jatszunk. Ez mér a példainkban sem egyszerd, altalaban még
kevésbé varhatd. A tic-tac-toe konnyen lathatéan dontetlen, mig a tic-toc-tac-toe-t [
nyeri. Az utobbi igazolasdhoz viszont 1500 o6ra gépidét hasznalt fel Oren Patashnik
a hetvenes évek végén, és megjegyezhets nyers stratégiat eddig nem talaltak ré, lasd
[16, 51]. Az amébat (legalabbis a go tablan) a kezdd nyeri, a k-améba pedig dontetlen,
ha k> 8. A k = 6,7 esetén viszont nem tudjuk, mi az igazsag, lasd [2, 16, 32].

Altalaban sincs ez mésképpen, sok kérdésre van jo valaszunk, még tobbre vi-
szont nincs. A pozicids jatékoknak szédmtalan meglepd kapcsolata van a matematika
egymastol tavolesd teriileteivel; ezért is olyan nehezek és egyben vonzok a probléméi.
Ezekre lathatunk ujabb példékat a tovabbiakban.

4.1. Topologikus jatékok

Kezdjiik a hex jatékkal, ezt Piet Hein 1942-ben, lasd [39] és John Nash 1948-ban
talalta ki egymasrél nem tudva. Egy hatszogekbdl 4ll6, rombusz alakii n X n-es

3Ha egyik fél sem nyer véges lépésben, akkor dontetlennek tekintjiik a jatékot.
1A modszert elgszor John Nash alkalmazta a hex jaték vizsgalatdra, lasd [16, 29).
A stratégia egy f fiiggvény, amely a tabla egy allapotédhoz a teends lépést rendeli.
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tablara felvaltva helyezhet I fehér és I1 fekete korongokat. I célja egy Osszefiiggd
fehér at létrehozésa az északnyugati és délkeleti, I1-é pedig egy fekete uté az észa-
kkeleti és délnyugati oldalak kozott. A hex - ellentétben jonéhany csak matematikai
szempontbol érdekes jatékkal - izgalmas, addiktiv jaték. Feladvanyokat kozolnek, ver-
senyeket rendeznek beléle; ilyenkor az n = 10 vagy n = 11 a tabla méret. (A legjobb
eredményt Kohei Noshita érte el, n < 8-ra ismert a nyerd stratégia, lasd [49].)

Az 5 x 5-0s hex tabla.

Az els6 definicionk értelmében a hex nem hipergraf jaték, hiszen a nyerd halmazok
nem egyformdk a két jatékosra. Erdemes tehat a (V,Hy, Ha) asszimetrikus hipergraf
jatékot bevezetni, ahol értelemszertien az [ illetve 11 akkor nyer, ha a H; illetve a Hs
egy elemét hamarabb elfoglalja, ahol H;, Hy C 2V.

Nyilvanvalonak tinik, hogy csak az egyik jatékos nyerhet a hexben. Ez igy is van,
de ekvivalens a szintén egyszertinek tiné Jordan-féle gorbetétellel 6. Szintén elSkels
rokonsaga van a topologiaban az aldbbi, un. hex tételnek:

8. Tétel (Nash-Gale). Ha a hex tabla dsszes mezdjét kiszinezzik fehérrel vagy feketével,
akkor vagy lesz fehér északnyugati-délkeleti, vagy fekete északkelet-délnyugati it.

Azaz dontetlen még akkor sem lehetséges, ha a két jatékos erre térekedne. Kom-
bindlva ezt az eredményt a 7. tétel otletével (és felhasznalva, hogy a H; képe egy

megfelel§ tengelyes tiikrozésnél éppen a Hs) kapjuk, hogy:

9. Tétel (John Nash, 1949). A kezdd jdtékos nyer a hexben.”

SEgy egyszert, zart gérbe a sikot két - egy kiilss és egy belss - Osszefiiggs részre osztja.

TA tétel a poziciés jatékok talan legismertebb eredménye. Ugyanakkor egy tisztan egzisztencia
bizonyitas, amelyben a létezésén kiviil semmit sem tudunk meg a nyer6 stratégiarol. Nagyon nehéz,
un. PSPACE-teljes probléma megmondani, hogy melyik fél nyer, ha adott az n x n-es hex tabla egy
részleges kitoltése, [60].



22 FEJEZET 4. POZICIOS JATEKOK

Visszatérve a topologiai kapcsolatokra, 1979-ben igazolta David Gale, hogy a hex
tétel és a Brouwer-féle firpont tétel ekvivalensek, lasd [29]. Vele egyidében, téle
fiiggetleniil Lovéasz Laszlo az Gn. Sperner lemmdbol vezette le a hex tételt klasszikus
konyvében, [47, 48]. Ehhez hasonl6 modon bizonyitottak Hochberg és tarsai [40], hogy
a Sperner lemmabol kovetkezik az tn. konnektor tétel. Késébb Chris Hartman foglalta
Ossze egy nagyon gazdasagos ciklikus bizonyitasban a kévetkezs eredményeket, lasd
[38]. Az egyszertiség kedvéért a 2-dimenzios eseteket mondjuk ki, az n-dimenzios eset
a fenti cikkben elérhetd.

Legyen T az ABC' haromszog egy haromszogezése, melynek a pontjai az alabbi
modon szinezettek: (i) Az A, B és C pontok szinei rendre 1, 2 és 3. (ii) Az ABC
haromszog oldalain fekvd pontok az oldal egyik végpontjanak a szinét kapjak.

Sperner lemma: 7-ben van olyan haromszog, amelynek cstucsai harom kiilonbo6zé
szint kaptak.

Legyen G egy, a kiils6 oldalat kivéve, haromszog lapokbol allo sikgraf. Rogzitsiik
a kiils6 oldalon az x,y, z pontokat ebben a koriiljarasi iranyban. Az [x,y] intervallum
az x-et, y-t és a koztiik 1évé pontokat jelenti. (Az [y, z] és [z, x] analog modon.) G
pontjainak egy C részhalmaza konnektor, ha a C &ltal feszitett részgraf osszefiiggd,
és tartalmaz pontot az [x,y], [y, 2] és [z, z] intervallumok mindegyikébdl.
Konnektor tétel: Ha két szinnel szinezziink a fenti moédon definidlt G pontjait,
akkor abban lesz egy C egyszinti konnektor.®

Legyen e; = (1,0) és es = (0,1) a koordinatatengelyekkel parhuzamos egységvek-
torok, és az a,b € Z?, melyre a; < b; i = 1,2-re. A D(a,b) doboz pedig a kovetkezs
pontok halmaza: D(a,b) := {(x1,22) : a; < x; < b; és x; egészi=1,2}. D két
pontja szomszédos, ha mindkét koordinatajuk legfeljebb egy egységgel tér el.
Pouzet lemma: Ha egy f : D(a,b) — {xe;, tey} fiiggvényre minden = € D(a,b)-
re teljesiil az x + f(z) € D, akkor vannak olyan szomszédos x és y pontok, hogy
flz) ==f(y).

A teljesség kedvéért jegyezziik meg, hogy a hex tabla felfoghaté, mint az elébbi
D. Ebben z,y € D akkor szomszédosak, ha x — y vagy y — x eleme {0, 1}?>-nak, és
az egyik jatékosnak a D doboz alsé és fels§, a mésiknak a jobb és bal oldalat kell
Osszekotni. Hasonloan torténhet d-dimenzios hex tabla megadasa is.
Brouwer-féle fixpont tétel: Ha egy f folytonos fiiggvény az R? egységgdmbjét
o6nmagaba viszi, akkor van olyan x, melyre f(z) = x.

8Craige Schensted és Charles Titus, illetve Claude Shannon mar 1952-ben bevezette az tn. y-
jatékot. Ennek a tabldja a szabdalyos haromszog racs szintén szabalyos haromszog alaka darabja és
a cél egy konnektor megszerzése, ahol a haromszog cstcsai a rogzitett pontok. A konnektor tétel
miatt az y-jaték nem lehet dontetlen, igy azt a 7. tétel miatt a kezdd nyeri.
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Cris Hartman az alabbi utat adja a [38]-ben: Sperner lemma = konnektor tétel
= hex tétel = Pouzet lemma => Brouwer-féle fixpont tétel ® = Sperner lemma.
Bizonyitas: Sperner lemma: Egy erdsebb allitast mutatunk meg, azt, hogy paratlan

sok héaroszind haromszog van. Legyen GG a haromszogezés dualis egy részgrafja: két
pont kozt 1évs dual él akkor keriil F(G)-be, ha a kéztuk 1évé haromszogezésbeli él
cimkéi 1 és 2. A végtelen tartomanyhoz rendelt pont paratlan foki G-ben, igy van
még G-ben paratlan sok paratlan fokszama pont. Az ezekhez tartozé haromszogek
csticsai haromszintek.

Sperner lemma = konnektor tétel. Tegyiik fel, hogy van konnektormentes szinezés
az 1, 2 szamokkal. Készitiink egy 1j szinezést: egy x pont kapja annak a legkisebb
indexd oldalnak a cimkéjét, amelybsl nem érhets el (az eredeti szinezés szerinti)
egyszinid uton. Ezzel a pontokat jol szineztiik, a Sperner lemma szerint van harom-
szind T-beli haromszog. T két szomszédos csiicsa viszont azon szint volt eredetileg,
igy azonosnak kellene lenni az 1j szinezésben is.

konnektor tétel = hex tétel. Adjunk hozza a hextéablahoz egy fehér és egy fekete
pontot. A fehéret kossiik Gssze a fehér jatékos egyik céloldaléval, a fekete pontot a
fekete jatékos egyik céloldallal és a két uj pontot egymassal. Ez felfoghaté mint egy
haromszog haromszogezése és tartalmaz konnektort. A konnektor megad egy utat a
hextéabla valamelyik két szembefekvs oldala kozt is.

hex tétel = Pouzet lemma. Vegyiink egy, a Pouzet lemma feltételének eleget tevs
f figgvényt a D(a,b) dobozon, és legyen két pont szomszédos a hex beli szomszédsag
szerint. Sziezziik az x pontot az f(x) dimenzidjaval, azaz 1-el, ha f(z) € {—ey, 1}, 2-
vel kiilonben. Legyen az e;-re merdleges céloldalak szine 7, ¢ = 1,2. A hex tétel miatt
lesz egyszintd P ut példaul a két fliggsleges oldal kozt; ez csupa 1-es cimkéji. Ekkor
ha = a P 1t bal szé16 eleme, akkor f(z) = e, ha y a jobb széls6, akkor f(y) = —e;. A
P csak az ey és a —e; valtakozhat, lesz tehat két szomszédos u és v, melyre f(u) = ey,
f(v) = —e;.

Pouzet lemma =- Brouwer-féle fixpont tétel. Tegyiik fel, hogy f : D — D folytonos
a D téglalapon és nincs fixpontja. Ezzel jol definialt lesz az g fliggvény amely az
f(x) — x szogét veszi fel z-ben. Mivel g abszolult folytonos is, vehetd olyan stirt racs
D-ben, hogy g valtozéasa a szomszédos pontok kozt kisebb, mint 7/2. Legyen h az a
racspontokon értelmezett fliggvény, amely a {+e;, £e,} halmazbol az az értéket veszi
fel z-ben, ami a legkisebb szoget zarja be f(x) — x-szel. A Pouzet lemma szerint
lesznek olyan x,y szomszédos pontok, melyekre h(x) = —h(y), ami ellentmondas,
hiszen a g szerint f(x) — x és f(y) — y kisebb, mint 7/2 radidn szoget zar be.

9Természetesen a véges modszerek csak e-approximéciot adhatnak. Azaz adott € > O-ra olyan z
létezését, amelyre || f(x) — x|/, < e. A fixponthoz még a szokéasos kompaktsagi érvelés sziikséges.
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Brouwer-féle fixpont tétel = Sperner lemma. Legyen f egy jo cimkézése a T
haromszognek, amelynek mégsincs haromszind haromszoge. Irjuk fel az x pontot
mint az 6t tartalmazoé kis haromszog vy, v1, ve csticsvektorainak konvex kombinacidja
Qoo + a1v1 + apvs. Legyen g az a fliggvény, ami az x = agvg + @101 + asve ponthoz
a agV) + a1 Vo + asVpy pontot rendeli, ahol Vg, Vi, Vo a T haromszog cstcs pontjaihoz
tartozo vektorok. Mivel nincs haromszind kis haromszog T-ben, g minden pontot
T valamelyik oldalara képez. Az oldalakat is felcseréli, azaz nincs fixpontja, ami
ellentmond a Brouwer fixpont tételnek. [l

Természetesen az egyes allitasok kozti kapcsolat megmutatasa masképp is lehet-
séges.

Bar a konnektor tételt (és az y-jatékot) a hex tétel (hex jaték) altalanos formaja-
nak tartjak, bar mint lathatd ekvivalensek. Az egymésbol levezethetGség igazabol
mindkét irdnyban konnyd, amely az alabbi dbrén lathato.

A baloldal a 4-es y-jaték; vegyiik észre, hogy a szomszédsag a grafon olyan, mint a
hexben a mezdsk kozott. A kozépss abran egy kitoltott hex tablat kiegészitettiink egy
csupa fehér ill. fekete pontot tartalmazo haromszoggel, amely egy lejatszott y-jatékra
vezet.

O

A 4 x 4-es y-jaték tabla. A kiegészitett hex tabla. A t-re tiikkrozott y-jaték.

A konnektor tétel miatt van egy egyszini konnektor, de ez egy egyszind nyerd
halmazt jelent az eredeti hex tablan. Végiil a jobboldali 4bran egy lejatszott y-jaték
tablajat tukrozziik a t-tengelyre, a szélss sort félbevagva. Ezzel egy (szimmetrikusan)
kitoltott hex tablat kapunk. A hex tétel miatt létez6 nyeré halmaznak az eredeti
tablabol kilogo részeit ,visszatiikrozve" egy egyszini konnektort kapunk.

Savszélesség. Hochberg és tarsai a [40]-ben a konnektor tétel felhasznéalasaval a T,
az n oldaléld haromszogracs (y-jaték tabla) sdvszélességére adtak alsé korlatot.!0 A

Wlegyen G = (V(G), E(G)) egy egyszerii graf. Az n cimkézés V(G) bijekcidja {1,...,|V(GQ)|}-
be. Az n sdvszélessége B(n, G) = max{|n(u) — n(v)| : uwv € E(G)}. A G graf sdvszélessége B(G) =
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sédvszélesség meghatarozasa mar specidlis grafokra is nehéz feladat; valojaban méar 3
maximalis fokszamu fakra is NP-teljes, [33]. Meglepd tehat, hogy egy nem trivialis
esetben a jatékok segitenek ebben.

Forditott jatékok. A hex tétel felveti az un. forditott jdaték, (a [16]-ben misére game)
lehetségét. Altalaban egy forditott jatékban az nyer, aki az eredetiben veszitene.
A forditott hex sem lehet dontetlen, a stratégia lopas egy kifinomult valtozatéaval
mutathaté meg az alabbi tétel a [43]-bdl:

Misére hex tétel: A kezdd nyer a forditott n x m-es hexben, ha n paros, kiillénben
a masodik nyer. Tovabba a vesztes félnek van olyan stratégiaja, amellyel nem veszit
a tabla Osszes mezejének elfoglalasa el6tt.

Vegyiik észre, hogy az allitds masodik felébdl kovetkezik az elss; ezen alapszik
az emlitett stratégia. Megmutathatd, hogy gondolatmenet alkalmazhaté a forditott
y-jatékra is, ott a tabla pontszamanak, |V (T,,)|, paritasan mulik a nyerés, paros mére-
tre I, paratlanra /I nyer. Hasonl6an definidlhatjuk a forditott hipergraf jatékokat,
amelyek, ha lehet, még nehezebbek, mint a normal valtozat, hiszen a 7. tétel sem
hasznalhato rajuk.'t

4.2. Parositasok és matroidok

Nagyon hatékony eszkoz a jatékelméletben a parositéds. Egy klasszikus feladatban [
és 11 egyforma érméket helyez egy koralaka asztalra. Az atfedés nem megengedett,
és az veszit, aki nem tud lépni. A kezdd konnyen nyer a kézéppontba téve, majd az
ellenfél lépéseit erre tiikrozve. (Persze ha az asztal nem kézéppontosan szimmetrikus,
alig tudunk valamit.) Egy tengelyes tiikkrozéssel nyerheté a n x (n + 1)-es hex is a
kozelebbi oldalakat Osszekétni kivano félnek, [16, 31].

A hipergraf jatékok parositasi stratégiai a [36]-bdl szarmaznak. Alfred Hales és
Robert Jewett vezette be a H.J(n,d)-vel jelolt jatékokat, ahol n és d természetes
szamok. A H.J(n,d) tabldja egy d dimenziés kocka, amelyik n? kisebb kockabol van
Osszerakva 1gy, hogy a nagy kocka minden éle mentén n kis kocka fekszik. For-
maélisan a hipergraf alaphalmaza a d hosszu sorozatok, ahol minden koordinata egy
1 és n kozott 16v6 egész szam, azaz V(HJ(n,d)) = {1,...,n}%. A hipergraf élei azon
n elemi részhalmazok, melyeknek elemei sorba rendezhetéek oly médon, hogy egy
rogzitett koordinataban az 1,2,....,n, az n,n — 1, ..., 1 vagy konstans értéket vesznek

min, {B(n,G)}. B(T,) = n+1, mig példaul a az n x n-es négyzetracsra, a P,, X P,,-re B(P, x P,,) = n.
HEbben a sokkal altalanosabb kombinatorikus jdtékokra hasonlitanak, bévebben [16, 21].
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fel a sorozatok. Persze a H.J(3,2) nem mas, mint a tic-tac-toe, a H.J(4,3) pedig a
tic-toc-tac-toe.

Definicié: Egy x : V — {1,...,k} az F = (V,’H) hipergraf jo szinezése, ha minden
A € 'H halmaz képe legalabb kételemi. A minimélis k, amelyre van jo szinezés, F
kromatikus szama, jele x(F).

Ha egy F hipergrafra a x(F) > 2, akkor a rajta értelmezett ott jaték nem végz&d-
het dontetleniil. Az y-jaték mellett példaul a H.J(3,3) is ilyen. Méasrészt a HJ(4,3)
példa arra, hogy I-nek lehet nyerd stratégidja egy F = (V,H) jatékban akkor is, ha
X(F) =2.

Hales-Jewett tétel: Barmely n természetes szamra létezik olyan d > 0 egész, hogy
a HJ(n,d) jaték hipergrafjanak kromatikus szdma nagyobb, mint kettd.

Igy az a kérdés, milyen n és d mellett érhet el dontetlent 77? Ennek kimondaséhoz
sziikség van az tn. Kénig-Hall tételre, lasd [47].

Adott véges halmazoknak egy { A;}™, véges rendszere. Egy S = {s;}1, C U, A,
diszjunkt reprezentdns rendszer, ha s; # s;, i # j-re és 5, € A; az i = 1,..., m esetén.

10. Tétel (Ko6nig D.-Ph. Hall). A véges halmazokbol dllo {A;}", halmazrendsz-
ernek pontosan akkor létezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden I C {1,...,m}
esetén | Uijer A;| > |I].12

11. Tétel (Hales-Jewett). Ha egy véges F = (V, H) hipergrdf jatékban minden G C
H esetén | Uacg Al > 2|G|, akkor a jaték diontetlen.

Bizonyitas: Ha H = {Ay, ..., A}, legyen H* = {Ay, AT, Ay, AS, .., A, AL}, ahol
A; = Af minden ¢ = 1,...,m-re. Konnyen ellenérizhets, hogy az | Uacg A| > 2|G|
feltételbdl kovetkezik, hogy minden G* C H* valasztasra | Uaeg- A| > |G*|, azaz a
‘H* rendszerre alkalmazhato az 10. tétel. Legyen a diszjunkt reprezentans rendszer
S ={ay,ai,as,ab, ...,an,a;,}. I1 kovesse az alabbi stratégiat: Valahanyszor I valaszt
egy elemet S-bdl (a;-t vagy af-ot), akkor /7 vélassza a megegyezd indextt (af-ot vagy
a;-t), kiilénben tetsz6legesen léphet. I nem szerezheti meg A; dsszes elemét egyetlen
i =1,...,m-re sem, mert az a;,a; € A; koziil legalabb az egyiket I szerzi meg.  [J

Vegyiik észre, hogy a H.J(n,d) hipergrafban minden pont legfeljebb %(3‘1 — 1)
nyerd halmaznak eleme, ha n paratlan. Paros n-re ez a szam 2% — 1. Igy a 11. tételt
alkalmazza egybdl kapjuk:

12Kénig Dénes a tételt paros grafokra vonatkozo alakban mondta ki. Marshall Hall Jr. 1949-ben
belatta olyan végtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont fokszama véges, [37].
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12. Tétel (Hales-Jewett, 1963). A H.J(n,d) dintetlen, han > 3% —1 ésn =
21 + 1, vagy han > 2971 — 2 ésn = 21.

Parositasi stratégiaval ennél sokkal jobb korlat nem adhat6, mas modszerrel vis-
zont, ahogy azt latni fogjuk, igen. A forditott jaték a paritastol (is) fiigg, I (I7) nem
veszit a forditott HJ(n,d)-ben, ha d paratlan (péaros).'3

A 11. tételt (Marshall Hall Jr. javitasaval) alkalmazhatjuk a végtelen tablan jat-
szott k-amdébara. Ez k > 15 esetén dontetlent ad. Ha d-dimenzios tablan jatszunk,
akkor ez a korlat k > 2(3¢ — 1) — 1, [53]. Hales és Jewett megadott egy parositast,
amely k > 9-re dontetlent ad, de ez nem a 11. tételen alapul, [16].

Segédjatékok. Egy parositas nem més, mint a tabla szétvagasa kisebb, kénnyebben
attekinthetd részekre. A résztéablakon a jatékos egymastol fiiggetlen 1j, segédjatékokat
jatszik, amelyek egyiittesen a céljahoz segitik.

Ennek egyik els§ példaja Shannon és Pollak Gtlete, amellyel a 9-am@bara adtak
déntetlen stratégiat. Ezt megjavitotta egy, a T. G. L. Zetters alnéven'* szinre 16p6
holland matematikus csoport, belatvan, hogy mar a 8-amdéba is dontetlen, [16, 35].

T
1] 7777
T TN
| GGG

A Shannon-Pollak parkettazas. A T. G. L. Zetters parkettazés.

11, ha lehetséges, azon a résztablan/parkettan 1ép, mint /. A Shannon-Pollak
parketta nyeré halmazait a vékony vonal jel6li; ez négy darab, harom elem® halmaz.
A T. G. L. Zetters parketta nyer6halmazai a parketta harom sora, négy 45 fokos
atloja és a két, vékony vonallal jelolt par. Egy kis munkéaval ellendrizhetd, hogy (i) a
segédjatékokban nem veszit 11, (ii) ha I nem nyer legalabb egy segédjatékban, akkor
nem nyerheti meg a 9- illetve 8-amdébat sem.

Valojaban a fentiekben erésebb allitasokat igazoltunk, mint amiket kimondtunk.
A kezd§ jatékos akkor sem tud nyeré halmazt megszerezni, ha a mésodiknak nincs

13A {1,...,n}9 kocka kozéppontjara szimmetrikus lépésekkel ez elérhets. Ha n paratlan, I elfoglal-
hatja a centrumot, kiilénben I1 jatszhat kozéppontos tiikrozéssel.

1Az alnév régi fogas a matematikaban, amikor gy véli egy szerzé, hogy tamadéasoknak lehet
céltablaja a munkaja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nilli stb. (A T.G.L.
Zetters alnév Andries Brouwer holland matematikust fedi.)



28 FEJEZET 4. POZICIOS JATEKOK

lehet&sége ellentamadni. Azaz hidba szerez meg I egy nyeré halmazt, a jaték folyik
tovabb. Ez a pozicios jatékok un. épitd-rombolé (Maker-Breaker) véltozata, ahol az
épité akkor nyer, ha megszerez egy nyerd halmazt, mig a rombol6 akkor, ha ezt
megakadalyozza.'> Ha II romboloként nyer ebben az épité-rombolé valtozatban,
akkor dontetlene van az eredetiben is. Forditva ez nem igaz, a tic-tac-toe-t a kezdd
épitéként megnyeri. Definidlhaté egy épitG-rombold jaték megforditésa is, nevezziik
ezt sumdk-hajcsdr (Avoider-Enforcer) jatéknak. Ebben a suméak nyer, ha elkertili
nyer$ halmaz megszerzését, a hajcsar pedig akkor, ha ra tudja kényszeriteni ellenfélet
egy nyerd halmaz elfoglalasara.

A péarositasok és a tabla egyéb felosztéasa hatékony modszer oGnmagéban, vagy mas

eszkozokkel kombinalva. Tovabbi példak talalhatoak erre a (8, 12, 14, 25, 54, 55, 62]
szamu irasokban.
Savszélesség jaték. [57, 58| Legyen egy n ponti G graf savszélessége B(G), és a felek
felvaltva helyezzék G pontjaira a {1,...,n} szamokat. Aki egy x pontot ¢-val szamoz,
ugy, hogy egy x-szel szomszédos pont y pont mar szamozott r-rel és |[¢ — r| > B(G),
az veszit. Kozéppontos tiikrozéssel a tablara és {1,...,n}-re lathato, hogy a Py x P
racsra a kezdd pontosan akkor nyer, ha £ > 1 és paratlan. Més grafokra, mint pl. a
T}, nem ismert, hogyan kell jatszani, vagy az, hogy ki nyer.!®

4.3. A véletlen modszer és a sulyfiiggvények

A véletlen modszerek a matematika legtobb agaban jelentGs szerepet jatszanak, a
kombinatorikdban és a jatékelméletben pedig alapvetét. Az inkdbb a meglepd, hogy
viszonylag késén jelentek meg a pozicios jatékokban. Az attorést Erdds Pal és John
Selfridge 1973-as eredménye, lasd [27], hozta.!”

13. Tétel (Erdds-Selfridge, 1973). Tegyik fel, hogy eqy F = (V,H) hipergrif
jaték épitd-rombolo vdltozatdiban az épitd kezd, és ) 44 2=+ < 1. Fkkor a rombolo
nyer.

Bizonyitas: Legyen az épit6 i-edik 1épése z;, mig a romboloé y;, X; = {x1,..., 2},

15 A nyerés eldontése mind a normal, mind az épité-rombolé valtozatban PSPACE-teljes feladat
[63], ennek egyszerd bizonyitasa taldlhato a [18] dolgozatban.

16Szamos kombinatorikai tétel lehet efféle elkeriilhetetlenségi jaték alapja. A felsoroltak mellett a
Ramsey, a van der Waerden és a Hales-Jewett tételek jaték hatterét kutattak nagy erskkel, [4, 11].

17John H. Conway hires békds problémaja is lehetett volna volna a kezdet, [16]. Az ott hasznalt
sulyfliggvénynek viszont nincs kozvetlen valoszintiségi jelentése, talan emiatt maradt visszhangtalan.
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Egy A € 'H halmaz silya az i-edik 1épésben:

—|Al+A; (1) ) —
wi(A) = { 2 h% f4Z(U) 0
0 kilonben

Egy x € V elem silya w;(x) = Y ., wi(A), a potencidl pedig w; = Y , 4, wi(A).

A rombol6 az tn. mohd algoritmust koveti, azt a z € V' \ (X; UY;_1) elemet veszi
az i-edik lépésben, amelyre a w;(z) érték maximalis. Ez a w; > w;, 1 egyenlGtlenséget
adja minden i-re. Valoban, w1 < w; —w;(y;) +w;(x;41), hisz a rombolé i-edik lépése
w; (y;)-vel csokkenti, mig az épits az i + 1-edik lépése legfeljebb w;(x;11)-el novelheti
a potencialt, hisz pontosan azoknak az x;,1-et tartalmaz6 halmazok silyat duplazza
meg, amelyeknek nem eleme y;. A moh¢ algoritmus miatt w;(y;) > wi(z41), 18y
adodik a potencidl monotonitasa. Masrészt wy < 2wy mivel x; azon halmazok silyat
duplazza, amelyeknek eleme.

Ezért a 13. tétel feltétele miatt wy < 2wy = ZAGE(H) 271+ < 1. Tegyiik fel,
hogy az épité megnyeri a jatékot, mondjuk a k-adik lépésben. Ez azt jelenti, hogy
van olyan A* € H, amelyre |A*| = A} (]), igy

Lo wzu= 3 wnld) 2 u(A%) = 2 WO 901
A€E(H)

Azaz a feltevésiink, hogy az épits nyer, ellentmondasra vezet. 0

Vegyiik észre, hogy amig a 11. tétel csak a ritka, de tetszdéleges méreti, addig a
13. tétel a sdri, de legfeljebb exponencialis méretd hipergrafokra adhat eredményt.
A modszerek részben Osszevegyithetdek, lasd [8, 11, 12].

A 13. tétel vezet a hatékony derandomizdciokhoz és a jatékok mélyebb megértéséhez.
Ez konkrétan éppen Erdés egy régi tételének bizonyitasabol tiinteti el a véletlent, mely
szerint ha egy F = (V,H) hipergrafra a Y ,,, 27141 < 1, akkor y(F) < 2. Vegyiik
észre, ha V pontjait egymastol fiiggetleniil, 1/2 — 1/2 valoszintiséggel szinezziik kékre
vagy pirosra'®, akkor az egyszinti halmazok varhato szama E = 3", ,, 274+1 Mivel
E < 1, lennie kell egy j6 szinezésnek, [1]. Ezért az 6sszes 2/V darab kettd szinezésbol
legalabb egy jo.

Az F paramétereiben polinom idGben is adhatunk egy jo szinezést: jatszon mind-
két jatékos tigy, mintha rombol6 lenne. A w;(A) sily annak a feltételes valoszintisége,
hogy A példaul kék lesz, ha az i-edik 1épést6l pénzfeldobassal szineziink. A jatékok
vizsgalatahoz is kapunk egy vezérfonalat, amely sokszor segit.

18F7 egy érme ismételt feldobasaval elérhets. A példa mutatja, mekkora ereje van a véletlennek.
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A véletlen heurisztika. Cseréljiik ki a két tokéletesen jatszo jatékost két teljesen
véletleniil jatszora. Nagyjabol ugyanaz lesz a végeredmény.”

A valoszintiségszamitasi modszer és a pozicios jatékok elmélete kozt szoros kap-
csolat van. Lényegében minden moédszernek az els6b6l megvan a megfelelGje a méa-
sodikbol. A 13. tétel, és f6képpen a bizonyitasi modszere, az Un. elsd momentum
mddszer derandomizalasa. Igy szarmaztathato a (jatékelméleti) masodik momentum
modszer, Lovasz lokélis lemma stb, [1, 9, 12].

A 13. tétel éles, vannak olyan F hipergrafok, melyre Y ., 27 = 1, és az
épit6 nyer. Legyen T,, egy n-szintes binaris fa, V = V(T},) és A € H, ha A a gyokér
és egy levél kozti ut pontjaibol all. (Az épits a gyokeret foglalja el, majd maradékbol
mindig annak a részfanak a gyokerét, amelyiket elkeriilte a rombolo.) Egy mésik
példa: V = UMz, Uz, A€ H haze Aés|AN{x;,y}| > 0 minden i-re. (Itt
az épitd z-t veszi elszor, majd ha a rombold egy {x;,y;} par egyik elemét valasztja,
akkor ¢ a masikat.)

Beck Jozsef a [12]-ben vizsgalta a kérdezd-vdlasztd (Picker-Chooser) és vdlaszto-
kérdezd (Chooser-Picker) jatékokat. Itt a kérdezs (Picker) kivesz két elemet, legyenek
ezek {x;,y;} az i-edik forduléban, majd a valaszté (Chooser) donthet, az egyiket a
sajat, a masikat a kérdezs szinére festi. Az els6 helyen &llo jatékos az épits, mig
a masik a rombold szerepet kapja. A tapasztalat szerint a kérdezd helyzete nem
rosszabb, mintha egy épit6-rombold jatékot kellene jatszania. Ezt a heurisztikat fejti
ki Beck a [10]-ben, pontosabb formajat pedig szerzétarsaimmal a [24]| dolgozatban
adjuk meg:

14. Sejtés (Beck). A kérdezd nyeri a kérdezd-vdlaszto (vilaszto-kérdezd) jatékot az
F = (V,'H) hipergrdfon, ha épitd (rombold), mint mdsodik jatékos nyeri az épitd-
rombolo jatékot az F hipergrdfon.

Egyelére csak néhany jatékra?® bizonyitott a 14. sejtés, lasd [10, 24], az altalanos
eset nem igérkezik konnytnek. Joval korabban, lasd [13|, felvetette Beck Jozsef a
kérdezs-véalaszto jatékhoz hasonld, az in. megbizo-fests jatékot. Ebben a meghizd a
kérdezd, a festd pedig a valasztd. A meghbizd nyer, ha lesz egyszint halmaz, kiilonben
a monotoniat keriils festé a nyers. A [13| tartalmazza a 13. tételt megbizo-fests
jatékokra; a bizonyitas a szokéasos sulyfliggvény modszer.

O Természetesen a véletlen heurisztika csak elv, sokszor érvényes, néha nem. De barmely jaték
esetén célszerd megnézni, hogy mit jdsol. Véletleniil jatszani viszont csak ritkan érdemes, lasd [15].

2OTlyenek a késsbb emlitett Ramsey jdtékok. Tovibba még a 18. tétel, a 8-améba és a HJ(4,2)
vélaszto-kérdezs valtozata. A 13. tétel valaszto-kérdezs valtozatat egyelére nem sikeriilt teljes ere-
jében igazolni, bar ez a 14. sejtés egyik legérdekesebb specialis esete.
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Az érdekesség kedvéért most bemutatunk egy véletlen modszert hasznalé gondo-
latmenetet; hasonlot Joel Spencer hasznélt a véglegesités jaték (tenured game) elem-
zésében, |1, 64].

A 13. tétel megbizé-fests jatékokra. A fests nyer, ha Y, ,, 27 < 1.
Bizonyitas: Szinezze a festd a kapott elemeket pénzfeldobéssal. Nézziik meg, milyen
valoszintiséggel lesz egyszint egy A € E(H) halmaz. Ha egy {z;,v;} C A, akkor nem
lehet egyszinti A. Ha |[{z;,7;} N A| < 1 minden i-re, akkor ez a valosziniiség 27 141+1,
Ezért az egyszind halmazok varhat6 szama E < 37, 271 < 1 a megbizo
barmely stratégidja esetén. Ha a megbizonak lenne nyerd stratégiaja, akkor minden
jaték végén lenne egyszini halmaz, azaz E > 1. Mivel a jaték nem lehet dontetlen,
igy a 6. tétel miatt a festének van nyerd stratégiaja. 0

Elfogult jatékok. Stri grafokra is érdekessé teheté a Shannon-féle kapcsolo jaték,
ha a rombol6 nem egy, hanem t6bb, mondjuk b élt vehet el egyszerre, [20]. Ha a
K,-en (n-pontu teljes graf) jatszunk, van egy by toréspont, azzal, ha b < by, akkor az
épit6, ha b > by akkor meg a rombol6 nyer.?! A fenti példaban by = n/logn, vagyis
az épits élei akkor kotik Ossze a pontokat, ha ennél joval kisebb a b, és akkor nem,
ha b >> by. Az épits altal megszerezhets részgraf mas P tulajdonséigai is érdekesek:
Hamilton koér vagy hosszu utak léte, [7, 9, 66|, a legnagyobb komponens mérete, [15],
az atmeérd, [3] vagy a minimalis fokszam, [9, 68].

Az egyik legfontosabb eszkoz a 13. tétel altalanositasa, Beck Jozsef, [5]. A (V,H, a,b)
hipergraf jaték szabélyaiban megegyezik a F = (V,H) jatékkal, csak az egyik fél,
(épité-rombolo valtozatban az épits) a, a masik (rombol6) pedig b elemet vehet for-
dulonként.

Erddés-Selfridge-Beck tétel. A (V,H, a,b) hipergraf jaték épité-rombold valtoza-
taban ha > 4, (1 +b)'~14/* < 1, akkor a rombolé nyer.

Igazolni a korébbi silyfiiggvények kis modositéasaval lehet. Ez a tétel is éles, azaz
a feltételben egyenlGséget irva mar nem igaz.

Felmeriil, honnan lehet megtippelni, mit varjunk egy-egy graf jatékban, azaz mi-
lyen a és b érték mellett érhet el az épit6 egy P tulajdonsagot? Itt Gjra a véletlen
heurisztika jatszik donts szerepet, a véletlen grafokra alapozva, [1].

A G(n,p). A G(n,p) valoszintiségi mezs ugy keletkezik, hogy az n pontu teljes graf
éleit egymastol teljesen fiiggetleniil, p valoszintiséggel hagyjuk meg.??

21A by pontos értékének kiszamitasa tobbnyire reménytelen, altalaban csak becslések adhatok.

2250k mas véletlen graf modellt is hasznalnak. A perkoldcid elméletben racsok éleit veszik p
valoszintiséggel, az an. kis-vildg grdfok leirdsara egy hatvanytorvényt kovets fokszam eloszlastak
koziil hiaznak egyet egyenletes eloszlas szerint.
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A G(n,p)-re vonatkozo eredmények jo része arrdl szol, ha adott egy P monoton
graftulajdonsag? akkor milyen py akkor egy G € G(n, p) milyen fp(p) valésziniiséggel
P tulajdonsagu? Ha P nem trivilis, akkor f»(0) =0, fp(1) =1, és fp(p) monoton
n6vé p-ben. Sok esetben van egy olyan pg kiiszob, ami koriil ugrik fel fp majdnem
nullarol majdnem egyre, [1].

A véletlen graf heurisztika. A P monoton gréaftulajdonsag elérését célzo, a K,
élein foly6 épité-rombold jaték by toréspontja ott van, ahol a megegyezs élstirtiséget
ado po kiiszob értéke P-nek a G(n,p)-ban. Pontosabban, by ~ a(l — po)/poe, vagy
Po ~ CL/(CL + bo), [5]

Ez a heurisztika oly eredményes, hogy az a kiilonleges, ha nem ad jo eredményt.
Erre példa az atmérd jaték, lasd [3]. Itt egy rogzitett d € N-re az épits azt szeretné, ha
a részgrafjanak dtmérdje * nem haladna meg d-t. Jeldljiik ezt Dy(a, b)-vel, ahol a és b,
mint eddig. A véletlen graf heurisztika szerint az épitének nyernie kellene az Do (1,1)
jatékot, hisz egy véletlen G € G(n,1/2) grafra nagy valoszintiséggel diam(G) = 2. Ez
nincs igy, a rombold nyeri a Dy(1, 1) jatékot, ha n > 4. (A rombol6 vesz egy zy élt,
majd parositast jatszik: az épit6 egy xz lépésére yz-vel, az yz-re pedig xz-vel felel.)
Ugyanakkor, ha az épité két élt vehet 1épésenként, akkor majdnem helyreall a rend;
az épit6 nyeri a Dy(2,b) jatékot, ha b < 0.25n7/(Inn)>" és n elég nagy, lasd [3].

Magukon a véletlen grafokon is értelmezhetsk pozicios jatékok, itt kovetjiik Milos
Stojakovi¢ és Szabo Tibor leirasat a [66]-b6l. Adott egy (V,H, a, b) hipergraf jaték.
A (V,, Hp,a,b) véletlen jaték olyan jatékok valoszintségi mezdje, melyekre minden
xr € V egymastol fiiggetleniil, p valoszintiséggel keriil V,-be, és az H, = {W € H :
W CV,}. Hapéldaul V = E(K,,) és H a K, graf feszit6fai, akkor feltehetd a kérdés,
milyen p értékekre nyer az épits (rombold) nagy valoszintséggel a (V,,, H,, a, b) véletlen
jatékban? Mint a véletlen graf heurisztika alapjan ez varhato, lesz egy OP toréspont,
tovabba P = O(pn/logn), feltéve hogy p > clogn/n, valamely ¢ > O-ra, [66].

Egy pozicios jatékban a lépés joga is fiigghet a véletlentsl. Yuval Peres és tarsai a
[52]-ban egy olyan hexet vizsgalnak, ahol minden forduloban érmedobéssal dontik el,
hogy melyik fél 1éphet. Tobbféle alaki tabla definidlhato, de a véletlen heurisztika hi-
béatlanul josol: ugyanakkora valoszintiséggel nyer az egyik, mondjuk a fehér, a tokélete-
sen, mint a véletleniil jatszo ellenfelek esetén. Meglepé moédon az n x n véletlen hex
barmely allasaban az optimalis stratégia polinom idében kiszamithatd és a valasz-
tand6 mez6 mindkét félre ugyanaz. A jaték szoros kapcsolatban van a hatszogracs

23 A P attol monoton, ha egy G rendelkezik vele, akkor 1j élek véve G-hez megmarad P. Monoton
pl. az Gsszefliggdség, Hamilton kor 1éte, de nem ilyen Euler koré.

HEgy G graf atmérGje, diam(G) = max, yev () d(z,y), ahol d(x,y) az x és y pontok kozti
legrovidebb 1t hossza.
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perkolacio elméletével és, hataratmenetben, a konform leképzésekkel.

Altalaban is beszélhetiink egy (V, H) jaték véletlen valtozatarol; erre kiterjeszthetd
a 13. tétel.
Erdds-Selfridge véletlen jatékra. Ha a (V,H) hipergraf jaték véletlen valtozatara
Yo Ack 27141 < 1, akkor azt legalabb 1/2 valoszintiséggel nyeri a rombolo.

Bizonyitas: Jatszon a rombol6 ugy, mint a 13. tételben. Ekkor E[w;] < E[w;] <1
minden ¢-re, és ebbdl a Markov egyenl6tlenség adja az allitéast. 0

A masodik momentum moédszer. Egy G € G(n,1/2)-ben a legnagyobb klikk
mérete, w(G) a legtobb n-re nagy valésziniséggel egy k,, értékre koncentralodik,? [1].
Ez a k,, pontosabban a ¢, = k, —2 = 2log, n — 2 log, log, n + 2log, e — 3 szdm donts
szerepet jatszik a Ramsey jatékokban. Itt a felek a K, éleit veszik, és a cél (vagy éppen
elkeriilendé dolog) egy K, részgraf Osszes élének megszerzése. Beck Jozsef belatta a
[10]-ben, hogy ¢, a Ramsey jatékok toréspont nagy n-ekre. Pontosabban ha ¢, nincs
nagyon kozel egy egészhez, akkor ¢ < |g,|-ra lesz egyszint K,, mig ha ¢ > [q¢,],
akkor ez elkeriilhets.26 A véletlen heurisztika megint jol miikodik, hisz a g, nemcsak
az épitG-rombold, sumék-hajcséar, de a kérdezs-valaszto jatékokra is érvényes. Szintén
a derandomizacio az otlet a fokszam jatékban, [3, 9, 68|, itt az épité célja a K, éleibsl
minden pontndl legalabb n/2 —k élt megszerezni. Ha k > v/nlogn, akkor az épit6, ha
k < +/n/24, akkor a rombol6 nyer. Hasonl6 igaz kérdezs-valaszto, vagy megbizo-fests
jatékokra; az utobbi alsé korlatja kiilonosen egyszert.

A megbizo-fest6 fokszam jaték. Itt a fests akkor nyer, ha az lesz olyan x, melynél
a megbizo és festd altal vett élek kiilonbsége > k, ahol k elére adott. Ha k? = (Z) =m,
akkor a festG nyer.

Bizonyitas: (Beck otlete alapjan, lasd [9].) Az H a graf egy-egy pontjara illeszkedd
élek halmazai. Egy A € H-ra jelolje A;(F) ill. A;(M) a fests ill. a megbizo altal
az i-edik fordulo végéig elfoglalt elemeinek a szamat. Tovabba az A silya w;(A) =
Ai(F)—A;(M) és w; =Y 4o wi(A). A w?(A) vdltozdsa (ha pont egy élét szinezziik)
w? = wi(A) £ 2w;(A) + 1, ezért a fest6 mindig elérheti, hogy w; + 2 < w;y1. A
jaték végén a wy, /o > m, ezért lesz olyan A*, melyre wfn/Q(A*) > m, Vagy Wy, 2(A*) >
vm = k. Ekkor viszont az egyik jatékosnak k-val tobb éle van az A*-nak megfeleld
pontnal, mint a masiknak. [
Ritka hipergrafok. Tegyiik fel, hogy egy F = (V,H) hipergrafban minden A € H-
ra az |A| > n és A legfeljebb d masikkal éllel metszédik. Ekkor az un. Lovasz-féle
lokélis lemmabol kovetkezik, ha d < 2773, akkor x(F) < 2, lasd [1, 26]. Sokaig nem

25 A koncentracié bizonyitdsanak eszkdze a masodik momentum modszer.
26Vegyiik észre, hogy ez lényegében teljesen pontos eredmény!
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volt azonban vilagos, hogyan talalhatjuk meg gyorsan (polinom idében) az F egy jo
szinezését. Kicsivel erdsebb feltételek mellett Beck Jozsef leirt egy ilyen algoritmust
a [8]-ban. Ezek alapjan azt varnank, ha d nem til nagy (példaul d < 2"/?), akkor az
épit6-rombold jatékot a rombold nyeri a H-n.

Altalaban ez a kérdés teljesen nyitott, de az tun. majdnem diszjunkt hipergrafok
esetében tobbet tudunk. A F = (V,’H) hipergraf majdnem diszjunkt, ha A # B =
|AN B| <1, minden A, B € H-ra. Ez teljesiil a HJ(n,d) jatékokra; ekkor megmu-
tathato, léteznek olyan ¢y, co > 0 konstansok, hogy a rombol6 nyer, ha d < ¢;n?/logn,
mig az épits nyer, ha d > con?, lasd |11, 12]. Ha F = (V,H) majdnem diszjunkt és
|A] < 3 minden A € H, akkor polinom idében eldonthets az épits-rombold jaték, lasd
[42].

Ujrafelhasznalt jatékok. A malomhoz (Nine Men’s Morris) hasonlé pozicios jatékok
az alabbiak. Adott egy H hipergraf és egy n paraméter. Az els6 n 1épesben a szokasos
modon jatszanak a felek, majd utdnna a mar lerakott (sajat) jeleket lehet athelyezni.
Ha egy épit6-rombolé F jatékban a rombolénak van nyerd parositasi stratégidja,
akkor ez hasznalhaté az RF ujrafelhasznalt valtozatban is.?” Nyitott kérdés viszont,
hogy altalanosithato-e a 13. tétel? Néhany, Kaplansky tipusi Gjrafelhasznélt jatékra
vannak nem trivialis eredmények.

Kaplansky eredeti problémajaban az R? pontjait vehetik felvaltva a jatékosok,
k € N rogzitett. Az nyer, akinek el6szor k pontja egy olyan ¢ egyenesen, amin az
ellenfelének nincsen pontja. (Az épité-rombold véltozatban épit6 akkor nyer, ha lesz
olyan ¢ egyenes, amelyen neki k£ pontja van, mig a rombolénak egy sem.) A [6]-ban,
tobbek kozt szerepel olyan ¢, co > 0 konstansok 1éte, hogy az n 1épésig tarto jatékot
a rombol6 nyeri, ha k > ¢ logn, és az épitd nyeri, ha k < cylogn. Az épit6 nyerése
az R? egy alkalmasan valasztott véges S halmazén és az alabbi tételen alapul. Itt
No(F) = max, yev [{A: 2,y € A€ H}|.

Tétel. [Beck, [6]] Az épits kezdSként megnyeri a (H, p,q) épité-rombold jatékot,
ha

|4
3 (m) > PR+ ) Da(H)V

AceH p

Ha csak a vizszintes, fliggéleges és 1 meredekségii egyeneseken jatszunk, és p = 2,
q = 1 akkor vannak olyan ¢y, co > 0 konstansok, hogy az tjrafelhasznalt Kaplansky
jatékot a rombolo nyeri ha k > ¢1 logn, mig az épité nyer, ha k < cylogn, lasd [56].

27 Az REk-amébat a rombolo nyeri, ha k > 9. A k = 8-ra mar nem vilagos a helyzet.
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Ugyanitt talalhato, hogy az altaldnos esetben (azaz az R? Ssszes egyenesét tekintve)
a rombol6 nyer, ha k > 2n'/3.

Az utébbi eredmény Szemerédi Endre és William Trotter egy klasszikus kombina-
torikus geometriai tételén mulik.?® Egy illeszkedés egy (p, L) par, ahol p € R?, L egy
egyenes és p € L.

Szemerédi-Trotter tétel. Vegyilink n pontot és m egyenest a sikon, és legyen [ az
illeszkedések szama. Ekkor I < c(n +m + (nm)??), ahol ¢ egy abszolit konstans.

Igy ha m azon egyenesek szama, amelyek mindegyike legalabb k pontjat tartal-
mazza egy n-ponti halmaznak, akkor m < con?/k3, ha k < y/n, ahol ¢, konstans. Ez
garantalja, hogy a rombolénak mindig lesz egy olyan pontja, amelynek elmozditésa
nem befolyasol egy megfelels sulyfiiggvényt, [56].

Alakzatok a sikon. Szintén a Kaplansky jaték motivalta az alabbi tipust problé-
maéakat, lasd [14]. Adott egy k pontbol allo D alakzat a sikon, és az épit6 akkor nyer,
ha megszerzi az 6sszes pontjat valamely ¢(D)-nek, ahol ¢ az R? mozgéscsoportjanak
egy eleme.

Tétel. [Beck, [14]] Az épits nyeri az alakzat jatékot a stkon minden véges D esetén.

Beck otletes konstrukcioval egyfajta véges racsot készit a D elforgatott, eltolt
példanyaibol, majd a fent emlitett, [6]-beli tételt alkalmazza.?®

4.4. Grafjatékok

4.4.1. Foldrajzi jaték

A normal foldrajzi jatékban® olyan foldrajzi fogalmakat mondanak felvaltva a jaté-
kosok, amelyek az el6z6 sz6 utolso bettijével kezd6dnek. Kétszer nem hasznéalhato egy
sz6, és aki nem tudja folytatni, az veszit. Ennek kézenfekvs absztrakt valtozataban
egy G iranyitott graf pontjain lépegetiink felvaltva, adott vy pontbol indulva, az élek
mentén. Egy pont csak egyszer latogathato, és aki nem tud lépni, az veszit. Az
altalanos eset nagyon nehéz, ennek belatasahoz definidljunk egy mésik problémét,
amely jatékként fogalmazhaté meg. Adott egy ¢ konjunktiv normal alakti Boole
formula az zq,...,x, valtozokkal. Két jatékos, A és B, felvaltva ad értékeket a
valtozoknak, az i-edik 1épésben x;-nek. Ha ¢ igaz értéket vesz fel, akkor A nyer,
kiilonben B. Feltehetd, hogy A teszi meg az utolso lépést; ha nem igy lenne, vegyiik

28Ennek egy nagyon szép, a véletlen modszert hasznalé bizonyitdsat adta Székely Laszlo, lasd [1].
29A jaték hossza ezzel a stratégiaval 6riasi mar akkor is, ha D egy szabélyos 6tszog csticshalmaza.
30N&lunk inkabb az ,orszag, varos, fit, lany" néven ismert.
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fel az x, .1 valtozot, ami nem is szerepel ¢-ben. Formalisan, igazsagértékét szeretnénk
tudni ennek a kifejezésnek:

& = dr\Vaodes ... dxVayy .. Vo, 1dx,0.

Legyen QSAT azon & kifejezések nyelve, amelyek igazak. Bizonyitas nélkiil kézoljiik
az alabbi tételt, tovabbi részletek Papadimitriou konyvében [?] talalhatoak.

15. Tétel. A QSAT nyelv eldontési problémdja PSPACE-teljes.

A 15. tétel felhasznalasaval konnyt belatni, hogy a féldrajzi jaték hasonléan nehéz.
Legyen GEOGRAPHY azon grafok nyelve, amelyekben az elsé jatékos megnyeri a
foldrajzi jatékot.

16. Tétel. A GEOGRAPHY nyelv eldintési problémdja PSPACE-teljes.

Bizonyitas: A szokasos visszavezetéses technikat hasznéljuk, egy ® kifejezéshez hoz-
zarendeliink egy G(®) grafot ugy, hogy ® pontosan akkor igaz, ha az elsd jatékos nyeri
a foldrajzi jatékot a G(®) grafon. Elgszor minden z; valtozohoz, 1 < i < n, egy G;
grafot rendeliink, ahol

V(GJ = {Cll',bi, Ci,l’i,fi}, E(Gl) = {(ai,bi), (bz,xz)(bl,fz), (SL’Z',CZ'), (fi, Cl)}

Azonositjuk az a; és ¢;_1 pontokat, 2 < i < n. Ha ¢ = ¢1 A oA, ..., Agy, akkor
felvesziink tovabbi v; pontokat és a (c,,v;) éleket, ahol 1 < j < ¢. Végiil ha a ¢,
tartalmazza az y literalt (y = x; vagy y = T;), akkor (v;,y) élt is behuzzuk.

A jaték az a; pontban kezdddik, a jatékosok végigmennek a G; grafokon és a
masodik jatékos léphet c,-bdl valamelyik vj-be. Ha G;-ben az z; pontot valasztotta a
soron 1évé jatékos, akkor a @ kiértékelésben x; = 0, mig ha az T; pontot, akkor x; = 1.
A maésodik jatékos a v; pont valasztasaval tesztelheti a fenti kiértékelést, ramutatva
arra a ¢; részformulara, amelyik nem teljesiil. Végiil ha ¢; értéke pontosan akkor
egy, ha ¢;-ben egy y literal egy értéket kapott; ekkor viszont az els6 jatékosnak van
még egy lépése a (v;,7) élen. Masrészt GEOGRAPHY € PSPACE, hisz a lehetséges
jatszmék szama kevesebb, mint n”, igy a leirasdhoz elég O(nlog®n) tar. OJ

4.4.2. Altalanositott Slither

A foldrajzi jaték egy valtozata an tun. dltaldnositott Slither. Itt az els6 jatékos
kezdslépése a G egy vy pontjanak a kivalasztédsa, majd a masodik folytatja a jatékot
vo-bol. Ennek a jatéknak a specialis esetei is érdekesek, lasd [47] 8. fejezet 8. és 9.
probléma.
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17. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy G kirmentes. Mutassuk meg, hogy az elsd jdatékos
nyer, és hatdrozzuk meg a pontokat, melyekkel kezdve nyerhet. (ii) Tegyiik fel, hogy
van olyan vy € V(G), melyre d_(vy) = 0, azaz vg-ba nem fut él. Ldssuk be, hogy elsd
jatékosnak van nyerd stratégidja. (iit) Egqy tetszéleges G irdnyitott grafra mdsodik
jatékos nyer akkor és csak akkor, ha G minden erdsen dOsszefiiggd komponensében
jdtszva is nyerne. (w) Egy szimmetrikus G grdf3' esetén az elsé jdtékos pontosan
akkor nyer, ha a G grdfban nincs teljes pdrositds.

Bizonyitas: (i) Mivel G iranyitott kor mentes, vannak benne nulla kifoka pontok.
Ezek X halmaza veszts, majd visszafele cimkézéssel azon pontok, ahonnan X-be vezet
él nyerdk és igy tovabb, lasd a 6. tétel bizonyitasat.

(ii) Stratégia lopast hasznalhatunk. Tegyiik fel, hogy a masodik jatékos nyer.
Mivel vg minden y szomszédjaban kezdve veszitene az elsé jatékos, kezdjen xg-ban, és
megjatszhatja amit a masodik jatékos nyerd stratégiaja javasol, hiszen vp-at egyik y
pontbdl induld jaték sem érintheti. Mivel a masodik jatékos nyerése ellentmondashoz
vezet és dontetlen nem lehet, az els¢ jatékos nyer.

(iii) Hasznaljuk a tényt, hogy G ponthalmaza felbomlik er&sen osszefiiggd kom-
ponensek uniojara és a C;, C; (i # j) komponensek kozott az élek egyiranyban
hizédnak.3? Egy komponensben vesztés vagy az egész jatszma vesztését jelenti, vagy
kényszert egy méasik komponensbe els6ként torténd belépésre. A 17. tétel (i) pontja-
nak igazolashoz hasonléan, ha van olyan komponens, ahonnan jatsza az els§ jatékos
nyer, akkor vegye a C'(G)-ben egy levélhez legkozelebb esé ilyen C; komponenst. Jat-
sza ezen a Cj;-hez tartozo nyerd stratégiat. A masodik jatékos vagy veszit a Cj-ben,
vagy atlép egy olyan C; komponensbe, ahol méar az mésodik jatékosnak van nyerd
stratégiaja; ezt viszont az els6 jatékos ellopja téle. Ha barmely C; komponensben
nyer a masodik jatékos, akkor persze nyer G-ben, mindig az aktualis Cj-beli nyerd
stratégiat kovetve..

(iv) Ha van egy M teljes parositas, akkor az el§ jatékos x lépésére a méasodik
jatékos mindig y-al felel, ahol (z,y) € M. Ha nincs teljes parositas, jeloljon M* egy
maximalis parositast, és az eld jatékos elsé lépése legyen egy olyan xg, melyet elkeriil
a parositas. Ezek utan ha a méasodik jatékos egy x; pontra lép, az els jatékos atlép
xir1-re, ami x; M* parja. Tegyiik fel, hogy az els6 jatékos nem tud lépni az xopyq
pontbol. Ekkor az (zg, x1), (2, 23), . .., (Tog_1, T2x) élek mindegyik eleme E(G)\ M*
halmaznak, mig (x1, z2), ..., (Tog, Torr1) € M*, azaz a P = {xq, ..., xoxs1} alterndlo

31G szimmetrikus, ha az (z,y) € E(G) = (y,z) € E(G).
32 Az erésen Osszefiiggé komponenseket egy pontra és a koztiik htizodé éleket egy élre sszehtizva
keletkezik a kondenzdlt grdf, C(G). Ez nem tartalmaz irdnyitott kort.
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ut. Ez ellentmond M* maximalitasanak, hisz az M* és P élhalmazanak szimmetrikus
differenciaja |M*| + 1 elemi parositas. O

4.4.3. Shannon kapcsol6 jaték

Shannon-féle kapcsol6 jaték. Ez a jaték a hex, az y-jaték és a David Gale altal
kigondolt Brigit mintajara késziilt, [16]. Ezekben az 0sszekotds jatékokban pontosan
az egyik fél nyer, kézenfekvs hat, hogy épit6-rombold formaban beszéljlink roluk. Ha
adott egy G graf, akkor egy-egy élt32 valasztva fordulonként az épits G egy feszitdfdjdt
akarja megszerezni, mig a rombol6 célja az, hogy az épits éleibdl allo részgraf ne legyen
Osszefiiggd.

18. Tétel. [44] Tegyiik fel, hogy a rombold kezdi a Shannon-féle kapcsold jdatékot.
Eqgy adott n-ponti G grdfra épité pontosan akkor nyer, ha G-ben van két diszjunkt
feszitdfa, Fy és Fs.

Bizonyitas: <: A jaték i-edik menetében F} és Fi fakrol beszélink majd a G;
grafban. (Gy = G, F!' = Fy és F} = F5.) Ha a rombol6 az i-edik 1épésben nem az
E(F}) U E(Fy)-bol valaszt, akkor az épité barmit léphet. Ha mondjuk F/-b6l vesz
egy e; élt rombolo, akkor az E(F})\ {e;} élek altal feszitett részgraf pontosan két, Cf
és C%, komponenshél all. Az épité ekkor egy olyan f; € Fi élt véalaszt, mely a Ci-t
osszekoti Ci-vel. (A fak alapvets tulajdonsagai a [47]-b6l felidézhetsk.) Mivel az f;
él két végpontja, x; és y; tobbé nem szakad el egymastol, hizzuk dssze az f; élt.34
Konnyen lathato, ha F7 és Fi diszjunkt feszit6fai a Gi-nek, akkor az Fitt = Fj/f; és
Fyt = Fi/f; szintén diszjunkt feszitéfak Gy, 1-ben. Tovabba [V (Gy)|—1 = |V (Giy1)],
ezért |V (Gn-1)| =1, és az {f1,... fu_1} élek G egy feszitéfajat alkotjak.

= Tegylik fel, hogy az épit6 nyer és lopja el ezt a stratégiat a rombold. A jaték
végére a rombold megszerzi az F)., az épit6 pedig az F, feszitéta éleit, amelyek G-ben
vannak és diszjunktak. U

Megjegyzés. A fenti érvelést eredetileg nem grafokra, hanem matroidokat adtak.
A matroidoknak sok egyenértékii jellemzése van, nekiink most a bdzis fogalma a
legkényelmesebb. A véges V' halmaz feletti B halmazrendszert egy matroid bdzisainak
nevezzik, ha

33A hex és az y-jaték szintén alapozhatd egy-egy grafra, de ott nem az éleket, hanem a pontokat
szerzik meg a jatékosok. Ez a latszolag kis eltérés egy teljesen mas vildgba visz; itt képesek vagyunk
a nyerd stratégidk lefrasara.

34 Az 0j grafban, G;,1-ben z; és y; helyett egy 1j, z; pontot vesziink fel, melyet z; és y; Osszes
szomszédjaval kotiink ossze, jelben G;11 = G,/ fi.
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1. B nem-iires,

2.VA BeB,Vaxe A\ Besetén 3y € B\ A, hogy {A\ {z}}U{y} € B.

Ezzel a 18. tétel altalanosabb formaban igy szol: Ha az épits-rombold (V, B) pozicios
jatékban a rombol6 kezd, akkor az épité pontosan akkor nyer, ha léteznek A, B € B
halmazok ugy, hogy AN B = ). Az élek torlése és kontrakcioja természetes matroid
miiveletek, a 2. axiéma mintha a fenti bizonyitasra lenne szabva.?> A 18. tétel olyan
helyzetekben is miikodik, amikor parositasi stratégia biztosan nem létezik. Vegyiik a
teljes grafot az {x,y, v, w} pontokon, és a ¢, z pontokat tgy, hogy ¢ szomszédos z-szel
és y-nal, z pedig v-vel és w-vel.

4.4.4. Zsaru-Rablo

A jatékot egymastol fiiggetlentil Quilliot [59] és Nowakowski és Wikler [50] talalta ki
illetve irta le. A két jatékos egy G graf egy-egy csicsat foglalja el, majd felvaltva
szomszédos pontra lépnek, vagy helyben maradnak. Ha a zsaru és a rablé egyidében
azonos pontban vannak, akkor a zsaru nyer; ha a rablo ezt tesz6legesen sokaig el tudja
keriilni, akkor & nyer. Ha G véges, akkor a 6. tétel miatt valamelyik félnek van nyerd
stratégiaja.

Esetiinkben G = (V, E) iranyitatlan graf, amelynek minden pontjaban van egy
hurokél.

Jelolesek: N(v) az v € V(G) szomszédai, N [v] = N(v) U{z}. Ha adott a pontok
egy 1, ..., Uy, sorrendje, akkor a N;(v) = N(v) N{v; : i < j <n}.

Ha nincs hurokél, a zsaru kétféleképpen nyerhet. Vagy a sajat lépésével fogja el
a rablot, vagy a rablo szalad a karjaiba. Ha minden pontban van hurokél és a rablo
keriili a vesztést, akkor csak az el§ eset kovetkezhet be, azaz a zsaru lépésével valosul
meg a nyereés.

A stratégidk egyszerd fiiggvények, s : V(G) x V(G) — V(G) formaban, ahol
az (u,v) par a zsaru és a rablo pillanatnyi helyzete, az s(u,v) € N(u) pedig a zsaru
kovetkezo lépése. A graf zsaru nyerd, ha van olyan s, amely a rablé barmely stratégiaja
mellett nyer. Feltessziik, hogy G Osszefiiggs, és a rablo amennyire csak képes, késlel-
tetni igyekszik a vesztését.

35 A latszat csal, hiszen a matroidokat mar Hassler Whitney [70] vizsgalta az 1930-as években.
Lehman tétele jelent&sen novelte a matroidok elfogadottsagat. Ezt megel6zGen pl. William Tutte
néhany matroidokra vonatkozoé klasszikus eredményét inkabb grafokra mondta ki, [41]. Azota viszont
a matroidok a kombinatorika, a kombinatorikus optimalizalas és a véges geometria fontos részévé
valtak.

36Tranyitott grafokra a probléma nagyon nehéz, in. EXPTIME-teljes, [34].
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19. Tétel. Legyen G véges, irdnyitatlan grdaf, amelynek minden pontjdban van hurokél.
G zsaru nyerd akkor és csak akkor, ha a pontjainak van olyan vy,...,v, rendezése,
melyre minden i-re, 1 < i <n wvan olyan j, i < j <n, hogy N;[v;] C N;[v;].

Bizonyitas: ElGszor egy algebrai és egy topologia fogalmat célszerd definialni. A
h : G — H leképzés homomorfizmus a G grafbol a H grafba, ha minden (u,v) €
E(G) esetén (h(u),h(v)) € E(H) teljesiil. Egy p homomorfizmust, amely G-t egy
H részgrafjara képzi ugy, hogy a p(v) = v minden v € H esetén pedig dsszehizds
(retrakcio) H-ra. Vegyiik észre, hogy az Osszehuzés azért nem trivialis, mert vannak
hurokélek.

20. Lemma. Ha G zsaru nyerd és H a G egy osszehuzdsa, akkor H is zsaru nyerd.

Bizonyitas: Legyen s a zsaru egy nyers stratégiaja a G grafon és p egy Osszehizés.
Ezzel megadhatunk egy s’ : V(H) x V(H) — V(H) nyer6 stratégiat a H grafon:
legyen s'(u,v) = p(s(u,v)). Ha az s sohasem kiildi ki a zsarut H-bol, akkor s
specidlisan arra is, ha az nem hajland6 H-t elhagyni. Ha s(u,v) € V(G) \ V(H)
valamely u,v € V(H)-ra, akkor N [s(u,v)] C N [p(s(u,v))], hisz p homomorfizmus.
Ez viszont azt jelenti, hogy a p(s(u,v)) legalabb olyan hatékony, mint a s(u,v), hisz
ha az utébbi elél nem tud elmenekiilni a rabld, akkor az elsbbi is elfogja.?” 0J

Tegyiik fel, hogy a zsaru nyer; ez kétféleképpen lehetséges. Ha van olyan v € V (G),
amely minden masik ponttal 0ssze van kotve, akkor a zsaru ezt megjatszva nyer és
a tétel feltétel is teljesiil, ha v, = v-t valasztunk amugy tetszéleges sorrend mellett.
Ha nincs ilyen v, akkor legyen a rablo vesztés el6tti utolso lépése v. Ekkor a zsaru
egy olyan u pontban &ll, amelyre N [v] C N [u], hisz kiilonben nem érne véget a zsaru
kovetkezs lépésével a jaték. A G — v Osszehtzasa a G-nek (p(v) = u), igy a lemma
miatt zsaru nyerd, azaz hasznalhatunk egy indukciét rajta. A G — v pontjai tehét a
megfelels sorrendbe allithatok, ennek az elejére téve v megkapjuk a kivant sorrendet.

A masik irany szintén indukcioval kaphato meg. Ha adott egy, a tétel feltételeit
teljesitd vy, ..., v, sorrend, akkor huzzuk be vi-et. Azaz vegyiik az p Osszehtzést,
amelyre p(v;) = v;, ha i > 1 és p(vy) = v;, ahol N [v1] € N [vj]. A G — vy vg,..., 0,
sorrendje és az indukcios feltétel miatt zsaru nyerd, igy van egy s nyerd stratégiaja.
Ezt kiterjeszthetjiik egy s, a G-n értelmezett nyerd stratégiara, s'(u,v) = s(u,v), ha
v # vy és s (u,v1) = s(u, p(vy)), kivéve, ha van kozvetlen nyerd lépése a zsarunak. [

37 A lemma megforditasa nem igaz, példaul a kettd hosszt tt, P, dsszehtizdsa a négy hossza kérnek,
de az utobbi nem zsaru nyeré.



4.4. GRAFJATEKOK

4.4.5. Bonyolultsag

41



42

FEJEZET 4. POZICIOS JATEKOK



II. rész

Neumann, Nash és koveto6ik
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5. fejezet
Matrix jatékok

Az anyagiasabb XX. szdzadban a kozgazdasagtudomény igénye szintén életre hivott
néhany modellt. Elséként az Gn. teljes informdcios, véges, kétszemélyes, zérusossszeqi
jatékokat vizsgaljuk részletesen. Ebben az esetben a jatékosok stratégidi felsorol-
hatok és egy (i, j) parhoz hozzarendelhets az a;; szam, amit a sorjatékos nyer, az
oszlopjatékos pedig veszit, ha rendre az i-edik, illetve a j-edik stratégiajukat jatszak.
Igy a tomorség kedvéért hivhatjuk ezeket a jatékokat mdtriz jdtéknak.

A matrix jatékok leirasanak els§ lépéseit Emile Borel tette meg 1921 és 1927
kozott. Jelentés haladast ért el Neumann Janos: 1928-ban bebizonyitotta az azota
hiressé valt minimaz tételét és ezzel megmutatta hol kell keresni a megoldasokat.
Koriilbeliil 20 évvel késébb & adott valaszt a hogyan kérdésre is, ramutatva a matrix
jatékok és a linearis programozés kapcsolatara. Késébb Dantzig, Gale, Kuhn és
Tucker munkaja nyoméan a matrix jatékok elmélete teljesen beleépiilt a linearis prog-
ramozas elméletébe. Ezt a felépitést kovetjiik mi is.

1. Definicié. Minden A valds mdtrixz definidl eqy jdtékot, ahol a sorjatékos az egyik
sort, az oszlopjatékos az eqyik oszlopot vdlasztja minden forduloban, és a sorjatékos
nyereménye a vdlasztott sor és oszlop taldlkozdsdban levd a;; elem. Az A mdtrizot
kifizetési matrixnak, sorait/oszlopait pedig a sor/oszlop jatékos tiszta stratégiai-
nak nevezzik.

Példa: Legyen az A matrix az alabbi.



46 FEJEZET 5. MATRIX JATEKOK

A sorjatékos, bar a lehetd legtobbet szeretne nyerni, itt biztonsagi jatékban gondol-
kodhat. Az elsd sort jatszva legalabb —1-et nyer (legfeljebb 1-et veszit), ha a méasodik
vagy harmadik sort, akkor pedig rendre 1 illetve 0 lesz a minimalis nyereménye. Az
oszlopjatékos hasonléan korldtozhatja a sor nyereményét és ezzel a sajat veszteségét;
ez nem tobb, mint 3, 2, 1 és 3, ha az oszlop az els§, masodik, harmadik vagy negyedik
oszlopot jatsza. Ezeket a garantalt also (felss) korlatokat a sorok (oszlopok) elé (f61é)
irtuk.

3 2 1 3
170 -1 0 3
113 2 1 2
0j1 3 01

Ha a sorjatékos a masodik sort valasztja, az oszlopjatékos pedig a harmadik osz-
lopot, akkor garantalt, hogy a sor legaldbb 1-et nyer, de az is, hogy tébbet nem. Azaz
ezek megjatszasat optimalis stratégidknak tekinthetjiik.

5.0.6. A nyeregpont
A példa gondolatmenete elég nyilvanvaloan altalanosithato.

2. Definicié. Jelentse m; az i-edik sor minimumadt, M; pedig a j-edik oszlop maz-
imumdt, azaz m; = min;a;;, M; = max;a;;. Legyen tovdbbd m = max; min; a;; €s
M = min; max; a;;.

Konnyen belathatok az alabbiak:
(i) max; min;a;; < min; max; a,j, azaz n < M
(il) Ha m = M, akkor van olyan r és s, hogy a,s = m = M.
3. Definici6é. Ha m = M, akkor az a,., = m elem az A mdtriz nyeregpontja.

21. Tétel. Ha az A mdtriznak van egy a,., nyeregpontja, akkor az r-edik sor vdlasztdsa
a sorjatékos szamdra, illetve az s-edik oszlop vdlasztdisa az oszlopjdtékos szamdra eqy
optimdlis stratégia part alkot.

Bizonyitas: A sorjatékos nyereménye az i-edik sort valasztva legalabb m;, az osz-
lopjatékos vesztesége a j-edik oszlopot valasztva legalabb M;. Az r-edik sort, illetve
az s-edik oszlopot valasztva a sorjatékos m = a,s nyereményt garantalhat magénak,
mig az oszlopjatékos legfeljebb M = a,, egységnyit veszit. U
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5.0.7. Moriarty paradoxon

A szituaciot Sir Arthur Conan Doyle irta le a The Final Problem cimd konyvében.
Késébb Oskar Morgenstern és, vélhetGen az 6 hatédsara, Neumann Janos is foglalkozott
a problémaval.

A regény szerint Sherlock Holmes Moriarty professzor el6l menekiilve Londonban
felszall a Doverbe tarté vonatra, hogy onnan tovabbhajozva majd a kontinensen lel-
jen menedéket. A felszallasnal viszont észrevette, hogy Moriaty is felszallt, és jo oka
van azt hinni, Moriarty is lathatta 6t. Ha egyiitt szallnak le a vonatrol, az végzetes
Holmesra, igy azon tori a fejét, mit tegyen? Kiszallhat az egyetlen kézbees alloma-
son, Canterburyben, és ha Moriarty tovibbmegy, akkor elkeriilik egymast, ha viszont
szintén kiszall, akkor baj van.

Holmes tehat egy sz6 szerint életbevagbéan fontos problémara keresi a legjobb
megoldéast. Kivételes képességei vannak, viszont pontosan emiatt tudja, Moriarty
hasonlé intelligencidval rendelkezik és varhatoéan képes ugyanazt a gondolatmenetet
megtalalni, amellyel § valasztja ki a megfelels allomast. Ekkor viszont nem is volt
olyan j6 az a legjobb megoldas. Hidbavalénak tiinik attérni a méasik megoldésra is,
hisz Moriarty is eljuthat erre a kdvetkeztetésre és szintén valthat.

Ezt a kovetkezGképpen Onthetjiilk méatrix jaték formaba. Holmes a sorjatékos, a
dontése Dover (D-vel jelolt) sor, vagy Canterbury (C-vel jelolt sor). Moriarty os-
zlopjatékos, ugyanezen stratégiakkal. Nem nyilvanvalo viszont, mik legyenek a ki-
fizetési matrix elemei. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy Holmesnak életben
maradni éppen annyit ér, mint Moriartynak holtan latni 6t. (Késsbb lathatjuk majd,
hogy joval altalanosabb értékek esetén is nagyjabol hasonld a helyzet.)

Moriarty

D C

Holmes D | -1 1
c| 1 -1

A megoldas a véletlen lehet, mar amennyiben elhissziik, hogy még Moriarty sem
képes hatékonyan megjosolni, melyik oldalara esik egy feldobott érme. Ha Holmes
Dovert és Canterburyt egyarant 1/2 — 1/2 eséllyel valasztja, akkor Moriarty barmely,
ettdl fiiggetlen valasztasa esetén nulla lesz a varhato kifizetése. Masrészt Moriarty is
dobhat érmét, és ezzel elérheti, hogy Holmes kifizetése legfeljebb nulla. Mivel ezek
egybeesnek, a 1/2 — 1/2 valoszintiségti véletlen valasztasnal jobb stratégia nem is
adhato. Vegyiik észre, hogy ez hasonld gondolatmenet, mint amit a nyeregpontnél
alkalmaztunk, csak a stratégiak masok, megengedjiik a keverését a tiszta stratégiak-
nak.
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5.0.8. Kevert stratégiak, minimax tétel

Altalaban tegyiik fel, hogy a sorjatékos egy x = (x1,...,1,,) vektor segitségével,
mig az oszlopjatékos egy v = (y1,...,y,) vektorral valasztja meg a jatékat, azaz a
sorjatékos x; valoszintséggel valasztja meg az i-edik sort, mig az oszlopjatékos y;-vel
a j-edik oszlopot. Ekkor a sorjatékos varhatoé nyereménye:

Z Z a;jry; = v Ay.

i=1 j=1

Természetesen z; > 0ésy; >0, hai=1,...,mésj=1,...,n, valamint ) Z’il:pizl
2 n
és > jzlyjzl.

4. Definicié. Egy vektort sztochasztikusnak nevezziink, ha a komponenser nem
negativak és dsszeqiik egy. Egy sztochasztikus vektor dltal definidlt stratégidt (azaz
fordulorel fordulora figgetlen vilasztdst a komponensek, mint valdsziniségek szerint)
hivunk kevert stratégianak.

Speciélisan a tiszta stratégiak olyan kevert stratégiak, ahol a vektor egyik kom-
ponense egy, az 0sszes tobbi pedig nulla.

Az el6z6ekhez hasonléan lathato, hogy egy x kevert stratégiat valasztva a sor-
jatékos varhaté nyereménye legaldbb min, zAy, ahol y sztochasztikus vektor. A
sorjatékos természetesen egy olyan z* sztochasztikus vektort igyekszik talalni, melyre
az el6z6 érték a leheté legnagyobb. Hasonléan egy y kevert stratégia mellett az
oszlopjatékos garantaltan nem veszit tobbet atlagosan, mint max, xAy, ahol x sz-
tochasztikus vektor, célja pedig ezen érték minimalizalasa. A két érték jelentésébdl
nyilvanvalo, hogy

minzAy < max rAy
Yy x

Sokkal meglepébb, hogy az egyenlGség altalaban is elérhetd, azaz vannak olyan x*, y*
sztochasztikus vektorok, melyekre
min x* Ay = max xAy™.
Y T
Ez az egyenl6ség az Gn. minimax tétel.! x* és y* rendre a sor és az oszlopjaté-
kos optimélis stratégiaja, hisz az altaluk garantaltnal jobb eredmény nem érhetd

el. Az allitds formaja emlékeztethet benniinket a dualitasra, és valoban, igazabol
ekvivalensek, bar ez tavolrél sem nyilvanvalo.

!Masképpen max, min, zAy = min, max, v Ay, ahol x,y sztochasztikus vektorok.
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22. Tétel. (Minimax tétel) Minden m x n-es A mdtrizra van olyan x* m-dimenzids
sztochasztikus sorvektor és olyan y* n-dimenzios sztochasztikus oszlopvektor, melyekre

min x* Ay = max x Ay”,
Yy x
ahol a minimumot az dsszes n-dimenzios sztochasztikus oszlopvektoron, mig a maxi-
mumot az 6sszes m-dimenzios sztochasztikus sorvektoron vesszik.

Bizonyitas: Az els észrevétel, hogy min, tAy = min; ;" a;;x;.> Szavakban ez
azt jelenti, hogy a sorjatékos egy x kevert stratégidjara van az oszlopjatékosnak olyan
tiszta stratégiaja, amely optimalis szaméra. Ezt a kdvetkezSképp lathatjuk be: Legyen
t =min; > " a;;x;. Hay tetszéleges m-dimenzios sztochasztikus oszlopvektor, akkor

n m n n
rAy=> "y (Zajx) >y Tyt =ty yi=t,
j=1 i=1 j=1 j=1

igy persze a min, xAy > t is igaz. Méasrészt mivel azok az y vektorok, amelyeknek
egy komponense egy, a tobbi nulla, sztochasztikus vektorok is egyben, igy

m
min zAy < ;i L;
ety < 30

i=1

minden 7 = 1,2,...,n esetén és ez adja az allitds mésik iranyat. (Hasonloképp
belathato, hogy max, xAy = max; Y7, ai;y;.)
A fenti észrevétel nagyban egyszertsiti a dolgunkat, mert a sorjatékos optima-

c sz

max min ;i T; =1,2,...,n
X ; Zz:; J (j )
in =1 ()
i=1

r, > 0 (i=12,...,m)

2Az el tisztén algebrai bizonyitést a minimax tételre Loomis adta [46]. Az itt kozolt bizonyitas
Gale, Kuhn és Tucker [30] eredménye, melyben Loomis elgondolasait és az erds dualitds tételt 5tvozik.
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A kovetkezs fontos lépés annak felismerése, hogy bar ez a probléma nem linearis
programozasi feladat, roviden LP, de ekvivalens egy ilyen feladattal.

max =z

IN
e}
—~
.
I
—_
~o
S
~—

m
=) aym;
=1

=1
2 > 0 (i=1,2,....m)

Valoban, a (xx) probléma barmely z* x3, ... z* optimélis megoldasa legalabb

»Ym

egy z— > a;jz; < 0 egyenlStlenségnek egyenlGséggel tesz eleget, igy az LP optimuma
Z* =min ) a;;x;.

sz

minmaXZaijyj (1=1,2,...,m)
7 o
v =1
j=1
Yj Z 0 (] = 17 2a 7n)
ekvivalens a
min w

v
o

W=,y (1=1,2,...,m)
j=1

Zyj = 1 ( * %)
i=1
vy > 0 (j=1,2,...,n)

LP feladattal. Vegyiik észre, hogy a (k) és (* % x) egymas dudlisai, és mindket-

tének van lehetséges megoldasa. Igy a dualitasi tétel szerint a (xx)-nak van egy
2*, %, ..., xf, optimalis megoldasa, a (x x *)-nak van egy w*, yi,...,y" optimalis

megoldasa ugy, hogy z* = w*. Mivel 2* = min, 2*Ay, w* = max, vAy*, a tételt
belattuk. 0
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Megjegyzés: Vegylik észre, hogy a minimax tétel bizonyitasa egyben algoritmust
is ad az optimalis stratégidk kiszamolasara. (Neumann eredeti bizonyitasa egy mély
topologiai eredményt, az tn. Brouwer fixpont tételt hasznéalta, ami nem konstruktiv.)
Borel 3 x 3-as és 5 x 5-0s matrixokra belatta a minimax tételt, de nem tudta tultenni
magét azon a paradox jelenségen, hogy a jatékosnak nem szarmazik elénye abbol, ha
a kevert stratégidjat titokban tartja. (Es persze hatranya sem abbol, ha ezt kozli.)
Valoszintileg ez a tényleg megleps eredmény gatolta meg abban, hogy bizonyitsa a
tételt altaldnosan is.

5. Definicié. A kizis v = z* = w* érték az A mdtriz jdték értéke.® Az A mdtriz
jaték igazsagos, ha v = 0, és szimmetrikus, ha a;; = —a;;.

Vegyiik észre, hogy a szimmetrikus jaték esetén maga az A métrix antiszim-
metrikus, azaz AT = —A. Tovabba a;; = 0 minden i-re.

23. Kovetkezmény. Fgy szimmetrikus mdtriz jdték igazsagos. Ha az x optimdlis
stratégidja a sorjdtékosnak, akkor az x' eqy optimdlis stratégidja az oszlopjdtékosnak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a jaték szimmetrikus. A 22. Tétel szerint létezik x*
vektor, amely optimalis stratégidja a sorjatékosnak. Véalassza az oszlopjatékos az x*
vektor transzponéltjat. Ezzel a sorjatékos varhato kifizetése

n
* «*T % *, % 0k
r* Az = E Qi jT; T = E Qi jT; T; + E ;i T; =

ij=1 i<j i<j

azaz a sorjatékos maximaélis kifizetése nem lehet nullanal nagyobb. Ha az osz-
sorjatékos az y* transzponaltjat hasznalva elérheti, hogy ne fizessen ra a jatékra. Az
22. Tételbdl tudjuk, hogy a jatéknak van valamilyen v értéke. Mivel egyik félnek sem
lehet pozitiv varhatd nyereménye, a v csak nulla lehet. 0

5.0.9. A Morra jaték

Janos és Emil a kovetkezSk szerint jatszik: egy forduldban elrejtenek egy vagy két
forintot, majd tippelnek, mennyit dugott az ellenfél. Ha pontosan egy jatékos tippel
jol, akkor annyit nyer, amennyit kdzdsen elrejtettek. Az Osszes tobbi esetben don-
tetlen lesz, pénziiknél maradnak. Nyilvanvalo, hogy egy-egy jatékban mindketten a
kovetkezd négy stratégia koziil valaszthatnak:

3Ha az a,, nyeregpont, akkor a jaték értéke v = a,..
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Rejts k-t és tippelj f-et (réviden [k, £]), ahol k = 1, 2 és ¢ = 1, 2. Ezek Janos és
Emil tiszta stratégidi, a hozzajuk tartozd6 A matrix pedig:

Emil tiszta stratégiai

L1 12 P21 22
i o0 2 3 o0
Janos tiszta [1,2| | -2 0 0 3
stratégiai  [2,1] | 3 0 0 -4
[2,2] | 0 -3 4 0

Mivel az A maéatrixnak nincs nyeregpontja, a 22. Tétel bizonyitasaban hasznalt
LP feladatot kell megoldanunk az optimalis stratégiak megkereséséhez. Nyilvan ez
egy szimmetrikus jaték, igy a 23. Kovetkezmény alapjan joggal varhatjuk, hogy a
Morraban Jénos (és persze Emil is) elkeriilheti a vesztést. Valoban, a Morrahoz
tartozo LP

max =z
z + 2z — 3x3 < 0
z — 2x + 3zs < 0
z 4+ 3z — 4z, < 0
z — 31’2 + 4.1‘3 + S 0
r, + ro + T3 + Ty = 1
Zy, T2, XT3, Ty Z 0

Janos egy optimaélis stratégidja az z* = (0, 3/5, 2/5, 0), Emilé pedig az z* vektor
transzponaltja, mig a jaték v értéke természetesen nulla.

5.0.10. A mobdositott Morra

A jatékok elmélete (és a matematika) tele van meglepetéssel, és latszolagos ellent-
mondésokkal. Tegyiik fel, hogy Janos és Emil valtoztattak egy kicsit a Morra sza-
bélyain, mert példaul nem tudjak egyszerre deklaralni a tippjeiket, elére leirni pedig
nincs kedviik. A jozan ész azt sugja, erre nincs is sziikség, hisz Emil azzal, hogy a
sajat tippjét bejelenti, semmit sem mond el arrol, ami a kezében van. Természetes
hat azt gondolni, hogy a moédositott Morra is igazsagos.

Alkalmazzuk ra az elméletiinket. Jénos az eddigieken kiviil négy 14j tiszta straté-
giaval rendelkezik: |k, S| és [k, D] k=1, 2, ahol az els6 koordinata azt mondja meg,
hényat rejtsen, a masodik, hogy ugyanazt (S) vagy ellenkezé (D) tippet mondja be,
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mint Emil. Az 4j métrix a kovetkezs:

Emil tiszta stratégiai

(L1 [12] [21] [2,2]
i 0 2 3 0
[1,2] | -2 0 0 3
21 3 0o 0 4
Janos tiszta [2,2] | 0 -3 4 0
stratégiai  [1,5] | O 0 -3 3

D] 2 2 0 0
28] 3 3 0 0
2D 0 0 4 4

Megoldva a hozzatartozdé LP-t egy optimalis stratégia Janos szdmara példaul az
x*=(0, 56/99, 40/99, 0, 0, 2/99, 0, 1/99). Emil optimalis stratégidja y*=(28/99,
30/99, 21/99, 20/99)%. A jatek értéke pedig z* = w* = 4/99. Azaz a jaték hatéro-
zottan el6nyosebb Janos szamara, ami els6 pillantédsra nehezen érthets. Feloldodik
a paradoxon, ha arra gondolunk, hogy bar Emil nem ad informaciot a kezében 1évé
pénzrél, de ad informéciot az éppen megjatszott stratégiajarol. Igy az mar nem tel-
jesen ismeretlen Janos szaméra, kovetkezésképp 6 ki is hasznalhatja exzt.

5.1. Egyszertisitési lehet6ségek

5.1.1. Dominancia

Egy maétrix jaték vizsgalatat célszert azzal kezdeni, van-e nyeregpontja a matrix-
nak. Ha nincs, akkor is van esély a szamitési igény mérsékelésére. Sziikségtelen
stratégidk elhagyasaval csokkenthetjiik a jatékosok tiszta stratégidinak szamat, mig a
jaték lényege” nem valtozik.

1A gyenge dualitas tétel miatt az Olvasé az LP megoldasa nélkiil is ellendrizheti az (x*,y*)
megoldés par optimalitasat.
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6. Definicié. Az A kifizetési mdtriz egy r sora domindlja az s sort, ha a,; > ag;
minden j=1, 2, ..., n esetén. Hasonloan eqy r oszlop domindlja az s oszlopot, ha
Qi > Qs minden =1, 2, ..., m-re.

24. Tétel. Egy mdtriz jatékra az aldabbiak 1gazak:

(i) Ha egy r sort domindl eqy mdsik sor, akkor a sorjdtékosnak van olyan z* op-
timalis stratégidja, ahol x7 = 0. Specidlisan, ha az r sort tordljik a mdtrizbol,
akkor nem wvdltozik a jaték értéke.

(ii) Ha egy s oszlop domindl eqy masik oszlopot, akkor az oszlopjdtékosnak van olyan
y* optimadlis stratégidja, amelyben y: = 0. Specidlisan, ha az s oszlopot torolyik
a mdtrizbol, akkor nem vdltozik a jdték értéke.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az r sort dominalja az s sor. (Hasonléan jarhatunk el
akkor, ha az s oszlop dominalja az r oszlopot.) A minimax tétel miatt létezik egy x*,
y* optimaélis stratégia par a jatékra. Modositsuk az x* stratégiat (z) gy, hogy z; :=
xf, hai#r, s, @, := 0 és &5 1= o + aF. (Szavakban: mikor a stratégia az r-edik sort
jatszana, akkor jatszuk helyette az s-ediket.) A dominancia miatt nyilvanvalo, hogy

a sorjatékos varhato nyereménye nem csokken. 0
Példa:
-2 3 0 -6 -3
0 —4 3 2 1
A=di=l6 97 4 5
7T -3 8 3 2

Aj-ben a 3. oszlop dominalja a 4. oszlopot.

-2 3 —6 -3

0 —4 2 1
A=y = 6 —-2 4 5

7 -3 3 2

Ag-ben a 3. sor dominalja a 2. sort:

—2 3 —6 -3
A=A;=6 -2 4 5
7 -3 3 2

As-ban az 1. oszlop dominalja a 3. oszlopot:
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3 —6 =3
A=A,=1-2 4 5
-3 3 2

Ay-ben a 2. sor dominélja a 3. sort:

3 —6 -3
A:A5:(—2 4 5)

As-ben a 3. oszlop dominéalja a 2. oszlopot:

3 —6
T

Tovabbi egyszertsités méar nem lehetséges, marad tehat az eredeti A métrix 1. és
3. sora, illetve 2. és 4. oszlopa, mint tiszta stratégia. A probléma innen kénnyen
megoldhato, ezt tessziik a kovetkezd pontban.

5.1.2. 2 X n-es és m X 2-es matrixok

Ha a jatek matrixa 2 x n-es vagy m x 2-es, akkor a hozzatartozo LP feladat kozvetleniil
megoldhato. Ugyanis példaul a 2 x n-es esetben a sorjatékos kevert stratégiai egyval-
tozds optimalizalasra vezetnek, egy x kevert stratégiara r = (a, 1 — «).

A 22. tétel bizonyitasanak elsd pontja szerint elég a

nax min{a; o + az1(1 — @), a1 000 + as2(1 — @), ..., a1 0+ az, (1 — )}

feladatot megoldani. Azaz a célfiiggvény csak a-tol fiigg és a [0,1] intervallumon
kell maximalizélni. A célfiiggvény itt n darab linearis fiiggvény also burkoldoja. Az
optimum lesz a jaték v értéke, az a* optimalis helybdl pedig az z* optimalis stratégia
adodik z* = (a*,1 — a*).

Analég modon jarhatunk el az m x 2 esetben; itt az oszlopjatékos stratégiaja
y = (B,1 — () alaku, a feladat pedig:

Ofglggl max{ai 15+ a12(1 — B),a218 + aso(1 — B)}, ..., am18 + ama(l — B)}.

A jaték érték ujfent az optimum, az oszlopjatékos y* optimalis stratégiaja a felsd
burkolé * minimum helyébdl jon, y* = (6%, 1 — 5%).
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Szerencsés esetben vagy 2 x 2 matrixra mindkét jatékos optimalis stratégiaja
megkaphato, ilyen az el6z6 példa befejezése:

Joax, min{3a — 2(1 — o), —6a+ 4(1 —a)} = Joax, min{5a — 2, —10« + 4},

amibgl az optimum hely a két egyenes metszete a* = 2/5, v = 0. Az eredeti 4 x 5
jatékra z* = (2/5,0,3/5,0). Az y*-hoz optimalizaljunk az fels6 burkolon

0135121 max{306 —6(1 — ), 26 +4(1—-0)}} = 01z<nﬁi][<11 max{95 — 6, —60 + 4}},

és igy 3* = 2/3, dsszeségében pedig y* = (0,2/3,0,1/3,0)T.

Megjegyzés. A nyeregpont és a dominancia segitségével végrehajtott egyszertsitések
fiiggetlenek egymastol, elképzelhets, hogy az egyik miikodik, a masik nem.

4 0 1
A=10 4 1
3 3 2

Az a33=2 nyilvanval6an nyeregpont, de nincs a méatrixban sor vagy oszlop domi-
nancia. Ez a lehets legkisebb példa, a 2 x 2-es esetben a dominancia és a nyeregpont
egyszerre jelenik meg.

5.2. Bloff és alullicitalas

Kartyajatékokban gyakran eléfordul, hogy a jatékosok bloffolnek, holott a lap be-
mutatésa esetén veszitenének. (Hozzatehetjiik, nemcsak kartyajatékban van ez igy.)
Masrészt nem mindig kezdeményeznek licitet (azaz konfrontaciot), habar azt biztosan
megnyernék. Ezt a viselkedést az emberi intuiciéra hivatkozassal szoktak kezelni,
mely tgymond feliillemelkedik a hétkdznapi logikan. Egy, Kuhn altal 1950-ben vizs-
galt egyszertd jatékkal illusztraljuk, hogy ez nem igy van, s a pokerjatékos viselkedése
tokéletesen racionalis.

A jatékot 3 lappal (1, 2, 3) jatszak, mindkét jatékos egységnyi pénzt tesz be
és kap egy lapot. Ezutéan felvaltva licitalnak/fogadnak, emelnek egységnyivel vagy
passzolnak. A jaték akkor fejez&dik be, ha egy emelésre emelés, passzra passz, vagy
emelésre passz hangzik el. Az els6 két esetben megnézik a lapokat, és a nagyobb lapot
tartd viszi az Osszes tétet, amit az ellenfél fogadott. A harmadik esetben a passzold
jatékos elveszti a jaték elején betett alapjat.
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Az alabbi 6t kimenetel lehetséges ezek alapjan (A és B a jatékosok, a fogad, illetve
passzol a jatszamban tett akciok, a végén pedig a nyeremény).

A passzol, B passzol 1 a magasabb lapot birtoklonak.
A passzol, B fogad, A passzol 1 B-nek.
A passzol, B fogad, A fogad 2 a magasabb lapot birtoklonak.
A fogad, B passzol 1 A-nak.
A fogad, B fogad 2 a magasabb lapot birtoklonak.

A lapok leosztésa utdn A-nak harom lehetdsége van. (Ezek még nem A tiszta
stratégiai, azokba be kell foglalni azt is, hogy A ismeri sajat lapjat.)

1. Passz, és ha B fogad, djra passz
2. Passz, és ha B fogad, fogad
3. Fogad

Egy teljes utasitas készletet, amely A szamara egyértelmiien megmondja mit tegyen
egy 71723 harmassal frhatunk le ugy, hogy az z; lehetdséget jatsza, ha a j lapot
kapta. Példaul a 312 szerint A fogad, ha 1 van a kezében, mindig passzol, ha a 2-6t
kapta, mig passzol az els6 forduloban a 3-ra, a méasodikban pedig fogad ra. Ezek a
harmasok tehat A tiszta stratégiai. Hasonléan B-nek négy lehetGsége van.

1. Passz, barmit csinal A

2. Ha A passzol, passz; ha A fogad, fogad

3. Ha A passzol, fogad; ha A fogad, passz

4. Fogad, barmit csinal A.
B tiszta stratégidi az y;yo2ys harmasokkal irhatok le ugy, hogy az y; a j lap birtok-
lasakor jatszando lehet&ség. A tiszta stratégia parok kimenetelét annak figyelembe
vételével szamitjuk ki, hogy a lehetséges hat leosztas egyforma valoszintségi. Példaul

ha A a 312, B pedig az 124 tiszta stratégiat hasznalja, akkor a hat lehetséges jatszma
és kimenetel az alabbi:
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A kezében B kezében jaték menete A nyereménye
1 2 A fogad, B fogad -2
1 3 A fogad, B fogad -2
2 1 A passzol, B passzol +1
2 3 A passzol, B fogad, A passzol -1
3 1 A passzol, B passzol +1
3 2 A passzol, B passzol +1

[gy A vérhatoé nyereménye = 1/6 (-2-2+1-24+1+1) = -1/3. Hasonlé médon kiszamit-
hatjuk a tobbi lehet&séget is. A 3x3x 3 = 27, mig B 4 x4 x4 = 64 tiszta stratégiaval
rendelkezik, ami egy 27 x 64-es matrix vizsgalatat irja el6. Ennek kozvetlen vizsgalata,
béar lehetséges, meglehetGsen komplikalt lenne. Megprobalkozunk hat redukcidval,
amely jelentdsen csokkenti a probléma mértékét, de szolgaltat egy-egy optimalis ke-
vert stratégiat, illetve ezeken keresztiil a jaték értékét is.

Kezdjiik azzal, hogy az 1 lapot birtokolva barmely jatékos foloslegesen veszitene
egy egységet, ha egy fogadasra fogadassal valaszolna, nem pedig passzal. Ugyan-
igy, ha a 3-as lap van a kezében, értelmetlen lenne egy fogadasra passzal vilaszolni,
tovabba egy paszt kdvetGen nyugodtan fogadhat. Kijelenthetjiik tehat, hogy A-nak
van legalabb egy optimélis kevert stratégidja, amelyben:

(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. lehetGséget.
(ii) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1. lehetGséget.
Ugyanigy B-nek van olyan optimalis kevert stratégiaja, amelyben:
(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. és 4. lehetGséget.
(ii) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1., 2. és 3. lehetGségét.

Ugy képzeljiik ezt, hogy a 2x,x3 és az 1151 tiszta stratégidk egyszertien elérhetetlenek
A szamara, csak ugy, mint B szdmara a 2ysys3, 4y2ys3, Y121, Y1922 és az y;y23 tiszta
stratégiak. Elképzelhets, hogy ezzel elveszitjiik az optimalis stratégidk egy részét, de
bizonnyal marad legalabb egy optimalis kevert stratégiaja mind A-nak, mind B-nek.
Ebbdl kévetkezGen a redukalt jaték értéke megegyezik az eredetivel.

A fenti tiszta stratégiak kikiiszobolése utan A-nak 12, B-nek 8 tiszta stratégiaja
marad. Mi tobb, tovabbi egyszertsitésre adodik alkalom. Ha A-nak 2 van a kezében,
akar passzolhat is az els6 forduloban, hisz B tartozkodik a 2. lehetGségtsl, ha 1-et
birtokol, illetve az 1. és 3. lehet8ségtdl, ha 3. tart a kezében. Igy viszont A masodik



5.2. BLOFF ES ALULLICITALAS 59

lehet&sége pont olyan jo, mint a 3. Eldobhatjuk hat A tiszta stratégiai koziil az x13x3-
at. Hasonloan, ha B a 2 lapot kapta, akkor az 1. lehetGsége ugyan olyan jo, mint a
3., és 2. se rosszabb, mint a 4. Ezek alapjan B tiszta stratégiai kozil elhagyhato az
Y13ys €s az y14ys.

Ezek utan A-nak mar csak 8, B-nek pedig 4 tiszta stratégiaja marad, a redukalt
jaték matrix pedig attekinthetbb (s céljainknak megfelel).

114 124 314 324
112 0 0 —1/6 —1/6
113 0 1/6 —1/3 —1/6
122 —-1/6 —1/6 1/6  1/6
123 | —1/6 0 0 1/6
312| 1/6 —1/3 0 —1/2
313| 1/6 —1/6 —1/6 —1/2
322 0 —-1/2 1/3 -1/6
323 0 —1/3 1/6 —1/6

Az ebbdl keletkez6 LP feladatokat megoldva A szaméra egy optimélis kevert
stratégia az (1/3, 0, 0, 1/2, 1/6, 0, 0, 0), B szamara a (2/3, 0, 0, 1/3), a jaték

értéke pedig -1/18. A jaték, ahogy sejtettiik, nem igazsagos. A optimaélis stratégiajat
célszeri egyszeriibb utasitasokka alakitani:

(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehetdséget 5 : 1 aranyban.
(ii) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehetGséget 1 : 1 aranyban.
(iii) Ha 3 van a kezében, akkor keverje a 2. és 3. lehetséget 1 : 1 ardnyban.

Vegyiik észre, hogy az instrukcié bloffre buzdit (azaz fogadéasra az els6 menetben,
mikor a legkisebb lapot - 1-et - kapta A) hat esetbdl egyszer, és tartozkodasra a tét
emelésétdl (azaz passzra az elsé menetben a legnagyobb lap birtoklasakor) az esetek
felében. Hasonloképp fogalmazhatoé B optimaélis stratégidja:

(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehetdséget 2 : 1 aranyban.
(ii) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehetSséget 2 : 1 aranyban.
(iii) Ha 3 van a kezében, akkor vilassza mindig a 4. lehetGséget.

Ezzel B kis lapot (1, 2) tartva az esetek egyharmadaban bloffol; a licittél viszont nem
tartozkodik sohasem.
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5.3. A Yao elv és alkalmazasa

A bonyolultsdg legnehezebb probléméi az alsé korlatokkal kapcsolatosak, azaz meg
kell mondani, hogy egy adott eréforrasbol legalabb mennyire van sziikség egy feladat
megoldasanal. Ezt kérdezhetjiik a legrosszabb esetben vagy az atlagos esetben, mig
a valaszt tobbnyire az input méretének® fiiggvényében keressiik.

Tovabbi nehézséget jelent, ha véletlen algoritmusokrol van szo, itt természetesen
az atlagos eset vizsgalatnak van értelme. A Yao elv éppen ekkor hasznos, 6sszekot két,
latszolag tavoli dolgot: a véletlent hasznald algoritmusokat és a véletlen inputokat.
Sokoldaltan hasznalhato technika (ezért is kapta az elv nevet), mi itt két formajat és
alkalmazasat tekintjiik at.

5.3.1. Az eredeti forma és egy példa alkalmazasa

Tekintsiink egy F' feladat osztélyt fix input mérettel, és egy véges sok véletlen bitet
felhasznalo algoritmust erre a feladatra. Ha rogzitjiik ezeket a véletlen biteket, akkor
egy determinisztikus algoritmust kapunk, amit cimkézhetiink ezzel a bitsorozattal.
Igy a véletlen algoritmus folfoghaté egy véletlen eloszlasnak a determinisztikus algo-
ritmusok egy halmazan.

Hasznéljuk az alabbi jeloléseket: D determinisztikus algoritmusok egy halmaza F
osztalyra, R a véletlen algoritmusok D-bél a fenti médon képzett halmaza. S az Gsszes
lehetséges inputok halmaza, P az Osszes eloszlasok halmaza S-en, és f: D xS — R.
Az f(D, o) azt jelenti, mennyi eréforrast igényel a D € D determinisztikus algoritmus,
ha az ¢ € § inputon szamol.

Az er6forras felhasznalas felfoghatd, mint egy jaték; a sorjatékos egy o inputot
valaszt, az oszlopjatékos pedig egy D algoritmust, mig az A métrix a(,py eleme
f(D,0).%5 A Yao elv alkalmazasa az, ha megadjuk az inputoknak egy d eloszlasat,
amelyre minden determinisztikus algoritmus varhatéan legaldbb K koltségi, akkor
véletlen algoritmusok varhato koltsége sem lehet K-nal kisebb a legrosszabb esetben.

25. Lemma (Yao elv). [71]

. _
sup inf Balf(R,04)] < Inf supBr[f(R, )

5A méret alatt az input leirasahoz sziikséges bitek szamat értjiik.

SEz a matrix végtelen is lehet, igy az alabbi lemma nem egyszert kovetkezménye a minimax
tételnek. Tovabba, mig a minimax tételnél az egyenlGség fontos, itt igazabdl a trivialis egyenlGtlenség
a lényeg.
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Bizonyitas: Legyen sup,cpinfrep Eq[f (R, 04)] = C és tegyiik fel, hogy van olyan
R € R, hogy sup,csEgr[f(R,0)] < C. Ekkor viszont minden d € P-re all a
Eq [Eg[f(R,0)]] < C. Mivel C véges, hasznalhatjuk a Fubini tételt, azaz

Eq[Er[f(R,0)]] = Er [Ea[f(R,0)]] < C.

Ebbdl adodik, hogy létezik olyan D € D, melyre Ey[f(D,0)] < C. O

Keressiik a pénzt

Adott n szamozott doboz és az egyik tartalmaz egy bankjegyet. Ahhoz, hogy las-
suk egy doboz tartalmét, ki kell nyitni, és a miniméalis szdmu nyitéssal szeretnénk
megtalalni a pénzt. Nem tdl meglepd, bar a Yao elv nélkiil nehezen bizonyithato az
alabbi allitas:

26. Lemma. A legjobb véletlen algoritmus varhats nyitdisszama (n + 1)/2.

Bizonyitas: ElGszor egy véletlen algoritmust javaslunk: Dobjunk egy szabalyos ér-
mét, és ha fej, akkor nézzitk meg a dobozokat {1,2,...,n}, ha pedig iras, akkor az
{n,n—1,...,1} sorrendben. A varhato nyitasszam (n+1)/2, hisz ha a pénz az i-edik
dobozban van, akkor egyarént 1/2 valoszintiséggel i illetve n — i + 1 1épest tesziink,
azaz a kinyitando dobozok szama atlagosan (n + 1)/2.

A Yao elv hasznéljuk az als6 korlathoz. Helyezziik a bankjegyet véletlen egyen-
letes eloszléssal az n doboz valamelyikébe. Egy determinisztikus algoritmusok koziil
elég azokat nézni, amelyek nem nyitnak ki kétszer egy dobozt. A szimmetria miatt
feltehetd, hogy a legjobb algoritmus az {1, 2, ..., n} sorrendben nyitja ki a dobozokat.
A véarhato lépésszam, és egyben a legjobb véletlen algoritmus varhato nyitasszamara
adodik
n —|— 1

inf sup Eg[f(R,0)] > sup inf Eq[f(R,04)] Z— =

RER 58 dep ReD

5.3.2. Mobdositott valtozat és a Simon probléma

Tegyiik fel, hogy Boole fiiggvények valamely bonyolultsagat (lekérdezés, kommunika-
cios stb) akarjuk vizsgalni egy rogzitett a modellben. Ha F' egy Boole fiiggvény, legyen
R.(F) a minimalis bonyolultsagu az sszes véletlen algoritmus koziil, amelyik az F-et
legalabb 1— ¢ valoszintiséggel helyesen szamolja ki minden x inputra. Legyen a D*(F)
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pedig a minimalis bonyolultsag az Osszes olyan determinisztikus algoritmusra nézve,
amelyik helyesen szamolja ki az F-et legalabb 1 — € részben, ahol a u eloszlas szerint
atlagolunk. Ekkor a Yao elv a kovetkezd alakban irhato:

27. Lemma. max, D*(F') = R(F).

Bizonyitas: A sorjatékos tiszta stratégiai azon determinisztikus algoritmusok, ame-
lyek fix szamu (< ¢) lekérdezést hasznalhatnak, igy a kevert stratégiai éppen a c-nél
nem tobb kérdést feltevs véletlen algoritmusok. Az oszlopjatékos tiszta stratégiai a
lehetséges inputok’, a kevert stratégiai pedig az inputok Osszes lehetséges eloszlasai.
A kifizetési matix My, = 1, ha az A algoritmus helyesen szamolja ki a fliggvényt az
x inputra, 0 kiillénben. A minimax tétel Loomis-féle alakjat felirva erre

min max ey M = max min p’ Me,.
p Pz

Itt e M i az inputok azon része, u-vel siilyozva, amelyre az A helyesen szamol, illetve
a maxy ey My az a rész, amelyet az optimélis, legfeljebb ¢ kérdést feltevé determi-
nisztikus algoritmus helyesen szamol ki. Igy Gsszeségében a min, max, ey My a leg-
nagyobb rész, amelyet a legfeljebb c-t kérdd algoritmusok képesek helyesen kiszamolni
a legnehezebb input mellett. Masrészrdl a p” Me, annak a valoszintisége, hogy a p
eloszlas szerinti determinisztikus algoritmusok helyesen szamolnak az x input mellett,
fgy a min, p? Me, a legnehezebb inputra vett sikeres szamolas valoszintisége. Azaz
max, min, p’ Me, a sikeres szamolas legnagyobb valoszintisége a legnehezebb inputra,
amibdl adodik a lemma. U

A Simon probléma

Jelentse az © ® y az x és y vektorok Osszeadasat az Fy, azaz a kételemd test {6lott.
Legyen f olyan Boole fiiggvény az {0, 1}"-bdl {0, 1}™-be melyre létezik egy s € {0, 1}"
ugy, hogy f(z) = f(z®s) minden z esetén. A kiilénb6z6 modellekben megfogalmazott
feladat az s meghatarozéasa a lehets legkevesebb kérdéssel. Az egyik jatékos valaszt
egy = € {0,1}" vektort, a masik pedig megmondja az f(x) értékét.®

A determinisztikus legrosszabb eset. A valaszt add jatékos amig teheti, nem is-
métel, azaz a feltett z1, xo, .. ., xp-ra csupa kiillonbo6zé f(x1), f(x2), ..., f(xk)-t mond.
Ha valamely 1 < i < j < k-ra f(x;) = f(z;), abbdl s = x;®@x;. Masrészt k kiilonboz6
valasz (g) lehet&séget kizar s értékére, éppen az x; @ xj-ket, ahol 1 <7 < j < k. Mivel

"A végesség miatt csak véges sok determinisztikus algoritmus johet széba.
8Lasd a korabbi példakat.
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s-re eredetileg 2" lehet6ség van, a valaszt ado jatékos elkeriilheti az ismétlést amig
(5) < 27, azaz k < 2"/? esetén még nem hatarozhato meg s.

A nem determinisztikus eset. Itt a valaszt ado ,,jatékosnak" elére rogzitenie kell
s-et, és felmeriil, hatha egy véletlen algoritmussal nagy valoszintiséggel mar kevesebb
kérdeéssel is meghatérozhato s. Valojaban egy egyszertibb kérdés, az s = (0,...,0) is
nehéznek bizonyul:

28. Tétel. Bdrmely véletlen algoritmus, amely 2/3 valdsziniséggel eldonti, hogy s
egyenld-e a (0,...,0)-val legaldbb Q(2/?) kérdést tesz fel.

Bizonyitas: A Yao elvet hasznalva egy olyan pu eloszlast adunk a fliggvényeken,
amelyen minden olyan D determinisztikus algoritmus, amely legfeljebb az esetek 1/3
részében hibazik, T = Q(27/2) kérdést fel kell tegyen. Dobjunk fel egy érmét, és ha
fej legyen f egy véletlen permutacio a {0,1}"-en. Ebben az esetben s = (0,...,0).
A masik esetben vegyilink egy nem nulla s-et véletleniil, és minden z,r ® s parra az
f(z) = f(z ® s) értéket a {0, 1}"-bdl visszatevés nélkiil véletlentil huzzuk ki.

Legyen az els6 esetben s = (0,...,0). Feltehetjiik, hogy az algoritmus sohasem
kérdez ra ugyanarra a pontra kétszer. Ekkor a valaszok egy T, csupa kiilonb6z6
elembdl allo sorozatot alkotnak és barmely ilyen sorozat egyenld valoszintiséggel fordul
elé.

Ha s # (0,...,0), az algoritmus f-t6l fligg6en kérdezte az w1, ..., xr sorozatot
és kapta az f(x1),..., f(xr) valaszokat. Legyen az xq, ...,z sorozat jo, ha f(x;) =

f(z;) valamely ¢ # j-re, rossz kiilonben. Ha j6 a sorozat, akkor s megvan, hisz
s = x; ® x;. Ha viszont rossz a sorozat, akkor egyenld valoszintséggel minden csupa
kiilénboz6 elembdl allo sorozat elsfordulhat, csakugy, mint az s = (0,...,0) esetben.
A lényeg persze az, hogy a rossz eset valoszintisége majdnem egy, ha T kicsi.

Ha az x1,...,x;_1 rossz, akkor, ahogy korabban lattuk, (151) értékét zartuk ki
s-nek, az Osszes tobbi még egyforman valoszini. Az x;-vel akkor vélik az eddig rossz
sorozat jové, ha az f(z;) = f(x;) valamely j < i-re, vagy masképpen az s € S =
{z;®x;]j < i}. Mivel S-nek i—1 eleme van, mig s egyenletesen oszlik el 2" —1— (151)
értéken, ennek a valdszintisége elég kicsi:

T
Pr(zy,...,xp rossz) = H Pr(zy,...,x; rossz|xy, ..., x;_ 1 r0SSz) =
=2

L i—1 i—1

=2
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ahol az (1—a)(1—0) > 1—(a+0), ha a,b > 0 egyenl6tlenséget hasznaltuk. Az utolsd
formula alulrél becsiilhets 1 — T2 /2"-el, azaz a rossz sorozat valoszintisége csak akkor
esik 1/3 al4, ha T = Q(2"/?). O

Megjegyzés. Még meglepSbb, hogy egy masik modellben, a kvantum szémitogép
hasznalata mellett polinom sok kérdés is elegendd s kiszamitasara. De, stilszerten
mondva, ez mar nem jaték.



6. fejezet

Nem zérus osszegi jatékok

Az életben el6fordulo jatékoknak csak kis része zérus sszegi, a legtobb esetben nem
ez a helyzet. Ezekkel a jatékokkal hihetetleniil sokféle problémat modellezhetiink.
Sajnos ennek ara van. A zérus Osszegi jatékok elméletében oly hasznosnak bizonyult
kevert stratégidk altalaban nem adnak j6 valaszt, mi tobb, mar azt sem konnyti megfo-
galmazni mit értsiink optimalis megoldas alatt. Nem all médunkban az 6sszes koncep-
ci6 ismertetése, még kevésbé részletes elemzése. Ehelyett vazolunk néhany lényeges
otletet, elsGsorban olyanokat, melyek beleillenek az eddigi targyalasmoédunkba.

A Nash egyensiily létezése véges jatékokban

A bizonyitasokban a Brouwer fixponttételt vagy az altalanosabb Kakutani fix-
ponttételt hasznaljak. Mi az egyszertibb Brouwer tételt valasztjuk, annal is inkabb
mert ez sok szallal kapcsolodik a kombinatorikus jatékokhoz.

Definiciok. Egy G = (N, X, u) véges n-személyes (nem-kooperativ) jaték az alabbi:

N ={1,2,...,n}, a jatékosok halmaza,

X =Xy x Xy x -+ x X, ahol minden k-ra Xy = {1,...,my}, azaz egy m;, elemtd
véges halmaz, az k-adik jétékos tiszta stratégidinak halmaza,

u: X1 X Xox--- XX, — R" kifizetd fligguény, amelynek k-adik komponense a
k-adik jatékos nyereménye egy adott (iy,...,4,) € X stratégia n-es mellett.

A matrixjatékokhoz hasonldéan értelmezhetjiik a kevert stratégiakat, az k-adik
jatékosra ez X,

mg
Xi =A{pr = Pr1s- - Peimy,) © Pk = 0, minden i-re, és Zpk,i =1}
=1

T s

A jatékosok egy adott kevert stratégiajara, azaz p = (p1,...,pn) esetén a k-adik
jatékos varhato kifizetése gi(pi1, ..., pn),

65
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mi Mn
gk(pb e 7pn) = Z s Zpl,il .- -pn,inuk(il, ce ,in)-

=1 ip=1
Jelolje tovabba gk (pi,...,pnli) a k-adik jatékos varhato kifizetését, ha a k-adik
jatékos a py kevert stratégiarol az ¢ € X, tiszta stratégiara valt at,

gk(pl; S 7pn|7') - gk(ph s 7pk—176i7pk+1 R 7pn|7')7

ahol a §; az az eloszlas, amely az i-t egy valoszintiséggel veszi fel. Vegylik észre, hogy
a ge(p1, ..., pn) visszanyerhets a gi(p1, ..., pnli)-k ismeretében, ugyanis

my
ge(P1s - ) = Dragr(pr. - -, pald).
=1

Definicié: Egy (p1,...,p,) € X* kevert stratégia Nash egyensilyi helyzet, ha minden
k=1,...,nre és minden 7 € Xj-ra

gk’(pla s 7pn|7') S gk(plﬁ s >pn)

29. Tétel. Minden véges n-személyes jatéknak van Nash egyensilyi helyzete.

Bizonyitas: Minden k-ra X kompakt és konvex részhalmaza az R"-nek, ezért a C' =
X} x -+ x X is kompakt és konvex része az R™-nek, ahol m = > m;. Definialjuk
az [ fiiggvényt tgy, hogy a z = (p1,...,ps) € C-re f(z) = 2 = (p}, ..., p},), ahol

’r pk,i+max<0ﬂgk(pla'-'7pn|i) _gk’(plvapn))

& I+ Z]:kl maX(07gk(pl7 v 7pn|2) - gk(pla s apn))

mg

Minden py; > 0 és a nevezst gy valasztottuk, hogy > 7% pj, = 1, ezért 2’ € C.
Tovabba az f fiiggvény folytonos, hiszen minden gx(p1,...,p,) fiiggvény folytonos.
Igy hasznalhatjuk a Brouwer fixpont tételt, vagyis van olyan 2’ = (qi,...,q,) € C,
amelyre f(2') = 2. Ekkor viszont

gos = i T max(0, gy (2'l1) — g (+))
T 0 max(0, gk(2[i) — gi(2'))

minden k = 1,...,nési=1,...m,-re. Masrészt a gy(z’) az atlaga a g(2'|7) szamok-
nak, igy gx(2'|7) < gx(2’) legalabb egy olyan i-re, amelyre ¢ ; > 0. Mivel a 2’ fixpont,
erre az i-re igaz, hogy max(0, gx(2'|i) — gx(2')) = 0, azaz
_ ki

14377 max(0, gr(2'[i) — gr(2'))

qk,i
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Ez csak tigy lehet, ha 7™ max(0, gx(2']i) —gr(2)) = 0, azaz gx(2'|i) < gx(z') minden
k-ra és i-re. Ez viszont azt jelenti, hogy (qi,...,¢,) Nash egyensilyi helyzet. O

Megjegyzés: A bizonyitasbol lathato, hogy az egyensiilyi helyzetek megkeresése az f
fixpontjainak a megkeresését jelenti. Ez a métrixjatékok esetén linearis programozési
feladatra vezetett, altalaban sajnos sokkal nehezebb dolgunk van.

6.1. Bimatrix jatékok

Ha két jatékos van, akkor két m x n-es A és B maétrixszal leirhatok a sor és az
oszlopjatékos kifizets fliggvényei; speciélisan ezt bimdtriz jatéknak vagy (A, B) jaték-
nak hivjuk. Ezekben joval tobbet lehet tudni a Nash egyenstilyokrol, bar algo-
ritmikus szempontbdl joval nehezebbek, mint a métrixjatékok. Az els észrevétel
analdég a minimax tétel bizonyitasanak elsG 1épésével. Az egyszertiség kedvéért legyen
M=A1,...,m}, N ={m+1,....,m+n}, bz =3 " b;v; és ayy = Y7, ai;y;,
azaz a; (b;) az A (B) matrix i-edik (j-edik) sor (oszlop) vektora.

30. Tétel (Nash). Az (x,y) kevert stratégia pdr Nash egyensilya az (A, B) jdtéknak
akkor és csak akkor, ha minden i € M és j € N esetén

z; > 0= a;y = maxary és y; > 0= b,x = maxbyx.
7 iy el kY yj 7 ke N k

Bizonyitas: Ha z; > 0 és van olyan k, amelyre > 77 ar;u; > >0, ai;y;, akkor
rogzitett y mellett az x; csokkentése noveli a sorjatékos kifizetését. A masik allités

hasonldéan lathato be. O

A 30. tétel feltétele sajnos nem vezet linearis programozési feladatral, ezért joval
nehezebb egyetlen egyenstlyt is megtalalni, nemhogy az O0sszeset. Ha megelégsziink
egy megoldéssal, akkor hasznélhat6 az 1964-ben publikalt Lemke-Howson algorit-
must. A f6 ok persze a megelégedésre a Lemke-Howson algoritmus kozponti szerepe;
hasonl6 az 6tleten alapul Herbert Scarf hires tételének vagy David Gale hex tételének
a bizonyitasa.

6.1.1. A Lemke-Howson algoritmus

Elsszor atfogalmazzuk a 30. tétel feltételét egy cimkézésbe. Jelentse X illetve Y a sor
és oszlopjatékosok kevert stratégiainak halmazait, és minden ¢ € M és j € N esetén

'Kvadratikus optimalizalasi vagy linearis komplementaritasi feladatként felirhato, lasd [65].
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vegyiik az aldbbi halmazokat:
X(i)={z e X |2; =0} és X(j) ={r € X | bjx > bz Vk € N},

Y(i)={yeY|ay>ayvYke M} é& Y(j)={yeY |y; =0}

Az x vektornak legyen k egy cimkéje, ha = € X (k), és hasonloan y egy cimkéje k,
ha y € Y (k) valamely &k € M U N.

31. Tétel. Egy (z,y) kevert stratégia pdr Nash egyensily akkor és csak akkor, ha
minden k € M U N esetén vagy x € X (k) vagy y € Y (k) (vagy mindkettd) teljesil.

Bizonyitas: Ha az (x,y) Nash egyenstly, akkor a 30. tétel miatt minden k € M UN
vagy z-nek vagy y-nak cimkéje, hisz ha példaul k € M és = € X (k), akkor x5 > 0,
azaz az y € Y (k) kell alljon. (A k € N eset teljesen hasonlo.) Masrészt, ha az (z,y)
par teljesen cimkézett, akkor az x; > 0 esetén az x nem rendelkezik az i cimkével,
azaz az y-nak kell. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy a;y > ary minden k € M, azaz
a;y = maxgepn ary. Az y; > 0 eset ismét hasonléan bizonyithato. 0

Definicié: Egy x vektor tartdja, supp(x) := {i | z; > 0}. Egy bimatrix jaték nem
degeneralt, ha barmely kevert stratégia az ellenfél legjobb tiszta stratégiainak a szama
nem haladja meg az adott kevert stratégia tartojanak méretét.

Megjegyzés. Belathato, hogy a nem degeneraltsag azt jelenti, a teljesen cimkézett
pontparok, azaz a Nash egyenstlyok pontok. Pontosabban ha egy (x,y) ilyen, akkor
vannak olyan K, L C MUN, hogy |K| = m és |L| = n, az = és az y pedig a cimkékbdl
adodo egyenlétlenségek egyértelmid megoldasai. Igy ezeknek a poliédereknek a csticsai
kozott kell lenni Nash egyenstlynak, ha az van egyéltalan.?

Az algoritmus lefrasahoz a G és G4 grafokat hasznaljuk. Gy pontjai az X halmaz
m cimkével rendelkezd elemei és a 0 € RM | melyet M elemeivel cimkéziink. Két pont
kozt akkor van él, ha m — 1 k6z6s cimkéjiik van. A Go grafot hasonlon definidljuk; itt
a pontok az Y halmaz n cimkéji elemei, a 0 € R, amely a N elemeivel cimkézett és
él n — 1 kozos cimke esetén vannak két pont koézott.

Definicié: A G, és Gy grafok szorzata Gy x G9 az a graf, amelynek ponthalmaza
{(z,y) | x € V(G1), y € V(G2)}, az ((z,y),(2",y)) € E(Gy x Gs) ha © = 2 és
(,9) € E(Go) vagy y =y és (z,2') € E(Gy).

Egy k € M U N-re az (z,y) € V(G1 X Gs) k-majdnem teljesen cimkézett, ha
minden ¢ € M U N \ {k} elsfordul vagy = vagy y cimkéjeként. A G; x Gy egy éle
pedig akkor k-majdnem teljesen cimkézett, ha mindkét végpontjanak cimkéi csak a
k-t nem tartalmazzak.

2A 29. tételtsl fiiggetlen bizonyitést adunk a Nash egyensily létezésére.
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Minden (z,y) € V(G; x Gg) egyensulypont pontosan egy (z',y') k-majdnem tel-
jesen cimkézett ponttal szomszédos. (Ha példaul k az x cimkéje, akkor egy szakasz
pontjai elégitik ki a maradék cimkék altal meghatérozott egyenl6tlenségeket. Ennek
a szakasznak az egyik végpontja x, a masik lesz az x/, mig ¢y’ = y. Hasonlo6 a helyzet,
ha k az y cimkéje.)

Ha egy (z,y) k-majdnem teljesen cimkézett, akkor pontosan két szomszédja van
(G1 X Ga-ben, hiszen ha elhagyjuk az = és y k6zos cimkéjét, akkor GG1-ben vagy Go-ben
vehetiink egy-egy szomszédot: a keletkezd szakaszok masik végpontjanak megfelelg
grafpontot. Azaz, ha a G* a G| x Gy k-majdnem teljesen cimkézett élei altal feszitett
részgrafot jeloli, akkor egy pont G*-beli fokszdma vagy egy vagy ketts. (A nulla foku
pontok nem részei a feszitett részgrafnak.) Ebbdl egybdl jon Lemke és Howson tétele:

32. Tétel. Legyen (A, B) egy nem degenerdlt bimdtriz jaték és k € M UN. A G*
grdf diszjunkt utakbol és korokbdl dll. Az utak végpontjai az egyensilyi helyzetek és a
(0,0) mesterséges egyensily. Specidlisan a Nash egyensilyi helyzetek szama pdratlan.

A Lemke-Howson algoritmus a (0, 0) pontbdl indul, kivalasztunk egy & € MUN-et
és a k-majdnem teljesen cimkézett éleken lépkediink és az ut mésik végpontjaba érve
egyensulyi ponthoz érkeziink. Megjegyezziik, hogy nem minden egyenstly kaphato
meg a (0,0)-bol, azaz lehet olyan egyenstily, amely minden k-ra masik komponensben
van, mint a (0,0). Megmutathaté az is, hogy minden n € N-re és paratlan ¢ €
{1,...,2" — 1}-re van olyan n x n-es (A, B) jaték, amelynek pontosan ¢ szamu Nash
egyenstlya van.

Példa: Az (A, B) bimatrix jatékban
0,1

(A,B)=1{(2,0

3,4

A metszéspontok koordindtai: z; = (1,0,0), 2! = (0,0, 1), o = (0,1,0), x
(0,1/3,2/3), 2® = (2/3,1/3,0), y' = (1,0), y* = (2/3,1/3), ¥’ (1/3 2/3), ys
(0,1), mig 0, = (0,0,0) illetve 05 = (0,0). V(G,) = {Ol,xl,xl,azg,x 3}, V(Gy)
{02, y', 2,9, ys} és az alabbi k-majdnem teljesen cimkézett utakat kapjuk:

k=1: P| = (01,02), (21,02), (z1,9"), (xl,yl) és PE = (2%, %), (2° y2 ), ( y°)
k=2 P21 = (01,02),(1’2,02),(1’2 y5> ( 7y5) ( 3 3) ¢s P2 ( )7( 1)?( )
k=3: Py =(01,07), (x',0y), (2!, y') és P} = (a:2 v?), (22, 9°), (x L)

k=4 P41 = (01702)7 (017y1)7 (xl 1) ¢s P2 ($2ay2a (1’2, 2)7 ($27y )7( )

k=5: P51 = (01502)7 (Olayk’))a (x17y5)7 (.1'1, )7 (x37y3> €s P2 (x17y1)7< ) ( 2>y2)
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T2

x1

6.1.2. 2 x 2-es jatékok

Ahogyan a zérusosszegii esetben, itt is lehet egyszertibb megoldast talalni. Ez azért
hasznos, mert 2 x 2-es jatékokkal tanulsdgos helyzetek modellezhetGek és tovabbi
altalanositasokat vagy éppen specializaciokat tamaszthatnak ala.

Az els6 eszkoz dominancia, amivel tiszta egyensulyokat kereshetiink. Az (z*,y*) =
((x,1—2x), (y, 1 —y)) kevert stratégidkhoz felirjuk az f és g kifizetésfiiggvényeket, ahol

flz,y) = (2,1 —2)A(y, 1 —y)" illetve g(x,y) = (z,1 —2)B(y,1 —1y)".

Az egyenstlyt a 0f(z,y)/0x = 0, 0g(z,y)/0xr = 0 egyenletrendszer megoldasa adja.
Eszrevehetd, hogy a Nash egyenstilyok szerkezete (szama, elhelyezkedése stb.) csak az
A és B matrixok elemeinek nagysagszerinti sorrendjétdl fiiggnek, a konkrét értékektsl
nem. Ennek alapjan Rapoport és Guyer megmutatta, hogy 78 lényegesen kiillonbo6z6
2 x 2 jaték létezik. Nem minden jaték egyformén érdekes, ha példaul ha a;; >
19 > Qg1 > A2 és by > by > bio > boo, akkor az egyediili Nash egyenstly az
x* = y* = (1,0), és az jatékban sem varhat6 mas probalkozas. Négy jaték viszont
problémasnak bizonyult, ezek a fogolydilemma, a gyéava nytl, vezériirii és a nemek
harca.?
Az alabbakban ezeket mutatjuk be, lehetdleg életszeri helyzetekben ahol a megoldas

szavakban értelmezhets és tanulsagos.

3Eredetileg Prisoner’s dilemma, Chicken game, Leader game és Battle of sexes.
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Fogolydilemma. Ezt a széles korben ismert példéat el@szor Tucker irta le. Ez a va-
dalku lassan nalunk is meghonosod¢ intézménye altal keletkezé ,,jaték” egy klasszikus
matrixa. A két elkiilonitett gyanusitott bevallhat egy biincselekményt vagy tagad-
hatja azt. Ha mindketten vallanak, akkor 5 évet kapnak, mig ha csak az egyik, akkor 6
elmehet és a tarsa kap tiz évet. Ha egyik sem vall, akkor csak egy évet éré cselekményt
tudnak rajuk bizonyitani.

vall tagad
vall -5,-5 0,-10
tagad -10,0 -1,-1

Ebben a ,koz6s optimum” (Pareto optimum) a tagad-tagad, ami nyilvan nem Nash
egyensulyi helyzet, hisz a vall-vall az egyediili ilyen.

Megjegyzés. A fogolydilemma tobbdimenzios altalanositasanak tekinthets az un.
kézlegeldk tragédiaja jaték. Ebben n jatékos hasznalhatja a kdzosen tulajdont egyiitt-
miikods vagy 6nzé moédon. Ha k 6nzé jatékos van, akkor az egyiittmikodd jatékosok
(2n — k — 2)/n, mig az énzék (2n — k + 2)/n kifizetést kapnak. A Pareto optimum
az egylttmikodés 2 — 2/n nyereséggel, viszont barmely esetben az egyiittmikods
jatékos novelheti az esedékes kifizetését onzéssel. Igy az egyetlen Nash egyenstly a
teljes 6nzés, k = n, ami 1 — 2/n-es kifizetést hoz; a jatékosok nyereményének az
Osszege minimalizalodik.

Gydva nyul. A versengés masik alaptipusa jelenik meg ebben a jatékban. Itt két
egymaéssal szemben hajté autos koziil az veszit, aki kitér. Viszont ha egyikiik sem tér
ki, akkor Osszeiitkoznek és a veszteség még nagyobb:

kitér nem tér ki
kitér 0,0 -1, 2
nem tér ki 2,-1  -10, -10

Itt két tiszta NE van, 2* = (0,1),y* = (1,0) és az * = (1,0),y* = (0,1). Az fenti
modon definialt fliggvények

fz,y) =92 + 12y — 1lay — 10 és g(z,y) = 9y + 122 — 11zy — 10.

Az Of(z,y)/0x =9—11y =0, dg(x,y) /0y = 9— 11z = 0 egyenletrendszer megoldasa
x =y =9/11, azaz a kevert egyensily ebben z* = (9/11,2/11), y* = (9/11,2/11).

Nem vilagos persze, mit értsiink a kevert stratégian az ilyen esetekben, hogyan
valosulhat meg az. Lényegében azonos szerkezetd a kovetkezs példa, csak az inter-
pretacio mas.
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Vezériiri. Egy ajtoban Osszefut két ember, és szeretnének udvariasnak latszani, azaz
eléreengedni a masikat. Ha egyszerre indulnak, az kétségkiviil kellemetlen, de a
legrosszabb, ha csak varnak egymasra. Szamokkal kifejezve példaul:
indul var
indul 1,1 2,3
var 3,2 0,0

Itt két tiszta Nash egyensily és az a* = y* = (1/2,1/2) kevert egyensily van.

Nemek harca. Ebben a jatékban egy hazaspér esti programjanak a szervezést mod-
ellezziik. A férfi jobban szeretne moziba menni, a feleség szinhazba. Mindkett&jiiknek
fontos az is, hogy egyiitt legyenek. Egy lehetséges matrixpar erre:

feleség

mozi szinhéz
férj  moszi 5, 3 2,2
szinhédz 0, 0 3,5

Az ¥ = y* = (1,0) és az * = y* = (0, 1) tiszta Nash egyenstlyok, illetve létezik
egy kevert egyenstly is, z* = (5/6,1/6), y* = (1/6,5/6). A probléma egyrészt a
kooperacioban rejlik; mig a fogolydilemméban az 6nzés okozza a Pareto optimumtol
valo eltérést, itt éppen az 6nzetlen viselkedés okozhatja a a legnagyobb bajt. A kevert
stratégia ezen egy kicsit segit, 13/6-os varhato kifizetéssel.

6.1.3. Evoldciésan stabil stratégia

El6szor a gyava nyul és a nemek harca jaték 4j alkalmazasait adjuk meg, melyek joval
realisztikusabbak.
Galamb-héja. A modell illetve a jatékelmélet evolicios biologiaban valo felhasznalasa
John Maynard Smith gondolata. Egy galambfajon beliil - talalkozas esetén - két
egyed kozott kétféle viselkedés lehetséges: kitérnek egymés eldl vagy harcba kezdenek.
A Kkitéréssel esetleg elvesztenek egy erdforrast (par, élelem, fészkelhely stb), mig a
konfliktus sériiléssel, energia vagy id6 pocséklassal jar. Ha mindkét galamb kitérne,
akkor az egyikiik megszerzi az erGforrast, legyen ez egyenls esélyd. Egy ,galamb”
azaz békés egyed talalkozik egy ,héjaval” azaz egy harcias egyeddel, akkor a ,galamb”
kitér, elkeriili a sériilést, de elveszti az eréforrast, ami igy a ,héja” zsdkmanya lesz.
Két ,héja” taldlkozasa mindkettére nézve jelentGs hatrannyal jar.

Az egyedek vagy egyik, vagy a masik viselkedést kovetik; kérdés, melyik a jobb?
Konnyen lathato, akar egyik, akar masik viselkedés valik kizarolagossé, egy olyan
egyed, amely ettsl a normatoél elér jelentSs elénybe keriil.
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Tehat a cél egy olyan stabil helyzet megtalalasa, melyben az egyed szdméra nincs
ok valtoztatni a viselkedésén. Oldjuk meg ezt egy fiktiv kifizetési matrix esetén.

galamb  héja
galamb 2,2 -1, 5
héja 5,-1  -9,-9

Az ,galamb-héja” eloszlas x és 1 — x, azaz x valoszintiséggel békés egy egyed,
1 — x-szel agressziv. Feltéve, hogy a populacié elég nagy, egy ,,galamb” varhatdéan
2r—1(1—2z) = 3z —1, egy ,héja” pedig 5z —9(1 — ) = 14x — 9 nyereséget konyvelhet
el. Egyensily, akkor van, ha 3xg — 1 = 15z — 9, vagyis x¢o = 2/3. Tehat a populécio
elére meghatarozhaté aranyban mutat békés vagy harcias viselkedést. Nem meglepd,
ha csokkentjiik az eréforras értékét illetve az idGét, akkor a békés, mig ha a sériilés
kockazatat, akkor a harcias viselkedés terjed a populacioban. Ezt az aprocska modellt
nehéz tulértékelni: meglepGen széles a jelenségek kore, melyre képes magyarazatot
adni.

Szerkezetében azonos a nemek harcaval a melyik oldaldn haladjunk az utnak jaték.
Két auto halad egymaéssal szemben és a talalkozasnéal donteniiik kell az at jobb vagy
bal szélére huzodjanak. A kissé fiktiv 10 értéket rendelve a biztonsédgos tovabbhal-
adéashoz, illetve az Osszeiitkozéshez az alabbi matrixot kapjuk:

Bal Jobb
Bal 1,1 -10, -10
Jobb -10, -10 1,1
Mind a (Bal, Bal), mind a (Jobb, Jobb) Nash egyensilyi helyzet, de ez nem
sokat segit rajtunk, ha belekényszeriiliink egy ilyen jatékba. A téarsadalmi konven-
ciokkal szokés koordinalni az efféle szituacidkat, s mint tudjuk a konkrét esetre mind-
két megoldasra van példa. Igy aztan nem is baj, hogy a modelliink megoldasa nem
egyértelmt. Ha az lenne, akkor méar nem az életet irna le, hanem az el6itéleteinket.
Mi t6bb, létezik egy kevert egyensily z* = (1/2,1/2) és y* = (1/2,1/2). Ez torténik
a gyalogos forgalomban, vagy egyes allitdsok szerint az indiai Bangalore-ban.’
Felmeriil a kérdés, mi egyaltalan a kiilonbség a galamb-héja és a nemek harca
jaték kozott? MindkettSben két-két tiszta és egy kevert NE van. Az egyensilyok
azonban nagyon nem egyformak. A galamb-héja jatékban a kevert egyensily kis
valtoztatas esetén visszaall, a masikban viszont az egyik tiszta stratégiaba zuhan.

4A jatékok alkalmazésa elég nehéz, hisz ritkan ismerjiik a pontos kifizetéseket és a jatékos racional-
itdsa sem garantalhat6. Figyelemre mélto, hogy a leginkdbb racionélis viselkedést nem a tudatos
gondolkodas, hanem az 6roklott tulajdonsagok okoznak.

5Minden nap reggel véletleniil 41l be a forgalom egyik vagy mésik oldalra.
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A Nash egyensiily ezen tulajdonsagat az evolicidsan stabil stratégia, roviden ESS
fogalmaval ragadhatjuk meg.

Definicié. A z*,y* eloszlaspar evoliciosan stabil stratégia az (A, B) bimatrix jaték-
ban, ha van olyan € > 0, hogy barmely z,y eloszlasok esetén,

Ayt < 2" Ayt és rF Ay < ¥ Ay",

ha [|z* — z|| < eés ||y —y|| <e

Nyilvanvalo, hogy minden ESS Nash egyenstly is egyben, igy a fogalom az egyen-
silyok finomabb osztélyozasat adja. Az alkalmazasokban pedig azt jelenti, hogy
hosszabb tavon csak ESS képzelhetd el.

6.1.4. Extenziv forma, részjaték tokéletes egyensiily

A nem zérusosszegi jatékokat kezelhetjiik a kombinatorikus jatékokhoz hasonléan,
egy faval leiva az id6ben egymas utan kovetkezs dontéseket; ez az extenziv formdja
egy jatéknak. Tipikus példa az druhdzlinc jaték. Ebben a piacon 1évé multi (M)
mellé léphet be egy garazsbolt (G). Iddben el6szor G dont, belép-e, b vagy kimarad,
k, majd M, hogy arversenyt inditson-e, n vagy nem n. A levelekre M és G kifizetését
irjuk.

(_23 _1) (37 1)
Egy extenziv formahoz mindig van normal forma, jelen esetben az alabbi:

G
belép kimarad
M versenyez -2, -1 4,0
nem versenyez 3, 1 4,0
Keét tiszta NE van z* = (0,1), y* = (1,0), z* = (1,0), y* = (0,1) mig a
keverteknek egy végtelen® halmaza z* = (1/2,1/2),y* = (y,1 —y), 0 < y < 1.
Ezek az egyenstilyok kiilonbozGen interpretéalhatdak, és nem egyformén realisak. M

6A degenerici6é miatt lehet egynél t&bb.
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x* = (1/2,1/2) stratégiaja felfoghato, mint egy (nem tul hihets) fenyegetés, amellyel
megprobalja G-t elrettenteni a belépéstsl. Az 2* = (1,0), y* = (0, 1) csak vagyalom,
hisz G kezdi a jatékot, és ha egyszer mar belépett, akkor egyediil az z* = (0,1),
y* = (1,0) NE johet létre.

Mivel minden részfahoz rendelheté normél forma, mindegyikhez tartoznak Nash
egyensulyok. Altalaban egy NE részjdték tikéletes egyensily, ha a jaték egy tet-
sz6leges részfajahoz rendelt jatékban is NE.

33. Tétel. Minden véges faval extenziv formdban leirt jatéknak van részjdték tokéletes
egyensulya.

Bizonyitas: Teljes indukcioval. A gyokérbdl elérhets részfakban van tokéletes egyen-
sily; az éppen lépésen 1évs jatékos azt az élt valasztja, amelyik részfaban az ottani
egyensuly szerinti kifizetése a legnagyobb. U

Valtott ajdnlat jatékok. Ezek egy kétszemélyes osztozkodéast modelleznek, ahol az
egyik jatékos x-et, a masik 1 — x-et kap, 0 < z,1 — 2 < 1. Péaratlan fordulokban az
els6, parosokban a mésodik jatékos javasol egy z-et. Ha ezt a maésik fél pontosan a
t-edik forduloban fogadja el, akkor a rendre a 6 'z, 65(1 — z) utilitasuk lesz, ahol
a 01,01 € (0, 1) konstansok. (Az id6 mulaséval exponencialisan csokken az utilitéas; ez
0sztonoz megegyezésre.) A jaték befejezédhet eldre rogzitett N 1épés utén: ha egyik
fél sem fogadott el ajanlatot, akkor semmit sem kapnak. A masik lehet&ség, hogy
tetszblegesen soka jatszanak, ekkor viszont az utilitas a nullahoz tart.

Ha N = 1, akkor az els6 jatékos ajanlhat z = 1-et, a masik semmiképpen sem
tudja novelni a nyereményét. N = 2-re a részjaték tokéletes egyensily x = dy, hisz
a mésodik jatékosnak ezt mar nem érdeke elutasitani. Altalaban ha i tenné meg
az utolsd, azaz N., ajanlatot, akkor legalabb ¢;-t kellett kapnia, hogy elfogadja az
N — 1-ediket.

Ebbél rekurzioval megadhato z1(INV), az elsd jatékos kifizetése (nem utilitas!):

Qfl(N + 2) =1- (1 — xl(N)51)52 =1- 52 + IL’l(N)5152.
Ha N = 2k, akkor

g 1= 6,)(1 — (5,05)M2
l’l(N) _ (1 —(52) ; (5152)6 _ ( )1(_51(52 ) )

Ha N — 0, akkor zq(00) = (1 — d2)/(1 — 0162).
Hasonléan kezelhets a végtelen eset, ha uy, us monoton nové utilitas fiiggvényeket
is belevesziink: 8 'uy(x), 65 tuy(1 — ).
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A részjaték tokéletes egyensuly z*, y*
Nup(z*) =ui(y*) és dous(l —y*) = us(1 — %),

attol fiiggden, hogy az els§ vagy a mésodik jatékos teszi az elsé ajanlatot.” Azaz az
elsG jatékos z*-t ajanl, és elfogadja a legalabb y* ajanlatokat. Hasonl6an a méasodik
jatékos y*-ot ajanl, és elfogad minden ajanlatot, amely legalabb x*. Ha 6; = 45, akkor
a jaték szimmetrikus.

6.1.5. Korrelalt egyenstly

A Nash egyensilyt 1974-ben altaldnositotta R. Aumann. Az alapgondolat, hogy az X-
en, azaz a lehetséges stratégiak osszes kombinaciojan adunk meg egy z eloszlast. Ezen
eloszlas szerint valasz egy partatlan megfigyel6 egy © € X-et, majd minden jatékossal
kozli, neki melyik stratégiat kell megjatszania, hogy x legyen az eredmény. (Nem
mondja meg z-et, minden jatékos csak a sajat stratégiajat tudja meg.) A z eloszlés
korrelalt egyensily, roviden KE, ha egyik jatékosnak sem éri meg eltérni a megfigyelG
javaslatatol, feltéve, hogy a tobbi jatékos sem tér el. Az egyszertiség kedvéért bimétrix
jatékokra formalizaljuk ezt. Legyen (A, B) egy bimatrix jaték m x m-es matrixokkal
és z egy eloszlds rajtuk, azaz z;; > 0, hal <i<m,1<j<mnés > " >0 z;=1
A sorjatékosnak a megfigyels az i-edik sort javasolja; ezt jatszva 2?21 a;j%;; lenne a
varhato kifizetése. Ha ehelyett az f-edik sort valasztja, akkor a kifizetése Z?Zl ap;Zij-
Tehat akkor nem éri meg eltérnie a javaslattol, ha

n n

E QijZij 2 § Qpj2i
j=1 j=1
minden 1 < i < m és { # i-re.

Hasonléan, a oszlopjatékos kifizetését nézve

Z QijZij = Z Qi
i=1 i=1

minden 1 < j <n és { # j-re.
Ha z,y egy Nash egyenstly, akkor a z = 27y” m X n-es matrix egy korrelalt egyen-
sily. Tovabba a fenti feltételek szerint a korrelélt egyensiilyok halmaza egy kon-
vex poliéder. Igy egyrészt korrelalt egyenstlyok konvex kombinacidja KE, masrészt

"Belathato, hogy a részjaték tokéletes egyenstlynal mar az elsé ajanlatnak olyannak kell lennie,
ami elfogadhato.
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linearis programozassal konnyen adhaté megoldas, s6t, egy masodlagos célfiiggvény
is optimalizalhato ezek halmazan.

Példa. A galamb-héja jatékban az 2* = y* = (9/10,1/10) Nash egyensily varhato
kifizetése 81/100 + 2(9/100) — 9(1/100) = 9/10. FEzzel szemben z;; = z99 = 0,
212 = 291 = 1/2 korrelalt eloszlas 1 varhato kifizetést ad, azaz elényosebb.

6.1.6. Cournot egyensuly

Szintén kétszemélyes, de nem véges jatékkal ita le Cournot a piaci duopoélium esetét
1838-ban. Az altala bevezetett fogalom lényegében a Nash egyenstly, ezért Cournot-
Nash egyensilynak is nevezik.

Cournot duopélium. Adott két véllalat, amely azonos mindségben ugyanazt a
terméket allitja el6. Az els§ ¢, a masodik go mennyiséget dob piacra, ahol az ar a
p(q) = 50 — 3(q1 + ¢2) formula szerint alakul. A vallatok darabonkénti énkoltsége
rendre 2 illetve 3, azaz a maximalizalni kivant hasznuk

fla, 2) = (P(a1,42) — 2)q1 és g(q) = (P(q1,92) — 3)qa.

A 2 x 2-es jatékokhoz hasonloan a (g7, ¢;) egyensily, ha megoldésa a

0f(a1,92) _ o o 99(a01,2)

=0
8(]1 85]2

egyenletrendszernek. Jelen esetben ez a ¢ = 49/9, ¢o = 46/9, ami a p = 55/3
arat eredményezi, a hasznok pedig rendre (49)%/27 és (46)?/27. Figyelemre mélto,
g = q1 = 8 termelést és p = 26 piaci arat hoz, a haszon pedig 192. Azaz kevesebb
véasarlo jut hozza a termékhez, és ¢k is joval dragabban.

6.1.7. Aukciok.

Az aukcio6 felfoghat6, mint egy gyors mechanizmus, amely megmutatja egy aru értékét.
A legismertebb az angol aukcio; ebben egy kezdsarrol indulva felfelé lehet licitalni.
A végén a legtobbet ajnalo vasarld az ajanlatot kifizetve megkapja az arut. Kevéshé
ismert a holland aukcio, itt egy nagyobb (irrealis) kezdGarral kezdenek, de a licit
visszafelé folyik, és az elsGként ajanlatot tevs vasarloé az aru az ajanlatot lefizetve.
(Viragot és halat arulnak igy, egy visszafelé mozgd mutatoju ora szamlapjan jelenitve
meg az aktuéalis drat, amelyért elvihets az aru.) A harmadik ismert az Vickrey aukcio;
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ezt el6szor bélyeg adasvételre hasznaltak, majd koncessziok bearazasara, illetve a
Yahoo! és a Google a hirdetések helyét versenyeztetik. Ebben a potencialis vevék zart
boritékban adjak le az ajanlatukat, a legnagyobb ajanlat tevGje kapja meg az arut,
de a masodik legnagyobb ajanlat Osszegét kell megfizetnie. Szokasos egy negyedik
forma, itt szintén zart boritékos megoldéas van, de most a gydztes a sajat ajanlatat
fizeti meg.

Ezzel a Vickrey aukcioé tkp. az angol, mig a negyedik tipus a holland aukciéval
ekvivalens. Bar nem a leggyakoribb, jatékelméleti szempontbol a Vickrey aukcio igen
elegans, hisz az Gszinteség a legjobb stratégia. Tegyiik fel, hogy n résztvevdje van az
aukcionak, és legyen v; az aru értéke az i-edik jatékos szaméra mig b; az érte adott
ajanlata, 1 <17 < n. Az i-edik jatékos kifizetése

f‘ _ Uy — MaX;£; bj ha bz > max;-£; bj
‘ 0 kiilonben

34. Tétel. A Vickrey aukcidban a b; = v; domindns stratégia.

Bizonyitas: Ha b; > v;, akkor az i-edik jatékos tobbet is fizethet az aruért, mint
amennyit ér neki, negativ haszonnal zarva. Viszont ha b; < v;, akkor esetleg elvesz-
theti, azaz f; = 0, pedig lett volna esélye pozitivra kifizetésre. O



7. fejezet

Kooperativ n-személyes jatékok

Az n-személyes jatékok vizsgalatat Neumann Janos és Oskar Morgenstern kezdte el.
Mint korabban utaltunk ra, nem valamiféle ,harom személyes sakk”, vagy a futball
leirasa a cél, hanem a racionalis osztozkodas torvényeinek tanulmanyozéasa abban az
esetben, mikor a jatékosok egy tetszéleges csoportjanak ,ereje” ismert.

7. Definicié. Egy n-személyes jdaték alatt a kovetkezd rendszert értjiik:

Adott az I ={1,2,...,n}, ajatékosok halmaza. Egy S C I halmazt koalicionak
nevezziik, és adott egy v : 21 — R (a koalicickhoz egy valds szdmot rendeld) in.
karakterisztikus fiiggvény gy, hogy

(1.) v(0) = 0
(2.) v(SUT) >v(S)+v(T), ha ST CI ésSNT = 0.

A v(S) jelenti szemléletesen azt a hasznot (kifizetést, hatalmat stb.), amit az
S-ben 1évé jatékosok egymaéssal Gsszefogva egyiittesen elérhetnek (akar a tobbiek el-
lenére is). A v(SUT) > v(S)+v(T) az SNT = () esetén azt fejezi ki, hogy a két
csoport Osszefogva legalabb annyit elér, mint a kiilon szerzett haszon dsszege.! Ezt
szuperadditiv tulajdonsdagnak hivjuk.

Példa 1. Ingatlan fejlesztés (két vdsdrlds piac)
Egy foldmiives altal birtokolt f6ld mez6gazdasagi értéke 100 ezer dollar. Két vevs
palyazik ra, az egyik lakasépitéssel 200 ezer, a masik bevasarlo kozpont 1étrehozasaval

L Az bsszefogéssal ezt el is tudjak érni, hisz megtehetnék, hogy kiilon-kiilén jatszanak v(S) illetve
v(T) nyereményt szerezve, majd utdnna egyesitenék a nyereményiiket.

79
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300 ezer dollar hasznot érhet el a fold felhasznalasaval. Vegyiik észre, hogy mig a
foldmitves egymagaban is képes hasznat venni a foldjének, addig az épiték nem. Ez
a kovetkezd 3-személyes jatéknak felel meg:
I ={1,2,3}, ahol 1: foldmiives, 2, 3 pedig a két vevijelolt.

v(0) =0 v({1,2}) = 200000

v({1}) = 100000 v({1,3}) = 300000

v({2}) = v({3}) =0 v({23}) =0

v({1,2,3}) = 300000

<

Altalaban az érték a kiilonboz6 tulajdonosok felhasznalasaban a, b és ¢, ahola < b < c.

Példa 2. A tobbségi jatékok
Ez a klasszikus 50%-+1 szavazattal megvalosulo dontéseket modellezi.
I={1,...,n}

1 esetén .S nyer”
v(S) = { 0 esetén ,S veszit”

[ 1 halS|>n/2
v(S) = { 0 kiilonben.

Példa 3. A silyozott tobbségi jdatékok
Az i-edik jatékosnak w; szavazata van és g szavazat kell a gy6zelemhez. [ =

{1,...,n}

1 ha Y w; >q
v(S) = i€s
0 kiilénben
Jeloljiik ezt a jatékot a rovidebb (q;wq, ws, . .., w,) formaval. Vegyiik észre, hogy

példaul a (3; 2, 2, 2, 2) | jaték” nem jaték a definicionk szerint, mert a v fliggvény
nem szuperadditiv.

8. Definici6. Egy n-személyes jdaték egyszeri, ha a v karakterisztikus fligguény csak
0 és 1 értéket vesz fel.

Példa 4. Az ENSZ Biztonsdgi Tandcs mikodése.

A BT-nek 5 allando és 10 ideiglenes tagja van. Egy hatarozat életbe 1ép, ha mind
az Ot allando és legalabb négy ideiglenes tag megszavazza. Ez felirhato, mint (39;
7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) stlyozott tobbségi jaték.

Imputaciok (kifizetések)
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Az n-személyes jatékokban a jatékosoknak juto ésszeri kifizetéseket akarjuk meghatéarozni.
Egy kifizetést egy © = (21,9, ...,x,) n-dimenzios valés vektorral irhatunk le, ahol
x; az i-edik jatékos része. Aesophus meséjével ellentétben feltessziik, hogy az os-
ztozkodast csak a v karakterisztikus fiiggvény befolyasolja, valamint a jatékosok
tisztaban vannak az érdekeikkel és megvédik azokat.? Szoéba jon az alabbi két szem-
pont:

1. xz; >v({i}), i =1,...,n, széban ,Egyéni racionalitas”
2. Y " x; =v(I), avagy ,Pareto optimalités.”

Az 1. pont azt fejezi ki, hogy az egyik jatékos sem fogad el olyan kifizetést, ame-
lynél jobbat (mindenféle koalicio nélkiil) egymaga is képes elérni. A Y "  z; <
v([) annyit tesz: nem oszthatoé tobb, mint amennyi van. Az egyenlGség viszont
megkdveteli, hogy a jatékosok altal megszerezheté maximalis Osszeget osszuk szét.
(Azaz egyfajta kooperaciora ,kényszerithetjik” a jatékosokat.)

9. Definicié. Az olyan x € R™ vektorokat, amelyekre teljesiilnek az 1. és 2. feltéte-
lek, imputacioknak hivjuk, az dsszes imputdcio halmazat pedig A(v)-vel jeloljiik.

Példa 4. I = {1, 2, 3}, v(S) =0, ha |S| < 2, mig v(S) = |S]|/3 kiilénben.

Ekkor az imputéaciok halmaza
3
Aw)={z e R® 1, > O,in =1}
i=1

Az imputéaciok A(v) halmaza ,tal nagy”, igy altalaban nem tekintheté megoldas-
nak. Kiilonboz6, tobbé-kevéshé ésszerti feltételekkel szokas sziikiteni az A(v)-t, és
a kapott részhalmazt deklaralni a létrejohetd megoldasok halmazanak. A sokféle
megkozelités szdmos vitara adott alkalmat és a mai napig sem lehet egyértelmi
gy6ztest hirdetni. Mi harom koncepciot fogunk vazolni, a mag (core), a stabil halmaz
és a Shapley érték fogalmat. Ezek mindegyike nagyon tanulsigos.

10. Definici6é. Ha z,y € A(v), akkor egy ) # S C I hatékonyan preferalja z-et
y-nal szemben, ha x; > y; minden i € S esetén és Y. qx; < v(S). Jelben x =g y.

2Valojan ez elég erds és az életben ritkan teljesiils feltétel.



82 FEJEZET 7. KOOPERATIV N-SZEMELYES JATEKOK

Az elnevezés és a motivacié nyilvanvalé. Az x; > y; ¢ € S miatt az S-beli
jatékosok jobban kedvelik x-et, mint y-t. A >, o < v(S) a hatékonysag, ugyanis az
S koalici6 kikényszeritheti az y elvetését és a szamara elényosebb z; (i € S) kifizetést
garantalhatja tagjainak.

Példa 5. Vegyiik a 4. példaban szerepld jatékot és az x = (1/3,5/12,1/4), y =
(1/2,1/3,1/6) és z = (9/24,1/3,7/24) vektorokat. Lathato, hogy x,y,z € A(v),
tovabbd = =(o3y ¥ (w2 = 5/12 > 1/3 = yo, x5 = 1/4 > 1/6 = y3, és 2o + 23 =
5/12+1/4 <wv({2,3}) = 2/3). Hasonloan belathat6 a z > 31 = relacio; ugyanakkor
nincs olyan () Z {1,2, 3}, amelyre z =g y. (Ez azt jelenti, hogy mig egy rdgzitett S-re
a g  relacio tranzitiv. Ezzel szemben ha tugy definidlunk egy ,,>" relaciot, hogy
x = y akkor és csak akkor, ha létezik olyan () # S C I, melyre x =g ¥y, akkor ez a
»>=" relacio nem tranzitiv.)

11. Definicié. Egy n-személyes jdaték magja azon x imputdciokbol dll, amelyekkel
szemben egyetlen y imputdciot sem preferdl hatékonyan valamely nem dres S koalicio.
Jelben a mag C(v) := {x € A(v) : nem létezik olyan y € A(v) és ) # S C I, hogy
Y =g l‘}

Példa 6. Vegyiik a (7; 8, 1, 1) sulyozott tobbségi jatékot. Itt v(S) = 1, hal € S
ésv(S) =0,hal ¢S Ezért Aw) = {z: 2 > Loy > 0,23 > 068 >0 2 =
1} ={(1,0,0)}, azaz |A(v)| = 1. Mivel egy imputéaci6 van csak, A(v) = C(v), és igy
C(v) = {(1,0,0)}. Mint varhato volt, az 1 ,yviszi az egészet.”

7.1. n-személyes jatékok, a mag kiszamitasa

Egy v karakterisztikus fiiggvényt jaték C'(v) magjaban 1évs vektorok joggal tekint-
hetGek ésszert megoldésoknak. Ezzel azonban nem értiink a problémak végére.

Példa 1. Szamoljuk ki a (2;1,1,1) sulyozott tobbségi jaték magjat. Tegytk fel,
hogy y € A(v). Ekkor valamely 1 < i < j < 3esetén y; +y; < 1, hisz y; +y2 +y3 = L.
Megmutatjuk, hogy van olyan z € A(v) és 0 # S C {1,2,3}, amelyre z =g y. Az
indexek cseréjével feltehetjik, hogy y; + y2 < 1, s mintegy a ,maradékot” (ys-at)
szétosztjuk az elsé és masodik jatékos kozott: 2 := y1 + y3/2, 2o == yo + y3/2. Igy
persze z =12} y. Masszoval barmely y € A(v)-re létezik olyan z € A(v) és nem iires
S C {1,2,3} halmaz, hogy z g y. Ez persze azt jelenti, hogy a mag az tires halmaz,
vagyis nem tudunk j6 megoldéast javasolni.
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Sziikségilink van tehat a mag szerkezetének jobb megértésére a kényelmesebb
kiszamitas érdekében, masrészt tenniink kell valamit, ha a mag iires. Az els6 probléma
kénnyen megoldhaté: a mag leirhatd, mint konvex poliéder.

35. Tétel. Egy v karakterisztikus fligguénytd n-személyes jatékban az x tmputdcio el-
eme a magnak akkor és csak akkor, ha minden S koaliciora a ), o x; > v(S) egyen-
lotlenség teljestil.

Bizonyitas: Vegyilink egy olyan x vektort, amelyre teljesiil az Osszes, a feltételben
levs egyenlStlenség. Tegytiik fel, hogy van olyan y € A(v) és nem iires S C I, hogy
y =g x. Ekkor y; > x; minden i € S és ), oy, < v(S) a hatékony preferencia miatt,
amibdl a

Zyi <v(5) < Z% < Zyi
ies ies ies
ellentmondés adodik.

A masik irdny bizonyitasahoz tekintsiink egy, a feltétel valamelyik egyenlGtlensé-
gét megsérts x € A(v) vektort, és legyen ) # S C I, amelyre sériil; azaz ), o x; <
v(S). Talalni akarunk egy olyan y € A(v) vektort és ) # T C I halmazt, amelyre
y =7 x. Az elébbiek miatt v(S) = >, g ;i + ¢, ahol € > 0. Az y-t ugy allitjuk eld,
hogy az e-t ,felosztjuk” az S koalicio tagjai kozott, azaz y; := x; + €/|S|, hai € S.
Kérdés, mi legyen y;, ha i ¢ S 7 Az y vektornak benne kell lennie A(v)-ben, igy
az egyéni racionalitas feltételeit nem sértheti, azaz y; > v({i}) minden ¢ € I. Ezek
automatikusan teljesiilnek, ha i € S, hiszen z € A(v) és y; > z; > v({i}) hai € S.
Teljesiilnie kell tovabba a Pareto optimalitasnak, vagyis Y ", v; = v(I). Keressiik
hat az y;-ket ¢ € S-re a kovetkezd alakban:

yi = v({i}) + 4,
ahol §; > 0. Ezzel

Zyi:in—i-e—i-Zv({i})—i-Zdi,

i€s iZS iZS
amibél a >, cx;i+e=v(S5) és Y7 |y = v([) miatt kovetkezik a
v(I) =v(S)+ Y _v({ih) + Y 4.
iZS iZS
Atrendezve a d;-kre az alabbi feltétel adodik:
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D s =w(I) = v(S) = > v({i}).

igs i¢s
Nevezziik a fenti egyenlet jobboldalat d-nak, és definaljuk majd a d;-ket a §; := 6 /(n—
|S]) formulaval. Ekkor az y imputacio lesz, amennyiben 6 > 0. (Valoban, hisz
Yo yi=v(I) ésy; > v({i}) i € I-re.) Végiil § nem negativitasanak megmutatasara
haszndljuk a v fiiggvény szuperadditivitasat; >, v({i}) < v(l\9). Igy

6= o(I) —v(S) =Y _w({i}) = v(l) —v(S) —v(I\ S) = v(I) —v(I) =0,
i¢S
ahol az utols6 egyenlStlenségben (v(I) > v(S) +v(I\ S)) ismét a szuperadditivitast
hasznaltuk, és ezzel kész vagyunk. 0

Példa 2. A tétel segitségével kiszamithatjuk a kordbban ismertetett ingatlan fe-
jlesztés jaték magjat.

v A(v) C(v)
v({1}) = 100000 x1 > 100000 A(v) elemei, melyekre
v({2) =v({3}) =0 22> 0 (iii) 21 + 72 > 200000
o({1,2}) = 20000 23>0 (i) 21 + 23 > 300000
v({1,3}) = 30000 (i) 3%, 2, = 300000 w5 + 5 > 0
v({2,3}) =0

(

v({1,2,3}) = 300000
(i) és (ii) = x9 = 0, (iii) = x; > 200000, azaz a mag a kovetkezd:

C(v) = {z : 200000 < z; < 300000, 25 = 0, x5 = 30000 — z, }.

A véarakozasnak megfelelGen a 2. jatékos kizarodik az iizletbdl, és a foldet a 3. veszi
meg egy 200 és 300 ezer dollar kozti 6sszegért. Ennél tébbet nem tudunk mondani, de
ez természetes, hiszen a valosagban sem donthetd el elére, mi lesz az ar. (Az fligghet
az alkufolyamattol.)

7.2. Stabil megoldasok

Amennyiben a jaték magja tires, nem tudunk ésszerid megoldast javasolni, és ez is
hasznos informéacié. Elképzelheté mas, stabilitast figyelembe vevs szempont alapjan
torténd valasztas A(v)-bdl. Ez volt Neumann és Morgenstern eredeti gondolata.
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Egy korabbi definicionk egy G iranyitott graftban egy fiiggetlen és dominélo S C V
ponthalmaz mag vagy stabil halmaz. (Sajnos a magyar terminologia kénnyen zavart
okozhat, mivel ez a mag az angolban kernel, mig az el6z6 tétellel karakterizalt mag az
core.) Egy n-személyes jaték imputacidinak A(v) halmaza felfoghato egy G, grafként;
V(G,) = A(v), és (z,y) € E(Gy) & x =g y valamely S C I-re.

12. Definici6é. Egy B C A(v) halmaz stabil megoldas a v karakterisztikus fiigg-
vénnyel meghatdrozott jatékban, ha B mag (kernel, stabil halmaz) a G, grafban.

Megjegyzés: A ,méasik” mag (core) is leirhato a G,, graf segitségével: C'(v) azon pon-
tok halmaza A(v)-ben, amelyekbe nem fut be él, ha mint G,-beli pontként tekintjiik
Gket.

Az els6 pillantasra nem nyilvanvald, mi értelme van a stabil halmazokat megol-
dasnak tekinteni. Az egyik motivacioé lehet a stabil parositasi probléma, amelynek a
megoldasai éppen egy graf stabil halmazai. Tovabba stabil halmaz létezhet akkor is,
ha a mag (core) iires.

Példa 3. A (2;1,1,1) stlyozott tébbségi jatékra lattuk, hogy C(v) = 0. Legyen
B = {(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2)}, ekkor B stabil halmaz. B fiiggetlen

halmaz: Ha pl. (1/2,1/2,0) =g (1/2,0,1/2) = S = {2}, de 1/2 < v({2}) = 0 nem
teljestil; ellentmondés. A t6bbi eset bizonyitasa teljesen hasonlé médon torténhet.

B domindlé halmaz: Legyen z € A(v), © = (x1,x9,23). Ha z; > 1/2, akkor
Ty, w3 < 1/2, de ekkor (0,1/2,1/2) =23} (21,%2,73). A szimmetria miatt felte-
hetd, hogy z1 > max{zy, x3}, igy az el6z6 megjegyzés miatt x5, 23 < 1/2. Ha 9
vagy éppen x3 1/2, akkor = € B. Ha viszont mindkett§ kisebb, mint 1/2, akkor
(0,1/2,1/2) 23y (21,22, 23). Hasonlé megfontolassal adodik, hogy kontinuum sok
stabil halmaz van: minden ¢ € (0,1/2) esetén a B, := {(z1,1 —c—z1,¢) : 0 < z7 <
1 — ¢} halmaz stabil.

Példa 4. A 2. példaban kiszamoltuk az ingatlanfejlesztés jaték magjat. Barmely n-
személyes jatékra, ha B egy stabil halmaz, akkor C'(v) C B. Itt egy B stabil halmaz
feltétleniil bévebb C'(v)-nél, hiszen az = = (100000, 100000, 100000) € A(v) imputé-
ciora nem létezik olyan y € C'(v) és S C {1,2,3}, amelyre y >g x. Megmutatjuk,
hogy B := {(x1, z2,x3) : 100000 < x; < 300000, 25 = 0,3 = 300000 — x1} egy stabil
halmaz. B fiiggetlen: Legyen x,y € B és x >=g y. Mivel 9 = yo = 0, az ;1 > yi,

akkor ¢és csak akkor, ha x3 < y3, illetve z3 > y3 = 21 < 1. Tehat S = {1} vagy
S = {3}, ami lehetetlen.
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B domindlo: Tegyiik fel, hogy egy y € B-re yo > 0. Legyen ekkor x = (z1, 29, x3) :=
(1 +1y2/2,0,y3 + y2/2). Nyilvanvaloéan x € B és & >33 ¥.

Egy stabil halmaz tehat a mag &ltal sugalltol eltéré megoldasokat is megenged.
Erdekes tulajdonséga, hogy ,osztozkodast” irhat el egy jatékban, amelynek iires a
magja (lasd 3. példa). Sajnos nem pusztéan a nehezen kiszamithatosagban hasonlit a
magra; 1969-ben Lucas bebizonyitotta, van olyan jaték, melynek nincs stabil halmaza.
Egy karakterében kiilonb6z6 megkozelitést jelent a Shapley érték, amely a jatékosok

A

7.3. A Shapley érték

A cél egy olyan @ fiiggvény definidléasa, amely minden v karakterisztikus fliggvénnyel
leirt jatékhoz hozzarendel egy ®(v) € R™ vektort. Az i-edik jatékos Shapley értéke
®;(v), ha &(v) = (P1(v),...,P,(v)) és az alabbi axiomék teljesiilnek ®-re:

1. Legyen 7 az I = {1,...,n} halmaz egy permutécioja, és w(S) = v(7(S)) min-
den S C I-re. Ekkor ®;(w) = ®r(;(v).

3. Ha v(S\{i}) = v(S) minden S C I-re, akkor ®;(v) = 0.

4. Additivitas. Ha v és v’ karakterisztikus fiiggvények az I halmazon és w = v+1/,
akkor ®(w) = ®(v) + ¢(v').

Megjegyzés: Az elsé axioma azt fejezi ki, hogy a jatékosok ereje fliggetlen az el-
nevezésiiktSl. A masodik a Pareto optimalitas analogonja, a megszerezheté haszon
teljes felosztésa. A harmadik szerint nulla az ,értéke” annak a jatékosnak, akinek
lényegében nincs befolyasa a jaték menetére. Végiil a negyedik azt kéveteli meg, ha
két fiiggetlen jatékot jatszanak ugyanazon jatékosok, akkor a nyereményiik a két jaték
Osszege lesz. Az igazén meglepd, hogy van, rdadésul pontosan egy, ® fiiggvény, amely
eleget tesz ezeknek a szigoru feltételeknek.

36. Tétel. (Shapley) A karakterisztikus fiiggvények halmazdn létezik eqy eqyértelmd-
en meghatdrozott ® fiigguény, amely eleget tesz az 1-4 axiomdknak. Tovdbbd

®;(v) = Y (ISN(u(S) —v(S\{i}),

1€SCI
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ahol L 1)1 !
Példa 5. (51; 49, 48, 3)
) 1 1 1
(0) = D A(ISH(S) —v(sS\iH) = Y -0 =c-2=1,
i€SCI i€s,|S|=2

azaz ®(v) = (1/3,1/3,1/3).

Példa 6. Ingatlanfejlesztés
B1(0) = 55 (0({1)) ~ v(0)) + 5 [0({1,2) = o({1) + ({131 ~ o))+
—l—%(v({l, 2.3) — v({2,3})) = 216666§
®a(0) = Zl(0({1,2}) — o({2))) + 3 (o({1,2,3}) — o({1,3})) = 16666

®a(0) = Zl(0({1,3}) — o({1}) + 3 (o({1,2,3}) — o({1,2})) = 66666

Példa 7. ENSZ, Biztonsagi Tanacs: (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Egy nem é&lland6 i tagra azon S minimaélis koaliciok esetén nem nulla a v(S) —
v(S\{i}), amelyek mind az 6t allando6 tagot és pontosan harom ideiglenes tagot tar-
talmaznak az i-edik tagon kiviil. Ezek szama (g), mig v(9) = 8!6!/15!, azaz

9\ 8!6! 4
;(v) = = ~ 0,001865
(v) (2) 150 5.7-11-13

Az els6 és mésodik axioma miatt ha j egy allando tagja a BT-nek, akkor

1— 109, 1— -8
_ - W) _ 2.11.13 ~0,1963.

®;(v)

Az 6t allando tag birtokolja tehat a dontéshozatal tobb, mint 98%-4t, mig az ideiglenes
tagok befolyasa a 2%-ot sem éri el.

A Shapley tétel kévetkezményei
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Az egyszerii jatékokra (azaz, melyekben a v(S) = 0 vagy 1 minden S koaliciora)
a Shapley érték kiszamitasa egyszertisodik.

®i(v) = D (ISN((S) —v(S\{i}),

1€SCI

és most, v(S) —v(S\{i}) = 1 pontosan akkor, ha v(S) = 1 és v(S\{i}) = 0 kiilonben.
Legyen S; (i € S C I) az i-t tartalmazo nyerG koaliciok halmaza, melyek az i-t
elhagyva mar nem nyerck. Igy

®;(v) = ) (18D

1€SES;
Példa 1. ENSZ Biztonsagi Tanacs

Mint lattuk a dontéshozatal itt egy (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) silyozott
tobbségi jaték. Ha i egy nem &llando tag és .S 3 ¢ minimalis nyerd koalicio, akkor S
pontosan 5 allando és 4 ideiglenes tagbol all. Ezen S halmazok szama (g), igy

00 = 3 08D = X 400 = (3)219) = g5y ~ 0001865

1€SES; 1€SES;

A szimmetria miatt, ha j egy allando tag, akkor

1 — 109;(v)

®;(v) = ~ 0, 1963,

mig az 5 allando tag egyesitett ereje =~ 0,98153. A példa mutatja, hogy egy sulyozott
tobbségi jatékban a jatékosok valodi ereje és a szavazataik szama kozott messze nem
linearis a kapcsolat, illetve a gyengébb jatékosok érdekérvényesité képessége tragiku-
san kicsi. Elképzelhets viszont, hogy 7 ideiglenes tag Osszefog és mindig egyiitt szavaz.
Ekkor egyiittes erejiik 1/6, csak ugy, mint az alland6 tagoké ebben az esetben, mig
a kimarad6 3 nem allando6 tag ereje nulla! A régi tanacs, divide et impera, matem-
atikailag is alatdmaszthato.?

Egyszert jatékok esetében elegéns valoszintiségi interpretacioja adhaté meg a
Shapley értéknek. Egy 7 permutaciojara I-nek egy i elem pivotdlis, ha az i-t m-ben
megel6z6 elemek altal vesztes, de i-t hozzavéve gydztes koaliciot alkotnak. Ha egy S
nyerd, S\ {i} veszt6 koalicio, akkor S-re nézve (s — 1)!(n — s)! szamu permutacioban
lesz i pivotalis, ahol s = |5].

3Ezért is ideiglenesek a vétojoggal nem rendelkezd tagorszagok, igy valészinttlen az dsszefogasuk,
illetve kénnyebben befolyasolhatok.
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37. Tétel. Egy v karakterisztikus fiigguényt jatékban ®;(v) egyenld annak a valo-
sziniségével, hogy az 1 pivotdlis, amennyiben az I bdarmely permutdcidjdit azonos
valoszintséggel valasztjuk.

Példa 2. Az ausztral parlamenti rendszer miikddése

Az orszag hat szovetségi allambol all, és torvényeket ezek képviseldi, illetve a
szovetségi kormanyzat hozza. Az elfogadés feltétele, hogy legalabb 6t allam, vagy két
allam és a szovetségi kormanyzat tdmogassa az adott torvényt. Egy permutacioban
a szovetségi kormanyzat pivotalis, ha a harmadik, a negyedik vagy 6tédik helyen
all. Ezek egymast kizaro események, valoszintisegik 1/7 + 1/7 + 1/7 = 3/7. Az
egyes allamok Shapley értéke egyenls, 4/7-1/6 = 2/21, ami a szovetségi korményzat
erejének két kilencede.

Felmeriil a kérdés, mi a Shapley érték és az imputaciok kapcsolata.

38. Tétel. Minden n-személyes jatékra a ®(v) vektor eleme az imputdcick A(v) hal-
mazdnak.

Bizonyitas: A 2. axioma szerint y ., ®;(v) = v(I), igy a Pareto optimalités teljesiil.
Az egyéni racionalitas ®; > v({i}) egyenl6tlenségei a kovetkezok miatt allnak. Elgszor
isav(S) —v(S\{i}) > v({i}) a szuperadditivitas miatt. Ezzel

®;(v) = Y (She{i}) = v({i}) Y ~(IS1) = v({i}),

1€SCI 1€SCI
hiszen
" (n— & —Dn—k)! &K1
DIRTEIED BY (N HTICIED D e SE R
1€SCl i=1 i=1 i=1

Osszefoglalva az eddigieket, egy n-személyes jaték elképzelhets megoldésai (ki-
fizetései) az imputéaciok A(v) halmaza. Mivel A(v)-t

Z:ci = v(I) egyenlet és az x; > v({i}) (i € I)

egyenl6tlenségek hatarozzak meg, A(v) egy konvex poliéder. A C'(v) meg az A(v)-nek
része, és szintén poliéder, hiszen

Cv)={reR": Zx, >wv(S),S C I},

€S
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mig egy stabil B halmazrol tudjuk, hogy C(v) C B C A(v). Végiil a Shapley érték
®(v) vektora szintén A(v)-ben van.

Példa 3. Az ingatlanfejlesztés ,megoldasai” (a koordinatakat ezer dollarban mérve).

300




8. fejezet

Nash program

Nash méar 1950-ben felvetette az eltéré jatékok egységes kezelésének gondolatat. A
cél, hogy egy adott kooperativ jatékhoz alkossunk olyan nem kooperativ jatékot,
amelynek Nash egyensiilya az eredeti jaték kivanatos megoldasa lesz. A forditott
irdny is fontos; itt az alku lehet&ségét vizsgaljuk. Kezdjiik ezzel.

8.0.1. Nash alku megoldas

Adott egy X C R? korlatos konvex zart halmaz és d € R?. X-re tgy tekintiink,
mint a kifizetések lehetséges halmazara, amiben megegyezhet a két jatékos, mig a d
kifizetést (status quo vagy disagreement point) akkor kapjak, ha nem jutnak dilére.
Esszert feltenni, hogy van olyan & € X, hogy d < z és minden z € X-re d < z.!
A megegyezést egy F : (X,d) — X fliggvénybe kodoljuk, ahol F-re természetes
axiomakat tesziink fel:

(i) Invarians affin transzformaciokra

(ii) Pareto optimalis

(iii) Fiiggetlen az irrelevans alternativaktol

(iv) Szimmetrikus

Az S = F(X,d) pontot Nash alku megoldéasnak, réviden NSB-nek (Nash Bar-
gaining Solution) nevezziik. Részletezziik az axiomékat. (i) 74 : R? — R? affin
transzformécio, azaz T4,(z) := Ax + b, ahol

(o O . (B
A_(Ol 0[2) és b_(ﬁ;>'

'R2-ben y < = (y < ) akkor és csak akkor, ha y; < z; (y; < x;), i = 1,2 esetén.

91
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lgy F(X,d) =S = F(1a(X), 7a5(d)) = 7a5(5).

(ii) szerint csak az X jobb-fels6 hatéara lehet megoldas, azaz az olyan (z1,x2) € X,
amelyre nem létezik (z1,29) € X ugy, hogy x; < z;, i = 1,2. A (iii) formalisan
FX,d)y=8Y CX,SeYéedeY = F(,d =S5. A (iv) szerint ha X

szimmetrikus az x; = x5 egyenesre, akkor S ezen az egyenesen van.

39. Lemma. (Nash) Tegyiik fel, hogy az X hatdrdhoz eqy S pontban hizott érintd
olyan R és T' pontokban metszi a d-ben dllitott vizszintes és fiiggdleges egyeneseket,

melyre S = (R+T)/2. Ekkor S = F(X,d), azaz NBS.

Bizonyitas: Legyen d = (di,ds) és S olyan Pareto optimélis pont, amelyre S =
(R + T>/2, tOVéJbbéJ, ha T = (tl, tg) és R = (7’1, 7”2)

A:((tl _odl)_l (r2 —0d2>—1) * b:( de 3)

Ekkor TAb(d) = (0 O) TAb<R) (O 1) TAb(T) ( ) es TAb(S) (0 5 05)
Legyen Y = {(x1,22) : x1 + 13 < 1,221,290 > K)}, ahol K olyan, hogy 74,(X) C
Y. Most a 74,(S) = F(Y,0) (iv) miatt és mind a (0,0) és 74,(S) eleme a 74,(X)
halmaznak. Igy a (iii) axioma szerint 74,(S) = F(745(X), 745(d)) és ebbdl az (i)
miatt S = F(X,d). 0

Példa: A fogolydilemmara X egy haromszog, melynek cstcsai (—1,—1), (—10,0),
(0,—10), d = (—=5,—5). S = (—1,—1), azaz a paradoxon eltinik.

40. Tétel. (Nash) Az F(X,d) az egyértelmid megolddisa a max(x; — dy)(zy — da),
(x1,29) € X feladatnak.

Bizonyitas: A d origoba tolaséaval feltehetjiik, hogy d = (0,0) és a célfiiggvény 2.
Utanna a megfelel6 A matrixt 74 := T4(0) affin transzforméciéval elérhets, hogy a
feladat egyértelmii? S optimum pontja az (1, 1) pontba keriiljon. Ha az X halmaz képe
a ro = 2 — 11 egyenes alatt marad, akkor a 39. lemma miatt az (1,1) = F(74,(X),0),
igy (1) miatt S = F(X,d). Tegyiik fel, hogy van olyan (2, %) € 74p(X), mely a x5 =
2 — xy egyenes folott van, feltehetd, hogy x) < 1. Ekkor az m < —1 meredekségi, az
I =1[(1,1),(z}, 2})] szakasz része 74,(X)-nek és van olyan (x5, x3) € I, amire xjx} > 1.
Ez viszont ellenmond S optimalitasanak, hiszen a 74 hiperbolat hiperboldba visz és
monoton az x1xs szorzatra. O

2 X konvex, korlatos és zért.
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8.0.2. Kalai-Smorodinsky alku megoldas

A Nash alku megoldas egyik gyengesége, hogy a gyakorlatban &ltaldban a tobb
lehetdség hasznosabb.? Legyen X; = conv{(1,0), (0, 1), (3/4,3/4)} ill. X, = conv{(1,0), (0, 1), (1,0.7)},
ahol conv{L} az L halmaz konvex burka.

Ekkor F'(X1,(0,0)) = (3/4,3/4), mig F'(X5,(0,0)) = (0.7,0.7) = 0.7, és a méasodik
jatékos vélhetdleg nehezen érti meg, miért csokken a kifizetése a 2. jatékban?

Kalai és Smorodinsky a (iii) fliggetlenségi axioméat az (iii)’, in. monotonitasi ax-
iomara cseréli. Vezessiik be ehhez az a(X) = (a1, as) utdpia pontot, melyre a;(X) =
max{r; : (r1,72) € X} és ay(X) = max{xs : (x1,22) € X}. Tovabba affin transzfor-
méacioval minden feladat normalt alakra hozhato, azaz d = (0,0) és a(X) = (1,1).

(iii)” Ha X; C Xy és (X;,d) normélt ¢ = 1,2-re és a(Xy) = a(Xy), akkor
F(Xy,d) < F(Xs,d). Az F fiiggvény Kalai-Smorodinsky alku megoldas (KSBS),
ha az (i), (ii), (ili)’ és (iv) axioméknak eleget tesz. Jelentse L(q,r) a ¢ és r pontok
altal meghatarozott egyenest.

41. Tétel. Pontosan egy Kalai-Smorodinsky alku megoldds van. Ez megoldds éppen
az X N L(d, a(X)) legnagyobb pontja az R*-beli < rendezés szerint.

Bizonyitas: A X N L(d,a(X)) # 0, hisz d < a(X) és vannak olyan z1,y; € R, hogy
Py = (z1,a2(X)) € X és P, = (a1(X),11) € X. X konvexitasa miatt L(P, P») C X
és |L(Py, Po) N L(d,a(X))| = 1. Tehat X N L(d,a(X)) egy zart szakasz, amin a <
rendezésnek egyértelmd maximuma van.

Ez a maximum pont, u(X,d), trividlisan teljesiti az (i), (ii) és (iii)’ axiomékat,
mig a (iv) azért kovetkezik, mert az affin leképzések a definialé szakaszt szakaszba
viszik és megtartjak a rendezést.

Az egyértelmiiséget elég normalt feladatokra belatni. Legyen F egy KSBS és
Xi={reR*:x>0¢és Jy e X,r <y}. Ekkor (X;,0)is normalt, X C X és az (iii)’
csak ugy teljesiilhet, ha F(X,0) = F(X;,0). Vegyiik észre, hogy (1,0),(0,1) € X;
és legyen Xy = conv{(1,0),(0,1), u(X1,0)}. Ekkor az (X5,0) normalt, szimmetrikus
és Xo C Xj. A monotonitds miatt u(X;,0) = F(X,0) < F(X1,0), de ez csak
egyenlgséggel teljesiilhet, hisz nincs X;-nek a pu(X7,0)-nal nagyobb pontja. O

Megjegyzés: Mas feltételekkel Raiffa korabban (1957) javasolta ezt a megoldast, és
Crott 1971-ben kisérleti iton talalt ra megerdsitést.

3Bar lattunk ra példat, hogy néha épp ellenkezéleg van ez.
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8.0.3. A NBS részjaték tokéletes egyensitlyként.

A Nash program szerint adnunk kell egy olyan nem kooperativ jatékot, amelynek a
Nash egyensilya megfelel az alkunak. Ezt a korabban megismert szimmetrikus valtott
ajanlat jatékok egy sorozataval valosithatjuk meg. Az uq és us utilitasfiiggvényeket
ugy definidljuk, hogy az X halmaz Pareto hataranak egy paraméterezése legyen az
[0, 1] intervallum, és az x € [0, 1] esetén adodo6 hatarpont (ug(x),us(1 — z)) € R2

42. Tétel. A NBS a szimmetrikus vdltott ajanlat jdatékok részjdaték tokéletes eqyen-
sulyainak hatdrértéke, ha 0 tart az egyhez.

Bizonyitas: A 40. tételt hasznaljuk, amely alapjan az NBS a Nash szorzat, azaz a
g(x) = (x1 — dy)(xg — dy) fiiggvény maximum helye az X halmazon. Legyen z*,y* a
valtott ajanlat jaték egyensulya. Ekkor

dpur(z") = ui(y") és dua(y”) = ua(a”).

lgy

9(@%) = ua (2" )ua(z%) = ua (2")0uz(y") = wr(y")ua(y™) = g(y").
Azaz valamely ¢ € R konstansra a g(z) = ¢ hiperbola a&tmegy mind az z*, mind az y*
pontokon, pontosabban a Pareto hatar ezekkel paraméterezett pontjain. Ha § — 1,
akkor |z* — y*| — 0, azaz a hiperbola éppen érinteni fogja az X halmazt. Ekkor
viszont az x* = y* hatarértek maximalizalja a ¢ fiiggvényt, ami a NBS pontot jelenti.
OJ
Stabil Parositasok

A stabil parositas vagy stabil hazassag probléma kivaldé példa mind a gyakorlat
és elmélet viszonyanak szemléltetésére, mind a moho algoritmus egy djabb illussztré-
civjara. A problémakort eredetileg az USA-ban a 40-es évek kozepén kulminal6 or-
vos gyakornok hiany, illetve elosztasi zavar motivalta. A végzds orvosok ezreit kel-
lett a korhazak altal meghirdetett helyekre beosztani; raadasul mindkét fél (orvos
vs. korhaz) a sajat preferenciait igyekezett érvényesiteni. Az eredetileg alkalmazott
technikak teljesen alkalmatlanna valtak 1947-re, mikoris egy radikalisan 1j rendszert
vezzettek be helyettiik. Erdekes modon ennek elméleti vizsgalatat csak 1962-ben tette
meg D. Gale és L. S. Shapley, s igazabol 6k nem tudtak a probléméardl: az egyetemi
felvételi rendszert illetve a hizassagok stabilitdsat akartak modellezni.*

Mi az altaluk vizsgalt legegyszertibb modellt ismertetjiik, utalva ré, hogy igen
sok altalanositas sziiletett azota. A stabil hazassag probléméban adott n férfi, n né

4Néhany éve a magyar felssoktatasi felvételi rendszere is hasonlé algoritmust hasznal.
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és mindegyikiik valahogyan rangsorolja az ellentétes nem tagjait; ez az illeté személy
preferencia listdja. A férfiakat gorog, a néket latin bettikkel jeloljiik majd. Igy példaul
akkor mondjuk, hogy az « (férfi) jobban kedveli vagy preferdlja A-t B-hez képest, ha «
preferencia listajan A el6rébb van, mint B. A személyeket és preferenciaikat leirhatjuk
(dupléan) sulyozott paros grafokkal, vagy matrixokkal is az alabbiaknak megfelelGen:

Példa:

(e
A B C
al| 1,3 2,2 31
3131 1,3 2,2
~v12,2 3,1 1,3 p
N

A matrix egy elemének els6 koordinataja a megfelel§ oszlop altal reprezentalt né
helyezése a sorhoz tartozo férfi ranglistajan, mig a masodik koordinata a forditott
helyezés.

A feladat egy olyan n-elemid M parositdas megadésa, amely, legalabbis valamely
értelemben, elképzelhets. Gyakorlati és elméleti megfontolasok alapjan az alabbi
definici6 tiinik ésszertinek:

13. Definicié. Egy M pdrositds instabil ha vannak olyan o, 3 férfiak és A, B ndk,
hogy (o, A) € M, (B,B) € M, de (3 preferdlja A-t B-hez képest, és A preferdlja (3-t
a-hoz képest. Egy M parositds stabil, ha nem instabil.

A definicié motivacioja kézenfekvé: feltehetd, hogy az instabil esetben ( illetve A
felbontja pillanatnyi kapcsolatat, és egymaéssal 1ép kapcsolatra. A célunk egy stabil
M péarositas keresése lesz majd, mar ha van ilyen egyaltalan. (A korabban emlitett
Halmos-Vaughan modell globalis optimumra térekedett, nem véve figyelembe a lokélis
érdekeket, lehetGségeket. Ezért legfeljebb kikényszerithets, mig a fenti stabilitas sz-
erint egy M teljes parositas nem bomlik fel, ha magara hagyjuk a rendszert.)

Kérdés persze, van-e egyaltalan megoldas? A fenti példaban hdrom megoldas van:

M, = {(OévA% (ﬂa B)a (% C)}v My = {(0470)7 (ﬂaA)a (% B>} és M3 = {(a>B)a (67 C)? (%A)}'
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M1 M2 M3
Qv A oY A o A
p B B B 6 B
Y C Y C Y C

Példa: A stabil hdzassag mintaja alapjan definidlhatjuk az an. szobatdrs problémét.
Itt adott 2n ember, akiket kétszemélyes szobakba kell telepiteni és az el6zGekhez ha-
sonloan preferenciakkal rendelkeznek. Nyilvanvalo, ha adott négy személy (o, 3,7, )
ugy, hogy a, ( és v preferencia listdjan 6 az utolsé, a-én 3, G-én v és v-én « az elsg,

akkor nincs stabil parositas. g 1 2 5
2
Y3
o )

A példa fényében kellemes meglepetés az alabbi tétel.
43. Tétel. (Gale-Shapley) A stabil hdzassdg problémdnak mindig van megolddsa.

Bizonyitas: Valdjaban egy nagyon hatékony, moho tipusia algoritmust adunk, mely-
nek végeredménye bizonyosan stabil parositas. Tradicionalisan, hisz ez igencsak tradi-
cionalis eljaras, a megfelel6 koznapi kifejezéseket hasznaljuk a leiras soran.

A eljaras els6 1épésében minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Minden né a
legjobb ajanlatot fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy ,varakozé listara” helyezi
a kérét. A maésodik 1épésben az elutasitott kérsk tjra ajanlatot tesznek, ezuttal a
preferencia listajukon 2. helyezett holgynek. A nék ismét a pillanatnyilag legjobb
ajanlatot fogadjak el; esetlegesen lecserélve a varakozo listan 1évs kérst. Hasonléan
folytatodik ez a késGbbiekben is: egy elutasitott (vagy egy varakozo listarol lekeriilt)



97

férfi a soron kovetkezd jelolttel probalkozik, mig a nék a lehets legjobb jeloltet tartjak
meg.

Legkéssbb n? — 2n + 2 lépés elteltével minden holgy kap legalabb egy kérdt, igy
a varakozo listajan is lesz majd valaki. (Ugyanis ha egy lépésben van olyan ng, aki
nem kapott még ajanlatot, akkor lennie kell elutasitasnak is ebben a lépésben, illetve
egy férfi csak egyszer tesz ajanlatot egy nének.)

Mikor minden né kapott ajanlatot, akkor véget vetiink az eljarasnak, és a pillanat-
nyi parokat véglegesnek kialtjuk ki. Megmutatjuk, hogy az igy kapott M parositas
stabil. Tegytik fel, hogy van olyan « és A, melyre (a, A) ¢ M, de « preferdlja a
parjahoz képest. Ekkor viszont « valamikor ajanlatot tett A-nak és A elutasitotta 6t,
azaz a varakozo listdjan a-nal ,,jobb” személy volt, s ha cserél§dott is azota, csak még
jobb lehet késsbb. Igy A a parjat jobban kedveli, mint a-t, azaz nincs instabilitas. O

Példa:
A B C D

I

b Y )

Y Y )

Y

N A~ =W

Y )

2 WL

=~ N = =
— N W
DO = = DO
L W W W
O = W N
— s DN
A~ = DD W

Y Y Y Y

Az algoritmus végrehajtasat egy tablazaton kovethetjiik. Egy cella baloldali eleme
az adott 1épésben a sor altal kodolt személytél ajanlatot kapo, a jobboldali elem pedig
a sor ajanlatat elfogadott személy.

1. lépés | 2. 1épés | 3. lépés | 4. 1épés | 5. 1épés | 6. lépés
al AA 0, A 0, A 0,0 B, C,C
3 A0 | DD | 6D | 0.0 | 6.0 | 0.D
v| B,B 0,B 0,0 A A 0,A 0,A
0| D,D 0,0 B, B 0,B 0,B 0,B

A kovethetGség kedvéért felvettiik a férfiak preferencia listéait, ahol feliilvonassal
jeleztiik, ha mar tortént ajanlat:

a(A, B,C, D)
3(A,D,C, B)

A megoldast az utolséd oszlop jobboldalarél olvashatjuk le:

M = {(o, ©), (8, D), (7, A), (0, B)}.
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Felmeriil a kérdés, tudunk-e valami kozelebbit mondani a stabil parositéasok sz-
erkezetérdl, osszehasonlithatok-e stb. Vegytlink két stabil péarositast, Mi-et és Ms-6t.
Az M férfi szempontbol jobb, mint M, ha minden férfi legaldbb olyan jo part kap
Mi-ben, mint Ms-ben; jelolésben My >p M,. Nem lehet barmely két stabil parositast
Osszehasonlitani, de az Osszes stabil parositas, mint azt J. H. Conway megmutatta,
un. disztributiv vagy mas szoéval geometriai hdldt alkot.®

Specialisan van legnagyobb és legkisebb eleme. (Ha a nék szempontjabol nézziik,
ugyanazt a halot kapjuk, csak megforditva. Azaz ami az egyik nemnek a legjobb, a
maésiknak a legrosszabb.) Ez utobbit egyszertien belathatjuk.

Példa: Az els6 példaban szerepld stabil parositasok az alabbi halot alkotjak:

M, Az Mj-ben jarnak legjobban a férfiak.

Ms Az Mj a férfiaknak jobb, mint Ms és a néknek jobb, mint M;.

My Az Ms-ben jarnak legjobban a ndék.

Egy A holgy lehetséges az « férfi szaméra, ha van olyan M stabil parositas, amelyre
(a, A) € M.

44. Tétel. Az eldzd algoritmus minden férfinek a legjobb lehetséges part adja, mig
minden nonek a legrosszabbat.

Bizonyitas: Az els6 allitast a 1épések szerinti indukcidval latjuk be. Tegyiik fel,
hogy a soron kovetkezd 1épésig egyetlen férfit sem utasitott el olyan nd, aki lehetséges
lett volna szamara. Tegytiik fel tovabbé, hogy ebben a lépésben A elutasitja a-t. Azt
allitjuk, hogy ekkor A nem lehetséges o szamara. Valoban, ha A pillanatnyi parja 3,
akkor 3 preferalja A-t az 6sszes n6hoz képest, kivéve akik korabban visszautasitottak.
Ezek azonban, az indukcids feltétel miatt, nem lehetségesek [ szamara. Ha tehét
létezne egy olyan M stabil parositas, amelyre (o, A) € M, ebben [ a parjat (nevezziik
B-nek) kevéshé kedvelné, mint A-t, hiszen mind A és B lehetséges (3 szamara. Ekkor
viszont az (a, A), (5, B) instabilitast okoz, azaz A nem lehetséges o szaméra, s ezzel
belattuk a tétel elss felét.

SEgy L hdld, ha van két kétvaltozos miivelete, V és A, és ezek idempotensek xVx =z, x Az = x,
kommutatitvak, xVy = yVx, Ay = yAz, asszociativak, xV (yVz) = (xVy)Vz, cA(yAz) = (Ay)Az
és elnyelsk, azaz ¢V (x Ay) =z és x A (x Vy) = x minden x,y, z € L esetén. Disztributiv a halo, ha
teljeslil még az x V (y A z) = (x Vy) A (z V z) egyenlsség is.
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Legyen M* az algoritmusunk altal adott férfi optimdlis megoldéasa, M pedig egy
tetszGleges stabil parositéas. Belatjuk, hogy barmely A né esetén az 6§ M-beli parja
nem rosszabb, mint az M*-beli parja. (Igazabol pontosan akkor nem rosszabb, ha
ugyanaz a parja a két parositasban, és hatarozottan jobb, ha nem.) Ha (o, A) € M*,
(6,A) € M és a # (3, akkor (o, B) € M valamely B # A holgyre. A tétel els6
fele miatt persze « preferalja A-t B-hez képest. Méasrészt az M parositas stabil, igy
specidlisan az («, B), (3, A) parok stabilitasa az jelenti, hogy A preferalja (-t a-hoz
képest; s pont ezt akartuk bizonyitani. [l

Megjegyzések: Az algoritmus eredeti felhasznalasanél a korhazak tették az ajan-
latokat, és azt hangoztattak (természetesen bizonyitas nélkiil), hogy ez az orvosok
javara valik. Szamos tanulsdg vonhato itt le, s ezekbdl csak az egyik, hogy nem art
meggondolni nyilvanvalénak tiing (vagy annak beéllitott) allitasokat, mint azt Gale
és Shapley tették volt.

A masik, hasonléan fontos észrevétel a dontési helyzetek illetve stratégiak buk-
tatoira vonatkozik. A modell azt sugallja, ,elébe kell menni” az eseményeknek és
kishittiség nélkiil megprobalni a legjobbnak tiné megoldésokat a ,siilt galambra varas”
helyett.

A stabil parositas mint mag

Korébban definidltuk egy iranyitott G graf magjat; ez egy olyan S C V(G)
halmaz volt, amely fliggetlen és dominéalé egyben. Ez a fogalom kiilénosen fontos
a jatékelméletben, hisz a megoldasok stabilitasat fogalmazza meg matematikai for-
maban. A stabil parositds motivilhatja ezt a definiciot, ugyanis egy rogzitett prob-
léma stabil parositasai tulajdonképpen magok egy megfelelen alkotott grafban.

Definialjuk egy G graf vonalgrdafjit, L(G)-t, a kovetkezSképpen: L(G) pontjai G
élei lesznek, azaz V(L(G)) := E(G), és L(G) két pontja, e és f, kozott van él, ha
G-ben tekintve az e és f éleknek van kozos pontja. Ha G pontjaihoz preferencia listak
vannak rendelve, iranyitsuk az (e, f) élt L(G)-ben ugy, hogy az a preferalt pontbol
indul és a kevésbé kedvelt pontra mutat kézos ponthoz tartozoé lista szerint.

Allitas: A fenti definiciokkal a G graf stabil parositasai éppen az L(G) graf magjainak
felelnek meg.

Példa: Az elss példa G grafjahoz tartozo L(G):
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(8,C)

o 4) (8. 4)

Csoportok dontéshozatala

Az életben gyakran felmeriil, hogy emberek egy csoportjanak egy probléma megoldésa-
nak kiilonbozé alternativait sorba kell rendeznie.

Példa 1. Egy csalad autét vasarol, és a kereskeds a kovetkezd extrakat ajanlja:
blokkolasgatlo (ABS), légzsak (L), légkondicionald (AC) és sztereo radio (S). Mivel
mindet nem engedhetik meg maguknak, mindenki egy fontosségi listat allit fel.

férj feleség 1. gyerek 2. gyerek

ABS AC S AC
AC L AC L
S S L ABS-S

L ABS ABS

A kérdés ezek utéan: mi legyen a kozos sorrend? (Az ABS-S jeloléssel az érzékel-
tetjiik, hogy megengedjiik a dontetlent két alternativa dsszehasonlitasanal.)

Altalanosan: Adott egy t elemt I halmaz (az egyének csoportja) és egy A, az
alternativak halmaza. Jelolje P az A sorrendjeinek (dontetlent megengedve) a hal-
mazat, ekkor P x --- x P = P! a lehetséges inputok tere, elemei az un. profilok, jeliik
(Py,...,P). Egy F: P" — P fiiggvényt konszenzus fiigguvénynek (social welfare func-
tion) hivunk. A célunk természetesen a valamely szempontbol ésszert konszenzus
fiiggvények vizsgélata.
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Példa 1. Az egyszert tobbség szabalya

Az a,b € A alternativikra a csoport a-t b felé helyezi, ha az egyének tobbsége ezt
tette. Sajnos ez a szabdly nem vezet konszenzus fliiggvényhez, mint azt az alabbi an.
szavazoi vagy Condorcet paradoxon mutatja.

Legyen I = {1,2,3}, A = {a,b, c}.

P P, P
a b ¢
b ¢ a
¢c a b

A szabaly szerint a megel6zi b-t, b megel6zi c-t és ¢ megel6zi a-t, ami a rendezés
tranzitivitasa miatt nem lehetséges.

Példa 2. Borda érték

Egy (Pi,...,P,) € Plre és a € A-ra definidljuk a b;(a) értéket (b; : A — N
fliggvény) az alabbi formulaval: b;(a) := P;-ben az a mogé helyezett alternativak
szama. A Borda érték pedig b(a) := S.i_, bi(a), és a csoport z-et y elé helyezi, ha
b(z) > bly). Igy valoban adédik egy konszenzus fiiggvény; tulajdonképpen pl. a
pontozasra alapuld sportagakban hasonld torténik. Egy silyos ellenvetés a modszer
ellen az alabbi profil kiértékelése:

P P ... P, P
X X X y
y y y

) . . «

Nyilvanvaloan b(y) — b(x) = |A| — 1 — (t — 1) = |A| — ¢, azaz ha az alternativak
szdma nagyobb, mint a csoport mérete, akkor az y alternativat a csoport x elé helyezi.
Igy az értékelés, ha mas nem, nagyon érzékeny a hibakra, elfogultsagokra, esetlegesen
manipulécidkra.

Példa 3. Lexikografikus rendezés

Helyezziik x € A-t y € A elé, ha Pi-ben x megel6zi y-t. Ha Pi-ben z és y esetleg
azonos helyen van, nézziik P,-t és igy tovabb. Ez nyilvanvaldéan konszenzus fiiggvény,
s igy matematikai szempontbél semmi baj sincs vele. A sz6 kdznapi értelmében persze
sz0 sincs konszenzusrol, az egyes jatékos diktdator.

Nem konnyd tehat minden igénynek eleget tevs konszenzus fliggvényt taldlni.

“ s,
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lunk axiémakat adni egy megfelel§ konszenzus fiiggvényre. Az alabbi axiémakat 1951-
ben Arrow fogalmazta meg.

Arrow axiéomak

1. "‘Egyetértés." Ha a megel6zi b-t minden profilban, akkor az ezt teszi F'(P')-ben
is.

2. "Fiiggetlenség az irrevelans alternativatol." Legyen A; egy tetszéleges részhal-
maza az alternativiknak. Ha egy profilt tgy modositunk, hogy minden egyén
sorrendje az A; elemei k6zott valtozatlan, akkor a konszenzus fliggvény ugyanazt
a sorrendet adja A; elemei k6zott az eredeti és a modositott profil esetében.

3. "Nincs diktator" Nincs olyan egyén, aki ha a-t b elé helyezi, akkor a konszenzus
fiiggvény is ezt teszi, fliggetleniil a tobbi egyén értékelésétsl.

Az Arrow axiémak az igazsdgossagot és az ésszertiséget probaljak megragadni.
Ezért aztan eléggé meglepd és némileg talan kiabrandito a kovetkezs tétel.

45. Tétel. (Arrow) Hat > 1 és |A| > 2, akkor nem létezik az 1-8 axiomdknak eleget
tevd konszenzus fligguény.

Bizonyitas: Feltessziik, hogy a konszenzus kielégiti az els6 és a masodik axiomat,
majd belatjuk ekkor van egy diktator. Legyenek a és b tetszéleges alternativak. Az
"a megel6zi b-t" kifejezést roviditsiik a > b-nek, mig az a > b jelentse azt, hogy a
nincs hdatrébb, mint b.

El6szor az mutatjuk meg, ha egy profilban minden szavazoénal els§ vagy utolsod
helyen van b, akkor a konszenzusban is elsé vagy utolsé lesz.” Tegyiik fel, hogy ez
nem igy van és léteznek a és c alternativak, melyekre a > b és b >. A 2. axiéoma
miatt ez marad a helyzet akkor is, ha minden profilban elérébb tessziik c-t a-nal.
(Persze, hisz b széls helyzete miatt nem érintjiik az ab illetve cb viszonyt.) Mivel a
rendezéstink tranzitiv, a > ¢, ugyanakkor az els§ axioma szerint ¢ > a, ellentmondas.

Megmutatjuk, hogy van egy n* szavazo, aki extrémen pivotélis abban az értelem-
ben, ha megvaltoztatja a hozza tartozo profilt, akkor b-t a konszenzus aljarol a tetejére
ropitheti. Vegyiik az a helyzetet, mikor mindenki utolsé helyre teszi b-t (a tobbiekre
vonatkozo dontése barmilyen). Az els¢ axioma miatt a konszenzusban is utolsé lesz b.

6 Arrow axiémainak sokféle egyenértéki leirasa van, itt az egyik legkézenfekvébbet kozoljiik.
"Azaz a sorrendek egyik részében, mondjuk a felében elss, a maradékban utolsé. Tehat a b elemet
az extrém értékelése bizonyosan extrém helyre sorolja.
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Valtoztassuk meg egyenként a sorrendeket az utolsorol az elsé helyre téve b-t! Legyen
n* az els6 szavazo, amelynek sorrendjének valtésa az élre helyezi b-t a konszenzusban
is. (Ilyen van, mert az els6 axioma miatt legkésébb a végén be kell ennek kovetkeznie. )
Jeloljiik P-gyel az utolso profilta mely még a b alternativa utolsé helyét eredményezi,
P, pedig a kovetkezd, amelyre a konszenzus fentiek miatt mar elsé helyre teszi b-t.

Allitjuk, hogy az n* szavazé diktator az olyan ac parokra, ahol sem a sem ¢ nem
b. (Vagyis az ilyen ac parok egymashoz vald elhelyezkedése a konszenzusban csak
n* sorrendjétsl fiigg.) Vegylik az ac par azon elemét (mondjuk a-t) alyik elérébb
van n* sorrendjében. Tekintslink egy P3 1j profilt, amelyet a P,-bdl nyeriink az a-
t b elé mozgatva az n* sorrendjében, az Osszes tobbi sorrendet pedig rendezziik at
tetszdlegesen, de meghagyva b extremaélis (els6 vagy utols6) helyen. A 2. axiéma
miatt a Ps-ra alkalmazott konszenzus a > b-t ad, hiszen a és b helye egymashoz
képest ugyanaz, mint P;-ben, amelyre a konszenzus b-t utolsé helyre, azaz a mogé
teszi. Hasonloan b > ¢ a P3 mellett, hisz a b és c relati elhelyezése megegyezik a Ps-
ben levével. A rendezés tranzitivitdsa miatt a > ¢, tehat tényleg csak n* sorrendjén
milik az a és ¢ konszenzusbeli sorrendje.

Végiil be kell latnunk, hogy n* diktator barmely ab parra. Ismételjiik meg a fenti
gondolatmenetet a b helyére egy ¢, a-tol és b-t6l kiillonbo6z6 elemet téve. Azt kapjuk,
van egy n, szavazo, akiknek diktator minden a3 parra, amire ¢ ¢ {«, }. Speciélisan
ilyenek az ab parok, tehat ezek konszenzusbeli sorrendjére csak n. lehet hatassal.
Viszont a P; és P, esetében lattuk, hogy n* is befolyasolja az ab part, igy csak a
n* = n. lehet&ség marad. 0

Megjegyzések: Arrow tétele ravilagit dontéshelyzetek bizonyos csapdaira. Egyik
gyakran megvalosulé megoldas a diktator, egy masik meg a valasztasi lehet&ségek
sziikitése kettGre, rosszabb esetben egyre. A harmadik pedig, hogy felkésziiliink a
csapdékra, és megprobaljuk feloldani a problémét minimalis igazsagtalansag aran.

8.1. Igazsagos osztozkodasok

Felmeriil az olyan osztozkodas amelyben az a cél, legaldbbis nyilvanosan, hogy min-
denki egyformén jol jarjon. Adott egy kupac aranypor, ezen szeretne osztozni két
aranyaso azzal a feltétellel, hogy egyforma rész illeti meg Gket, és a méasik hibaja mi-
att nem kaphatnak kevesebbet. Két jatékos esetén egy nagyon régi otlet, az aranydso
algoritmus megoldja ezt: az egyik kettéosztja a kupacot, a masik vélaszt beléle.

Altalanositasok. Felmeriil, hogy n < 2 ember osztozkodasat is megoldjuk. A mésik
irdny, hogy minden ember irigy is, és nemcsak 1/n-ed részt akar, de azt is, hogy az
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ové legyen a legnagyobb darab. Az is fontos, hogy az eljaras, amellyel ezeket a célokat
elérik, minél egyszertbb legyen. A felosztand6 kupac pedig egy C' korlatos, mérhetd
halmaz, amin adottak a p;, Lebesgue abszolilt folytonos mértékek és p;(C) = 1
minden i € {1,...,n}-re.

Mozgo6 kés. A legegyszertibb a holland aukciohoz hasonlo eljaras: hizzunk egy kést
C' folott balrél jobbra, és mikor valamelyik jatékos tgy tgy véli, hogy a baloldali
rész elérte az 1/n-et, kidltson fel, elviheti azt és kiszall a jatékbol. A maradékra
alkalmazzunk rekurzivan ugyanezt az eljarast.

Csokkentés. Allitsuk sorba a jatékosokat, és az elsé vagjon le egy H, szerinte 1 /n
mértékd darabot. Ezutan kérdezziik meg a méasodikat, hogy a levagott darab szerinte
nagyobb-e 1/n-nél. Ha nem, akkor nem lesz kifogésa, hogy az elséé legyen, ha igen,
akkor vagjon annyit, amennyivel tobb, azt tegye vissza a C'\ H-hoz, és innen az 6vé
lesz H maradéka. A eljarast folytatjuk a soron kiovetkezdkkel, kihasznélva azt, hogy
a mar megszolaltatott jatékosok szerint a tovabbadott maradék mértéke nem haladja
meg az 1/n-et. A részhalmaz utoljara vago jatékosé lesz, 6 kiszall, a tobbiek pedig
folytatjak ugyanigy.

Irigységmentes elosztas 3 személy esetén. Az aranyaso algoritmus nemcsak
igazsagos de irigységmentes elosztés is. John Selfrige és John H. Conway 1960-ban
megoldotta ezt n = 3-ra; lasd aldbb. Az n > 3 esetek nem egyszertiek, nincs bi-
zonyitva még az sem, hogy korlatos lépésben megoldhatoak. Legyenek a jatékosok
A, B és C, és amikor egy jatékos cselekszik akkor a sajat mértékét koveti.

Conway-Selfridge algoritmus, az n = 3 esetre.

1. El6szor A vagja harom egyenld részre a halmazt.

2. B levag a legnagyobb részbdl annyit, hogy két egyforma legnagyobb legyen. A
levagott részen késébb osztoznak.

3. C vélaszt egy darabot, majd B és A viszi az utolsét. Ha C nem vitte el a B
altal megvagott darabot, akkor B-nek kell ezt valasztania. Hivjuk V-nek, amelyikiiké
a vagott darab, a masik (B vagy C) legyen NV.

4. A 2. pontban levagott darabot ossza el NV harom egyenls részre.

5. A jatékosok elviszik a felvagott maradékot ebben a sorban: V', A és NV.

46. Tétel. A Conway-Selfridge algoritmus irigységmentes elosztdst ad.

Bizonyitas: Vilagos, hogy A nem irigy V-re, hisz még akkor sem lenne, ha V' kapja
meg az Osszes, a 2. pontban levagott részt. NV-re sem, hisz a 3. pontban vele
egyforma darabot kapott, az 5. pontban pedig megel6zi a valasztasban. A V' szintén
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nem irigykedhet; a 3. pontban az egyik legnagyobbat kapta, a levagott részbdél meg 6
vesz el6ként. Az NV szintén egy legnagyobbat kap a 3. pontban, a 4. pontban pedig
6 oszthatja egyenld részekra a maradékot. 0

Miel6tt ratérnénk az n-személyes irigység mentes elosztéasra, olyan elosztéast vizs-
galunk, ahol a vagasok szamat szeretnénk korlatozni.

Nyaklanc probléma. Két tolvaj akar megosztozni egy nyithaté nyaklancon, ame-
lyen n fajta dragaks van. Az i-edikbdl k6bdl 2a; darab, melyet fele-fele aranyban
kell osztani, hisz nehezen Gsszehasonlithatoak a nem azonos tipusi kévek. Mivel a
lanc maga is értékes, ezt a lehetd legkevesebb vigéssal szeretnék elérni. Ha az azonos
kovek egymas mellett vannak, akkor legalabb n vigas kell. West és Alon megmutatta,
hogy ez a legrosszabb eset.

47. Tétel. A nyakldnc probéma mindig megoldhaté n vdgdssal.

Bizonyitas: Attériink a folytonos problémara. Vegyiik az I = [0, 1] egység interval-
lumot, ahol a pontok az {1,...,n} szamok egyikével vannak szinezve és az egyszini
pontok halmaza mérhets. Egy 0 = yp < y1 < --- < vy, < yp41 = 1 sorozat r méretd
kettéosztds ha U{[y;,y;] : ¢ = 0 mod 2} ha minden szinhalmaz felét tartalmazza. A
nyaklanc kovei indukaljak [ szinezését egy skaldzassal. Egy lemmaval kezdjiik.

48. Lemma. A szinezett I intervallumnak van legfeljebb n méreti kettéosztdsa.

Bizonyitas: (48. lemma) Sziikségiink van egy mély topologiai eredményre, amit
Borsuk és Ulam adott. Jelolje S" az R"™! egységgombjének felszinét, azaz S" = {z €
R ||z|| = 1}.

49. Tétel. Legyen f : S* — R™ folytonos és f(z) = —f(—x). Ekkor van olyan
z € S", amelyre f(z) = 0.

Az intervallum egy szinezéséhez készitlink egy f : 8" — R" fiiggvényt. Ha 7 =

(z1,...,xp41) € S™, akkor legyen z(Z) = (20, ..., Znt+1) Y, hogy 20 =0, z; = > 1, =

2?2 minden j > 1 esetén. Legyen f;(Z) = S04 (2:/|2])m; (i), ahol m;(i) a j-edik szin
[2i—1, z;]-be es6 mértéke, 1 < j < n. Az f fiiggvény j-edik koordinataja legyen f;.
Ezzel az f folytonos, S™-et R"-be viszi, igy a 49. tétel szerint van olyan x € S™ amelyre
f(z) = 0. Legyen Z = U{[z;_1, 2] : x;/|z;] = 1}. Mivel f(z) = 0, Z kettéosztas, és

legfeljebb n vagést okoz. OJ

A 48. lemmabol kovetkezik a 47. tétel, hisz ha egy vagas rossz, azaz elvagna
egy 1 tipusu kovet, akkor egy mésik vagéas szintén elvag egy ilyet a parossag miatt.
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Ha egyszerre eltoljuk &ket, akkor csokkentheté a koveken dtmend vagasok széma,
indukcioval a nulléig. 0J

Megjegyzés. A 48. lemma m; strtségeit kicserélve folytonosan integralhato fiig-
gvényekre kaphaté6 Hobby és Rice egy régi tétele:

50. Tétel. A g1,...,9, : [0,1] — R fiiggvények folytonosan integrilhatéak. FEkkor
van olyan 0 = zp < 21 < -+ < 2z, < 2z =1 és 6; € {—1,1}, 1 <i < n+1, hogy
Z?:f 0; f;il g; = 0 minden 1 < k <n.

Erre tamaszkodva bizonyithato irigységmentes, s6t, teljesen egyenld elosztas létezése
8

is.
51. Tétel. A C korldtos, mérheté halmaz felbonthats {C;}*_, halmazok diszjunkt
unidgjdra gy, hogy p;(C;) = 1/n minden 1 <1, j < n esetén.

Bizonyitas: Befoglalva C-t egy elég nagy dobozba és egy mozgé hipersikkal elvagva
visszajatszhatjuk az elosztast az I = [0, 1]-re, amin a u; mértékek g; stirtségfiiggvényt
indukalnak. Ha n = 2%, akkor a 50. tétel tobszori alkalmazasa adja az eredményt.
Ha n nem kettShatvany, akkor végezziik el az osztast 2¥-ra, ahol n < 2% és k min-
imalis, osszunk szét n részt, és a maradékra rekurziven folytassuk. A maradék pu;
mértéke minden lépésben legalabb felez6dik és nulldhoz tart. A jatékosok végss része
megszamlalhato sok mérhetd, és csupa egyforma mértékd, halmaz unidja lesz. 0

8Sajnos véges megvalositasa az nem.
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