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Eloszo

A jegyzet a Szegedi Tudomdanyegyetemen eldadott hasonlé cimii kurzuson alapul illetve annak
segédanyaganak szantuk. A Grdfelméleti algoritmusok MSc kurzus, amely el6tt diszkrét mate-
matika, grafelmélet, operdcidkutatds, sztochasztika, stb. kurzusok hangzanak el. Ezek részletes
ismeretét nem feltételezziik, ugyanakkor a felmeriil6 problémadikat csak vazlatosan kezeljiik. Az
anyagot viszont kibovitettiik, hogy az azonos cim@i PhD kurzushoz is haszndlhat6 legyen.

A grafelmélet az alkalmazasokbdl sziiletett és az alkalmazdsok jelolték ki a fejlédésének az
irdnyait. Ez hol kiilonboz6 grafparaméterek kiszamitdsat, hol szerkezeti problémak megoldasat
célozta. Valtozott a konkrét input grafok kore is, sikgrafok, perfekt grafok, véletlen vagy éppen
kisvilag grafok kaptak kiemelt figyelmet.

A teriilet megitélése is sokat valtozott a kezdetek 6ta. Euler még a matematika részének sem
tekintette, Whitehead is csak alig, mondvan "scum of topology." Az eltelt években viszont a grafok
Osszefonddtak az optimalizalds, geometria s6t a szdmelmélet alapvetd kérdéseivel, igy a szerepiik
még a tiszta matematikdban is vitathatatlan.

Mi alapjdban a kiilonbozé modellekben felhaszndlhaté algoritmusokra és struktirakra koncent-
ralunk, nem sziikségképpen a klasszikus elméletre.

Mind torténeti mind algoritmikus szempontbdl az elsd helyen a grafok kiillonb6z6 6sszefiiggd-
sége, bejarasai és a feszit6fak fogalmai allnak. Ezek segitségével meglepden sok probléma oldhaté
meg, melyek egymassal latszélag kevés rokonsdgban allnak.

A halézati folyamok és a linedris programozds kapcsolata az egyik elsd rendezd elv, amely
sok fontos eredmény kozott teremt kapcsolatot. Hasonld szerepet jatszik a matroidok és a perfekt
grafok fogalmai, melyet szintén érintiink. Kitériink még néhany a véletlenekkel, sikgrafokkal,
adatbdnydszattal stb. kapcsolatos problémara.

A jegyzet elkészitéséhez elsdsorban sajat eldadds és gyakorlat jegyzeteinket, tovabbd a jegyzet

végén hivatkozott szakirodalmat hasznaltuk fel.
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1. fejezet
Bevezetés

A formélis definiciok el6tt 1assuk, mik motivéljdk a bevezetendd fogalmainkat. A XVIII. szdzad-
ban vetddott fel az Un. Konigsbergi probléma, melyet Euler 1736-ban altaldnosan is megoldott.
Konigsberg védrosat a Pregel foly6 osztotta részekre, melyet az dbran lathaté médon kotottek ossze
hidak. Felmeriilt a kérdés, lehet-e olyan sétit tenni, amelyben minden hidon pontosan egyszer

haladunk at.

A probléma nyilvanvaléan ekvivalens azzal, hogy a jobboldalon 4ll6 objektum lerajzolhaté-e
egyetlen vonallal (azaz a ceruza felemelése nélkiil). Az ilyen objektumokat, melyek pontokbdl és
az Oket 0sszekotd vonalakbol, élekbol dllnak nevezziik majd grdfnak. Konnyen lathaté kiilonben,
hogy a probléma megoldhatatlan, mert harom olyan pont van (1, 3 és 4), amelyhez pératlan szdmu

él csatlakozik. Ezt dltaldban is igen hasznos elnevezni; egy x ponthoz csatlakozé élek szama az x
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pont fokszdma. Az élekre iranyitast tehetiink, pl. ha olyan uthal6zatot modelleziink, ahol egyiranyu

utak is el6fordulnak.

Y

Ezt a felfogést tovdbbvive (azaz uthédl6zatnak tekintve a grafot) felmeriil a pontok kozti tavolsig
kérdése, illetve egy x és y pont kozotti legrovidebb it megkeresése. El6fordul, hogy a grafok éleire
szamokat frunk. Ezzel jelolhetjiik az adott €l hosszdt, esetleg atereszt6 képességét kapacitdsdt vagy

éppen koltséget.

A fenti dbréan, ha a szdmokat tadvolsdgként interpretaljuk, x és y kozt a legrovidebb ut az (x, u,
w, 1Y), hossza 3. Ha kapacitdsként, akkor az x-bdl y-ba 2 egységnyi anyag széllithaté6 maximalisan.
Jelenthetnek a graf pontjai egy adott helyzetben alternativakat is, ahol az ,,x jobb, mint y”-t egy
y — « iranyitott éllel jeloliink. Hasznélhatjuk a grafokat térképszinezésre, raktarozasi problémak
vizsgalatéra (1asd kromatikus szdm), vagy munkafolyamatok szétosztasara (1asd pdrositds), és ezen

feliil ezer mas probléma modellezésére. Lassuk hat a példdink 4ltal sugallt fogalmak definici6jat!
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1.1. Grafelméleti alapfogalmak

Egy G grifegy G = (V(G), E(G), I(G)) harmast jelent, ahol V(G)-t a graf pontjainak, E(G)-t
pedig a graf éleinek nevezziik. I(G) egy fiiggvény, mely G éleihez GG pontjainak egy, vagy két
elem( rendezett vagy rendezetlen halmazait rendeli. Szemléletesen a GG graf egyes pontjait élek
(irdnyitott vagy irdnyitatlan) kotik 0ssze. Megengediink tovabba tobbszoros éleket és hurkokat is.

Az utébbin természetesen olyan e € I(G) élt értiink, amelyhez rendelt halmaznak egy eleme van.

Egy hurokél mentes G graf pontjanak fokszdmdn azon élek szamat értjiik, amelyekhez I(G)
a v-t tartalmaz6 halmazt rendeli, a jele d(v); masképp mondva d(v) a v csidcsra illeszkedd élek
szdma. Tetsz6leges G graf esetében a hurokéleket dupldn szadmitjuk be a fokszdmba. Irdnyitott
grafok esetén megkiilonboztethetjiik a befutd és a kifuto éleket, ezek szamat d_(v) és d(v) jeloli.
Természetesen d_(v) + d4.(v) = d(v).

Az I(G) éaltal az e € E(G) élhez rendelt = és y pontot (ha kételemid halmazrdl van sz6)

az e él osszekoti, vagy x és y illeszkedik az e €élre. Tovabba k hossza sétdnak nevezziink egy

(r1,€1,..., €k Tpr1) sorozatot, haz; € V(G), 1 =1,...,k + 1, valamint az e¢; € E(G) 6sszekoti
xi-t és xiyq-et, hai = 1,... k. Az elGbbi séta irdnyitott, ha az e;-hez x; és x;11 az (x;, Tiy1)
irdnyit4ssal van hozzarendelve. Ha a sétdban z, . . ., x5 kiilonbozbek, akkor utrol, ha xq, . . ., xy

kiilonbozdek és x1 = w1, akkor korrdl beszEliink. (Irdnyitott séta esetén irdnyitott titrol, illetve

irdnyitott korrol.)

Beszélhetiink siilyozott grafokr6l. Egy pontsiilyozds alatt egy w : V(G) — R, mig élsiilyozds
alattegy w : E(G) — R fiiggvényt értiink. Egy S halmaz siilya, w(S) := > c w(z). Az élsilyo-
zott G grafban egy (x4, eq,. .., ek, Txy1) Gt hossza Zle w(e;). (A w jelolés helyett tobbnyire (-et
haszndlunk, ha tdvolsdgot vagy valamilyen als6 korlatot, c-t ha koltséget, és u-t ha egy kapacitds

fels6 korlatjat kivanjuk jelolni.)

Azt mondjuk, hogy H a G gréf részgrdfjaha V(H) C V(G) és E(H) € E(G)n (V§7).

Egy G graf osszefiiggd, ha barmely két pontja kozott van at. Jeloljik x ~ y-nal ha x és y
pontok kozoétt van it. Konnyen beldthatd, hogy ~ ekvivalenciarelacié. A ~ 4ltal meghatarozott
ekvivalencia osztalyokat a graf komponenseinek nevezziik. Ha barmely két pont kozott irdnyitott
ut is van akkor a graf erdsen osszefiiggd. Ha x = y-nal jeldljiik két pont kozott az oda-vissza
(irdnyitott) elérhetdséget, akkor = ekvivalenciareldcid, és az éltala meghatarozott ekvivalencia

osztalyokat a graf erdsen osszefiiggd komponenseinek nevezziik.
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1.1.1. Tovabbi alapvet6 fogalmak

A G graf pontjainak egy S halmaza fiiggetlen, ha S elemeit nem koti 6ssze él. Egy fiiggetlen S
halmaz mag, ha minden x € V(G)\S estén van olyan y € S, melyre (y, x) € E(G).

Egy GG graf pontjainak K részhalmaza klikk, ha K barmely két pontja dsszekotott.

Egy M C E(G) halmazt pdrositdsnak neveziink, ha barmely = € V(G) M-nek legfeljebb egy
elemére illeszkedik. M maximdlis, ha nem bdvithetd, s teljes, ha minden = € V(G) pontra van
olyan e € M, hogy z illeszkedik az e élre.

Egy G graf kromatikus szdma, x(G), azon szinek szimanak minimuma, melyekkel kifesthetd

a graf ponthalmaza Ggy, hogy az egymadssal 0sszekotott pontok kiilonbozé szintiek.

1.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy G grdf esetén

, ahol |E| az élek szdma;

LY d(w)=2|E

veV(G)

2. a pdratlan fokii csiicsok szdma pdros.

1.2. Feladat. Egy utat Euler-tutnak neveziink, ha a grdf minden élén pontosan egyszer halad dt. A
zdrt Euler-utat Euler-kornek hivjuk. Bizonyitsuk be, hogy

1. Egy grdfban van Euler-iit akkor és csak akkor, ha osszefiiggd és legfeljebb két pdratlan fokii

pontja van.

2. Egy grdfban van Euler-iit akkor és csak akkor, ha dsszefiiggd és minden fokszdm pdros."

1.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy grdfban minden fokszdm 4-gyel oszthato. Két jdtékos, legyenek
Epit6 és Rombold, felvdltva vesz el (tirol vagy foglal el) éleket magdnak a grdfbol. Mutassuk meg,

hogy az Epit6 minden csiicsndl a fokszdm legaldbb 1/4-ét meg tudja szerezni.

1.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy piros és kék élek vannak egy G grdfban, minden pontban megegyezik
a szamuk. Ekkor van olyan Euler kor (Osszefiiggdség esetén) amelyben a kék és piros élek valtjak

egymadst.

'Ebbél rogton kapjuk a megoldast a Konigsbergi problémara is.
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1.2. Fak

Egy G graf fa ha 6sszefiiggs, de barmely e élét elhagyva a maradék G\ e graf mar nem osszefiiggd.

1.1. Tétel. Egy n pontii G grdfra az alabbi tulajdonsdgok ekvivalensek:
(i) G fa (azaz dsszefiiggd és kormentes).
(ii) G 0Osszefiiggd, és barmely élt eltdvolitva G-bdl a maradék grdf mdr nem osszefiiggo.
(iii) G kormentes, de egy tetszbleges éllel bovitve az E(G) élhalmazt, mdr keletkezik kor.

(iv) G kormentes, ésn - 1 éle van.

(v) G Osszefiiggd, ésn - 1 éle van.

1.5. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.1 tételt.

1.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy fdaban minden x, y pontpdr esetén pontosan egy x — y lit

van.

Egy fa egyfokud pontjait a fa leveleinek nevezziik. A késdbbiek szempontjabdl fontos lesz a

kovetkezd lemma.
1.1. Lemma. Minden T fdra, ha |V (T)| > 2, akkor van legaldbb két elsdfokii pontja.

A fakra minimalis 6sszefiiggd grafokként gondolva a kovetkez6 fogalom bevezetése kézenfekvd.
Egy T részgraf G-ben feszitdfa, ha T faés V(T) = V(G).

Ha egy T fa esetén megadunk egy r € V(T kitiintetett csticsot akkor gydkeres fanak nevez-
ziik. Ez az r csidcs egyértelmiien meghatdrozza a T fa kovetkez§ irdnyitdsat: minden (z,y) él

kezddpontja legyen az r-hez kozelebbi cstcs z és y koziil.

1.3. Grafreprezentaciok

A grafokat lerajzoldsukon? til kiilonboz6 médokon reprezentilhatjuk, illetve tdrolhatjuk a szdmito-

gépen. Fontos szempont a taroldsndl, hogy az adott adatszerkezet hogyan viselkedik a grafelméleti

2Fontos megjegyezni, hogy egy ,.iigyes” lerajzolds nagyon sokat tud segiteni grafok vizsgalatanal. Erre latni fogunk

példakat a grafalapu adatbanydszati modszerek targyaldsandl.
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algoritmusok komplexitdsa szempontjabdl. Az aldbbiakban néhany lehetséges reprezentacidt mu-
tatunk be, igy mint a szomszédsagi és pont-€l illeszkedési matrix, az éllista €s szomszédsagi lista.
Csupén emlités szintjén tériink ki az egyes reprezentaciok haszndlatdnak el6nyeire és hatranyaira.
Végiil definidljuk egy graf Laplace-matrixat és kimondjuk Kirchoff tételét egy graf feszit6fainak

szamarol.

1.3.1. Egyszeri reprezentaciok

A grafokat nagyon elegansan reprezentdlhatjuk a lerajzoldsukon kiviil kiillonb6z6 matrixok segitsé-
gével is. Szamunkra a legfontosabbak az incidencia vagy illeszkedési mdtrix és az adjacencia vagy
szomszédsdgi mdtrix. Egy irdnyitott graf incidencia matrixa a kovetkez6képpen konstrudlhat6: G
minden = € V(G) pontjdhoz tartozik a matrix egy sora, és minden e € E(G) éléhez egy oszlopa.
Az x-hez tartozé sor és e-hez tartoz6 oszlop keresztez6désébe +1 keriil, ha e az z-be befutd, —1,
ha e az x-bdl kifutd €1, mig 0, ha e nem illeszkedik z-re. Az egyszerliség kedvéért az adjacencia
matrixot irdnyitatlan, tobbszoros éleket és hurokéleket nem tartalmazé grafra definidljuk. Ez egy
négyzetes matrix |V (G)| sorral (és oszloppal), ahol a sorokat és oszlopokat egy rogzitett sorrend-
ben rendeljiik a graf pontjaihoz. Egy sor és oszlop taldlkozdsdban 1 van, ha a megfelel pontok

ko6z6tt van él, 0 kiilonben.?

Példak:
1 e 1
€1 €2 €3 €4 €5 .
1|-1 O -1
2 - 0 es es Yeo
3
4 0 -1 -1
4 63> 3

3Lathato, hogy irdnyitatlan grafok szomszédsigi matrixa szimmetrikus. Megjegyezziik tovabbd, hogy irdnyitott
grafok szomszédsagi matrixdnak egy lehetséges megadasa, ha a matrix adott sor/oszlop eleme 1 akkor és csak akkor,

ha a sort reprezentdld cstcsbdl vezet irdnyitott él az oszlopot reprezentdld pontba.
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1 2 3 45 1 5
110 1.0 0 O
211 01 10
3/0 1 0 1 O ;
410 1 1 0 1
50 0 01 0
5 4

s s 2

Tarolds szempontjabol fontos fogalom a graf, illetve szomszédsagi matrix siriisége, ami ira-
nyitatlan esetben p = 2|E|/|V|?, irdnyitott graf esetén pedig p = |E|/|V|?. Tekintsiink egy n
pontd fat, melynek |E| = n — 1 éle van. Ha ezt a szomszédsagi matrixaval reprezentdlnank, akkor
n? bitet kellene letdrolnunk, amit egy fa esetében tilzdsnak érezhetiink. A kovetkezd, kompaktabb
reprezentdciok megaddsa természetesnek tlinik.

Egy G gréfot leird szomszédsdgi lista a graf minden x € V(G) pontjdhoz felsorolja, hogy kik
x szomszédai. Egy | F| élet tartalmaz6 G (irdnyitatlan) graf éllistdja pedig pedig egy egyszerd lista,

mely azokat a pontpérokat tartalmazza soraiban, melyek kozt van é1.*

Példa:
Csucs | Szomszédok
1 > 1 2
2 3,4
3 2
4 12,5 3
5 4

Bllista: {(1,2), (2,3),(2,4), (4,5)}

*Iranyitott esetben egy sor els6 eleme lehet az él kezdd-, masodik eleme pedig az él végpontja. Stlyozott grafok is

egyszertien megadhat6 igy egy olyan lista segitségével mely harmasokat tartalmaz.
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Az egyes reprezentaciok €s grafelméleti algoritmusok hatékony implementacidjanak kapcsola-
tdra nem tériink itt ki, de az alabbi tabldzatokban roviden Osszefoglaljuk az egyes reprezentdciok

tarigényét (ha a grafnak n pontja és m éle van), illetve néhany eldnyiiket és hatranyukat.

Tarigény osszehasonlitas

Reprezentacio Tarigény | # Nem nullak | Strtség | Megjegyzés

Incidencia matrix O(mn) O(2m) 2/n Nem hatékony

Adjacencia matrix O(n?) O(m) m/n? | Hatékony siir(i grafok esetén
Szomszédsagi lista | O(m + n) 0 1 Hatékony ritka grafok esetén
Ellista O(m) 0 1 Hatékony ritka grafok esetén

Elonyok és hatranyok

Reprezentacio Elonyok Hatranyok
Incidencia matrix | Szép elméleti tulajdonsidgok Gyakorlatban nem hatékony
Adjacencia métrix | Elkeresés O(1) id6ben Szomszédok listdja O(n) idGben

Szomszédsagi lista | Szomszédok listdgja O(d(v)) idSben | élkeresés O(d(v)) idGben

Ellista Egyszerd, kis tarigény élkeresés O(m) idGben

1.7. Feladat. Hatdrozzuk meg egy grdf hdromszogeinek szamdt a szomszédsdgi mdtrixdnak segit-

ségével.

1.8. Feladat. Hatdrozzuk meg egy grdf barmely két pontpdrja kozti k kosszu utak szdamdt a szom-

szédsdgi mdtrixdnak segitségével.

1.3.2. Graf Laplace-matrixa és a Kirchoff-tétel

Végiil a grafok egy rendkiviil hasznos reprezentdcidjat mutatjuk be, melynek motivacidja elsésor-
ban az algebrai grdfelméletbdl és a grdfok spektrdl elméletébdl ered. Ezeket itt nem targyaljuk,
csak egy szép és fontos eredményt, Kirchoff tételét ismertetjiik.

Legyen GG egy egyszer( (azaz hurokél, parhuzamos €l mentes és 6sszefiiggd) n cstcsu graf,
melynek szomszédsagi matrixa A. Ekkor G Laplace-mdtrixa L. = D — A, ahol D egy diagondlis

matrix mely a csticsok fokszdmat tartalmazza; vagyis D;; = d(v;) = > 7, Ay és Dy = 0, ha
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i # j.> Néhdny fontos tulajdonségat emeljiik ki a Laplace-matrixnak, bizonyitds nélkiil.
1.1. Allitas. Legyenek \og < A\ < --- < \,_1 az L mdtrix sajdtértékei. A kovetkezdk teljesiilnek:
(i) L szimmetrikus,
(ii) L pozitiv szemidefinit (azaz \; > 0, Vi),
(iii) L minden sor- és oszloposszege O,

(iv) Ao = 0, mivel vy = (1,1,...,1) esetén Lvy = 0 teljesiil. Ebbdl az is kovetkezik, hogy L

szinguldris;

(v) L \g = 0 sajdtértékének algebrai multiplicitdsa a G grdf osszefiiggd komponenseinek szd-

mdval egyenlo.

Végiil kimondjuk Kirchoff tételét egy graf feszit6fdinak szdmarol.

1.2. Tétel (Kirchoff). Legyen G egy n pontii osszefiiggd grdf és \i, Ao, . .., A\n_1 a Laplace-mdtrixdnak

nem nulla sajdtértékei. Ekkor G feszitofdinak szdma

1
t(G) - E)q)\g e )\n_l.

Megjegyzés: Lattuk, hogy L matrix szingularis, ugyanakkor barmely j-re (j = 1,2,...,n) L
j-edik sorét és oszlopat elhagyva a kapott L (n — 1) x (n — 1)-es matrix nemszingularis, s&t,
det(L) = M As . .. Ao_1. Ez pedig azt jelenti, hogy a feszitéfak szama polinom idében kiszamitha-
t6. Megjegyezziik tovabbd, hogy a tétel a Cayley-tétel dltalanositisa, mely szerint az n pontu teljes

graf feszit6fainak szama n" 2.

1.9. Feladat. Egy n x n mdtrix minden oszlopa kiilonbozo. Mutassuk meg, hogy a mdtrixbol

elhagyhato egy sora gy, hogy ez a tulajdonsdg megmaradjon.
1.10. Feladat. Bizonyitsuk be az 1.1 Allitds pontjait.

1.11. Feladat. Kirchoff tételét haszndlva bizonyitsuk be Cayley-tételét, miszerint az n pontii teljes

grdf feszitofdinak szdma n" 2. Mutassuk meg ezt a Priifer kéd segitségével is.

A Laplace-mitrix természetesen definidlhaté irdnyitott, illetve silyozott grafok esetén is, itt ezekre az esetekre

kiilon nem tériink ki.
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2. fejezet

Grafbejarasok és alkalmazasaik

Legyen adott egy G = (V, E) graf (irdnyitatlan vagy irdnyitott, tovdbba legyen |V | = n és |E| =
m) és egy kijelolt pontja (amit gydkérnek neveziink) » € V(G). Arra vagyunk kivancsiak, hogy
minden pont elérhetd-e r-bdl a graf éleit hasznald tton. Szeretnék megadni az r-bdl elérhetd
pontokat, tovdbba megadni az ttvonalat is. Konnyen meggondolhatjuk, hogy ezen utak halmaza

egy r gyokerd fa.

A fejezetben két alapvetd algoritmus, a szélességi- és mélységi bejards néhany alkalmazasat

ismertetjiik. Ezek alapos ismeretét kordbbi kurzusok alapjan feltételezziik.

Szélességi- és mélységi bejaras

Az altalanos bejarasi algoritmus a kijelolt » pontbdl indul, ez lesz egy fa gyokere és bekeriil egy
L listdba. Az algoritmus minden iterdcidban kivalaszt egy pontot L-bdl, kivéalasztja egy grafbeli
szomszédjat (irdnyitott esetben egy kimend élen vett szomszédot), ha ilyen 1étezik, és beteszi L-
be. Ez addig folytatédik, amig minden pont vizsgélatra nem keriil. A szomszéd kivélasztdsanak
mechanizmusa teszi a kiilonbséget az egyes bejarasi algoritmusok kozott. Itt feltételezziik a két
alapvet6 modszer, azaz a szélességi bejdards (Breadth First Search) amely az un. first-in-first-out
(FIFO) stratégiat alkalmazza a szomszéd kivalasztasara, illetve a mélységi bejdrds (Depth First
Search) ami az un. last-in-first-out (LIFO) stratégiaval operal, ismeretét. Ezek részletes ismertetése
helyett alkalmazdsokat mutatunk be. Megjegyezziik, hogy mindkét algoritmus futdsi ideje O(n +

m).
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2.1. Néhany egyszerti alkalmazas

Szélességi-, illetve mélységi bejardst alkalmazva egy graf szamos tulajdonsiga egyszeriien tesztel-
hetd, erre mutatunk néhany példat.

Egy n pontd G irdnyitott graf erGsen osszefiiggbsége O(mn) id6ben megtehetS. Ehhez indit-
sunk minden pontbdl egy bejarast (barmelyiket). Ha van olyan pont, ahonnan indulva a bejaras
nem érinti a graf minden pontjat, akkor a graf nem erdsen Osszefiiggd, kiilonben igen. Sot, ennél
tigyesebbek is lehetiink és O(n +m) algoritmust is megadhatunk. Ehhez inditsunk egy tetsz6leges
v € V(G) pontbdl egy bejardst és nézzilk meg, bejartuk-e az dsszes pontot. Ha nem, akkor kész
vagyunk, ha igen, akkor forditsuk meg a graf 6sszes élének irdnyat, és inditsunk egy bejarast v-bol.
Annak igazoldsat, hogyha a médsodik bejdrast is eléri az sszes pontot, akkor G erdsen Osszefiig-
g0 az olvasora bizzuk. Irdnyitatlan grafokra az 6sszefiiggdség eldontése még egyszeriibb, elég az
el6z0 tesztet elvégezni egyetlen, tetszSleges pontbdl inditva az algoritmust.

Robert Tarjan adott egy algoritmust (1972), mely egy irdnyitott graf erdsen Osszefiiggd kompo-
nenseit adja meg mélységi bejarassal. Egy tetszéleges pontbdl mélységi bejarast inditunk. Amikor
ez ledll (nincs olyan pont, aminek a ki-szomszédait nem jartuk még be), akkor a bejart pontok egy
erGsen Osszefliggd komponenst alkotnak. Ezutdn egy tetszSleges nem bejart pontot valasztva és
abbdl djabb mélységi bejarast inditva folytatjuk az eljardst, egészen addig, amig van nem bejart
pont.

Azt mondjuk, hogy egy graf kormentes (vagy aciklikus), ha nem tartalmaz kort. A kdrmentes-
ség ellendrzése O(n-+m) idSben ellendrizhetd. Ehhez inditsunk szélességi bejarast egy tetszGleges
pontbdl. Ha az algoritmus sordn taldlunk olyan €lt, ami egy mar bejart ponthoz kapcsolddik, akkor

a graf tartalmaz kort.

2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a szélességi keresés dltaldaban ,,gyorsabban” donti el egy grdf

kormentességét (azaz ha van kor, azt hamarabb taldlja meg), mint a mélységi keresés.

Egy G = (V, E) gréf pdros (vagy kétrészes), ha V(G) két diszjunkt halmazra bonthaté vgy,
hogy minden él egyik végpontja az egyik halmazban, mésik végpontja a masik halmazban van.
Az, hogy egy graf paros-e O(n + m) idGben ellenSrizhetS. Ehhez fel kell haszndlnunk az aldbbi

lemmat.

2.1. Lemma. Egy grdf pdros grdf akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz pdratlan hosszu kort.
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Ennek ismeretében, egy tetszOleges pontbdl mélységi bejarast inditva azt kapjuk, hogy két
azonos szinten' 1év6 pont kdzott van él, akkor a graf tartalmaz pératlan kort, vagyis nem kétrészes.

A lemma bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.

2.2. Feladat. Egy G grdf eldjelezett, ha az élei +1-el cimkézettek. Az A, B egy stabil felbontdsa
V(G)-nek, ha A és B belsejében futé élek +1, a kiztiik levék pedig —1-el cimkézettek. Mutassuk

meg, hogy akkor és csak akkor van stabil felbontds, ha minden korben pdros sok —1 van.
2.3. Feladat. Vezessuk vissza a 2.1 Lemmadt a 2.2 Feladatra.

2.4. Feladat. Feladat: Legyen az m X n-es A mdtrix egy G grdf él-csiics illeszkedési mdtrixa
GF(2) felett, T pedig a csupa egyesekbdl vektor. Mutassuk meg, hogy G pdros akkor és csak akkor,
ha az Az = 1 megoldhaté GF(2)-ben.

2.2. Robbins tétele

Erdekes kérdés, ha adott egy G irdnyitatlan, 6sszefiiggd graf, akkor irdnyithatk-e az élei tigy, hogy
a kapott irdnyitott graf er6sen Osszefiiggd legyen. A kérdést gyakorlatiasan ugy is feltehetnénk,
hogy egy varos Osszes utcdjit egyiranyuva tehetjiik-e ugy, hogy a varos barmely két ,,pontja”
kozott megmaradjon az elérhetdség. A probléma vizsgalatdhoz az 0sszefiiggdség fogalmat kell
altalanositanunk.

Azt mondjuk, hogy egy graf kétszeresen élosszefiiggd, ha 6sszefiiggd, és barmely €lét elhagyva
tovabbra is Osszefiiggd marad. Egy e € E(G) élt elvdgo élnek vagy hidnak neveziink, ha G \ e
grafnak tobb komponense van, mint G-nek. Azaz egy graf kétszeresen élosszefiiggd, ha nincs

27 2

benne elvagé él. Az eredeti kérdésiinkre a vdlaszt a kovetkezd tétel adja.

2.1. Tétel (Robbins). Egy G osszefiiggd grdf akkor és csak akkor irdnyithato erdsen dsszefiiggd

grdffd, ha nincs benne elvdgo él.

Bizonyitas. Ha van elvagé él, akkor azt barhogy irdnyitva a graf nem lesz erésen Osszefiiggs.
Ha nincs benne elvagoé €l, akkor alkalmazzunk mélységi bejarast a graf egy tetszéleges pontjabol
inditva. A bejards altal kapott feszitdfa éleit irdnyitsuk dgy, hogy a gyokérbdl indulva minden pont
kordbban bejart pont felé mutasson. Ellendrizhetd, hogy igy kapott irdnyitdssal a grafunk er6sen

Osszefiiggs lesz. 0

'Vagyis a gyokértdl vett tavolsaguk a bejaras soran keletkez8 fiban azonos.
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2.3. Foldrajzi jaték, Slither

A normdl foldrajzi jatékban” olyan foldrajzi fogalmakat mondanak felvaltva a jatékosok, amelyek
az el6z0 sz6 utolso betlijével kezdddnek. Kétszer nem hasznalhat6 egy sz, és aki nem tudja foly-
tatni, az veszit. Ennek kézenfekvd absztrakt véltozatdban egy G irdnyitott graf pontjain 1épegetiink
felvaltva, adott vy pontbdl indulva, az élek mentén. Egy pont csak egyszer latogathatd, és aki nem
tud 1épni, az veszit. Az éltaldnos eset nagyon nehéz, egy specidlis jatékra valé visszavezetése
megtaldlhaté példaul P.A. Jatékelmélet jegyzetben [12].

A foldrajzi jaték egy valtozata an un. dltaldnositott Slither. Itt az elsd jatékos kezddlépése a
G egy vy pontjanak a kivalasztdsa, majd a masodik folytatja a jatékot vy-bol. Ennek a jatéknak a
specidlis esetei is érdekesek, lasd [10] 8. fejezet 8. és 9. probléma. A kovetkezd tétel (iii) pontja
egy Ujabb alkalmazdsat mutatja a grafbejarasnak. A tétel tobbi pontjanak bizonyitdsa megtaldlhat6

példaul P.A. Jat€kelmélet jegyzetében.

2.2, Tétel. A kovetkezd dllitdsok igazak.

(i) Tegyiik fel, hogy G kormentes. Ekkor az elsd jdtékos nyer, és megadhatok azok a pontok
melyekkel kezdve nyerhet.

(ii) Tegyiik fel, hogy van olyan vy € V (G), melyre d_(vy) = 0, azaz vo-ba nem fut él. Ekkor az

elsd jdatékosnak van nyerd stratégidja.

(iii) Egy tetszdleges G irdnyitott grdfra mdsodik jdtékos nyer akkor és csak akkor, ha G minden

erdsen 0sszefiiggd komponensében jdtszva is nyerne.

(iv) Egy szimmetrikus G grdf* esetén az elsd jdtékos pontosan akkor nyer, ha a G grdfban nincs

teljes pdrositds.*

Bizonyitas. (iii) Haszndljuk a tényt, hogy G ponthalmaza felbomlik ersen 6sszefiiggd kompo-
nensek unidjdra és a C;, C; (i # j) komponensek kozott az élek egyirdnyban hizédnak.” Egy
komponensben vesztés vagy az egész jatszma vesztését jelenti, vagy kényszert egy masik kompo-

sz 7z

nensbe elsdként torténd belépésre. Ha van olyan komponens, ahonnan jatszva az elsd jatékos nyer,

2N4lunk inké4bb az ,,0rszag, varos, fiu, lany" néven ismert.

3@ szimmetrikus, ha az (z,y) € E(G) = (y,z) € E(G).

4Egy parositds teljes, ha a graf minden pontjat lefedi.

Az erbsen osszefiiggd komponenseket egy pontra és a koztiikk hiizédé éleket egy élre dsszehizva keletkezik a

kondenzdlt grdf, C(G). Ez kdrmentes.
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akkor vegye a C'(G)-ben egy levélhez (1 befoki, O kifokd pont) legkozelebb esé ilyen C; kom-
ponenst. Jatssza ezen a C;-hez tartozé nyerd stratégidt. A mdasodik jatékos vagy veszit a C;-ben,
vagy 4tlép egy olyan C; komponensbe, ahol mar az mdsodik jatékosnak van nyerd stratégidja; ezt
viszont az elsé jatékos ellopja t6le. Ha barmely C; komponensben nyer a masodik jatékos, akkor

persze nyer GG-ben, mindig az aktudlis C;-beli nyerd stratégiat kovetve. U

2.4. Train sets

A train set vagy vonathalmaz fogalma a topologiabdl ered, de jol értelmezhet a terepasztalokon
megvaldsithato jatékra is. Két sin nulla fokos szogben taldlkozhat, és a vonat egyik iranybdl ér-
kezve mindkettSre ratérhet, mig a masik irdnybdl mindkét sinrdl a kitiintetettre vezet az ut. Kérdés

lehet, mely része jarhato be a rendszernek?

g
e f
€ 7 c
9
Egy train set. Kitiintetett graf. Féazisgraf.

Az 4bra baloldalan egy konkrét palya lathatd. Kozépen ennek a palyanak egy reprezenticidja
kitiintetett (designated) grdf formaban. Ebben a sinek taldlkozdsa egy csomodpont, amelyiknek az
egyik élét a ponthoz kozel megjeloljiik egy kis vonallal. Mégpedig azt az élt, amelyen elhagyhatjuk
a pontot, ha a két m4sikbdl érkeztiink.°

Konnyen lathat6, hogy mig a kitiintetett graf hasznos a probléma leirdsdban, nem tamogatja
megfelelen az algoritmusokat. Ehhez egy mdsik grafot szdrmaztatunk, ez a fdzisgrdf, 1asd az
abra jobboldala. A Kkitiintetett graf éleit irdnyitjuk (jelen esetben mindet felfelé) és az adott élen
haladé vonatrél nem pusztian azt rogzitjiik, hol van, hanem azt is, hogy melyik irdnyba megy.
Ennek megfelelGen a fazisgraf pontjai a kitiintetett graf éleinek normdl és ellentétes irdnyitdsainak
felelnek meg (e ill. €); ezek a fazisok. A fazisok kozti lehetséges dtmeneteknek felelnek meg a

fazisgraf élei.

®Egy (7, 1) élen lehet két jelolés is, ha az z-ben és y-ban is kitiintetett.
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A fazisgraf (', ..., C, erbsen Osszefliggd komponensei felelnek meg azon dllapotoknak, me-
lyek egymasbdl kolcsonosen elérhetéek. Ha egy C; komponenst egyszer elhagyunk, a benne 1évo
allapotok nem ismételhet6k. Ha a C; komponensbdl nem vezet ki €l, akkor a benne 1évé allapotok

ismétlédnek a tovabbiakban.

2.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy n taldlkozohelybdl dllo vonathalmaz kitiintetett grdfja egy
n pontd, 3n/2 élii 3-reguldris grdf. A fdzisgrdf 3n ponti, melyek koziil n db 2-kifokii, 1-befoki, n
db 1-kifoku, 2-befokii és n db 1-kifoku, 1-befokii.

2.6. Feladat. Mekkora a legkisebb vonathalmaz, amelynek minden szakasza minden irdnyban tet-

szolegesen sokszor bejdrhato?

2.7. Feladat. Hogyan kellene megvdltoztatnunk a fogalmainkat, ha beépithetiink forditokat, vagy

a sinek "x" alakban is taldlkozhatnak?

2.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy a vdltokban érmedobdssal dontiink a tovabbhaladdsrol. Milyen

Markov ldncot rendelhetiink ehhez és milyen paramétereket szamithatunk ki?

2.5. 2-SAT

A 2-SAT a Boole-féle kielégithet8ségi problémakor egy specidlis esete. Egy olyan Boole formula’,
kielégithetSségi problémdja, mely olyan klézok konjunkcidja (logikai ES), ahol minden kl6z két
valtozo vagy negalt valtozé diszjunkcidja (logikai VAGY).

Példa:
(1 Vas) A (mxz3 Vay) A (2 V oxe) A (x4 V 26)

A feladat az, hogy adjuk meg az x4, ... xz¢ valtozdk egy olyan értékaddsat, melyre a formula az
1 (IGAZ) értéket szamolja ki. Aspvall, Plass és Tarjan 1979-ben egy egyszerli megoldast adott a
problémara. A formuldhoz egy Un. implikdcios grdfot definidltak, ami egy irdnyitott graf, melynek

pontjai a formuldban szerepld véltozok, illetve a valtozok negdltja. Két pont kozott van irdnyitott é1

"Olyan formula, melyben minden véltozé 0 vagy 1 értéket vehet fel, melyeket az ES (V), VAGY (A) és NEM (—)

operatorok kotnek Ossze.
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pontosan akkor, ha a két reprezentalt valtozo egy kldzban szerepel, az irdnyitas pedig a diszjunckié

implikativ formdra valo étirdsa szerinti implikéci6 irdnya. Példaul
((L’l V _‘(L’g) = <_\(L’1 = _'132> = (l’g = 131)

ekvivalencidk a graf (—xy, —x9) és (x9, x;) irdnyitott éleit adjak. Az eredeti feladat megoldédsa a
kovetkezd. Hatarozzuk meg az implikédcids graf er6sen 6sszefiiggd komponenseit (pl. Tarjan al-
goritmuséval). Ha van olyan komponens, ahol egy valtozé és negdltja egyszerre szerepel, akkor a
formula kielégithetetlen. Egyszeri meggondoldssal adédik, hogy egy erdsen Osszefiiggd kompo-
nensen beliil minden valtoz6 értéke azonos kell, hogy legyen. Ezt az értéket példaul az implikacids

graf kondenzalt grafja segitségével adhatjuk meg (ennek meggondoldsat az olvaséra bizzuk).

2.9. Feladat. Dontsiik el, hogy a példdban szerepld formula kielégithetd-e. Ha igen, adjunk is meg
egy IGAZ értékaddst.

2.6. Expander feltétel és hosszii utak

Azt mondjuk, hogy a G = (V, E) graf (k,«)-expander ha minden X C V, |X| < k esetén
N(X) > a|X]|. A fogalom intuitivan azt mondja, hogy a pontok ,,nem tdl nagy” részhalmazainak

szomszédsaga ,,nagy”.

2.1. Allitas. Legyen G = (V, E) grdf olyan, hogy minden |X| C V(G), | X| = k esetén N(X) >
2| X|. Ekkor létezik legaldabb 2k hosszi iit G-ben.

Bizonyitas. Inditsunk tetszdleges pontb6l mélységi bejarast G-ben, ahol a mar bejart (lezart) pon-
tok halmaza legyen S, a nem latogatott pontok halmaza T, U = V \ (S U T) pedig a ,bejaras
alatti/nem lezart” pontok halmaza. Vegyiik azt a pillanatot, amikor a mar bejart pontok szdma €p-
pen k. A mélységi bejaras algoritmus garantdlja, hogy ennek a k£ pontnak nem lehet szomszédja
egyetlen T-beli pont sem, vagyis N(S) C U. Viszont ekkor |U| > 2k, és azt is tudjuk, hogy U
pontjai mindig egy utat hatdroznak meg GG-ben. U

2.2. Allitas. Legyen G = (V,E) egy n pontii sszefiiggd grdf olyan, hogy létezik él bdrmely
X, Y C V két k elemii diszjunkt ponthalmazt kozott. Ekkor G-ben van legaldbb n — 2k + 1

hosszu ut és n — 4k + 4 hosszu kor.
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Bizonyitas. Futtassuk a mélységi bejaras algoritmust tetsz6leges pontbdl indulva. Tekintsiik azt
a pillanatot, amikor |S| = |T'|, azaz a mdr bejart (lezart) pontok szima megegyezik a még nem
latogatott pontok szdmdval (gondoljuk meg, hogy ilyen pillanat van). Mivel a grafban az aktudlis
S és T pontjai kozott nincs €l (azaz diszjunktak), ezért a feltétel miatt a méretiik legfeljebb k — 1.
Ekkor tudjuk, hogy U = V' \ (S UT) bejaras alatt 1év6 pontok szama legaldbb n — 2k + 2. Mivel
U pontjai egy utat hatdroznak meg, ezért a keresett it megvan. A korhoz vegyiik ennek az dtnak az
elsé k és utolsé k pontjit. Mivel a feltételiink miatt ezek kozot kell, hogy legyen €1, ezért megvan

a keresett kor is. O

Megjegyzés. Egy grafban hosszu utak 1étezésének igazoldsara mas technikak is 1éteznek. Az egyik

ilyen Pésa Lajos nevéhez fliz6dik 1976-bdl, aki véletlen grafokban valé Hamilton-kordk® keresése

sordn dolgozta ki mddszerét.

2.7. Laplace tétel és alkalmazasai

Determinansokat sokféleképpen kiszdmithatunk, a legritkdbban kifejtési tételek segitségével. Kii-

I6ndsen rossz valasztasnak tlinik az Un. dltaldnositott Laplace tétel haszndlata:

2.3. Tétel (altalanositott Laplace kifejtési tétel). Egy n x n-es A mdtrixra

det(A) = > (1= det(A") det(A"),
\I|=k,|.T|=¢
ahol I,J C {1,....,n}, T = {1,...,n} \ I, ALY mdtrix az A mdtrix I-vel indexelt soraibdl és
J-vel indexelt oszlopaibol dll, Y1 =, _ .

A formula miivelet igénye O(n!), ami magyardzza a ritka hasznélatot. Specidlis esetben vi-

//////

szont nagyon kézenfekvs. Az A matrix dltaldnositott diagondlis, ha a f6atléjaban az Ay, ..., A,

2 2

négyzetes matrixok allnak, a f64tlo alatt zérdk, mig felette tetszOleges elemek.

2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy A, n X n-es dltaldnositott diagondlis mdtrixra igaz, hogy
det(A) = []~, det(A;).

2.11. Feladat. Irjunk fel egy 6 x 6 dltaldnositott diagondlis A mdtrix, ahol A;, A, A rendre
2 X 2 mdtrixok és a fédtlo felett csupa nem zéré elem dll. Szdmitsuk ki det(A)-t a 2.10 feladat

Sformuldjdval.

$Hamilton-kor a graf egy olyan kore, mely a graf minden csticsan 4thalad.
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2.12. Feladat. Tegyiik fel, hogy az n X n-es A mdtrix nem dltaldnositott diagondlis, de sok zéro
eleme van. Hogyan rendezhetnénk dt a sorait/oszlopait 1igy, hogy a kapott mdtrix a lehetd legna-

gyobb mértékben dltaldnositott diagondlis legyen?

2.13. Feladat. Rendeljiink egy n X n-es A mdtrixhoz egy irdnyitott 8 A grdfot ugy, hogy ij € I

ha a;; # 0. Minek felelnek meg a 8 A grdf erdsen 0sszefiiggd komponensei?
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3. fejezet

Legrovidebb utak és alkalmazasaik

Az egyik leggyakrabban felvet6dd graf optimalizédldsi probléma a legrovidebb utak keresése. Te-
gyiik fel, hogy adott a GG irdnyitott graf, amelynek éleihez silyokat rendeliink. A hagyomanynak
megfelelGen a (v, w) él silyat (hosszdt) ¢(v, w)-vel jeloljikk, mig egy p Gtét, ami nem mds, mint
a p-ben 1évd élek sdlydnak osszege, ¢(p)-vel. Feltehetjiik azt is, hogy (v,v) € E(G) minden
v € V(G)-re, és L(v,v) =0. A kovetkez6 két feladatot fogalmazzuk meg:

(a) Rogzitsiik most G két pontjat, s-et és t-t és keressiik meg azt a p utat, mely s-bdl t-be vezet

és {(p) minimalis.

(b) Altaldnosabban kereshetjiik a legkisebb siilyt (legrovidebb) utakat s és minden v # s pont

kozott.

Meglepd médon az 6sszes olyan ismert algoritmus, ami megoldja (a)-t, (b)-t is megoldja egy-
ben. Miel6tt ratérnénk a megoldasra, vizsgadljuk meg mikor 1étezik ez. Ha az s-bdl elérhetd egy
C' negativ siilyi kor, azaz ((C) < 0, és C-bol elérhets ¢, akkor az a feladatnak nem lehet meg-
olddsa. (C-n tetszblegesen sokszor ,.korbemehetiink™, igy az it silya tetszSlegesen kicsi lehet.)
Masrészt, ha nincs ilyen kor, akkor lehetséges megolddsaink halmazardl feltehetjiik, hogy véges,

igy - amennyiben az nem {iires - van optimum.

3.1. Bellman algoritmusa

A (b) feladat megoldasara Bellman 1956-ban publikélt iterativ médszerét az Un. dinamikus progra-

mozdst hasznaljuk. Az eljaras lefrdsédhoz sziikségiink van néhany jelolésre. Egy v € V(G) pontra
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jelentse ¢(v) az s-bdl v-be vezetd legrovidebb tt hosszat, mig ¢ (v) az s-bdl v-be a legfeljebb k élt
tartalmazo legrovidebb 1t hosszat. Amennyiben a fenti utak nem léteznek, ¢(v) vagy ¢ (v) értéke
végtelen (jelben co). Hasznéljuk még a p : V(G) — V(G) U {0} fiiggvényt a megfelel utak

nyilvantartasara.
1. Kezdetben legyen (y(s) := 0, po(s) := 0, o(v) := 00, po(v) := 0, hav # s.

2. A k-adik 1épésben legyen £}, (v) := min{l;_1(w)+£(w,v) : (w,v) € E(G)}, pr_1(v) értéke

pedig valtozzon arra a w-re, amely a minimumot megvalésitja, ha £, (v) < £_1(v).

3.1. Tétel. A fenti algoritmus helyesen szdmolja ki a {}, fiiggvényt, azaz (), = li,. Ha G-ben nincs
negativ silyii kor, akkor ¢,,_1(v) = £(v) minden v € V(G)-re, aholn = |V (G)

szama. Tovdbbd ebben az esetben egy legrovidebb s — v it pontjai forditott sorrendben v, p(v),

, a grdf pontjainak

p*(v), ..., p'(v) = s, ha £(v) < oo, ahol p = p,,_1.

Bizonyitas. Az elso allitast k szerinti indukcidval lathatjuk be. A kezd&értékekre, azaz k = O-ra
az 4llitas nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy egy adott v-re a legrovidebb legfeljebb £ + 1 éIbdl 4ll6
s — v 1t éppen (s, ..., w,v). Az indukcids feltevésbsl kovetkezik, hogy 1étezik (1 (w) = £4(w)
hosszisag, legfeljebb & é1bsl 4116 s — w t, igy friq(v) > €(w) + (w,v) > hp1(v). Mivel
Urr1(v) < Ly (v), ad6dik az 4llitds.

Ha G-ben nincsenek negativ korok, akkor barmely séta dtalakithat6 uttd dgy, hogy a hossza
nem novekszik. Ez viszont azt jelenti, hogy ¢,, 1 = ¢,,_1,; barmely ¢ € N esetén és igy ¢, = /.

A p szerepét szintén a legrovidebb utak €lszdma szerinti indukcidval lathatjuk be. (Ugyanis
a (p(v),p*(v),...,p"(v) = s) legrovidebb s — p(v) ut lesz a feltétel szerint. Ekkor a (p(v),v) él
hozzavételével legrovidebb s — v utat kapunk.) U
Példa: Legyen GG az dbran lathat6 graf; ekkor az algoritmus 1épései az alabbi tdblazatban foglal-

hatdk Ossze:

Y
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0 1 2 3 4 5

by p|h p| L Pl p |l p | p
s |0 0o 0|o0 0]o0 0|0 0|o0 0
T | 00 0 s | -1 y | -1 y | -1 y | -1 Y
y | oo 0] -2 5| -2 s|-2 s | -2 5| -2 s
z | 00 0| oo 0l 3 T x T x
u | 00 0] oo 0| 2 x x x x
w | 00 0| oo 0| oo 0 2 2 2

A tébldzatot oszloponként toltjilkk ki, a £o(s) = 0, {o(v) = oo minden s-tdl kiilonbozd v-re,mig
p = (. Ezek utén a (}, és p, fiiggvények értékeit rekurzidval kapjuk meg k > 1-re. A tdbldzat
utolsé oszlopabdl nemcsak a legrovidebb s — v utak (v € (G) hosszai olvashaték ki, hanem meg-
hatdrozhat6k ezek az utak. Ha csak a legrovidebb utak altal haszndlt éleket dbrazoljuk, ezek a p
fliggvény értékei, akkor az un.legrovidebb utak fdjdt kapjuk. Ez, ha s-bdl elérhetd barmely pont,
egy gyokeres fa, s gyokérponttal, ami azt jelenti, hogy d_(s) =0ésd_(v)=1,has #v € V(G).

Ebbdl konnyen kiolvashatdk a legrovidebb s — v utak és hosszaik:

l. s—zxut: (s,y,z), hossza d(z) = —1

2. s —yut: (s,y), hossza d(y) = —2

3. s—wuit: (s,y,z,u), hossza d(u) = 0
4. s — zut: (s,y,z,2),hosszad(z) =1

5. s —wit: (s,y,x,z,w) hossza d(w) = 0

Megjegyzések:
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1. Az eljaras alkalmazhat abban az esetben is, ha GG-ben van negativ kor. Ekkor egy C' negativ
kor 1étezését a v = p'(v) jelzi valamely v € V(G)-re €s i € N-re, tovdbbd a p segitségével
meghatarozhaté C'. Szintén van méd annak eldontésére, hogy egy adott v pont rajta van-e
egy negativ sétan. Vegyiink hozzd a grifhoz egy dj ¢ pontot, és a (¢, v), (v, q) éleket nulla
stllyal. Ekkor vildgos, hogy /,,(¢) < 0 akkor és csak akkor, ha v rajta van egy negativ sétan.

2. Egy irdnyitatlan G graf osszefiigg6sége is tesztelhetd; vegyiik fel az irdnyitatlan (¢, j) helyére
az iranyitott (¢, 7), (7,%) éleket 1-1 sullyal. Ha minden s — v legrévidebb Ut hossza véges,

akkor G 9sszefiiggd, ha £(v) = oo, akkor s és v kiilonbdzd komponensekben vannak.

3. Az algoritmus miikodése azon mulott, minden v € V(G)-re van olyan w € V(G), hogy
lk(v) = lp_1(w) + £(w,v). Ez durvan azt jelenti, hogy az optimalis struktdrank kozott
kapcsolat van, a ,,nagyobb” felépithetd a ,.kisebbdl”. Ilyen jellegli kapcsolat gyakran ki-
hasznélhat6 egy hatékony algoritmus felépitésére a fentihez hasonlé médon. Ezt a médszert

dinamikus programozdsnak nevezzik.

A legrovidebb utakkal meglep&en sok probléma modellezhetd, illetve fontos része mas algoritmu-

z 2

soknak. Az utébbit késdbb latni fogjuk. Itt hdrom, nem kézenfekvd alkalmazasra tériink ki.

3.2. Topologikus rendezés

Legyen GG egy irdnyitott graf. A graf topologikus rendezése a graf csucsainak egy linedris ren-
dezése, ahol minden (u, v) irdnyitott él esetén u megeldzi v-t a rendezésben. Erre példa, amikor
a graf pontjai feladatokat reprezentdlnak az élek pedig a feladatok elvégzési sorrendjébdl ad6do
korldtozasokat mutatjdk. Ebben az esetben a topologikus rendezés a feladatok elvégzésének egy
lehetséges sorrendjét adja meg. A kovetkez$ feladat egy sziikséges és elegendd feltételt mond a

rendezés létezéséhez.

3.1. Feladat. Egy irdnyitott grdf csiicsainak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha a

grdf aciklikus (azaz irdnyitott kormentes).

Az egyik els6 algoritmust topologikus rendezésre Kahn adta 1962-ben. Az eljéaras a kovetkezd:

1. Legyen L egy (kezdetben iires) lista, amely a rendezett csticsokat tartalmazza, S pedig az

0sszes olyan cstics halmaza, melyek befoka 0.
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2. Amig S nem lires, vegyiink ki egy u elemét és tegyiik L végére:

(i) Minden v-re, amelyre e = (u, v) él, toroljik e-t a grafbél;

(i) Ha v-nek nincs tobb bemend éle, akkor tegyiik S-be.

3. Ha a gréf az eljaras végén tartalmaz élt, akkor van legaldbb egy irdnyitott kore, azaz nincs

topologikus rendezése. Kiilonben L lista a topologikus sorrendet adja meg.

Ha a gréf aciklikus, akkor egy (nem feltétel egyértelmii) megoldast az L lista adja. Ha a graf

tartalmaz irdnyitott kort, akkor a topologikus rendezés nem lehetséges.

3.2. Feladat. Igazoljuk, hogy Kahn algoritmusa helyesen hatdrozza meg a topologikus sorrendet
(ha az létezik).

3.3. Feladat. Adjunk meg algoritmust topologikus rendezésre, mely a mélységi keresés modszerét

haszndlja.

3.4. Feladat. Adjunk meg topologikus rendezésen alapulo gyors algoritmust, mely silyozott, ird-

nyitott aciklikus grdfban hatdrozza meg az osszes pont kozti legrovidebb utakat.

3.3. Kritikus ut (iitemezés)

Tegyiik fel, hogy adott egy projekt, amely tobb, egymdstdl nem fiiggetlen résztevékenységbdl 4ll.
Tudjuk a résztevékenységek végrehajtasdhoz sziikséges id6t és azt, hogy egy adott tevékenység
elkezdésének mely mas tevékenységek befejezettsége feltétele. (Pl. egy épitkezésnél csak az ala-
pozdas utén lehet falazni.) A célunk annak meghatdrozdsa, hogy minimalisan mennyi id6 alatt
teljesithetd a projekt, ha nincs egyéb korlatozds. A javasolt modellt és a megoldést egy példan

illusztraljuk.

Példa: Jeloljiik a részfeladatokat fi,. .., fs-tal, az elvégzéshez sziikséges idOket ¢1, ..., tg-tal és
ha az f; elkezdésének az f; befejezettsége feltétele, azt f; < fj-vel. Legyent, = 2,1y = 1,3 = 4,
ty = 1,85 = 2, t¢ = 2 és afeltételek: f1 < fo, f1 < f3, fo < fa, o < [5, f3 <[5, Ja < [5,
f5 < fe. dbrazoljuk ezt egy irdnyitott graf segitségével, ahol a f; pontot rendeljiik az f; feladathoz,
(fi, f;) él a grafban, ha f; < f;, és ekkor I(f;, f;) = t;. Vegyiink fel egy fiktiv feladatot, f7-et, és
legyen (f;, f7) él a gréfban, ha f; nem feltétele mas feladatnak.
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f3 Z f5

Vegyiink egy irdnyitott utat, az (f1, fo, f5, f6, f7)-et a grafbdl. Ennek hossza t1 + to + t5 4 tg €s
mivel az irdnyitas szerint az f1, fo, f5 és fg tevékenységek csak ebben a sorrendben és egymads utan
hajthatok végre, az dt hossza also6 korldtja a sziikséges minimadlis idének. Mi tobb ez a minimalis
id6 egybeesik egy ilyen tipusu alsé korlattal, mert a modelliinkben fellépd grafok kormentesek.

Egy GG kdrmentes irdnyitott, silyozott graf leghosszabb iitjdt nevezzik kritikus titnak.
3.2. Tétel. Egy projekt végrehajtdsdhoz sziikséges minimdlis idd egyenld a kritikus it hosszdval.

Bizonyitas. Teljes indukcidval a kritikus ut élszdma szerint. O

A példankban konnyen lathat6: a (f1, fs, f5, fs, f7) kritikus dt, melynek hossza t1+t3+t5+ts =
10. Igy a tételbSl kovetkezGen a projekt idigénye pontosan tiz egység.

Egy tetszOleges irdnyitott grafban a leghosszabb ut megtalédldsa rendkiviil nehéz feladat. Ese-
tiinkben a helyzet joval kedvezdbb: vegyiik az élekhez rendelt silyok —1-szeresét, és keressiik
meg a legrovidebb utat. Mivel a grafunk kormentes, igy nincs negativ kor, azaz haszndlhat6 Bell-

man algoritmusa és a kapott legrovidebb tt a leghosszabb lesz az eredeti grafban.

Megjegyzés: A modszer alkalmazasanak egyik legszebb példaja az Apollé program volt. Eb-
ben ezernél tobb alvéllalkoz6 altal végzett, igen nagy szamu részfeladatot sikeriilt dsszehangolni

mignem 1969-ben az ember a Holdra 1éphetett.

3.5. Feladat. Egy munkdsnak A, B,C, D, E, F, G, H munkdkat kell végrehajtania. A munkdk ko-
zotti ‘X < Y’ reldcio azt jelenti, hogy X -et hamarabb kell elvégezni mint Y -t. Most az A < H,
B<H D<E D<F E<C,E<G,F <CésG < Afeltételek adottak. Adjunk meg egy

lehetséges végrehajtdsi sorrendet. Mi van akkor, ha H < E reldcio is fenndll?
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3.4. Maximalis valdszintiségii ut

Tegyiik fel, hogy adott egy irdnyitott graf, amelynek az élein egymadstdl fiiggetleniil, ismert val6-
szinliségekkel lehet dthaladni. Kijelolve egy s és t pontot, szeretnénk meghatarozni azt az utat,

amelyen legnagyobb valészintiséggel eljutunk s-bdl ¢-be.

Példa:
T 0,2 v
0,8
S 0,8 0,7 0,7
0,
Yy 0,4 t

Ha rogzitiink néhdny élt, akkor annak val6szintisége, hogy mindegyik jarhatd, a fliggetlenség
miatt a hozzdjuk rendelt valdszinliségek szorzata. Jelen esetben a legnagyobb valdszintiséggel
nyitva levé s — t Ut az (s, x, y, v, t), a jarhatésag valdszintsége 0,8 x 0,8 x 0,7 x 0,7 = 0, 3156.
Altalaban a kovetkez6t tehetjiik:! cseréljiik ki minden e élre az élhez tartozé p(e) valészintiséget
—Inp(e)-re, és keressiik a legrovidebb s — ¢ utat ezen silyozds mellett. Legyenek R és () két

kiilonb6z6 s — t ut élhalmazai; ekkor az utak jarhatésdganak valdszintiségei rendre
[Ir(e)és T]ne).
ecR e€Q

mig a transzforméci6é mellett a hosszuk

- Zlnp(e) és — Zlnp(e).

e€ER ecq

Ha — Zlnp(e) < —Zlnp(e), akkor Zlnp(e) > Zlnp(e).

eER eeq@ e€R ecq
Ebbdl
([ [ p(e)) > m(] [ p(e)),

eER eeq

'Valéban, ez az otlet nagyon ltaldnos, a szorzatok kiszdmitdsdnak osszeaddsra vald visszavezetése a logaritmus

fliggvény bevezetésének egyik f6 motivacidja.
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és a logaritmus fliggvény monotonitdsa miatt kapjuk a

[1pte) > ] (e

ecR e€q

egyenldtlenséget, ami bizonyitja allitdsunkat.

3.5. Fazisterek

A fazisterek alapgondolata az, hogy a vizsgalni kivant rendszer reljes allapotat egyetlen pont segit-
ségével irjuk le.? Itt egy kozismert, de mégsem trividlis példén illusztraljuk a fizistereken alapul6

modellezést.

Példa (Autdéverseny): Az Un. autoverseny jatékot egy kockads lapon jatszhatjuk, ahol az auté egy
1épését egy nyil reprezentélja. (A nyil az aut6é egységnyi id6 alatt megtett dtja. Mivel a gyorsulds
nem tetszOlegesen nagy, ezért Iépésenként csak o e; + ases-vel valtoztathatd, ahol eq, e a sik me-
réleges egységvektorai ay, s € {—1,0,1}.) Adott tovdbba egy palya, amit az auté nem hagyhat

el, egy rajt- és célvonal, ahonnan indul, illetve ahova érkeznie kell a lehetd legkevesebb 1épés alatt.

L
/l h
y ARV T
/] A
V4 3
W AN/, AN
' 7
1
i
MDA N M
\NPARAN VARV
\ an an
. AN A
A M
\ U\ W
7
T
™~ bt
N 1
=

%Ez rendkiviil hasznosnak bizonyult a fizikdban, ahol példaul egy n tomegpontbdl 4ll6 rendszer mozgasat 6n
koordinata (pontonként 3 tér és 3 sebesség) irja le. Ez felfoghat6 az R®" egyetlen pontjaként, mig a rendszer id6beli
véltozdsa egy térgorbeként. Tobbnyire ez a hozzaallas segit a Markov ldncokkal valé modellezésben is: a lanc egy-egy

allapota a rendszer teljes lefrasat kddolja.
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A jobboldali abréan l4thatd, hogyan lehet meghatirozni a kovetkezd lehetséges 1épést: megis-
mételjiik az el6z6 1épés vektorat (a szaggatott vektor) és a végponthoz tartoz6 racspontba, valamint
ennek szomszédaiba léphetiink. A keletkezd it nem gréafut, hiszen akarhova nem Iéphetiink; ez a
sebességtol is fiigg. Készithetiink azonban egy fdzistér grdfot, amelynek pontjai mind az aut6 he-
lyét, mind a sebességét kodoljak és a pontok kozott akkor van €l, ha az dtmenet egyik dllapotbdl a
madsikba egy 1épés alatt megtorténhet. Egy (a, b) sikbeli pontparnak megfelelt egy grafpont, ahol
a pontbeli dllapot azt jelzi, hogy az aut6 a b pontban van és oda az a-bol 1épett. Ekkor az allapot-
grafnak olyan (b, ¢) pontjaira lehet 4tlépni (van él), amelyekre a be vektor az ab vektort6l barmely
koordindtdjaban legfeljebb eggyel tér el. Stlyozzunk minden élt eggyel, akkor az allapotgraf leg-

rovidebb utja a rajt és cél kozott a minimélis 1€pésszadmu dtvonalnak felel majd meg.

Megjegyzések:

1. Ha a pélya n pontbdl 4ll, az dllapotgraf n? pontbdl fog. A példdnkban n < 100, igy az

allapotgrafnak tizezernél kevesebb pontja van.

2. Az eljarassal modellezhetSk egyéb feltételek: olajfolt, amin nem lehet lassitani, homokagy,

ami lassit stb.

3.6. Feladat. Adjuk meg a probléma modelljét, ha a versenypdlydn bizonyos helyeken olajfoltok,

mdshol pedig homokdgy van.

3.7. Feladat (Alcuin). Kétszemélyes csonakon szdllitsunk dt a folyon egy kecskét, kdposztdt és egy

farkast, 1igy, hogy a kecske nem maradhat feliigyelet nélkiil sem a farkassal sem a kdposztdaval.

3.8. Feladat. Egy folyo hidja két embert bir el egyszerre, és zsebldmpdt kell haszndlni, amibdl csak
egy van. 4 embert kell dtjuttatnunk egyik oldalrol a mdsikra, akik egymagukban 1, 2, 5 illetve 10
percet igényelnének. Ha egyiitt mennek, a lassabbik idejét futjik. Mennyi ido alatt végezhetnek?
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4. fejezet

Totalisan unimodularis matrixok

Latni fogjuk, hogy szdmos graf probléma megfogalmazhat6 linedris programozési (LP), illetve
egészértéki programozasi (IP) feladatként. Az egészértékii programozds f6 nehézsége abban rej-
lik, hogy a lehetséges megoldasokbdl 4ll6 poliédernek esetleg nem egész koordindtdju csicspont-
jai vannak. Ha valamiképpen eldre tudndnk, hogy csak egész csicspontok vannak, akkor a folyto-
nos relaxacié barmely optimélis bazismegolddsa automatikusan az egészértéki probléma optimalis
megoldasa lenne. Mint azt A. J. Hoffman €s S. B. Kruskal 1956-ban megmutatta az egészértéki
problémak egy elméleti €s gyakorlati szempontbdl egyardnt 1ényeges osztdlydra teljesiil a feltétel.
Eredményiik kézponti jelentdségli a kovetkezd fejezetben targyalandé un. hdlozati vagy network
problémak vizsgélatdban.

A fejezet megértéséhez sziikséges linedris programozds elméletének alapvetd ismeretét (Ggy
mint a bazismegoldds, szimplex algoritmus, LP €s konvex geometria kozti kapcsolat) feltételezziik.

Tovabbi olvasnival6 a témaban pl. Alexander Schrijver konyvének [15] 19-21. fejezetei.

4.1. TU matrixok

Az alabbi fogalomra lesz sziikségiink: Egy A matrix totdlisan unimoduldris, ha barmely négyzetes
részmatrixdnak a determindnsa 1, —1 vagy 0. (Vagyis specidlisan A elemei csak a +1 és a (

szamok lehetnek.)

4.1. Tétel (Hoffman-Kruskal). Ha A totdlisan unimoduldris, b és c egész vektorok, akkor a max ¢’ x

feltéve Ax < blinedris programozdsi feladat (LP) bdzismegolddsai, (koztiik az optimdlis bdzismeg-

olddsai) egész értékiiek. Mdsképpen a P = {x : Ax < b} poliéder csiicsai egész koordindtdjiiak.
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Bizonyitas. Ha adott egy B bazis, a hozzétartozé x  bazismegoldas szétara:

rp =  ARb — AZ'Ayay

z = cpAz'b + (cn — AR AN)TN

(A moédositott szimplex algoritmus lefrdsdndl hasznéltuk ezt a formulat; Ap az A matrix B bazis
altal kijelolt oszlopaibdl ll. Konvenciondlisan az Ag-t B-vel jelolik, a félreértés elkeriilése miatt
hasznéljuk az Ap format.)
Az AZ' mitrix elemeit linedris algebraban megismert Cramer szabdly szerint szdmolhatjuk ki. Ha
(A5");,; a métrix i, j-edik eleme, /Ay az a matrix, amit Apz-bdl a i-edik sor és j-edik oszlop
eltorlésével kapunk, det(Ap) pedig a matrix determindnsa, akkor
— 1)+ Ji
(Ag")ij = ( 1)detiit3() =
Mivel A totdlisan unimoduldris, és det(Ap) # 0, igy det(Ag) = +1. Természetesen a

det(7 A5') métrix minden eleme egész. Mivel 1z = AS'b, egy egész mitrix és egész vektor

szorzata, T is egész. O

Megjegyzés: Természetesen ha a szimplex mddszerrel oldjuk meg a problémat, a sz6tar tobbi ele-
me (Az' Anay, ill. 2 = cgAZ'b + (cn — cpAZ' An)zy) is egész szamokbdl 4ll, igy kereki tési

hibdk sem lépnek fel.

Nem nyilvanval6 viszont, hogyan donthetjiik el egy adott métrix totdlisan unimoduldris-e vagy
sem. A totdlisan unimoduldris matrixok karakterizdlhaték, mi tobb, gyors algoritmus is megadhaté
ennek a tulajdonsdgnak az eldontésére. Sajnos az erre vonatkozo tételek €s algoritmusok ismer-
tetése meghaladja lehet6ségeinket. (Megjegyezziik azonban, hogy a fent emlitett karakterizacid
altalanositasképpen 1981-ben Paul Seymour bebizonyitotta a kombinatorika egyik legmélyebb té-
telét az un. reguldris matroidok dekompozicios tételét.)

A kovetkez6 tétel kozponti jelentdségli az LP-ként felirt hal6zati problémak megoldasa kap-

csan.

4.2. Tétel. Egy irdnyitott grdf A illeszkedési mdtrixa totdlisan unimoduldris.
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Bizonyitas. Haszndljunk indukciét a részdeterminansok mérete szerint. Az A matrix 1 x 1-es
részmatrixai +1-ek és 0-dk, igy &k = 1-re igaz a feltétel. Ha adott egy B (k + 1) x (k + 1)-es
részmaétrix, akkor két esetre bomlik a bizonyitds. Ha a B métrixnak van olyan oszlopa, amelynek
legfeljebb egy nem nulla eleme van, akkor determindnsat ezen oszlop szerinti kifejtéssel kapjuk.
Az indukcios feltétel miatt ez O vagy £1. Ha B minden oszlopa pontosan két nem nulla elemet
tartalmaz (azaz +1-et és —1-et), akkor B sorainak dsszege a zérus vektor, vagyis B sorai linedrisan
fiiggGek. Ekkor det(B) = 0, és ezzel igazoltuk a tételt. O
Megjegyzés: Az el6z6 tételiinkkel kombindlva lesziirhetjitk, hogy minden az illeszkedési matrix
segitségével definidlt egészErtéki programozasi feladat egy LP feladatta egyszerisodik. Ez meg-
konnyiti a feladat megoldasét (tulajdonképpen polinom idejiivé teszi), masrészt a dualitdsi tételt
teljes erejében kihaszndlhat6va teszi. Ennek pontos targyaldsa messzire vezetne, igy a késébbiek-

ben csupdn illusztralni tudjuk ezt egy-egy példaval.

Egy mésik alkalmazds a maximdlis pdrositds megtaldldsa paros graifokban. Ehhez a kovetkezd

tételre van sziikségiink.
4.3. Tétel. Egy pdros grdf incidencia mdtrixa totdlisan unimoduldris.

Bizonyitas. A 4.2 tételhez hasonldan a részdetermindnsok mérete szerinti mérete szerinti teljes

indukcidval belathato. [l

Mivel a maximadlis parositas felirhaté a kovetkez6 egészértékli programozasi feladatként

max » T,
eck

Yoz, <1 (VueV)

e~u

Te € {0,1}

ahol e ~ u az illeszkedést jel6li. A problémét kompaktabb formaban frva és relaxdlva a max 17z,
feltéve Az < 1, x > 0 feladathoz jutunk, ahol A a paros grafunk illeszkedési matrixa. Mivel ez

totdlisan unimoduldris, ezért az LP megoldasa egészérték.
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4.2. TU matrixok karakterizacioi

Altaldnossdgban sajnos (egyeldre) nincs egyszer( eljards ami eldonti egy matrixrél, hogy totdlisan
unimoduldris-e. Ugyanakkor 1éteznek konnyen tesztelhetd sziikséges (de nem elegendd) feltételek,

tovabba léteznek karakterizacios tételek is, ezek koziil itt kett6t emlitiink meg.

4.4. Tétel (Camion, 1965). Egy 0, +1 elemekbdl dllé A mdtrix akkor és csak akkor totdlisan uni-
moduldris, ha az elemek 0sszege 4-gyel oszthato minden olyan négyzetes részmdtrixdaban, melynek

minden minden sora és minden oszlopa pdros."

4.5. Tétel (Ghouila-Houri, 1962). Egy m x n-es A egész mdtrix totdlisan unimoduldris, ha min-
den R C {1,2,...,m} halmaz két diszjunkt Ry, Ry halmazra bonthatd ugy, hogy >
ZiERQ Qij € {07 :l:l} (.] = 17 27 s 7n)-

iER, Qij —

Végiil egy konnyen ellendrizhet6 elegendd feltételt mondunk ki.

4.6. Tétel. Egy 0, =1 elemekbdl dllo A mdtrix totdlisan unimoduldris, ha egyetlen oszlopdban sem

tartalmaz egynél tobb +1-est és egy egynél tobb —1-est.
Megjegyzés. Az utolsé allitasbol rogton kovetkezik a 4.2 tétel.

4.1. Feladat. Bizonyitsuk be, ha egy A mdtrix totdlisan unimoduldris, akkor bdrmely sordt vagy

oszlopdt —1-gyel szorozva tovdabbra is totdlisan unimoduldris lesz.

4.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogyha egy A madtrix totdlisan unimoduldris, akkor AT is totdlisan

unimoduldris.
4.3. Feladat. Egy grdf él-tt illeszkedési matrixa?® totdlisan unimoduldris.

4.4. Feladat. Legyen A 0, +1 elemekbdl dllé mdtrix olyan, hogy minden oszlopban az elsé 1-es

utdn (fentrél-lefelé) mdr minden elem 1-es. Bizonyitsuk be, hogy A totdlisan unimoduldris.

4.5. Feladat. Adjunk meg egy olyan egész csiicspontii politépot ({x : Az < b,z > 0}), ahol A
3 X 3-as, A és b elemei egészek, de A nem teljesen unimoduldris. Tudunk olyan példdt, ahol A

elemei csak 0, +1. Es olyat, hogy csak 0, +1?

! Az ilyen métrixokat szokés Euler-féle mdtrixnak is nevezni.
2A graf minden éléhez tartozik a matrix egy sora, és a graf minden ttjahoz a métrix egy oszlopa. Egy sor-oszlop

talalkozdsndl 1-es van, ha a megfeleld él benne van a megfeleld ttban, 0 kiilonben.
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5. fejezet
Halozati problémak

Az Un. hdlézati vagy network problémadk rendkiviil elterjedtek az operdcidkutatisban. Ennek ha-

rom f6 oka van:

1. Modfelett alkalmasak gyakorlati problémak modellezésére
2. Hatékony algoritmusok dolgozhat6k ki megoldéasukra

3. Matematikai szempontbdl nagyon elegins elméletiik van.

Ennek megfelelden a 40-es évektdl kezdve szamos modellel foglalkoztak a témakor kutatoi,

amibdl itt csak néhdnyat és érintSlegesen targyalhatunk.

5.1. Transshipment probléma

Az egyik legfontosabb a transshipment probléma." Adott egy G iranyitott graf, melynek éleihez
valds szamokat (koltségeket) rendeliink. Szadmokat rendeliink a graf pontjaihoz is. Ha ez a szdm
pozitiv, akkor a pontot nyelének, ha negativ forrdsnak, ha nulla belsé pontnak nevezziik. Felte-
hetjiik, hogy a pontokhoz rendelt szdmok Osszege nulla. (Ha nem, egy 1) pont felvételével ilyen
formdra hozhatjuk G-t.)

Tegyiik fel, hogy valamilyen arut kell szallitanunk a forrdsokbdl a nyel6kbe a graf élei mentén

ugy, hogy barmely forrdsban a kindlat, illetve nyelSben a kereslet a hozzarendelt a hozzéarendelt

'Ezt szallitdsi problémdnak is szoktdk magyaritani. Mi itt inkabb szdllitmdnyozdsi problémaként emlegetjiik, hogy

ne keveredjen Ossze egy specidlis esettel, a Hitchcock-féle szallitasi feladattal.
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szam abszolut értéke (a belsd pontokban nulla). Egy él mentén a szallitdsi koltsége az élhez rendelt

szam és a szallitott &ru mennyiségének szorzata, mig az Osszkoltség a szallitasi koltségek Gsszege.

Példa: A pontok mellé irt szam a pont neve, zardjelben a kereslet/kinalat. A két megolddsban csak

a szallitdsba bekapcsolddo éleket abrazoltuk.

1(0) N 58) !
4(10 5 2
r r 1 8 ﬂ 3 6 ﬂ 9
3(6) 20) 4
6 10 2 10
6(-9) — 7(-15) © 3 : 7

A transshipment probléma felirhaté LP feladatként, ahol A a G gréf incidencia matrixa, az x
vektor z;; komponense az (7, 7) €élen szallitott &ru mennyisége, c;; az egységnyi szallitas koltsége,

a b vektor pedig az egyes pontokban jelentkezd kereslet/kindlat.

min > cjmy=cx
(i,7)€E(G)

(%) Az =b

x>0

A példankban az A matrix a kovetkezs:

1,3 14 1,5 2,1 23 24 25 54 61 62 63 67 72 175
1y -1 -1 -1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 0 0 o -1 -1 -1 -1 0 0 1 0 0 1 0
3 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
4 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
5 0 0 1 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 1
6 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 1
tovabba
T = [551373314,3515,3321, T23, X24, X25, 54, L1, L62, $637$67>$72>$75]
és

br = [0,0,6,10,8, -9, —15].
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Vegyiik észre, hogy a (x) probléma matrixabdl tordlhetjiik az utolsd (de tulajdonképpen barmely)
sort €s a b vektor utolsé koordinatajat a linedris fiiggdség miatt.

A transshipment probléma megoldasara kiilonboz6 lehetségek adédnak. Ha a G graf, iranyi-
tastol eltekintve Osszefiiggd, akkor a (x) LP egy tetsz6leges bazis megolddsdnak a bazisban 1évo
valtozokhoz tartozo €lei egy fat alkotnak. Ezeknek a fdknak a megfelel6 transzformécioival fo-
galmazhaté meg az Un. network szimplex algoritmus. Ez a jol ismert szimplex algoritmus egy, a
gyakorlatban rendkiviil hatékony véltozata. Mas eljardsok ennél is direktebb médon hasznaljdk ki
a feladat specidlis szerkezetét, és, legaldbbis elméleti vonatkozdsban, feliilmuljak a network szimp-
lex algoritmust. Egy egyszer(ibb feladat, a maximdlis folyam probléma vizsgalatiban betekintést

adunk ezekbe a médszerekbe. Itt megelégsziink az Un. integralitds tétel bizonyitasival.

5.1. Tétel (integralitas). Tegyiik fel, hogy a fenti transshipment probléma b vektordnak minden
koordindtdja egész szdm. Ha a feladatnak van lehetséges megolddsa, akkor van egész megolddsa

is. Ha van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis egész megolddsa is.

Bizonyitas. A lehetséges megoldds 1étezésébdl kovetkezik (az LP alaptételébdl), hogy van le-
hetséges bazis megoldas. Kordbbi tételeink szerint az A matrix totdlisan unimoduldris, és igy a
probléma barmelyik lehetséges bazis megolddsa egész. Ismét az LP alaptételét haszndlva, ha van
optimélis megoldds, akkor van optimalis bazismegoldas, amely az el6z6 pont miatt sziikségképpen

egeész. 0

A transshipment probléma formalizmusa €s az integralitds tétel az operdcidkutatds és a kombi-
natorika szerencsés keveréke. Valdjdban tomérdek korabbi probléma/modell kozos dltaldnositdsa.
Mi a forditott utat kdvetjiik: az dltalanos probléma specidlis eseteiként mutatunk be néhanyat ezek

koziil. El6szor azonban ldssunk egy nem trividlis alkalmazast.

5.2. Az étkezteto (caterer) probléma

A modell eredetileg egy iitemezési probléma, amellyel a 1égier6 repiil6gép motorjainak karban-
tartasat tervezték. Késdbb a megalkot6i (Jacobs, Gaddum, Hoffman, Sokolowsky és Prager) a
demilitarizalt caterer (étkeztetési) probléma néven publikaltak.

Adott egy étkeztetd, akinek n napon at tiszta szalvétdra van sziiksége, a j-edik napon egy elore
ismert d; darabra. Ezt részint 0j szalvétak vasarlasaval (a cent darabja), részint a haszndltak mosa-

tasaval fedezheti. Az utébbiban valaszthat a gyors (¢ nap alatt, darabonként b centért) és a lassu (p
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nap alatt, c centért) ajanlott szolgéltatdsok kozott. Természetesen p > ¢ és a > b > ¢, a minimdlis

koltség pedig a cél.

Példa: Legyen egy étkeztetd feladatban n=10, d1=50, dy=60, d3=80, d4=70, d5=50, dg=60, d,=90,
dg=80, dy=50, d19=100; mig p=4, q=2, a=200, b=75, c=25.

Az alabbi tablazatban Osszefoglalunk egy lehetséges és egy optimadlis (a zardjelben 1€vo sza-
mok) stratégiat. Az utébbi egy a feladathoz rendelt transshipment probléma optimadlis bazis meg-

oldasa. A feladat grafjdban a hozzétartoz6 fat szintén dbrazoljuk majd.

Nap | Mosott  Vasarolt | Gyors mosds Lassi mosds  Térolds
1 0(0) 50 (50) 50 (0) 0 (50) 0(0)
2 0(0) 60 (60) 60 (0) 0 (60) 0(0)

31 50(0) 30 (80) 50 (0) 30 (80) 0(0)

41 60(0) 10 (70) 60 (0) 0 (70) 10 (0)

51 50(50) 0(0) 60 (10) 0(0) 0 (40)

6 | 60 (60) 0(0) 60 (10) 0 (90) 0(0)

71 90(90) 0(0) 50 (50) 0(0) 40 (40)

8| 60 (80) 20 (0) 100 (10) 0(0) 20 (110)

91 50(50) 0(0) 0 (0) 0(0) 70 (160)
10 | 100 (100) 0 (0) 0 (0) 0(0) 170 (260)

A transshipment modell és az optimalis megoldas fdja a kovetkezd: Az baloldali dbra értel-
mezése a kovetkezd. A baloldali pontokban, mint tdroldkban jelenik meg a naponként elhasznélt
szalvéta. Ezekbdl a forrdsokbdl tovabb kiildhetdk gyors mosassal a két nappal késdbbi felhaszné-
lasra (vizszintes élek, b koltség), lassi mosdssal (ferde élek, c koltség), vagy tarolhatok a kovetkezd
napig (figgdleges €lek, 0 koltség). A j-dik napon igényelt d; darab szalvéta beszerezhet6 a j — ¢
tarol6bdl gyors, a j — p-bdl lassi mosatdssal, vagy a boltbdl a koltségii élen. Célszer( feltenni,
hogy a boltban elegendd szalvéta van, és akar az egész sziikséglet fedezhetd vasarlds utjan. Az
utols6 napon a taroléban 1évo szalvétakat egy (képzeletbeli) gy(ijtébe irdnyitjuk zérd koltség dran
csakigy, mint az n-edik nap utdn a boltban maradtakat. (Ez ut6bbi szintén zér6 koltséggel tehetd
meg.) Ezek segitségével az étkeztetési problémat atirtuk egy transshipment problémara.

A jobboldali 4dbra értelmezése: Az optimalis bdzis megoldds bazisdban 1év6 véltozoknak meg-
feleld éleket abrazoltuk. Az élekre irt szdmok a véltozok értékei. Vegyiik észre, hogy némelyik

bazisvaltozo nulla értéket kap, azaz a megoldéds degeneralt. Ez a hdlézati problémak megoldasanal
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igen gyakori jelenség. Az integralitas tétel garantdlja, hogy van egész optimdlis megoldds, és igy a

kapott titemezési terv kerekitések nélkiil alkalmazhato.

-50

-60 3
-80y 3
=70 3

-50y Y

-60 Y

-90y Y

-80y Y

-50y Y

-100y 3

-100x L3 ) 3

5.3. Legrovidebb at probléma

A legrovidebb utak keresésére mar adtunk kielégit6é algoritmust. Most az dj modelliink erejét
illusztrdljuk. Tegyiik fel, hogy egy irdnyitott, stilyozott G grafban egy legrovidebb s — ¢ utat
keresiink. Rendeljiink s-hez —1, mig ¢-hez 1 keresletet. Tekintsiik a sulyokat koltségeknek és
vegyiik az igy ad6do transshipment probléma egy egész optimumat, ha az 1étezik. Ha G-ben nincs
negativ kor, konnyen lathato, hogy az élekhez rendelt valtozok csak O és 1 értéket vesznek majd
fel, és az 1 értékhez tartoz6 éleken eljuthatunk s-bdl ¢-be. (Parcidlisan a megforditas is igaz: a
legrévidebb utak keresése fontos részfeladat a transshipment probléma megolddsara adott némely

algoritmusban.)
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5.4. Szallitasi (transportation) feladat

A problémét 1941-ben F. 1. Hitchcock tanulményozta, igy néha Hitchcock-féle szdllitdsi feladat-
ként is emlegetik:

. m n
min > Y 6Ty

i=1j=1

ZZL'Z‘]‘:TZ‘, (221,2,,7’”)
j=1

ZIZ']‘:S]‘, (]:1,2,,n)
i=1

x5 >0

Konnyen lathatd, hogy ez egy kettd kromatikus szamu grafban (vagy mas széval pdros grdfon) de-
finiélt transshipment probléma. Definidljuk G dgy, hogy V(G)=UNV,ahol U = {uy, uz, ..., un}
a forrdsok, V' = {vy, vs, ..., v, } anyelSk halmaza, és E(G) = {u;v; : u; € U,v; € V}. Legyen
tovdbba a kindlat r; az w; pontndl (z = 1,...,m), akereslet pedig s; av; pontndl (j = 1,...,n). A
szallitasi feladat ezek utdn megoldhaté az integralitas tétel alapjan. A széllitdsi feladatnak a nyil-
vanvaléan latszo felhasznalhat6sagon kiviil sok mély alkalmazdsa van, melyekre itt nem térhetiink
ki.

5.5. Hozzarendelési (assignment) probléma

Egy példan keresztiil vezetjiik be a feladatot. Tegyiik fel, hogy van 5 ember, 5 kiilonboz6 feladat,
és egy szammal leifrhatjuk az i-edik ember teljesitményét a j-edik feladaton (0 < 4,5 < 5). Adjunk
minden embernek pontosan egy feladatot gy, hogy a teljesitmények Osszege a lehetd legnagyobb

legyen. A teljesitmények leirhatok egy matrix-szal:

1 2 3 45
117 5 4 45
217 9 7 9 4
3/4 6 5 8 5
415 4 5 7 4
514 55 8 9
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A feladatra egész értékii programozasi modellt célszerii feldllitani. Legyen x;; = 1, ha az i-edik
ember a j-edik feladatot kapja, z;; = 0 kiilonben. Ezzel a feltételek Z?:l ri; =10@=1,...,5)
(minden ember pontosan egy feladatot kap) és 2?21 x;; = 1 (=1, ..., 5) (minden feladatot ponto-
san egy ember végez el), a célfiiggvény pedig a matrix egyiitthatokbol all: » . > ; Cijij.- Altaldban

a hozzarendelési probléma:

n o n
max Z Zcijxij

i=1j=1

(%) Zn:lxij—l (t=1,...,n)

;Iwzl (j:].,,’n,)

ziy €{0,1} (1 <d,j <n).

Vegyiik észre, hogy a (x) problémanak mindig van pontosan n! lehetséges, és ebbdl kovetkezo-
en legaldbb egy optimdlis megoldasa is, €s az integralitdsi tétel miatt az alabbi szallitdsi feladat

optimélis bazismegolddsa a (x)-nak is optimalis megoldasa:

min

INGE

)

> (—cij)zi
i=1j=1
Z.ﬁlﬁijzl (2:1,,77,)
j=1

i=1

i < 0 (1 <45 <n).

Megjegyezziik, hogy a (x) feladatnak 1950-ben P. R. Halmos és H. Vaughon egy meglehet6sen ab-
szurd ,,alkalmazasit” publikdlta. Ebben n hazasodni kivano férfi, illetve né egymashoz rendelését
irjdk le olyan modon, hogy a c¢;; szdm a j-edik nd éltal az ¢-edik férfinak adott pontszdm (n a leg-

jobb esetben, 1 a legrosszabban), mig az ,,0sszboldogsdg” aranyos » . > ; Gij-vel. Ez szamunkra
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csak annyiban érdekes, hogy a késébbiekben egy valamivel redlisabb feltétel mellett megvizsgaljuk
és megoldast adunk az un. stabil hdzasitdsi problémdra. A probléma és a rd vonatkoz6 integralitds
tétel jOl haszndlhatd a pdros grdfok pdrositdsi problémdinak tanulmanyozasaban. Egy G graf pd-
ros,ha V(G) = AU B, ahol AN B = (), és minden €l A és B kozott hizédik (jelben x(G) < 2).
Konnyen beldthatd, hogy egy GG paros graf maximalis M pérositdsa az aldbbi LP megolddsdval
megkaphato:

max Do wy

JjEBicA

J3:(4.5)€E(G)

i:(4,7)€E(QG)

zij <0 (i€ A j€B),

ahol M azon (i, j) €lekbdl all, melyekre x7; = 1 az optimalis megoldasban. Hasonl6 konnyedség-

gel kaphatjuk meg Konig Dénes hires tételét:

5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy G olyan pdros grdf, melyre |A| = |B| = n és minden v € V(G) pont
fokszdma d(v) = k > 1. Ekkor G-ben van teljes pdrositds.

Bizonyitas. Készitsiink egy transshipment problémat a G' grafthoz gy, hogy A pontjaihoz -1-et, B
pontjaihoz 1-et rendeliink és az éleket A-bdl B-be iranyitjuk. (Az élek koltségével nem torddiink.)
A keletkezd probléménak van lehetséges = megoldésa: egyszerien legyen 2. = 1/k minden e élre.
Igy az integralitas tétel miatt van z* lehetséges egész megoldds, amelyben x; € {0,1} minden e
élre. Val6jaban A minden pontjabdl pontosan egy €l vezet ki, melyekhez tartozé véltozo értéke 1,

és ezek az élek egy M teljes parositast adnak. 0

5.6. Maximalis folyam

A maximadlis folyam probléma felfoghat6 egy olyan transshipment problémaként, amelyben a val-
tozok értékeire felsd korldtokat kotiink ki. Ezt a kapcsolatot felhaszndlva elméleti kovetkeztetése-

ket vonhatunk le, illetve a feladatot megoldé algoritmusokhoz juthatunk. A teriilet fejlédése nem
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ezt az irdnyt kovette és mi sem fogjuk ezt tenni, ugyanis kozvetlen, a szimplex algoritmusra nem
hivatkoz6 eszkozokkel targyalhatd a probléma. Mi tobb, az ad6dé bizonyitdsok egyszer(ibbek, az

algoritmusok hatékonyabbak, mintha altalanos elméleten keresztiil érnénk el céljainkat.

Példa: Kezdjiik egy klasszikus példdval, amelyben San Franciscob6l New Yorkba igyekszik egy
repiilGtarsasdg maximalis szdmu embert utaztatni. Utkdzben tobb dtszalldsi lehetdség van és az

egyes varosok kozott szdllithaté utasok szamat egy tdblazatban foglaljuk dssze.

Honnan Hovéa Helyek szama

San Francisco Denver 5

Atlanta New York
Chicago New York

San Francisco | Houston 6
Denver Atlanta 4
Denver Chicago 2

Houston Atlanta 5
7
4

A tablazatbdl egy irdnyitott grafot irhatunk fel; az élek stlyozasa az elszallithaté utasok ma-
ximdlis szdma a két pontnak megfeleld varos kozott. A kovetkezoket szeretnénk formalizdlni egy

szallitasi tervben:
1. Ha (v, w) Gton k ember megy az ugyanaz, mint a (w, v) dton —k ember.
2. A egy tton kiildott emberek szdma nem haladhatja meg az dt korlatjat.

3. SF és NYC kivételével a beérkezd és tdvozo utasok szdma egyenld, azaz az 1. pont miatt az

0sszeg nulla.

Legyen G egy irdnyitott graf két kitiintetett ponttal, s (forrds) és t (nyeld). Jelolje c(v,w) a (v, w)
él kapacitdsdt, azaz az élhez tartozé valtozé maximdlis értékét, tovabbd legyen c(v, w) = 0, ha
(v,w) nem él G-ben. Az f : V(G) x V(G) — R fiiggvény folyam, ha az alabbi harom feltételnek

eleget tesz:

(1) Ferde szimmetria. Minden v, w pontra f(v,w) = —f(w,v). Ha f(v,w) > 0, akkor azt

mondjuk, van folyam v-bdl w-be.
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(2) Kapacitds korldt. Minden v, w pontra f(v,w) < ¢(v,w). Ha (v, w) olyan, hogy f(v,w) =

c(v, w), azt mondjuk a folyam teliti (v, w)-t.
(3) A folyam megmaradads elve. Minden s €s ¢-t61 kiilonbdz6 v pontra 3, () [ (v, w) = 0.

A folyam értéke, |f| := 3, cy () f(s,w), azaz a forrdsbol kifolyé mennyiség. A maximdlis
folyam probléma a maximalis értéki folyam megkeresése. Vizsgdlataink kozponti fogalma a vd-
gds. Bgy X, X vdgds a V(G) ponthalmaz olyan particiéja, hogy s € X ést € X = V(G)\X.
Az X, X végés kapacitdsa ¢(X,X) = xwex ¢(v;w). Egy minimalis kapacitdsd vdgdst mi-
nimdlis vdgdsnak neveziink. Ha f egy folyam, X, X egy vagas, akkor a vdgdson dtmend folyam
f(X, 7) = ZveX,wEY fo,w).

5.1. Lemma. Bdrmely f folyam és X, X vdgds esetén a vdgdson dtmend folyam egyenld a folyam

értékével.
Bizonyitas.

f(X’y): Z f(v,w): Z f(vvw)_ Z f(v,w):|f|,

veEX,WEX veX,weV(G) veX,weX
mert 3_, weV(G) f(v,w) = |f| a folyam megmaradds, > .,y f(v,w) pedig nulla a ferde
szimmetria torvénye miatt. U

A lemma szemléletes jelentése az, hogy a folyam értéke egyenld az X -et elhagyd netté mennyi-

séggel. Mivel f(v,w) < c(v,w),

\f] = Z fv,w) < Z c(v,w)

veX,weX veX,wex

minden f folyam és X, X vdgds esetén. Igy a maximalis folyam értéke nem haladja meg a mini-
mdlis vagds értékét. A meglepd az, hogy ez a két érték egyenld. Ez igazdbdl az LP dualitds tétel
egy specidlis esete, melyet néhany fogalom bevezetésével kozvetleniil is beldthatunk.

A maradék kapacitds egy f folyamra v és w pontok kozott r(v, w) = c(v,w) — f(v,w).
Szemléletesen (v, w) egységgel ndvelhetjiik a folyamot v-bSl w-be (ha ugyanennyivel csokkent-
jik f(w,v) értékét). Az R maradék grdf egy folyamra G pontjaibdl és azon (v, w) parokbdl, mint
élekbdl all, amelyekre (v, w) > 0: lehetnek olyan élei, melyek nincsenek G-ben. Egy p noveld iit

az f folyamra egy s-bél t-be vezets it R-ben. A p Gt maradék kapacitdsa, r(p) a p-ben 1év6 élek
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maradék kapacitdsainak minimuma. A p novel§ 1t szerepe nyilvanvalé: a p élei mentén r(p)-vel

novelve az f folyamot, a folyam értéke r(p)-vel novelhetd. (Ha f(v,w)-t valtoztatjuk, valtozik

f(w,v) is!)

5.2. Lemma. Legyen f egy tetszbleges, f* pedig egy maximdlis folyam G-n. Ha R az f-hez tartozo

maradék grdf, akkor R-en a maximdlis folyam értéke |f*| — | f|.

Bizonyitas. Legyen [’ tetszGleges folyam R-en és definidljuk az f+ [’ folyamot az (f+ f)(v, w) :
f(v,w) + f'(v,w) egyenlséggel. Ekkor f + f’ folyam G-en, értéke |f| + |f'| < |f*
If'| < |f*] — |f] adédik. A hasonléan definidlt f* — f, (f* — f)(v,w) = f*(v,w) — f(v,w)

folyam R-en, értéke | f*| — | f|, azaz az el6zGek miatt maximalis folyam R-en. O

, amib0l

5.3. Tétel (maximalis folyam - minimalis vagas). A kovetkezd feltételek ekvivalensek:
(i) Az f folyam maximdlis.
(ii) Nincs noveld iit f-re.

(iii) Valamely X, X vdgdsra az |f| = c(X, X).

Bizonyitas. (i)= (ii) Ha van egy p novel6 ut f-re, akkor novelhetjilk a folyam értékét a p-ben
1évé éleken megviltoztatva a folyamot. (ii)=- (iii) Tegyiik fel, hogy f-re nincs noveld tt. Legyen
X azon pontok halmaza, melyek elérheték s-bl az R éleit haszndlva, és legyen X = V(G)\X.
ekkor X, X egy vagas (s € X, t € X), és

=D flow)= Y cvw) =cXX),
veEX,weX veX,weX
mert v € X, w € X-b6l kovetkezik, hogy (v, w) nem éle R-nek, azaz f(v,w) = c(v,w). (iii)=
() Mivel | f| < ¢(X, X) barmely f folyam és X, X vdgds esetén, az | f| = ¢(X, X) egyenlSségbdl

kovetkezik, hogy f maximdlis folyam és X, X minimalis v4g4s. U

Az el6z6 tétel az alapja Ford és Fulkerson un. noveld it modszerének: Induljunk ki a zérus
folyambdl (f(v,w) = 0 minden (v, w) €élre), majd ismételjik meg a noveld lépést amig olyan
folyamhoz jutunk, amiben nincs néveld tt. Noveld lépés: Taldljunk egy p ndveld utat a pillanatnyi

f folyamra. Noveljiikk f értékét r(p) egységgel a p-ben 1év éleken.
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5.4. Tétel (integralitas). Ha egy folyam problémdban a kapacitdsok egészek, akkor van egy egész

értékii maximadlis folyam.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kapacitdsok egészek. Ekkor a novelS it mddszer legaldbb egy
egységgel noveli a folyam értékét minden iterdcidban, igy f* maximadlis folyamot legfeljebb | f*|
1épésben megkapja. Masrészt a kezdeti egész értékeket minden 1épésben egész szammal valtoztat-

tuk, igy f*(v, w) egész minden (v, w) élre. O

A példankban az alabbi lépésekkel kaphatunk maximadlis folyamot. Baloldalon a folyam érté-

keket, mellette a hozzatartoz6 maradék grafot a noveld uttal egyiitt dbrdzoljuk.

Inicializalds. A novel§ ut: SF-H-A-NYC, r(p) =5
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3. 1épés. Nincs noveld dt, | f* = 9], X, X a teli ill. iires pontok az dbréan.

Megjegyzés: A noveld it médszer nem sziikségképpen konvergdl, és egész szamok esetén is lehet
nagyon hosszu. Edmonds és Karp viszont megmutatta 1969-ben, hogy a legkevesebb élbél 4116 no-
vel§ ut vélasztasdval az algoritmus cnm? miveletet igényel, ahol ¢ konstans, n a pontok, m pedig

az élek szama G-ben.

Példa: Az elsd rajzon a kapacitdsok, a tobbin a kozelitések, ha a noveld tt athalad a fliggdleges
élen. (Csak a folyamot dbrdzoltuk, a maradékgrafot nem.) Ekkor algoritmus 1épésszdma k. Ha a

legrévidebb noveld utakat valasztjuk, akkor két 1épesben eljutunk az optimumhoz.

5.1. Feladat (baseball elimination). Adott egy bajnoksdg, ahol minden mérkozésen van egy nyer-
tes és egy vesztes (azaz nincs dontetlen). Tegyiik fel, hogy az i csapat w; meccset nyert eddig és
még r; mérkozése van hdtra; tovdbbd az 1 és j csapatok kézott még r;; mérkdzés lesz a bajnoksdg
hdtralévd részében. Legyen Wy, = w;+1; a maximdlis gyozelmek szdma, melyet i csapat a szezon
sordn elérhet. Adjuk meg, mely csapatnak van a legtobb gyézelemre esélye a szezonban. [Otlet:
vegyiik azt a paros grafot mely egyik osztidlydban a csapatokat, mésikban a lejatszandé mérk6zé-
seket reprezentéljuk, tovabba egy forras és egy nyeld pontot. Az éleket €s élsulyokat ligyes mddon

valasszuk meg.]

5.7. A Kiilszini fejtés probléma

2y

A maximdlis folyam probléma egy varatlan és mély alkalmazasa fliz6dik Balinsky, Rhys és Picard

nevéhez, amit kiilszini fejtés (vagy open pit) probléméanak hivnak. Tegyiik fel, hogy egy adott
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teriileten valamely mélységig felosztottuk a talajt, és ismerjiik egy-egy részben 1€v0 dsvany értékét,
illetve az adott rész kitermelési koltségét. Az egyszerliség kedvéért téglatest alakd darabokkal
szamolunk és az i-edik darab értéke w; a benne levd dsvany értékének és a kitermelési koltség

kiillonbsége.

Feladatunk azon P halmaz megtaldldsa, amelyre a ) _._, w; maximdlis. A nehézség abban rej-
lik, hogy P nem lehet akdrmilyen halmaz; meg kell felelnie egy lehetséges kitermelésnek. Ez alatt

azt értjiik, ha egy téglat kitermeliink, akkor nemcsak a felette 1€vo téglat, de még annak szomszé-

dait is ki kell termelniink, még ha negativ is az értékiik.>

Példa: Az aldbbi abra egy adott foldteriilet esetén mutatja az asvanyok értékének és kitermelési

koltségének kiilonbségét a fold egyes darabkain.

a o

1 1 o | 10 s 1o 1

Altaldban ha az i-edik elem hozzdvétele a P halmazhoz kikényszeriti a j-edik elem hozzavételét
azt egy (i,7) irdnyitott éllel jeloljik majd a G grafban, melynek a pontjai az elemek. Legyen
ennek a grafnak egy X C V/(G) ponthalmaza zdrt, ha i € X és (i,7) € E(G) esetén j € X.
Ujrafogalmazva a problémat egy olyan X zért részhalmazat keressiik a pontoknak, hogy a Y iex Wi
maximalis.

Ezt a kovetkez0 eljarassal visszavezethetjiilk egy minimadlis vagas, vagy ami ezzel ekvivalens,
egy maximalis folyam problémara. Osszuk fel G pontjait két részre; ¢ € A, ha w; > 0 illetve
1 € B, haw; < 0. Vegylink hozzd G-hez két 1j pontot, egy s forrdst és egy t nyeldt, valamint
egy (s,i) élt minden ¢ € A-ra, és egy (j,t) élt minden j € B-re. legyen az 4j élek kapacitdsa
(s, 1) := w; minden ¢ € A-ra, ¢(j,t) := —w; minden j € B-re, mig G eredeti éleinek kapacitdsa
végtelen.

Konnyen lathatd, hogy egy X ponthalmaz akkor és csak akkor zart, ha az X U {s}, m

vagas kapacitdsa véges.

2Ez banyatechnikai el6irds, ugyanis bizonyos szognél meredekebb lejtét nem szabad 1étrehozni kiilszini fejtésnél.
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Wi

Tovéabba ha az el6bbi vagas kapacitdsa véges, akkor az éppen

(XU{sh XUt = D clsi)+ Y clist) =

1€ A\X i€BNX
1€ A\X 1€BNX i€A i€ X

Mivel a ) ., w; konstans, a fenti vdgas kapacitdsdnak minimalizdldsa a ) _,_ w; maximalizala-
sat jelenti. Azaz a minimalis vagas megtaldlasa egyben megadja a keresett maximaélis sulyu zart

ponthalmazt.

5.2. Feladat. Definidljuk az Altaldnositott Cirkuldciés problémdt (alsé-felsé kapacitdsok és kolt-

ség egy-egy élre), minimdlis 0sszkoltség a cél.
1. Mondjuk ki (bizonyitsuk) egy integralitds tételt.
2. Vezessiik vissza a transshipment és maxflow problémdkat erre.

3. Keressiink gyakorlati példdkat ACP-re.

5.3. Feladat. Azt mondjuk, hogy két (e, €') irdnyitott él anti-parhuzamos, ha végpontjaik ugyan-
azok, de irdnyuk kiilonbozo. Mutassuk meg, hogy bdarmely folyamhdlozat esetén létezik olyan ma-

ximdlis folyam, hogy e és €' legaldbb egyikén nem megy dt folyam.

5.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy folyamhdlozatban tobb forrds és tobb nyeld van. Mutassuk meg,
hogyan lehet a Ford-Fulkerson algoritmust haszndlni ebben az esetben. Irjuk fel az dltaldnos LP

modellt is.

5.5. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy folyamhdlozatban minden él kapacitdsa pdros. Mutassuk meg,

hogy ekkor a maximdlis folyam is pdros.

5.6. Feladat. Adott egy irdnyitott grdf és két csiicsa s és t. Adjunk meg algoritmust, ami az él-

diszjunkt s — t utak szdamdt adja meg.
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5.7. Feladat. Adott egy irdnyitott grdf és két csiicsa s és t. Adjunk meg algoritmust, ami megadja

minimdlisan hdny élet kell tordlni, hogy t ne legyen elérhetd s-bol.

5.8. Feladat. Adott egy irdnyitott grdf és két csiicsa s és t. Adjunk algoritmust, ami megadja a

csucs-diszjunkt s — t utakat.
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6. fejezet

Intervallumgrafok és rokonaik

Kezdjiik a vizsgalatainkat néhdny, konnyen lathat6an rokonsagban all6, de nem nyilvanval6an graf-
elméleti problémdval. A téméban jobban elmélyedni vagy6 olvasé szdmadra pl. a [4] kOnyvet

ajanljuk.

6.1. Probléma. (Hiitoszekrény) Egy laboratériumban el kell tarolni n mintdt oly mddon, hogy az
1-edik t; homérséklet felett és 'T;; alatt tartsuk, 1 < i < n. Kérdés, minimdlisan hdny hiitoszekrényre

van sziikség ehhez, ha egy-egy hiitében egy rogzitett homérsékletet dllithatunk be?

6.2. Probléma. (Szamla) Folyamatosan kapunk szdmldkat, amelyeket be kell fizetniink a lejdrati
idejiik elott. Egy alkalommal tobb szdmldt is rendezhetiink, és minimalizdlni kivanjuk az alkalmak

szamdt. Az i-esik szamldt t; idopontban kapjuk, és 'T; a befizetés hatdrideje.

6.3. Probléma. (Feliigyelet) Egy irdsbeli vizsgdztatdsndl n csoporthoz kell feliigyel6t beoszta-
nunk, szaktuddsra nincs sziikség, de két helyen egy idoben nem lehet a feliigyeld egyszerre. Az
1-edik csoport t; idoben kezd és T;-ben fejezi be a vizsgdt. Minimdlisan hdny feliigyelore lesz

sziikség?

6.1. Intervallumgrafok

Mindhérom feladathoz tarsithaté egy Z = {I1, ..., I,,} intervallum rendszer, ahol az I; = [t;, T;] €
R. A hiitGszekrény illetve a szdmla problémékban olyan K = {xy,..., 2} C R halmaz lehet a

megoldds, amelyre mindeni € {1,...,n} esetén K N1; # (). Az elsS esetben K elemei az egyes

'A K tn. lefedd halmaz I-re.
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hiiték bedllitott homérsékletei €s az :-edik minta a K M I;-bdl vett hdmérsékletti gépbe keriilhet. A
masodik esetben a /K halmaz befizetési idSpontokat jelol, amely az el6z6h6z hasonléan rendelhetd
szamldkhoz. Az optimdlis megoldasban & minimélis.

A harmadik feladat megolddsdban szamozni (szinezni ) akarjuk az intervallumokat, formadlisan
egy [ :Z — {1,...,(} fiiggvényt keresiink, amelyre f(I;) # f(I;), ha I, N I; # 0. Az optimalis

megolddsban ¢ minimadlis.

Az 1. és 2. problémadkat nagyon egyszerli moho algoritmussal kezelhetjiik. Legyen x; legki-
sebb eleme a {7;}"_ , halmaznak, azaz a legbaloldalibb jobb végpont.> Vegyiik az z;-gyel met-
sz6d6 intervallumokat, azaz Z' C Z és I, € Z' akkor és csak akkor, ha x; € I, és a lefedett
intervallumokat kidobhatjuk. A z, szdmot, 2 < s < k esetén a moh¢ algoritmus meghivasaval
nyerhetjiik a maradék intervallumokra, azaz a 7 \ U] Z? rendszerre. Mdsrészrél, az x,-eket defi-
nialo intervallumaink, azaz amely miatt x, bekeriilt K -ba, diszjunktak, és a lefedésiikhoz sziikség

van minimum A pontra.

A 3. probléma megolddsidhoz célszerii dtszamozni az intervallumokat a jobb végpontjuk nagy-
sdga szerint, azaz feltehetd, hogy 1y > T, > --- > T,. Az intervallumokat ebben a sorrendben
szinezziik moh6 modon. Kapja az [; a legkisebb pozitiv egész szdmot, amelyet nem adtunk korab-
ban a /;-vel metsz6d6 egyik intervallumnak sem. Miért optimadlis ez a szinezés? Tegyiik fel, hogy
az I; intervallum az ¢ szint kapta. Ez azt jelenti, hogy az [;-vel metsz6d6, mar szinezett interval-
lumok kozt van 1,2, ..., ¢ — 1 szinfi is. Ezen intervallumok mindegyike tartalmazza a 7; pontot,

tehdt barmely szinezést vdlasztandnk is, legaldbb ¢ szinre lenne sziikség.

Megjegyzések. Miel6tt grafokon fogalmazniank meg az elbbi struktdrakat, szogezziik le, ismét
egy sz€p alkalmazasit lattuk a moho megkozelitésnek. A szamla problémaval kapcsolatban termé-
szetes modon felvetddik az on-line és off-line problémdk kérdése. Az on-line arra utal, korl4tozott
az informécidnk, adott pillanatban kell egy dontést hozni és a mar meghozott dontések nem médo-
sithatGak. Altaldban ennek 4ra van, nem érjiik el a feladat teljes ismeretében (off-line eset) kaphat6
optimumot. Egyfajta drat viszont meg kell fizetniink a megoldas instabil voltdban.’> Ha késiink egy

befizetéssel (vagy valamelyik hiiténk nem pontosan tartja az eldirt homérsékletet) akkor 6sszeom-

lik a megoldés.

6.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy G intervallumgrdf akkor és csak akkor, ha csupa nyilt interval-

Egy tipikus bizonyitas j6 eséllyel ennek a pontnak a vételével kezdddik.
3Nagyon 4ltaldnos elv, hogy minél jobban optimaliz4lt egy rendszer, annl torékenyebb. A miiszaki, gazdasigi

konstrukcidk problémdi vagy a bioldgiai organizmusok tilélése, kihaldsa is sok példat ad erre.
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lummal is reprezentdlhato.

6.2. Feladat. Mutassuk meg, ha G intervallumgrdf akkor van olyan reprezentdcidja, amelyben az

osszes intervallum végpont egész szdm.

6.3. Feladat. Egy G valodi intervallumgrdf, ha a reprezentdcidjanak bdarmely két, I; # I, inter-

vallumdra teljesiil az I; ¢ 1;. Ldssuk be, hogy nem minden intervallumgrdf valodi intervallumgrdf.

6.4. Feladat. Egy G intervallumgrdf idogrdf (vagy egység intervallumgrdf), ha van olyan repre-
zentdcioja, amelyben az dsszes intervallum egységnyi hosszi. Mutassuk meg, hogy G pontosan

akkor idégrdf, ha valodi intervallumgrdf.

6.2. Metszetgrafok

Kézenfekvd egy 7 intervallum rendszerhez egy G egyszerti grafot rendelni az aldbbi mdédon.
V(G):={hL,...,I,} mig (I;, ;) € E(G) akkor és csak akkorha [, N [; # 0 ési # j.*
Masrészt egy G graf intervallumgrdf, ha van olyan Z rendszer, amely GG grafot reprezentdlja.

Az intervallumgréfok osztalyat I-vel jeloljiik. Altalaban is érdemes bevezetni az alabbit:

A Hy, ..., H, halmazrendszer metszetgrdfja az a G graf, melyre V(G) = {Hy,..., H,} és
(H;,H;) € E(G) ha H; N H; # () és i # j. Forditva pedig a Hy, ... H, rendszer G graf egy

metszet reprezentécidja.

Konnyen l4thatd, hogy barmely egyszer(i grafnak van metszet reprezenticioja, igy teljes élta-
lanossdgban a fogalom semmitmondé. Az intervallumgraf egy szerencsés fogalom, amely képes
0sszekotni a folytonos €s diszkrét matematika néhany jelenségét. A modell sikere tovabbi 4ltala-
nositasokat is sugallt, ahol a halmazok korivek, intervallumok uniéi a valés egyenesen vagy épp
szorzatai az R*-ban, konvex alakzatok stb. Megjegyezziik, hogy az n. kisvildg grafok vizsgalat4-
hoz és adatbdanydszati modellek készitésében is igen hasznos fogalom a metszetgraf. A feladatok

kozt kitériink ezek némelyikére.

A hiitdszekrény illetve a szdmla problémak graf feladattd valtoztatdsahoz sziikség van egy ész-

revételre, tkp. az egy-dimenziés Helly tételr: Ha véges, zért intervallumok egy {I;}¥_, rendszere

4 Az intervallumokhoz rendelt grafok vizsgélatat Hajos Gyorgy kezdeményezte 1957-ben, majd 1959-ben Seymour

Benzer, Nobel-dijas biol6gus vetett fel ezekkel kapcsolatos kérdéseket.
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paronként metsz8, akkor NE_, H; # (.5 A bizonyitds egyszer(i, vegyiik a legbaloldalibb jobb vég-
pontot, az benne van az 0sszes intervallumban.

Mindig igaz, ha = k6z0s pontja egy reprezentdciéban a { H; };cr halmazoknak, akkor a metszet-
grafban a { H;};crr halmazokhoz tartoz6 pontok klikket alkotnak. Egy G intervallumgraf esetén a
Helly tétel miatt ez megfordithat6; egy klikk a GG-ben egy koz0s pontot jelent a reprezentdcidban.
Azaz a reprezenticié egy lefogd ponthalmaza megfeleltethetd a G intervallumgraf egy klikkfe-
désének és viszont. Specidlisan az algoritmusunk azt is bizonyitja, hogy «(G) = k(G), ha G

intervallumgraf.

Még egyszerilibb a dolgunk a 3. probléma értelmezésében. Diszjunkt intervallumok a repre-
zentdcidban fiiggetlen ponthalmazt indukdlnak a grafban (és viszont). Mivel a megfelel6 médon
végrehajtott mohd algoritmus annyi fiiggetlen halmazra bontja V' (G)-t, ami a maximuma az egy

pontban metsz6d6 intervallumok szdmanak, kapjuk az w(G) = x(G) egyenlGséget.

6.2.1. Benzer probléma

Az 1950-es évekre altalanosan elfogadotta valt az a nézet, hogy az él6lények felépitéséhez sziik-
séges informdcié a linedris szerkezeti DNS molekuldban tdrolédik. Az egyes tulajdonsdgokat
kédold elemi egység neve gén. Felmeriilt, hogy egy-egy gén vajon milyen részhalmaza a DNS
molekuldnak? Benzer hipotézise szerint egy gén a DNS molekula egy intervalluménak feleltethetd
meg, megengedve a gének atfedését. Kozvetleniil ez nem volt eldonthetd, igy Benzer egy eredeti
otlettel probalkozott.

Vett egy virust (T4 bakteriofdg), ennek azonositotta néhdny tulajdonsagat és vizsgélta a mu-
tacioit. Feltette, hogy a pontmuticidk torténtek, és két mérhetd tulajdonsig valtozdsa azt jelenti,
az Oket kddol6 gének kozos részében tortént valtozas. Reményei szerint a sok mutdcio6 feltirja az
0sszes kapcsolatot az gének kozt, azaz barmely két gén k6z0s részén keletkezik majd felismerhetd
mutacio.

Ha a hipotézis igaz, a kozosen véltozo tulajdonsdgokat 0sszekotve intervallumgraf keletkezik.
Ahogy a j6 jatékosnak, a j6 kutatonak is szerencséje van, Benzer intervallumgréfot kapott, ami

megerdsitette a hipotézisét.®

5Altaldban is igaz: Ha R"-ben adott véges sok véges, zart, korlatos konvex halmaz tigy, hogy koziiliik barmely

n + 1 metszete nem tires, akkor az 9sszes metszete sem iires.
®A magasabbrendti é16 szervezetek génjei tipikusan diszjunkt intervallumok, a fenti kisérlet iires grafot adna ra-

juk. A DNS szerkezetének feltarasat feldaraboldssal, a darabok feltardsaval, majd Osszeillesztésekkel végzik, ahol az

intervallumokra vonatkoz6 ismeretek kamatoztathatok.
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Tanulsagok. Lathat6, hogy alkalmazastdl fiiggben specidlis grafok, grafosztalyok bukkannak fel.
A szamunkra fontos problémdk ezen grafok egy-egy grafparaméterével vannak kapcsolatban. Az
elsédleges célunk a hatékony algoritmusok kezdeményezése.

Ebben a folyamatban hasznos lehet a grafok leirdsa lokdlis tulajdonsdgaikkal, esetleges tiltott
részgrafokkal. Szintén cél a globdlis szerkezet meghatarozasa; ez mélyebb megértéshez vezet és
algoritmikus vonatkozasai is lehetnek.

A megismerés része az esetleges reprezentaciok, felbontasok vagy kiilonb6z6 grafosztalyok
egymadshoz viszonyitott kapcsolatainak feltardsa. Ezek segithetnek a modellek készitésében, kiér-

tékelésében illetve Uj gondolatok felvetésében.

6.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy bdrmely n-ponti G grdfra van olyan Hg = {H,,...,H,}

halmazrendszer aminek a metszetgrdfja G-vel izomorf.

6.6. Feladat. Ldssuk be, hogy C). nem intervallumgrdf, ha k > 4. Mutassunk olyan fdt, amely nem

intervallumgrdf.

6.7. Feladat. Egy G grdf oragrdf, ha a metszetgrdfja egy kor ivhalmazdnak. Mit modellezhetiink
oragrdfokkal?

6.8. Feladat. Egy moziban ot nézé van és elképzelhetd, hogy egyszer, de nem tobbszor, elalszanak
a film kozben. Tudjuk, hogy bdrmely két néz6hoz van olyan idépont, amikor ok ketten biztosan

ébren vannak. Mutassuk meg, van olyan idopont, amikor legaldbb hdrman is ébren vannak.

6.3. Haromszogezett grafok

A haromszogezett grafok fogalma és a rdjuk vonatkoz6 elsé tételek Hajnal Andrés és Surdnyi Janos
(1958) valamint Claude Berge (1960) munkdiban taldlhat6ak.

Egy G graf hdromszogezett’, ha nem tartalmaz feszitett C,,-et, n > 4 esetén. Mieldtt algorit-
musokat keresnénk haromszogezett grafokra, a szerkezetiikr6l kell informaciét szerezni. Ebben
néhdny uj fogalom segit.

Egy G grafban a nem 6sszekotott o, y pontokra az S C V(G) halmaz x, y-szepardtor, ha z
és y kiilonb6z6 komponensekben van a G \ S grafban. S minimdlis, ha a val6di része nem z, y-
szeparatorok. Egy S minimdlis szepardtor, ha minimalis x, y-szeparator valamely nem 0sszekotott

x és y pontokra.

"El6fordulnak még a hiirozott vagy merevkor( elnevezések is. A haromszogezett grafok osztalyanak jele: T.
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Egy © € V(G) szimplicidlis pont G grafban, ha az N(x) pontok klikket feszitenek. Az
X1, To, ..., T, perfekt elimindcios séma, roviden PES, G grafra, ha az x; szimplicidlis pont az

Ti, Tiv1, - - -, Ty pontok dltal feszitett részgraftban minden ¢ = 1,. .., n esetén.
6.1. Tétel. Egy G hdromszogezett grdf minden S minimdlis szepardtora klikket feszit.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G hdromszogezett és .S minimdlis x, y-szepardtor. Legyen C, (C,)
az x-et (y-t) tartalmazé komponens G \ S feszitett részgrafban. S minden pontjabél vezet él C.-be
és Cy, kiilonben nem lenne minimadlis z, y-szepardtor.

Ha u,v € S ésu # v, akkor van egy legrovidebb, az u és v pontokat leszamitva C,.-ben (illetve
Cy-ban) ket 6sszekots P, (illetve P,) tt. Vegyiik a P, U P, kort; ez legalabb négy hossziisagu és
a minimdlis utak és az S szepardtor miatt az egyediili potencidlis hirja az u, v.

Megforditva, ha barmely minimaélis szeparator klikk, két eset lehet. Amennyiben G a teljes
gréaf, kész vagyunk. Ha z,y € V(G), © # y és (z,y) € E(G), akkor van egy S, amely minimalis
x, y-szepardtor. Indukciéval kapjuk barmely C' komponensre a G \ S-re, hogy a C' U S halmazon
feszitett részgraf haromszogezett. Igy ha egy kor teljes egészében egy C' U S halmazban marad,

akkor azért van hdrja, ha két pontot felhasznal S-bdl, akkor szintén van hurja. U

6.2. Tétel. Egy G grdf hdromszogezett akkor és csak akkor, ha minden feszitett részgrdfjaban van

szimplicidlis pont.

Bizonyitas. Ha GG-ben van egy C), kor, k£ > 4, akkor ennek nincs szimplicidlis pontja. A masik
irdny kicsit komplikéltabb. Feltehetjiik, hogy G nem a teljes graf. Vegyiink egy olyan x € V(G)
pontot, amelyre a G \ N (x) legnagyobb komponense, nevezziik C-nek, a lehets legnagyobb. Le-
gyen S C N(x) amelyekbdl vezet é1 C-be.

Minden z € V(G) \ (C U S)-re (z,s) € F(G) minden s € S. Ha z = z, akkor azért, mert
S C N(z). Haz € V(G)\(CUSU{x}),és s € Sugy, hogy (z,s) ¢ E(G), akkora CU{s} benne
van G\ N(z) egy komponensében. Ez a komponens viszont nagyobb lenne, mint C', ellentmondés.

Vegyitk most a G’ := G \ (S U C) grafot, és haszndljuk az indukcidt egy z szimplicidlis pont
1étezéséhez. Legyen N'(z) := N (2), amely tehdt klikk. A fentiek miatt N(z) = N'(z) U S.
Mivel S maga is egy klikk, illetve minden él 1étezik S és N'(z) kozott, N(z) is klikk, z pedig

szimplicidlis pont. U

6.1. Kovetkezmény. Egy G grdf hdromszogezett akkor és csak akkor, ha van perfekt elimindcios

sémdja.
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Bizonyitas. Ha G haromszogezett, akkor alkalmazhatjuk a 6.2 tételt. Ha az =1, zo, . . ., x,, perfekt

eliminécids séma, akkor annak egy tetszdleges x;,, x;,, . . . részsorozata is az. U

A perfekt elimindciés séma kozponti adatstruktdra a hdromszogezett grafok vizsgalatdban.
Konnyen lathaté O(nm) algoritmus az elddllitasdra; keressiink egy x; szimplicidlis pontot, majd,
i=1,...,n—2reegy xr;y1 egy szimplicidlis pontot G \ {x1, ..., z;}-ben. Vegyiik észre, hogy az
utols6 pont mar kiilon ellen6rzés nélkiil felvehetd, hisz iires feltétel vonatkozik a szomszédséagara.
Ugy is fogalmazhatnénk, visszafele is felépithetS egy PES. Ezt kihasznilva Leuker (1974), majd
Rose és Tarjan (1975) linedris idej{ algoritmust adtak egy PES-ra.

Az altaluk kifejlesztett Un. lexikografikus széltében keresés az aldbbi: Kétféle cimkét haszna-
lunk, o (7) jelenti a PES i-edik elemét mig G minden pontja kap egy halmazcimkét, ami kezdetben
0.

Ezutan 1 = n-t6l visszafele 1 = 1-ig a kovetkezdket hajtjuk végre:

o(i) := x, ahol x még nincs PES-ben és = halmazcimkéje maximalis®, valamint = Osszes, a

PES-be még be nem keriilt szomszédjanak halmazcimkéjéhez hozzaadjuk i-t.

6.3.1. A w(G), x(G), a(G) és k(G) kiszamitasa haromszogezett G-re

Feltehetjiik, hogy G 0sszefiiggd, a komponenseken megoldott problémak Osszeftizhetéek. Hata-

rozzunk meg el8szor egy {1, ..., x,} PES-t G-re.

w(G) : Vegyiik észre, hogy r; egy maximadlis klikknek eleme, ami belSle és a szomszédaibél all.'°
Rekurziéval 1épjiink G \ x;-re, w(G) := max{|N(z1)| + 1,w(G \ x1)}.

X(G): A moh6 algoritmussal szinezziik G-t a PES sorrendjében visszafele. A k szin hasznélata egy
legaldbb k-méretti klikk esetén torténik, igy a mohd algoritmus w(G) szinnél tobbet nem igényel

(kevesebbel meg nem lehet). Vegyiik észre specidlisan w(G) = x(G) a hdaromszogezett G-re.

a(@): Az N (1) U{z1} klikkbdl legfeljebb egy pontot tartalmazhat egy maximum méretd fiigget-
len halmaz, legyen ez x;. Rekurziéval megkaphatunk egy maximalis méretdi U’ fiiggetlen halmazt
G\ (N(z1) U{z1})-ben. AU := U'U {x1} maximum méretd fiiggetlen halmaz G-ben, igy
a(G) =|U].

8Véges N-beli halmazokat lexikografikusan rendezve el6szor a legnagyobb elemeket hasonlitjuk ossze, ha ezek

egyenlGek, a 2. legnagyobb elemet s.i.t. Ha A valddi része B-nek, akkor A a nagyobb.
9Egyenl6ség esetén a maximalis halmazcimkéjiiek koziil tetszélegesen vélasztunk.
'"Hasonl6an kaphaté, hogy a maximalis klikkek szdma G-ben legfeljebb .
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k(G): Az x;-et fed6 maximalis klikk @y := N(z1) U {1}, igy rekurziéval a G lehetd legjobb
klikkfedése (), unidjaa G \ (N (z1) U {x;} legjobb klikkfedésével. Indukcidval az utébbi mérete
a(G\ (N(x1) U {x1}), ami egy o(G) méretii klikkfedést ad G-re. Specidlisan a(G) = k(G) a

haromszogezett G-re.

6.3.2. A PES matrixokra

A linedris algebra alapfeladata az Ar = b egyenletrendszer megoldasa. Sok esetben az A matrix
szimmetrikus, azaz A = A'. Ekkor hozzarendelhet$ az n x n-es A-hoz a G4 graf a kovetkezSkép-
pen: V(Ga4) :={1,...,n}, (i,5) € E(Ga),haa;; # 0.

Hasznos megérteni, hogyan véltozik a métrixhoz rendelt graf, ha Gauss eliminéciét végziink.
Ha az A mitrix egy a; ; elemét generdld elemnek vélasztva végrehajtjuk az elimindci6 egy 1épését,
akkor az i-edik oszlop z€r6 elemei esetleg nem zérova valnak. Ez azzal ekvivalens, hogy az uj
matrix (torolve a ¢-edik oszlopot és sort) grafja része annak grafnak, amit G 4-bdl az i-edik pont

torlésével, és az N;-ben az 0sszes €l behtizasaval kapunk. Ezzel belattuk az alabbi tételt:

6.3. Tétel. Egy A mdtrixra végrehajthaté a Gauss elimindcio iij nem zéro elemek létrehozdsa nél-

kiil ha a G 5 grdf hdromszogezett.

6.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy G grdf hdromszogezett akkor és csak akkor, ha L(G),G élgrdfja

szintén az.

6.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy a zsaru nyer a zsaru-rablo jdatékban a G grdfon, ha G hdrom-

szogezett.

6.11. Feladat. Legyen o a G hdromszogezett grdf egy PES-e, és irdnyitsuk G éleit, iigy ha (x,y) €
E(G) és x megeldzi y-t a PES-ben, akkor x-bdl y-ba megy é€l, ez 8 Mutassuk meg, hogy (1) 8
irdnyitott kor mentes grdf (2) 8 bdrmely topologikus rendezése PES G-n.

6.12. Feladat. Javasoljunk algoritmusokat, melyek bedgyaznak egy tetszbleges H grdfot egy G
hdromszégezett grdfba iigy, hogy a e(G) — e(H) maradjon kicsi."!

' A minimalis érték megtaldldsa NP-nehéz.
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6.3.3. Haromszogezett grafok reprezentacioi

A hdaromszogezett grafok az intervallumgrafok altalanositdsai. Kézenfekvo a kérdés, van-e ha-
sonlé metszetgraf reprezentdcidjuk? Bér az intervallumokhoz hasonlé reprezentdcié bizonyitdsa

lehetséges kozvetleniil is, a késdbbi dltaldsitdsok kedvéért megéri tenni egy latszolagos kitérdt.

Legyen G egy graf, (T, S) pedig egy par, ahol T" egy fa S elemei V' (G) részhalmazai, melyek
rendre 7" pontjainak felelnek meg. Azaz ha i pont T-ben, akkor és csak akkor, ha S; € S. A (T, S)
par klikkfa G-re, ha

(a) (S a maximdlis klikkek halmaza G-ben,

(b) minden z € V(G) esetén ha z € S; N S; akkor x € Sy ha ¢ eleme az i-t és j-t 6sszekotd
utnak 7'-ben.

Azaz GG egy klikkfdjanak pontjai G maximalis klikkjeit reprezentédljdk oly médon, hogy egy

x € V(@) pontot tartalmaz6 maximalis klikkek halmaza 7" egy részféja.
6.4. Tétel. Egy grdf hdaromszogezett akkor és csak akkor, ha van klikkfdja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a (7,S) a G gréaf egy klikkfaja. Legyen ¢ € T egy levél T-ben,
és Sy az ¢ ponthoz tartozé maximdlis klikk G-ben. Ekkor van egy olyan z € Sy, pont, mely
szimplicidlis G-ben. Vegyiik ¢ egyetlen T-beli szomszédjat, p-t. S, és S, maximalis klikkek G-
ben, igy S¢\ S, # 0, azaz vanegy z € Sy\ S,. A z-t tartalmazé maximalis klikkek részfat alkotnak
T'-ben, de ez csak a S, pont maga lehet, igy z szimplicidlis G-ben. Innen indukciéval jon tétel csak
akkor irdnya.

A masik irdnyban feltessziik, hogy G haromszogezett €s nem a teljes graf (mely eset trividlis).
Vegyiink egy lehet$ legkisebb méretli S minimadlis szepardtort. Legyenek Ci,...,Cy a G\ S
komponensei, ¢ > 2, hisz S minimalis szeparitor. Ekkor S minden pontjanak van szomszédja
minden komponensben. Tegyiik fel, hogy egy s € .S pontnak nincs pl. C1-ben szomszédja. Ekkor
viszont S’ := S\ s egy x, y-szeparator tetszGleges x € (] illetve y € Cy U - - - U C; esetén, ami
ellentmond S definiciéjanak.

A G gréf klikkfajat a C; U S részgrafokban rekurzidval nyert 7; klikk fakbodl rakhatjuk ossze.
Vegyiik azt a M; maximalis klikket C; U S amely tartalmazza S-et. Konnyen lathatd, hogy M, \
S # (. (Legyen z; € C; az S-ben legtobb szomszéddal rendelkezd pont. Ha S ¢ N(x;), azaz
s € S\ N(x;), akkor van olyan y;, mely C;-ben minimélis tdvra van z;-t0l és (s,y;) € E(G).

59



Ekkor a haromszogezettség miatt (s’,y;) € F(G) minden s’ € N(z;) N S pontra. Vegyiik észre,
hogy M; egyértelmiien meghatarozott.)

Ezek utdn a T fat dgy képezziik, hogy i = 2,... t-re a T; fdk M;-nek megfeleld pontjat
Osszekotjiik a T fa M;-nek megfelel pontjaval. A 7' fa GG klikkfaja, ehhez az (a) és (b) feltételek
teljestilését kell ellendrizniink. Egy klikknek nem lehet eleme C;-ben és C';-ben i # j egyszerre,
mert S szeparator, amibsl jon az (a) feltétel. Ha = € C;, akkor minden z-et tartalmazé klikk G-
ben van, igy az indukcios feltétel szerint ezen klikkek részfat alkotnak 7;-ben, igy 7'-ben is. Ha
x € S, akkor az x pontosan az M;, : = 1,...,t maximdlis klikk eleme GG-ben. A T felépitése
miatt ezeknem a klikkeknek éppen egy csillag 7'-ben (az M;-nek megfeleld pont a kozéppontja, a

tobbi M;-nek megfelel6 pontok a levelei). 0

Egy G graf metszetgraf reprezenticidja 1" fareprezentdcio, ha G egy = pontjdhoz a 1" egy T,
részféja tartozik. Tovdbbd az x # y esetén T, N T,, # () pontosan akkor, ha (x,y) él G-ben.

6.5. Tétel. Egy grdf hdromszogezett akkor és csak akkor, ha van egy fareprezentdcidja valamely T
faval.

Bizonyitas. H G haromszogezett, akkor a 6.4 tétel miatt van egy (7', S) klikkfdja. Rendeljiik az
x € V(G) ponthoz T, részfit, ami a x-et tartalmaz6 maximélis klikkekhez tartozé pontokon fesziil
T-ben. (Ez a klikkfa (b) tulajdonsdga miatt 6sszefiiggd.)

Ha (z,2) € E(G), akkor van olyan ) maximalis klikk G-ben amelynek része. gy a Q-hoz
rendelt ¢ € V(T')-re kapjuk, hogy ¢ € T,, N T}, # (). Mésrészt ha egy ¢-ra g € T,, N T, akkor a ¢
altal reprezentalt G-beli klikk tartalmazza az z,y € V(G) pontokat, azaz (x,y) € E(G).

A midsik irdnyhoz tegyiik fel, hogy egy T fa {7}, },cv () részfai metszet reprezentacidja G-nek.
Torolhetiink 7'-ben barmely olyan ¢ levelet, amelyik (1) nem része egy 7,.-nek sem, vagy (2) az
osszes (-et tartalmazé T), tartalmazza p-t, £ egyetlen szomszédjat T-ben. Igy vagy |V (T)| = 1 és
egy teljes graf G, vagy van olyan T, részfa, amely éppen egy /¢ levélbdl 4ll. Igy viszont minden
T, részfa, amelyre T, N T, # () kapjuk, hogy ¢ € T,, azaz x szomszédai G-ben klikket alkotnak.
Azaz az x € V(G) pont szimplicidlis G-ben. Megismételve az eljarast 7'\ {¢}-re indukciéval a G

perfekt elimindcids sémdjat kapjuk, igy a 6.1 kovetkezményt alkalmazva kész vagyunk. U

6.13. Feladat. Ha a G grdfnak van egy T fareprezentdcidja, akkor van olyan T' is, ahol a részfdik

egyike sem valodi része a mdsiknak.

6.14. Feladat. Egy hdromszogezett G grdfnak van olyan T fareprezentdcidja, amire v(T) < v(QG).
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6.3.4. Splitgrafok

A haromszogezett grafok egy onmagéaban is érdekes részosztdlya az tn. splitgrdfok. Egy G graf
splitgrdf, ha V(G) felbonthaté A és B halmazokra tgy, hogy A klikk B pedig fiiggetlen halmaz
G-ben.'?

Egy karakterizaciojét a splitgrafoknak Foldes Istvdan és Hammer Péter adta 1977-ben:

6.6. Tétel. Egy G grdfra az aldbbiak ekvivalensek:
1. G split grdf
2. G és G hdromszogezett grdfok

3. G grdf Cy, 2K, és Cs-mentes.

Bizonyitas. (1) = (2) Tegyiik fel, hogy G split a (A, B) felbontdssal. Ekkor barmely feszitett C
kor legfeljebb két pontja lehet A-ban. Ha |[ANC| = 1, C csak a C5 lehet. Ha |ANC| = 2, a kozos
pontok szomszédosak C-ben, igy C djra csak a Cs lehet. Mivel G split graf a (B, A) felbontéssal,
G szintén hdromszogezett.

(2) = (3) Nyilvanvalo.

(3) = (1) Legyen K olyan maximadlis klikk G-ben, amelyre a G\ K részgraf élszama minimalis.
Belatjuk, hogy G\ K-ban nincs él, igy a A := K, B := V(G) \ K egy split felbontds. Tegyiik
fel, hogy (z,y) él a G \ K részgrafban. Ekkor egyetlen z € G\ K pont sem lehet szomszédja K
osszes pontjanak (kiilonben K’ := K U{z}, és K nem maximadlis). Az sem lehet, hogy x és y csak
egyetlen (k6zos) z € K ponttal ne legyenek szomszédok, hisza K" := (K \ {z}) U {x,y} egy a
K-nél nagyobb klikk lenne. Azaz léteznek u,v € K kiilonboz6 pontok, melyekre (x,u) € E(G)
és (y,v) € E(G). Az (x,v) és (y,u) élek koziil pontosan az egyik 1étezik, ha mindketts lenne
Cy-gyel, ha egyik sem, akkor 2K5-vel izomorf grifot feszitene az {x, y, u, v} halmaz. Feltehetd,
hogy (z,v) & E(G) és (y,u) € E(G). Minden w € K \ {u,v}-re ha (y,w) és (z,w) egyike sem
él, akkor az {x, y, v, w} pontokon 2K5, mig ha (y,w) & E(G) és (z,w) € E(G), akkor C} fesziil.
Azaz y valdjaban 6ssze kell legyen kotve minden ponttal a K\ {v}-bol, ésigy a K’ := (K'\{v})Uy
maximadlis klikk G-ben.

K vilasztasa miatt a G \ K’ részgrafnak nem lehet kevesebb éle, mint a G \ K-nak, igy kell
lennie olyant € G\ (K U{y}) pontnak, amelyre (t,v) € E(G)de (t,y) & E(G). A (t,z) € E(G),

27 jeliik S.
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kiilonben a {t¢, x, y, v} egy 2K,-t feszitene, mig a (t,u) ¢ E(G), mert az meg C-et eredményezne
a {t,z,y,u} halmazon. Igy viszont a {¢, z,y, u, v} halmazon lenne egy Cs, azaz a (z,7) € E(G)

ellentmonddsra vezet. U

6.15. Feladat. Egy G grdfban van két kiilonbozo, nem sziikségképpen diszjunkt Cs. Ekkor G tar-
talmaz 2 K5 vagy C feszitett részgrdfokat is.

6.16. Feladat. Egy G grdf 2K, és Cy-mentes. Mi mondhatunk a szerkezetérdl?

6.3.5. Threshold grafok

A splitgrafok egy nagyon tanulsdgos specidlis esetét tanulmanyozta Vaclav Chvatal és Hammer
Péter 1973-ban."?

Egy G graf threshold (vagy kiiszob) grdf, ha a pontjaihoz rendelhetk z, . .., z,, nem negativ

valés szamok és egy ¢ € R gy, hogy (i, j) € E(G) pontosan, ha z; + z; < .

6.7. Tétel. Egy G grdfra az aldbbiak ekvivalensek:
1. G threshold grdf
2. G grdf Cy, 2K, és Py-mentes
3. G splitgrdfés N(1) D --- D N(n).

Bizonyitas. (1) = (2) Ha a (2) feltétel valamelyik grifja része G-nek, feltehetjiik, hogy az els6
négy ponton; az ezekhez rendelt szdmok z; < x5 < 23 < x4. Az (1) szerint N(1) D --- D N(4),
ami nem teljesiil Cy, 2K, és P, grafok egyikére sem.

(2) = (3) A Cy, 2K, és Py-mentesség a 6.6 tétel szerint G splitgraf. Tegyiik fel, hogy [N (i) N
N(j)| < min{|N()|,|N(5)|}, azaz van olyan k,¢, hogy k € N(i) \ N(j) és £ € N(j)\ N(3).
Ha a maradék lehetséges élek, (i, j) és (k, ¢) koziil egyik sem létezik, akkor 2K, ha pontosan az

egyik, akkor P;, ha mindkettS, akkor pedig C, fesziil az {i, j, k, ¢} ponthalmazon.

3)= (1)Haxy,...,xz, éstaG-treprezentdld sdlyok, akkor azy + 7, ..., azx, +r és at +r/2
isaz,har > 0,a > 0. Tegyiik fel, hogy x5 < --- < x,, és t értékeket mar meghatdroztuk tovabba
(1,i) € E(G),de (1,14 1) ¢ E(G). Legyen x; € (t — x;,t — x;41) intervallumban, majd sziikség

szerint skalazzuk at az x4, . .., x, és t értékeket. 0]

I3Ekkor persze a splitgrafokat nem ismerték még.
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6.17. Feladat. Egy T fa mikor lesz grdf threshold grdf?

6.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy G grdf threshold grdf akkor és csak akkor, ha minden H
feszitett részgrdfjdra x(H) + k(H) > v(H) + 1.

6.19. Feladat. Egy G grdf 2K, C4, Py és K3-mentes. Mi mondhatunk a szerkezetérdl?

6.4. Osszehasonlitasi grafok

Egy 8 gréaf irdnyitott graf irdnyitdsa tranzitiv, ha az xy és yz irdnyitott élek jelenlétébdl kovetkezik,

hogy zz is irdnyitott él. Egy G graf dsszehasonlitdsi grdf'* ha van tranzitiv irdnyit4sa.

Egy 6sszehasonlitdsi graf felfoghat6, mint egy véges (X, <) parcidlisan rendezett halmaz, dn.
poset, egy lehetséges reprezenticidja. Mig szokdsos Hasse diagramm csak azokat az xz éleket
tartalmazza, amelyekre nincs olyan y ¢ {x,z}, hogy + < y < z, itt jelen van az sszes xy,

amelyre x < y.
6.8. Tétel. Ha G egy dsszehasonlitdsi grdf, akkor w(G) = x(G).

Bizonyitas. Az w(G) < x(G) miatt elég egy w(G) szint felhaszndl6 jé szinezését megadni G-
nek. Egy x € V(G) pontra legyen f(x) az z-bdl indulé legnagyobb iranyitott Gt pontjainak a
szama. Ha (x,y) € V(G), akkor xy vagy yz iranyitott él Ci-ben. Ha xy, akkor f(x) > f(y) + 1,
azaz az f jo szinezés. Mdsrészt ha f(x) = k, akkor = benne van egy k méretid klikkben, azaz
w(G) > maxzev(e) f(x) > x(G). O

Egy (X, <) parciélisan rendezett halmazban egy linedrias rendezett L C X részhalmaza ldnc,
egy paronként nem Osszehasonlithat6 elemekbdl all6 A C X részhalmaza pedig antildnc.

Ha antildncok uni6jdra bontunk egy parcidlisan rendezett halmazt, akkor egy lanc elemeinek
csupa kiilonbozé antilancba kell tartoznia. Mivel az antildnc fiiggetlen halmaz, egy ldnc pedig

klikk a poset-hez tartoz6 grafban, a 6.8 tétel Leon Mirsky egy tételét adja:

6.2. Kovetkezmény (Mirsky 1971). Egy (X, <) véges, parcidlisan rendezett halmaz felbonthatd

annyi antildncra, mint a legnagyobb ldnc mérete.

Kés6bb beldtjuk, hogy a(G) = k(G), mds széval w(G) = x(G). Ennek kovetkezménye

Robert Dilworth egy klasszikus eredménye.

14Eredetiben comparability graphs, igy az osztily jele C.
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6.3. Kovetkezmény (Dilworth 1950). Egy (X, <) véges, parcidlisan rendezett halmaz felbontha-

to annyi ldncra, mint a legnagyobb antildnc mérete.
Az 6sszehasonlitasi grafok leirhatok tiltott részgrafok segitségével

6.9. Tétel (Gilmore-Hoffman 1964, Ghouilla-Houri 1962). A G grdf osszehasonlitdsi grdf ak-
kor és csak akkor, ha bdrmely (xq,x2), (x2,x3), ..., (xk, 1) € E(QG) esetén, ha (1, xy_1), illetve

(i1, Ti41) (1 =2,...,k — 1) egyike sem él G grdfban, akkor k pdros.

6.20. Feladat. G grdfra V(G) := {x;,y; : i = 1,2, 3}, az x1, xa, x5 pontok hdromszéget alkotnak,
ezen kiviil (z;,y;) € E(G), i = 1,2, 3. Osszehasonlitdsi graf G?

6.4.1. Permutaciografok

Egy 7 permutdcio bijekci6 a {1, ..., n}-b6l 6nmagdra, (i) jeloli az i képét. A m permutdciéhoz
hozzdrendeljik a G[n] = (V, E) grifot, ahol V := {1,...,n}és E := {(¢,7)|(i—j) (7 (i)—7(j)) <
0}.

A G graf permutdcidgrdf, ha van olyan 7 permutici6, amelyre G izomorf a G[r| graffal.

A permutaciografoknak van természetes metszetgraf reprezentcidja, ezt permuticié diagram-
nak nevezik. Vegyiink két parhuzamos egyenest és az egyiken az 1,2,...,n pontokat jeldljiik
be ebben a sorrendben, mig a mésikon a 7 (1), 7(2),...,m(n) sorrendben. Az i ponthoz tartozd

halmaz a [i, 7(7)] sikbeli szakasz.

6.10. Tétel (Pnuelli, Lempel, Evan 1971). A G grdf permutdciogrdf akkor és csak akkor, ha G és

G sszehasonlitdsi grdfok.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G permutaciégraf igy van egy permutacié diagramja. E16szor belat-
juk, hogy G 6sszehasonlitdsi graf. Ha (i, j) ¢ F(G), akkor a permuticié diagramban nem metsz
szakaszok tartoznak hozzdjuk. A G grafban irdnyitsuk az (i, j) élt ij-nek, ha i < j. Ez tranzitiv
irdnyitas lesz G-ben, azaz G Osszehasonlitasi graf. Konnyen lathatd, hogy egy permuticiégraf
komplementere is permutacidgraf, igy G maga is 0sszehasonlitasi graf.

Ha G és G 6sszehasonlitdsi graf, elég megadnunk egy permutici6 diagramjit G grafnak, abbol
kovetkezik, hogy G permuticidgraf is egyben. Legyen O, illetve O, a G illetve G éleinek tranzitiv
rendezése, O; ' illetve O, ' pedig ezen rendezések megforditdsai. Mind az O; U O, mind az

O;7! U O, rendezések irdnyitott kor mentesek (lasd feladat), igy a {1,2,...n} alaphalmaz linedris

64



rendezéseit adjak, legyen ezek 7 €s p. Vegyiink fel egy permutdcié diagramot ugy, hogy az egyik

egyenesen 7 szerint, a mdsikon pedig a p szerint dbrdzoljuk a pontokat. U
6.21. Feladat. Egy G grdf permutdciogrdf akkor és csak akkor, ha G grdfis az.

6.22. Feladat. Ldssuk be, hogy a 6.10 tételben emlitett O U O, és Oy U O, rendezések irdnyitott

kor mentesek.

6.23. Feladat. Ldssuk be, hogy a 6.10 tételben emlitett , p sorrendekkel G egy permutdcio diag-
ramjdt kapjuk.

6.24. Feladat. Ldssuk be, max{w(G),a(G)} > /n, ha G egy n-pontii permutdciogrdf. (Erdds-
Szekeres, 1935)

6.25. Feladat. Mutassuk meg, ha G grdf Py-mentes, akkor G és G grdf is osszehasonlitdsi grdf.

6.4.2. P;-mentes grafok

A 6.25 feladat szerint a feszitett P, mentes grafok osztdlya része az 6sszehasonlitdsi grafok, s6t a
permutdcidgrafok osztalydnak is. A feszitett Py-ek szerkezet egy grafon beliil rengeteg informaciot
hordoz" igy 6nmagéban is érdekes, mikor egyaltalan nincs P, egy grafban. A feszitett P; mentes

grafokat nevezik kografnak (cograph) is.

6.11. Tétel. A G grdf kogrdf akkor és csak akkor, ha minden H feszitett részgrdfjdra G-nek az

aldbbiak kozol pontosan egy igaz:
1. H egy pontbdl dll,
2. H nem 0sszefiiggo,

3. H nem osszefiiggd.

Bizonyitas. Egyrészt ha G kograf, akkor G, és minden feszitett részgrafjuk is az, elég ltni, hogy
G-re igaz az allitds. Ha GG pontszama kisebb, mint négy, G csak kograf lehet és ezekre konnyen
ellendrizhet6 az allitds. Feltehetd, hogy G legaldbb négy pontd kograf, és minden H feszitett

részgrafjara H vagy H nem osszefiiggd.

SLasd késdbb az tin. félerds perfekt grdf tételt.
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Azaz barmely x € V(G) pontra G \ x vagy G \ = nem 6sszefiiggs. Az elsS esetben a G \ =
komponensei C1, ..., C;, t > 1. Ha vannak olyan u, v € C; pontok, hogy (u,z) € E(G), (v,x) €
E(G)ésw e C}, (w,z) € E(G), 1t 4, akkor a {w, , u, v} halmaz P-et feszit.

Csak az marad, hogy minden komponens minden pontja dssze lenne kotve x-szel, amibdl ko-
vetkezik a G nem Osszefiiggdsége. A masik eset, mikor G \  nem 6sszefiiggd, teljesen hasonléan
megy.

Végiil ha G graf nem kogréf, akkor van benne egy P, feszitett részgraf, amire nem teljesiil

egyik pont sem. U

A G kogrdf dekompoziciés fdja'® egy (T, f) par, ahol T' egy bindris fa, f pedig egy bijekcié T
levelei és G pontjai kozt. A bels6 pontokat ® vagy @ jelekkel cimkézziik. Legyenek V; (/) illetve
Vi(r) at bels6 pontbdl indul6 bal illetve jobb részfa leveleinek megfeleld pontok. Ha ¢ cimkéje ®,

akkor minden él létezik V;(¢) és V;(r) kozott, mig ha a cimke @, akkor egy sem.

A 6.11 tétel alapjan konnyen megkaphatunk egy dekompozicios fat egy G kografra. Ha G nem
Osszefiiggd, akkor a komponenseit & cimkéjli pontokkal felftizhetjiik, és rekurziét haszndlunk. Ha
G sszefiiggd, akkor G nem osszefiiggs, és G komponensei szerint kapcsolhatjuk dssze a részfakat

® cimkéjli pontokat felvéve.

6.26. Feladat. Adjunk egy algoritmust, amely a G kogrdf dekompozicios fdjdt felhaszndlva hatd-

rozza meg w(Q).

6.27. Feladat (Sumner). Egy G grdf Ps és K3-mentes. Mi mondhatunk a szerkezetérdl? Mi lehet
X(G) értéke?

6.5. Perfekt grafok

Sok példat lattunk arra, hogy a w = x egyenldség igaz lehet szdmos fontos grafra, és ez igen
hasznos algoritmikus szempontbdl. Természetes hat onmagéban is vizsgalni ezt a kérdést:

Egy G gréf perfekt [Berge, 1961], ha G minden feszitett H részgrafjéra teljesil w(H) = x(H).

Berge megfogalmazott néhany sejtés a perfekt grafokra vonatozdan, melyek koziil a legismer-

tebbek az tin. gyenge és erds perfekt graf sejtések.!”

16M4snéven cotree, melyre nem taldltunk j6 magyar elnevezést.
17Weak Perfect Graph Conjecture, réviden WPGC illetve Strong Perfect Graph Conjecture, SPGC.
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6.1. Sejtés (WPGC). Ha G grdf perfekt, akkor G is perfekt.

6.2. Sejtés (SPGC). G grdf perfekt akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz feszitett feszitett rész-
gradfként Cojiq és Cojyr grdfokat, ahol k > 2.

7 2

Egy évtizeddel késébb Lovasz Laszl6 bebizonyitotta az els6 allitast, majd 6t kovetve Ray Ful-
kerson egy masik technikdval szintén eljutott ide. Mi a Lovész 4ltal adott ekvivalens format és

Gasparian 1996-ban publikélt otletét mutatjuk be:

6.12. Tétel (Lovasz 1972). A G grdf perfekt akkor és csak akkor, ha G minden feszitett H rész-
grdfidra w(H)o(H) > v(H). Specidlisan, G perfekt akkor és csak akkor, ha G is az.

Bizonyitas. Minden G gréfra igaz, hogy x(G)x(G) > v(G). Ha G perfekt, akkor minden H
feszitett részgréfjara chi(H) = w(G) illetve chi(H) = a(G), amibdl w(H)a(H) > v(H).

Ha egy graf nem perfekt, akkor van minimélis nem perfekt feszitett részgrafja. Legyen G
egy minimdlis nem perfekt graf, elég beldtnunk, hogy v(G) = w(G)a(G) + 1. (Azaz a perfektség
tagaddsa tagadja az v(G) < w(G)a(G) egyenlStlenséget.) A rovidség kedvéért legyen w := w(G),

a:= a(G), n ;= v(G). Minden S fiiggetlen halmazra és = € V(G pontra az alabbiak igazak:
. w(G\9)=w
2. x(G=v)=w=w(G—v)

3. Ha X;,..., X, aG — v egy w szinezésének szinosztdlyai, és K egy w méreti klikk G-ben,

akkor két eset lehetséges:

(i) v ¢ K és K N X; # () minden i-re, vagy

(ii) v € K és K N X; = () pontosan egy i-re.

Legyen Sy egy a méretli fiiggetlen halmaz G-ben, Sy, ..., S, rendre a szinoszalyok egy-egy
w szinezésében a G — s-nek, ahol s befutja Sy-t. (Azaz Si,...S5, a G — s;-hez, S,41,...59, a
G — s9-hoz és igy tovabb szinosztilyok.) Legyen tovdbba ()1, . . . , Q4. rendre w méretd klikkek a
G\ S;-bdl, mely az (1) altal definidlt.

Sziikségiink lesz két (aw + 1) x (aw + 1) madtrixra, J minden eleme 1, mig I a szokésos
egységmatrix. Legyen A az a (aw+ 1) x n matrix, amelynek az i-edik sora az S; halmaz incidencia
vektora, mig B egy n X (aw+1) mdtrix, melynek az i-edik oszlopa a (); halmaz incidencia vektora.

Ha K egy tetszbleges w méreti klikk, akkor pontosan egy S;-t6l diszjunkt, ugyanis
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(i) KNSy=0és KNS;#0,i>1a(3) miatt, vagy
(i) KNSy +#(és KNS; =0, pontosan egy i-re.

AQ;NS; =06 Q;NS; #0,hai+# jaz AB = J — I matrix egyenletben foglalhat6 dssze.
A G — z graf w fiiggetlen halmazra bonthatd, azaz n < wa + 1. A forditott egyenlStlenség az

AB = J — I-b0l a rangszam tétel miatt n > rk(A) > rk(J — I) = aw + 1 jon. O

Az ember azt hihetné a fentiek alapjan, olyan sokat tudunk a minimadlis nem perfekt grafokrol,

hogy nem lehet tl nehéz beldtni, csak a Cyyyq ill. Coppq, k > 1 lehetnek ezek. Sajnos ez messze

7 7

nem igy van, az er0s perfekt graf sejtés bizonyitdsa nem egyszerii €s nem is ezt az utat kovette.
Egy G graf Berge grdf, ha G nem tartalmaz feszitett Coy, 1 vagy Copy1,k > 1 grafokat.

Egy Y C V(G) antikomponens, haY komponens G-ben. Hasonl6an az antiél (antit) élt (utat)
jelent a komplementer grafban. A V(G) egy (X, Y) particidja (X, Y iires is lehet) jo particid, ha

(i) G[X] minden komponense és GG|Y'| minden antikomponense legfeljebb kételemdi

(ii) ha C'x komponens G| X]-ben, Cy antikomponens G[Y'|-ban, és v € C'x U Cy, akkor legfel-
jebb egy €l és egy antiél 1étezik C'x és Cy kozott, amely v-re illeszkedik.

Egy G graf dupldzott grdf, ha van j6 particiéja.
Egy G gréf alapgrdf, ha

1. G paros graf,

2. G péros gréf,

3. G egy paros graf élgrafja,

4. (G egy paros graf élgrafjinak komplementere,

5. G duplazott graf.

Belathato, hogy az alapgrafok perfektek, 14sd a feladatokban.

6.13. Tétel (Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas 2006). Egy GG Berge grdf felépithetd alap-
grdfokbol olyan kapcsoldsokkal, melyek perfekt grdfokat perfekt grdafokba visznek. Specidlisan, G
perfekt akkor és csak akkor, ha G Berge grdf.
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Az 6.13 tétel elsd bizonyitdsa meglehetdsen nehéz, €s a késdbbi egyszertisitett formdja is meg-
haladja a rendelkezésiinkre 4all6 keretet. Megjegyezziik, hogy a felhasznélt eszkdzokkel beldthat6d
az is, hogy hatékony (polinom id6ben) tesztelhetd, hogy egy G graf perfekt-e, illetve ha az, akkor
megadhat6 példaul w(G).

6.28. Feladat. Ldssuk be, ha G pdros grdf, akkor o(G) = k(G). Mds szoval G pdros grdf komp-
lementere perfekt.

6.29. Feladat. Jelolje x'(G) a G grdf kromatikus indexét, azaz X'(G) := x(L(Q)). Ldssuk be, ha
G pdros grdf, akkor X' (G) = A(G), ahol A(G) a maximdlis fokszdm G-ben. Mutassuk meg, hogy
ekkor L(QG) perfekt.

6.30. Feladat. Jelolje v(G) a maximum pdrositds mig 7(G) a minimdlis szdmdt a pontokat fedd
éleknek egy G grdfban. Ldssuk be, hogy egy Ks-mentes G grdfra v(G) = k(G) +v(G) = o(G) +
7(G).

6.31. Feladat. Ldssuk be a 6.30 feladatot haszndlva, hogy egy G pdros grdf élgrdfjanak komple-
mentere perfekt.
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7. fejezet

Exponencialis algoritmusok

Tudjuk, hogy ha egy algoritmus futési idejére exponencidlis (als6) korlat van, akkor dltalanos
(vagy legrosszabb) esetben reménytelen lehet az adott feladat megolddsa. Ugyanakkor jelentds
kiillonbség lehet egy-egy algoritmus legrosszabb-eset futési ideje €s a valds példdkon valé futdsi
ideje kozott. Gyakorlati szempontbdl érdemes fontos grafalgoritmusok tovabbi fejlesztése, ugyan-
is tapasztalati tény, hogy a gyorsabb szamitogép nem képes annyit javitani az algoritmusok futési
idején, mint magénak az algoritmusnak a javitdsa.! Az egzakt megoldést adé algoritmusok mel-
letti masik megkozelités az approximécids algoritmusok fejlesztése exponencidlis feladatokra. A

fejezetben csak néhdny fontos példat mutatunk be.

7.1. Halézati megbizhatosag

Egy kordbban targyalt modellhez hasonléan adott egy irdnyitatlan G graf az s és ¢ kitiintetett pon-
tokkal, tovdbba G éleihez valészintiségeket rendeliink. Ertelmezésiink szerint egy élhez rendelt
szam az €l jarhatésdganak (tkp. Ilétezésének) a valdsziniisége, és az élek 1étezései fiiggetlen ese-
mények. Lattuk, hogy ekkor példdul a legnagyobb valdszintiséggel 1étezé s — ¢ 1t keresése a
legrovidebb 1t problémara vezethet6 vissza. Sokkal nehezebb probléma kiszdmolni azt, milyen va-
16szintiséggel juthatunk el s-bdl ¢-be. Ez olyannyira nehéz, hogy hatékony algoritmus nem ismert
ré ez 1d0 szerint, mi tobb, nem is remélt. Ez annél inkdbb szomoru, mert a probléma kezelhetdsége
lenne az elofeltétele olyan dontések vizsgilatdhoz, hogy melyik €1 val6szintiségét érdemes ndvelni

és mennyivel, vagy éppen mit okozna a hidnya. Nem til nagy feladatok azonban megoldhatok

'Erre egy érdekes példa: egy 2017-es IP megoldé sokkal gyorsabban fut egy 1980-as évekbeli szuperszamitégépen,
mint egy 1980-as megoldé a mostani legjobb gépeken.
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a lehetséges esetek megfeleld csoportositasdval. A gondolat egy rekurziv algoritmus, amely az

adatok szdmanak fiiggvényében exponencidlis 1d6t igényel.

//////

p(e)-vel. Jeldlje tovabba G \ e és G /e rendre azokat a grafokat amelyekbdl elhagytuk az e élt,
illetve ahol az e él két végpontjat egybeejtjik, azaz dsszehiizzuk e-t. Ekkor Pr(G)-vel jelolve az

s — t elérhet6ség valdszinliségét
Pr(G) = (1 —p(e))Pr(G \ e) +ple)Pr(G/e),

és igy az eredeti feladatot két kisebb problémara vezettiik vissza.

Példa:
/ 0 5l>-©-
0,8
0,8 0,9%x 0.8 <

0,5 0,9

0,5 A
s 0,1x
0,8 0,5 - 0,501

Vegyiik észre, hogy egy parhuzamos élpar, melyeknek valdszintisége p; és po, helyettesithetd

o—o—o 0, 864

0,576

egy p1 + p2 — p1p2 valoszintiségi éllel. Az alsé ag kiszamoldsa hasonléan megy, illetve ha olyan
részgrafra jutunk amit mér kiszamoltunk, az felhasznalhaté. Igy PT‘(G) =0,72x0,940,501 x

//////

0, 016 Valoszmusegu, az Osszefliggdségre ennél sokkal nagyobb az esély.

7.2. Approximacié grafproblémakra

Szamos fontos, széles korben alkalmazhaté optimalizaldsi probléma N P-nehéz, vagyis 1ényegé-
ben nem vdarhatjuk hogy optimélis megoldast taldljunk redlis (~polinomidlis) futdsi idében. Az
approximdcios algoritmusok ennek a probléménak a feloldasara probalnak védlaszt adni a megol-
das legaldbb valamilyen pontossdgu kozelitésével. Kulcskérdés, hogy mekkora lehet a kozelités
(azaz approximdcid) pontossaga.

Azt mondjuk, hogy A algoritmus egy P minimalizalasi probléma d-approximaciéja, ha P min-

den [ inputja esetén, melyre az optimdlis megoldds O PT'(I), olyan A(]) megoldés ad, amire

A(I) < §-OPT(I).
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Természetesen a definiciéban § > 1, és minél kozelebb van 1-hez annal jobb az algoritmus. Maxi-
malizdldsi probléma estén
OPT(I)> A(I) > 6-OPT(I),

0 <6 <1, akovetelmény. Itt most csak néhany grafelméleti problémdra mutatunk approximacids

algoritmusokat, az érdekl6dé olvasénak példaul a [7, 6, 17] miiveket ajanljuk.

7.2.1. Pontlefedés

Adott G = (V, E) graf és ¢ : V' — R, pontstilyozés. Keressiik azt az S C V' ponthalmazt, amely
lefogja G 6sszes €lét (azaz minden €l illeszkedik valamely S-beli pontra) és a c(S) = > ¢ c(v)
sulyosszeg minimdlis. A feladat dltalanossagban /N P-nehéz, ami indokolja approximécids algorit-
mus keresését.

A feladat specidlis esete minimalis méretli lefogd halmaz keresése, azaz amikor ¢ = 1. Ebben
az esetben a maximadlis parositds elemszama (| |) alsé korlatot ad az optimumra, ugyanis a paro-
sitds egyik pontjdt lefogva lefogtuk a parositdsban szerepld éleket. Ugyanakkor 2| M | felsd korlat,
ugyanis ha az M-beli élek végpontjai nem fogtak le minden €lt, akkor névelhetd lenne a pérositas.
Azaz a maximadlis pérositds egy 2-approximdcids algoritmus a pontlefedésre, ha nincs sulyozas.
Konnyen lathato, hogy a legrosszabb esetre példa a K, ,, teljes paros graf. Ekkor az algoritmus

2n-et ad, ugyanakkor n-ponttal fedhet6 a graf.

Nézziik most az altaldnos esetet. Ehhez el6szor vegyiik azt a sulyfiiggvényt ami a cstcs fok-
szamdval ardnyos, azaz c(v) = Ad(v), minden v € V. Ekkor ha U egy optimdlis lefogé halmaz

c-szerint, akkor

(V)= c(v) =AY _dv) =2)\E| <2(U),

veV veV
mivel
Zd(v) > Zd(v) > |E],
veV velU

ugyanis U lefogja az Osszes élt.
Legyen A\ := min,cy[c(v)/d(v)], és t(v) = Ad(v) (ekkor ¢(v) > t(v) és létezik olyan v pont,

amelyre c(v) = t(v). Ekkor a kovetkez6 (tin. szintezd) algoritmus adhaté meg.

1. Legyen W azon v € V pontok halmaza, amelyre c(v) = ¢(v). Ezeket vegyiik be a lefogd

ponthalmazba.
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2. A mair bevett és O-foku pontokat vegyiil ki a grafbél, és legyen c(v) := c(v) — t(v) a meg-

maradé gréafon.
3. Ismételjiik az eljarast, amig van nem O foku pont.

Nem tul nehezen bizonyithatd, hogy ez az eljards 2-approximécié a stlyozott pontlefedés problé-

mara.

7.1. Feladat. [rjuk fel a pontlefedés problémdt 0 — 1 egészértékii programozdsi feladatként. Mu-
tassuk meg, hogy a relaxdlt feladatnak van olyan megolddsa, ahol minden vdltozé értéke 0,1/2

vagy 1. Adjunk ez alapjdn 2-approximdciot a problémdra.

7.2. Feladat. AdottU n elemii alaphalmaz és S = {51, - - - Sy, } részhalmazai, iigy, hogy ;- S; =
U. A feladat az, hogy taldljuk meg S legkisebb részhalmazdt gy, hogy a benne levd halmazok uni-
oja egyeld U-val. Adjunk meg approximdcios megolddst (pl. moho algoritmus, IP felirds majd

relaxdcio).

7.2.2. Az utazé iigynok probléma

Az egyik legismertebb /N P-nehéz graf probléma az utazo iigynok (traveling salesman) probléma.
Adott egy G stlyozott graf, a feladat az, hogy egy adott pontbdl indulva latogassuk meg a graf
Osszes pontjat, mieldtt visszaérnék a kiinduldsi helyiinkre, igy, hogy a megtett it hossza mini-
malis. Feltessziik, hogy érvényesiil a haromszog egyenldtlenség, azaz a sulyokra (pontok kozti
tdvolsdgokra) teljesiil, hogy ¢;; + C;r > 4;; V(i,j, k). A feladatra viszonylag konnyen kapunk
egy 2-approximdcios algoritmust a minimélis feszit6fa segitségével. Emlékezziink vissza, hogy
egy Osszefliggd grafban pontosan akkor van Euler-tt, ha minden fokszdm péros. Ebben az eset-
ben az Euler-ut gyorsan (élszamban linedris idében) megadhaté. Az approximacids algoritmus a

kovetkezd:
1. Konstrudljuk meg a graf minimalis feszitofajat.
2. Duplazzuk meg a feszit6fa éleit (igy minden fokszam péros lesz) és adjuk meg az Euler-utat.

3. ,,Roviditéseket” haszndlva, ahol lehet, adjunk meg egy valddi utat a grafon, ami minden

pontot egyszer litogat meg.

>Természetesen ezzel a feltevéssel is N P-nehéz marad a probléma.
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Mivel teljesiil a haromszog egyenlGtlenség, igy a roviditett ut biztosan nem hosszabb, mint az
Euler-ut, aminek a hossza nem tobb, mint kétszer a minimélis feszit6fa 6sszhossza (sulya). Mivel

az optimélis Ut egy feszit6fa és egy plusz €1, adodik a kivant kozelités.

Egy jobb, 3/2-es kozelitést Christofides adott 1978-ban. Az algoritmus azt hasznalja ki, hogy ha
a minimalis feszit6fa egyes pontjainak fokszdma paros, akkor azokndl a pontoknal az élek duplaza-
sa (az el6z6 algoritmus 2-es ponja szerint) felesleges. Cristofides algoritmusa csak a minimalisan

sziikséges plusz élet adja a feszit6fahoz.

1. Konstrudljuk meg a graf minimdlis feszit6fajat. Legyen a pdratlan fokd pontok halmaza
Vodd.

2. Keressiik meg a minimalis sulyd teljes pdrositdst® a V°% gltal feszitett grafon, legyen ez M*.

3. Adjuk M~ éleit a feszitofa éleihez, ezzel minden pont foka péaros lesz a kapott grafban.

Adjuk meg az Euler-utat ebben a grafban.

4. ,,Roviditéseket” haszndlva, ahol lehet, adjunk meg egy valddi utat a grafon, ami minden

pontot egyszer latogat meg.

Tudjuk, hogy a minimdlis feszitofa sulya alsé korlat az optimumra. Figyeljiik meg, hogy az opti-
milis it megszorithaté /°% pontjaira tigy, hogy hossza nem n&. Tudjuk, hogy V°% paros szdmi
csticsot tartalmaz, és egy paros hosszi kor (V4 pontjain) két teljes parositdsra bonthatd, legyenek
ezek My, My. Tgy | M|, | M| > | M*
mint |M;| 4 | Ms| > 2| M*|. A feszitéfa és | M |* éleinek Osszsilya adja a 3/2-es kozelitést.

. Ebbdl adédik, hogy az optimalis ut hossza nagyobb egyenld

7.2.3. Maximalis klikk probléma

Egy G graif K C V csdcshalmaza klikk, ha K minden cstcspdrja 6ssze van kotve. Szdmos al-
kalmazasban felmeriil, hogy megkeressiik a graf legnagyobb (vagy legnagyobb silyt) klikkjét. A

probléma N P-nehéz, s6t, még az n®%°

-nél jobb approximécié elérése is N P-teljes probléma, ami
elég lehangol6 eredmény. Szamos fontos alkalmazas miatt ugyanakkor klikkek keresése nagy gra-
fokban ma is aktivan kutatott t¢éma. Itt egy nem trividlis approximdcids algoritmust mutatunk a

feladatra.

30lyan parositas, mely a graf 6sszes pontjit lefedi és a benne 16v6 élek silydsszege minimalis.
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1. A graf n pontjat osszuk n/k darab k méretli részre. Minden halmazra nézziik meg, hogy
nem-e klikk.

2. Adjuk meg a legnagyobb klikket (K) amit talaltunk. Fix k-ra az algoritmus O(% - 2¥) id6
alatt megtehetd (2% részgrafjat ellendrizziik minden % elemii ponthalmaznak). A k = logn

valasztdssal az algoritmus polinom ideji lesz.

Az algoritmus miikodése azon 4ll, hogy egy klikk minden részhalmaza is klikk. Ha K™ a maximalis
klikk a grafban, akkor a skatulyaelv miatt van olyan halmaz az n/k koziil, amelyben |K*|/(n/k) =
(k/n)|K*| eleme van K *-nak. Az algoritmus garantdlja, hogy megadott | K| > (k/n)|K*|, vagyis
egy O(n/logn) approximéciét kapunk.

7.3. Feladat. Egy grdf csiicsainak j6 szinezése egy olyan szinezés, ahol bdarmely két szomszédos
csucs kiilonbozo szini. A feladat a grdf jo kiszinezése minimdlis szamii szinnel. Mutassuk meg,
hogy a maximdlis klikk mérete alsé korldtot ad erre. Mutassuk meg, hogy a moho szinezés nem

tobb mint A(G) + 1 szint haszndl, ahol A(G) a maximdlis fokszdm G-ben.

7.4. Feladat. Adjunk approximdcios algoritmust a maximdlis fiiggetlen halmaz problémdra a ma-

ximdlis klikkre vonatkozo algoritmus felhaszndldsdval.

7.3. A maximalis vagas probléma

A maximdlis vdgds egy Gjabb N P-nehéz feladat.* Egy G = (V, F) sdlyozott graf (c : E — R,)
vagasat és minimalis vagasat a szallitasi probléma kapcsan mar definidltuk. A maximalis vagas
olyan X, X = V—X vdgds amelyre c¢(X, X) = D oic X jex Cij maximalis. Lattuk, hogy a minimalis
vagas feladat polinom megoldhato, taldn emiatt némileg meglepd, hogy a maximalizalasi feladat
N P-nehéz.

A kovetkezd két egyszer( algoritmus a problémara Erdds Pal nevéhez flizodik.

7.3.1. Maximalis vagas moh6 médszerrel

Az els6 kézenfekvé megkozelités a mohd algoritmus haszndlata. Vegyiik a maximadlis sdlyd e =

(z,y) élt és legyen z € X és y € X. A maradék cstcsokat sorban vizsgalva tegyiik a vizsgdlt

“Itt nem targyaljuk, de érdekes médon sikgrafok esetén polinomidlis algoritmus adhatd.
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csucsot oda, ahol nagyobb novelést ériink el c-n. Kénnyl meggondolni, hogy

1 1
(X, X) > 5 > cle) > 5e(e).

7.3.2. Maximalis vagas véletlen modszerrel

Els6ként egy egyszert, polinom futési idejli véletlen algoritmust adunk meg, ami 2-approximaciot
ad a problémara. Itt feltessziik, hogy ¢ = 1, azaz a maximadlis vagas a particiok kozti élek szaméat
maximalizalja. Minden egyes v cstcshoz dobjunk fel egy szabédlyos érmét; ha a dobds fej, legyen
v € X, kiilonben legyen v € X. Legyen S a vdgédsban szerepld élek szdma. Minden ¢ € E(G)
élhez legyen &, = 1, ha e a vagdsban van és { = 0 kiilonben. Ekkor S = )~ __ B(G) &e- A vérhato

érték linearitasa miatt
E(S)=E[ > &= > El&l= > Pl=1)
e€E(G) e€E(G) e€E(Q)

Gondoljuk meg, hogy P({, = 1) = 1/2, amibdl E(S) = |E(G)|/2. Mivel a vdgds maximadlis

élszama | E(G)|, adodik a 2-approximacio.

A masik oldalrdl a kovetkez6 negativ eredmény ismert.

7.1. Tétel (Hastad). Ha létezik polinomidlis algoritmus, ami kiszdmol egy (X, X) vdgdst mely az
optimumot 16 /17-nél jobban kozeliti, akkor P = N P.

7.3.3. Reprezentacié R"-ben

A maximdlis vagas probléma megfogalmazhat6
1
max 5 Z cii (1 —viy;)
i<j
kvadratikus egészértékii programozdsi feladat formédjaban az y; € {—1,1} minden ¢ € V feltétel
mentén. Legyen ugyanis X = {i € V(G) : y; = 1}, ekkor ¢(X, X) pontosan az el6bb megadott
célfiiggvény. Ilyen feladatokat megoldani természetesen /N P-nehéz. A feladatot relaxdlva y;-ket

x; magas dimenzids (Euklideszi) térbeli egységvektorokra cseréljiik le, és a kovetkezd feladatot

kapjuk:
1
max 5 Zcij(l — X x]-),

1<j
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feltéve, hogy x; € S" minden ¢ € V. Itt x; - ; a vektorok skaldrszorzatét jelenti, S” pedig az
n + 1-dimenziés egységgdmb felszine. Igy egy szemidefinit programozdsi feladatot kapunk, ami
konvex programozasi feladat, vagyis polinom idében megoldhatd.’

A megoldds mogotti intuicié az, hogy azon vektoroknak, melyek a vagas kiilonb6z6 olda-
lara esd pontokhoz tartoznak, ,,tdvol” kell lenniiik egymadstdl (S™-en). Az algoritmus menete a
kovetkezd. Eloszor megoldjuk a relaxalt feladatot, ezzel megkapjuk xq, xs, ..., z, € S™ vekto-
rokat. Ezutdn véletlenszerdien vesziink egy r € S" vektort. Legyen X := {z; : x; - r > 0} és
X = {x;:x;-r <0}

7.1. Lemma. P(sign(z; - r) # sign(x; - r)) = * arccos(x; - ©;) minden i # j esetén. °

Bizonyitas. Gondoljuk meg, hogy elég ha x;, x; és r vektorokat a sikon tekintjiik (vegyiik a si-
kot, melyet x; és x; vektorok feszitenek, vetitsiik le ide r-et, és normalizaljuk, hogy egységhosszi
legyen; figyeljiikk meg, hogy csak r irdnya érdekes). Szintén egyszerli meggondolni, hogy ez az
eljaras ekvivalens azzal, hogy valasztunk egy egységvektort véletleniil az ; €s x; dltal meghataro-
zott egységkoron. Ekkor sign(z; - ) # sign(x; - r) pontosan akkor teljesiil, ha r az x;-re és xz;-re
mer0leges egyenesek dltal kozrefogott részbe (két korcikk) esik. Ha z; €s x; dltal bezdrt szog 7,
akkor ennek a valdszintisége 27/27. Mivel z; és x; egységvektorok, ezért x; - x; = cos(7). Ezzel,

behelyettesités utdn adodik az allitas. U

7.2. Tétel. Legyen C' véletlen vdltozo annak vdgdsnak kapacitdsa melyet az algoritmus adott. Ek-
kor E(C) = 13", ¢y - arccos(z; - x;)

T i<j v

Bizonyitas. Legyen ;; = 1, ha (7,j) ¢l benne van a vagdsban és &;; = 0 kiilonben. Ekkor

C=>, ; Ci5&ij- A varhato érték linearitdsabol és a 7.1-bol egyszertien adodik az éllitds. U

Legyen
2 %

a= mn ————,
0<y<r w1 — cosy

ekkor minden —1 < y < 1 esetén

arccos(y) 1
TV s g 2 (1 —
mely az y = cos(1)) helyettesités utdan konnyen adodik. Ezutan egyszeri szamoldssal kapjuk hogy

a > 0.87856. Ezek utdn gyorsan adddik a f6 eredmény.

3 A megoldis azt jelenti, hogy az optimum (1 + £) pontosdggal kozelithets barmely £ > 0 esetén.
®Itt sign az el6jel fiiggvényt jeldli.
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7.3. Tétel (Goemans- Williamson). Az algoritmus egy olyan vdgdst ad mely, mely kapacitdsa
vdrhato értékben oo - OPT > 0.87756 - OPT, ahol O PT a maximdlis vdgds kapacitdsa.

Bizonyitas. Legyen a relaxalt szemidefinit programozasi feladat optimalis megolddsa v > OPT.
Ekkor

1 1
E(C) = - Zcij -arccos(x; - T;) > Zcijoz§ (1—wz-z;) =ay>a-OPT
i<j (2]

O

7.5. Feladat. Formalizdljuk a maximadlis vdagds problémdt LP feladatként. Mutassuk meg, hogy a

megoldds nem ad jobb mint 2-approximdciot.
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8. fejezet

Moho algoritmusok

Mint kordbban lathattuk, szamos iterdcion alapulé algoritmusnak van mohé aspektusa: az algorit-
mus az adott pillanatban a legkedvezdbbnek tin6 lehet6séget vdlasztja. Ez a megkozelités néha
kivéld, néha katasztrofalis eredménnyel jar; mindenesetre egy djonnan felmeriild probléménal cél-
szer( szerencsét probdlni vele. Ha pontos megoldast nem is, hasznos informécidkat nyerhetiink
altala. A moh¢ algoritmusok altaldban nagyon gyorsak és egyszertiek, igy ha egy feladatot ponto-
san oldanak meg, akkor nemigen lehet jobbat taldlni naluk. A kovetkezd néhdny probléméban ez

az eset all fenn.

8.1. Matroidok

8.1.1. Maximalis sulyu feszitofa

Tegyiik fel, hogy adott egy irdnyitatlan, 6sszefiiggd G graf, melynek éleihez nem negativ stlyokat
rendeliink; w(e) > 0, hae € E(G). Célunk egy olyan X C FE(G) élhalmaz megaddsa, mely X

nem tartalmaz kort és a ) w(e) maximalis. (A szumma jelolhetd w(X)-szel és ez X siilya.)

Megjegyzés: Mivel w(e) > 0 minden e élre, feltehetS, hogy X maximélis kormentes halmaz,
azaz feszitdfa G-ben. Konnyebben motivalhaté lenne egy minimadlis siilyi feszitdfa keresése, ami
példaul egy minimadlis koltségli osszefiiggé kommunikécids hdlézatot modellezhet. A probléma
val6ban igy vet6dott fel el6szor (Bortivka 1926, illetve Kruskal 1956), nem nehéz viszont beldtni

az ekvivalencidjukat.
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Az alabbi moh¢ algoritmus tlinik kézenfekvonek: Rendezziik az élhalmaz eq,es, ..., e, ele-
meit ugy, hogy w(e;) > w(ey) > ...w(ey). Legyen X; = {e;}, majd az X;_; halmazhoz
prébadljuk hozzévenni az e; élt; ha X; 1 U {e;} kormentes, akkor X; := X;_; U {¢;}, ellenkezd
esetben X; := X, ;. Legyen végiil X := X,,, illetve tulajdonképpen X := X;, ahol ¢ a legkisebb

szdm, amelyre | X;| = n — 1.

Az algoritmus helyességét sokkal dltaldnosabb koriilmények kozott is beldthatjuk; csupén a
kormentes élhalmazok néhany tulajdonsagdra van sziikség. Nyilvanvald, hogy a (), azaz az iires
halmaz kormentes, illetve ha X C F/(G) kormentes, akkor barmely Y C X is az. Sziikségiink van

tovabba az alabbira allitasra:

8.1. Lemma. Ha X és Y egy G grdf kormentes élhalmazai és |Y| < |X|, akkor van olyan e €
X\Y, hogy Y U {e} is kormentes.

Bizonyitas. A G graf pontjain az Y élek altal alkotott komponensek részfak. Egy-egy ilyen
komponensben az X élhalmaznak sem lehet tobb éle, mint Y -nak, hiszen kiilonben tartalmazna
kort. Mivel | X| > |Y'|, van olyan e € X, mely az Y két komponensét koti 6ssze. Ezzel az e éllel
az Y U {e} halmaz kormentes. O

8.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy grdfban minden suly kiilonbozo, akkor a maximdlis (mi-

nimdlis) feszitofa egyértelmi.

8.2. Feladat. Egy irdnyitatlan siilyozott grdf egy feszitdfdjdt iivegnyaku feszitéfanak nevezziik, ha

a maximadlis élsulya minimdlis a feszitofdk kozott.
1. Igaz-e, hogy minden minimdlis feszitdfa iivegnyaku is?
2. Igaz-e, hogy minden iivegnyakui feszitdfa minimdlis is?

8.3. Feladat. Igaz-e, hogy ha egy Osszefiiggd iranyitatlan siilyozott grdafban a legnagyobb siily szi-
gortian nagyobb, mint a tobbi, akkor ez az él nem szerepelhet a minimdlis feszitofaban? Igazoljuk,

ha van olyan kor, ami ezt az élt tartalmazza, akkor igaz az dllitds.

8.1.2. Matroidok: formalis definicio

Ha adott egy F véges halmaz €s az S részhalmazainak egy 7 halmaza tugy, hogy
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(I) 0 eZ;
(Ibh) Ho X € ZTésY C X,akkorY € 7T;
(Is) Ha X € ZTésY € T;tovabba | X| > |Y|, akkor van olyan x € X\Y tdgy, hogy Y U{zx} € Z,

akkor az M = (F,T) par matroid. Az Z-be tartoz6 halmazokat a matroid fiiggetlen halmazainak
nevezziik.

Egy halmazrendszer, amely az ([;) és (1) axiomakat kielégiti fiiggetlenségi rendszer.

Példak:

1. Az elGbbiek szerint egy G irdnyitatlan graf F(G) élhalmazanak kormentes részhalmazai

matroidot alkotnak.

Ez a G graf kormatroidja.

2. Vektormatroidok. Legyen E véges sok vektorbodl allo halmaz, 7 pedig a linearisan fiiggetlen

részhalmazainak halmaza.

Erre (I1) és (1) nyilvanvaléan kovetkezik, (I3) pedig a jol ismert Steinitz-féle kicserélési

tétel.

Megjegyzés: (I3)-bol kovetkezik, hogy a maximalis fiiggetlen fiiggetlen halmazok egyforma

elemszamuak. Ezek az M matroid bdzisai, a halmazukat B jeloli..

Célunk egy M = (F,Z) matroid és w : E — R™ esetén annak az X € 7 halmaz megtaléldsa,
amelyre a ) . w(x) maximalis. (FeltehetS, hogy ez a halmaz maximalis, azaz bazis.) A moho
algoritmus a kovetkezd: Rendezzik E = {xy, ..., z,,}-et gy, hogy w(x;) > w(j),1 <i<j <
m.

Legyen X := {x1}, X; := X;_1 U{x;},ha X, U{x;} € Z, X; := X, kiilonben. Végiil
pedig X = X,,.

8.1. Tétel. Tetszbleges M = (E,T) matroid és w nem negativ siilyfiiggvény esetén a mohd algo-

ritmus egy maximdlis sulyu fiiggetlen X halmazt taldl.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a mohé algoritmus az X = {xy,xs,...,z,} bdzist adta, de egy

Y = {y1,y2,...,yn} bézisra > . w(z;) < Y. w(y;). Feltessziik, hogy az X és Y elemei
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csokkend sily szerint vannak rendezve, azaz w(x;) > w(z;) és w(y;) > w(y;), 1 <i < j < n.
Mivel > w(x;) < > w(y;), lennie kell egy olyan legkisebb k& szamnak, amelyre w(zy) < w(y).
Legyen A = {x1,..., 241} és B = {y1,...,yx}. (Hak = 1, akkor A = ().) Az (I5) miatt
A BeTIés|Al <|B

w(y;) > w(yx) > w(xy) és igy a mohd algoritmus nem az xj, hanem az y; elemet vilasztotta

, igy (I3) miatt van olyan y; € B, melyre AU {y;} € Z. Ekkor viszont
volna. U

A fenti tétel részlegesen megfordithatd €s ez mutatja a matroidok és a mohd algoritmus szoros

kapcsolatat.

8.2. Tétel (Edmonds). Legyen E egy véges halmaz, I pedig S részhalmazainak egy (1, )-et és (15)-
ot kielégité halmaza, amely nem matroid. Ekkor van olyan w : E — R silyfiiggvény, amelyre a

mohd algoritmus nem taldlja meg T maximadlis siilyii elemét.

Bizonyitas. Mivel az (E,7Z) par nem matroid ((/3) nem mindig teljesiil), van olyan X,Y € Z,
hogy | X| > |Y|, de barmely z € X\Y eseténaz Y U {z} ¢ Z. Legyen w(y) = 1 mindeny € Y-
ra, w(z) =1—¢hax € X\Y, ahol € > 0, é w(z) = 0 kiilonben. Ekkor a mohé algoritmus az Y’
halmazt szolgdltatja; ennek silya > ., w(y) = [Y|. Mdsrészt X € Z, a silya pedig

Zw(:r): Z w(x) + Z w(x) =

zeX zeXNY zeX\Y
=[XNY[+ (1 -e[X\Y[= (1 -¢[X]| =1 -e(Y]+1).
Ha0 < e < 1,akkoraz (1 —€)(|Y|+ 1) > |Y|, ésigy w(X) > w(Y).

@

Megjegyzés: Amennyiben minimdlis silyd bazist szeretnénk taldlni, alkalmazhatunk egy egy

transzformdcioét: Vegyiik a silyok —1-szeresét, majd adjunk hozza egy elegend6en nagy konstanst.
(w(x) = —w(x) + K, ahol K > w(x) minden = € S-re.) Mivel a bazisok azonos elemszamuak,
az Uj stlyok mellett maximalis X € Z minimdlis az eredeti silyfiiggvénnyel. Ugyanezen transz-

formacio szerint médosithatjuk a mohé algoritmust €s a stlyok szerint novekvd sorrendbe allitott

84



elemeken végrehajtva egybdl a minimumot kapjuk.

Példa: Balra a silyozott G graf, jobbra a minimadlis feszitdfa; a zardjelben az adott él megoldasba

keriilés ideje (1épése) lathato.

Felmeriilhet a kérdés, van-e egydltalan mds matroid, mint a kormatroidok. Vegyiink egy n
elemd S halmazt, és legyen Z az 6sszes k-ndl (k < n) nem nagyobb elemszdmu részhalmazanak
halmaza. Ez az un. U, j, uniform matroid. Konny( belatni, hogy példaul az U, » nem lehet semmi-
lyen G graf koérmatroidja. (Szintén nem nehéz megmutatni, hogy az U, 5, 0 < k < n felfoghato,
mint vektormatroid.)

Természetesen mds koriilmények kozott a mohd algoritmus sikeres lehet anélkiil, hogy egy
matroid struktdra garantdlnd az algoritmus elérését. Egy egyszer példa erre a legrovidebb utak

problémadjanak egy specidlis esete.

8.1.3. Dijkstra algoritmusa

Tegyiik fel, hogy egy G irdnyitott grafban minden €l /(v,w) silya nem negativ. A G grifban
nincs negativ silyu kor, igy barmely s és v pontokra 1étezik az s-b6l v-be vezet6 utak hosszanak a
minimuma (ez végtelen, ha nincs s —v 1t). Az s-bdl kiindulé legrovidebb utak hosszat, illetve ezen
utakat leiré feszit6fat egy egyszerti és gyors algoritmussal, n = |V (G)| iterdciéban megkaphatjuk.

Az eljarast 1956-ban publikélta Edsgar Dijkstra. Az algoritmus a kovetkezd 1€pésekbdl all:

1. 1épés: legyen X; := {s}, d(s) =0, d(v) = oo hav # s és T} := {s}, egyponti fa.

k. 1épés: tegyiik fel, hogy Xj_1 és d(v) (v € Xj_1) mdr definidltak. Valasszunk egy olyan
w € V(G)\Xk_1 pontot, amelyre a d(v) + ¢(v,w) minimalis, ahol v € Xj;_;. Legyen
Xy = Xj—1 U{w}, d(w) := (v) + €(v,w), T pedig az a fa, amelyet T},_,-bSl a w pont és a

(v, w) Gt hozzavételével nyeriink.
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8.3. Tétel. A fentiek mellett az algoritmus n-edik lépése utdn d(v) értéke a legrovidebb s — v iit
hossza minden v € V(G) esetén. Tovdbbd T,, az s-bdl kiinduld legrovidebb utakat kodolé fa.

Bizonyitas. A tételt a 1épések szama szerinti teljes indukcidval latjuk be. Az indukcids feltétel
szerint v € X;_; esetén d(v) a legrovidebb s — v 1t hossza, és tegyiik fel, hogy w € X\ Xj_;-re
d(w) = minyex, , d(v) + ¢(v,w) nem ezt, azaz a legrovidebb s — w 1t hosszat adja. Ekkor a p
legrovidebb s — w it egy u pontbdl kilépve eldszor hagyja el X _;-et. Legyen a p ttban az u utdn

kovetkez6 pont y (feltehetd, hogy y # w).

Xk'—l v

Mivel p hossza kisebb, mint d(w), a p vonaldn halad6 s — y tt hossza is kisebb, mint d(w). (Itt
hasznaljuk ki a silyok nem negativitasat.) Ekkor viszont az algoritmus az y pontot vilasztotta vol-
na a k-adik Iépésben, ellentmondds. A T, fa szerepének bizonyitdsa szintén indukciéval torténhet;
igy T}, rogziti a legrovidebb s — v utakat (v € Xj_1) és azon (v, w) él hozzavételével valtoztatjuk

Ty_1-et Ty, favd, amelyen keresztiil a w pont d(w) hosszu tton elérhetd s-bol. ([l

Példa: Baloldalon egy irdnyitatlan, silyozott G graf az s kiinduléponttal. Jobboldalon az s-bél

indul6 legrovidebb utak fdjit; a szamozas azt mutatja, hdnyadik 1€pésben keriilt be a pont a faba.

A legrovidebb utak hosszat is konnyen leolvashatjuk. A gyokérpont, azaz s Snmagatol vett tavol-
sdga nulla, egy x pontra pedig tigy kaphatjuk meg d(x)-et, ha 6sszeadjuk az faban az s — z 1t élein

1év6 sulyokat.
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Megjegyzés: Dijkstra algoritmusa jéval egyszeriibb €s gyorsabb, mint a kordbban ismertetett Bell-

man algoritmus, ugyanakkor csak nemnegativ sulyok esetén alkalmazhato.

Példa: Baloldalon a graf, kozépen a Bellmann algoritmus &ltal adott (helyes) legrovidebb utak

faja, jobboldalon pedig a Dijkstra algoritmus végrehajtdsaval kapott fat abrazoltuk.

Azaz a Dijkstra médszer nem taldlja meg a legrovidebb s — ¢ utat, hisz d(t) = 0, nem kett és a

legrovidebb s — ¢ Gt nem az {s, x,t} hanem az {s,y,t}.

8.4. Feladat. Az incidencia mdtrix felhaszndldsdval ldssuk be, hogy egy G grdf kormentes élhal-

mazai vektormatroidot alkotnak.

8.5. Feladat. Vegyiik egy G grdf olyan részhalmazait, amelyek legteljebb egy kort tartalmaznak.
Matroid lesz ez? Altaldban, ha az S halmaz felett adott az M, és M, matroid, vegyiik azon F C S
halmazokat, amelyekre F = AU B, ahol A ill. B fiiggetlen My-ben ill. My-ben. Matroid lesz ez a

halmazrendszer?

8.6. Feladat. Ldssuk be, hogy az Uy 5 nem lehet semmilyen grdf kormatroidja. Van olyan matroid,

amely nem vektormatroid?

8.7. Feladat. Egy M = (E,Z) matroid bdzisa B. Ldssuk be, hogy
1. B#£0)
2. haA,BeBésac A\ B+#0, kkorvanolyanb € B\ A, hogy A\ {a} U {b} € B.
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8.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy a 8.7 feladat 1. és 2. feltételeit teljesité B C 2F halmazrendszer
adott. Legyen F € T ha F C A valamely A € B bdzisra. Ekkor (E,T) matroid, amelynek éppen

a B a bdzisainak halmaza.

8.9. Feladat. Legyen M = (MDB) a 8.8 feladatnak megfeleléen a bdzisdval megadott matroid.
Legyen B := {E\ A : A € B}. Ldssuk be, hogy M := (E,B) is matroid; ez lesz az M matroid

dudlis matroidja.

8.10. Feladat. Egy G sikgrdf egy tetszdleges sikbarajzoldsdnak dudlis grdfja legyen G*. Ldssuk
be, hogy G kormatroidjdnak dudlis matroidja éppen G* kdormatroidja.

8.11. Feladat. Egy M = (E,Z) matroidra definidljuk az r halmazfiiggvényt, ez az un. rangfiigg-
vény. Ha X C E, akkor r(X) := max{|F|: F C X, F € I}. Ldssuk be, hogy r szubmoduldris,
azaz minden X,Y C E-rer(X UY)+r(XNY) <r(X)+rY).

8.1.4. Szubmodularis fiiggvények

Legyen S véges halmaz, f : 2° — R az S részhalmazaihoz egy valés szdmot rendeld fiiggvény.

Azt mondjuk, hogy f szubmoduldris, ha minden X, Y C S esetén
FOX) + F(Y) = F(XUY) + f(XNY).
Ekvivalens definici6, ha minden X, Y C S, X C Y ésmindenz € S\ Y esetén
fXU{z}) = f(X) > f(XU{z}) - F(X)!

Egy szubmoduldris fiiggvény monoton ha minden X C Y esetén f(X) < f(Y).

Példak.

1. Minden f(S) = >, s w(s) alakban adott fliiggvény szubmoduldris. Ha w(z) > 0 minden

x € S, akkor monoton is.?

2. Legyen M = (E,7), A C S akkor A maximadlis fiiggetlen részhalmazai azonos méretiiek.

Ez a méret A rangja, r(A). A rangfiiggvény r szubmoduldris.

'Ko6zgazddszok ezt gyakran csokkend hozadék elvének nevezik.
2Gondoljunk vissza a fejezet elején targyalt minimalis sdlyd feszitéfara
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Természetesen adddik az optimalizaldsi probléma, hogy keressiik meg azt az X C S halmazt,
amelyre f szubmoduldis fiiggvény minimadlis. A feladat polinomidlis id6ben megoldhaté. Példa-
ul a minimadlis feszit6fa, vagy minimalis vagds megtaldldsa is ennek a problémanak egy specidlis
esete. Ugyanakkor szubmoduldris fliggvények maximalizaldsa N P-nehéz feladat. Egy kézenfek-
vO megkozelités monoton szubmoduldris fliiggvények maximalizaldsra a moho stratégia. Eszerint
tires halmazbdl kiindulva minden 1épésben azt az = € S elemet adjuk hozz4 a keresett X C S hal-
mazunkhoz, mely elem valasztasaval az f fiiggvényérték a legnagyobb mértékben n6. A feladat a

maxycs{f(X) : |X| < K} formdban fogalmazhaté meg.

Mohé heurisztika szubmodularis halmazfiiggvényekre’

Legyen Xo = 0, Sy = S és p.(X) = f(X U{z}) — f(X), azaz f novekménye ha az aktudlis
halmazunkhoz a © € S elemet adjuk hozzd. A t-edik 1épésben valasszuk azt a z(t) € S;_y
elemet amelyre p,;)(X;—1) = max,es, , p=(Xi—1). Ha tobb ilyen elem is van, akkor az egyiket

tetszGlegesen. Legyen p;_1 = p.(X;_1).

1. 1épés. Ha p; 1 < 0 akkor megéllunk, |X| = K* =t —1 < K. Ha p,_; > 0, akkor legyen
Xy = X1 U{z(t)} és S = Si—1 \ {z(t)} és tovabb a 2. 1épésre.

2. 1épés. Hat = K, akkor megdllunk, | X| = K* = K. Kiilonben legyen ¢ = t+1 és folytassuk

az eljarast.

Legyen F' a maximalizalasi feladat optimdlis megoldast, F; pedig a mohd heurisztikdval kapott
megoldds. Vegyiik észre, hogy Fo = f(0) + po + ... px+—1, (K* < K). Megmutathat6, hogy
ekkor (F — Fg)/(F — f(0)) < [(K —1)/K]¥ ~ 1 — 1/e. A kovetkezd tétel kimondja, hogy a

moho algoritmus egy elfogadhatéan j6 approximécidjat adja az optimalizélasi feladatnak.

8.4. Tétel (Nemhauser-Wosley-Ficher, 1978). Legyen f : 25 — R, nemnegativ szubmoduld-
ris fiiggvény és {S:}i>0 a mohé mddon vdlasztott halmazok sorozata az eléz6 algoritmus szerint.

Ekkor minden pozitiv egész k és { esetén

F(Se) > (1— e‘g/’“)sr:r'};gkf(s)'

Specidlisan, ha k = {, akkor f(Si) > (1 — 1/e) max|g<x f(5).

3J6val részletesebben 1d. Nemhauser, Wosley és Fisher, 1978.
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8.2. Stabil parositasok

A stabil pérositds vagy stabil hazassdg probléma kivalé példa mind a gyakorlat és elmélet vi-
szonyanak szemléltetésére, mind a mohd algoritmus egy ujabb illusztracidjara. A problémakort
eredetileg az USA-ban a 40-es évek kozepén kulmindl6 orvos gyakornok hidny, illetve elosztasi
zavar motivalta. A végz8s orvosok ezreit kellett a korhazak altal meghirdetett helyekre beosztani;
rdadasul mindkét fél (orvos vs. kérhdz) a sajat preferencidit igyekezett érvényesiteni. Az eredetileg
alkalmazott technikak teljesen alkalmatlanna véltak 1947-re, mikor is egy radikdlisan 4j rendszert
vezettek be helyettiik. Erdekes médon ennek elméleti vizsgalatat csak 1962-ben tette meg D. Gale
és L. S. Shapley, s igazdbol 6k nem tudtak a problémardl: az egyetemi felvételi rendszert illetve a
hdzassdgok stabilitdsat akartdk modellezni.*

Mi az altaluk vizsgdlt legegyszeribb modellt ismertetjiik, utalva rd, hogy igen sok altaldnosi-
tas sziiletett azota. A stabil hdzassdg problémaban adott n férfi, n nd és mindegyikiik valahogyan
rangsorolja az ellentétes nem tagjait; ez az illetd személy preferencia listdja. A férfiakat gorog, a
néket latin bettikkel jeloljiikk majd. Igy példaul akkor mondjuk, hogy az o (férfi) jobban kedveli
vagy preferdlja A-t B-hez képest, ha o preferencia listdjan A el6rébb van, mint B. A személyeket
és preferencidikat leirhatjuk (dupldn) stlyozott paros grafokkal, vagy matrixokkal is az aldbbiak-

nak megfeleléen:

Példa:
A B C o
all,3 2,2 3,1
6131 1,3 2,2
vy12,2 3,1 1,3 B
vy

A matrix egy elemének elsd koordindtdja a megfelel$ oszlop 4ltal reprezentdlt n6 helyezése a

sorhoz tartoz6 férfi ranglistdjan, mig a mdsodik koordinata a forditott helyezés.

4Néhany éve a magyar felsGoktatasi felvételi rendszere is hasonlé algoritmust hasznal.

90



A feladat egy olyan n-elemi M pérositds megaddsa, amely, legaldbbis valamely értelemben,
elképzelhetd. Gyakorlati és elméleti megfontoldsok alapjin az aldbbi definici6 tlinik ésszerinek.
Egy M parositds instabil ha vannak olyan «, 3 férfiak és A, B n6k, hogy (a, A) € M, (5, B) € M,
de [ preferalja A-t B-hez képest, és A preferdlja 8-t a-hoz képest. Egy M parositas stabil, ha nem

instabil.

A definicié motivacidja kézenfekvd: feltehetd, hogy az instabil esetben [ illetve A felbontja
pillanatnyi kapcsolatat, és egymdssal 1ép kapcsolatra. A célunk egy stabil M pérositds keresése
lesz majd, mdr ha van ilyen egyéltaldn. (A kordbban emlitett Halmos-Vaughan modell globalis
optimumra torekedett, nem véve figyelembe a lokdlis érdekeket, lehet6ségeket. Ezért legfeljebb
kikényszerithets, mig a fenti stabilitds szerint egy M teljes parositds nem bomlik fel, ha magara

hagyjuk a rendszert.)

Kérdés persze, van-e egydltalan megoldds? A fenti példiban hirom megoldds van: M; =

{(a, 4),(8,B), (7, C)}, My = {(a, €), (8, A), (7, B)} & M3 = {(e, B), (8,C), (7, A) }.

M1 MQ M3
«o A Q A ot A
B B B B 5 B
Y C Y C Y C

Példa: A stabil hiazassdg mintdja alapjan definidlhatjuk az dn. szobatdrs problémat. Itt adott 2n
ember, akiket kétszemélyes szobdkba kell telepiteni és az el6z6ekhez hasonléan preferencidkkal
rendelkeznek. Nyilvdnvald, ha adott négy személy (v, 3,7, 0) ugy, hogy «a, [ és « preferencia

listajan 0 az utolsé, a-én 3, 5-én v és y-én « az elsd, akkor nincs stabil parositas.
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A példa fényében kellemes meglepetés az aldbbi tétel.
8.5. Tétel (Gale-Shapley). A stabil hdazassdg problémdnak mindig van megolddsa.

Bizonyitas. Val6jaban egy nagyon hatékony, mohd tipusu algoritmust adunk, melynek végeredmé-
nye bizonyosan stabil parositds. Tradicionélisan, hisz ez igencsak tradicionélis eljaras, a megfeleld
koznapi kifejezéseket haszndljuk a leirds sordn. A eljaras elsé 1épésében minden férfi ajanlatot tesz
a kedvencének. Minden nd a legjobb ajinlatot fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy ,,varakoz6
listdra” helyezi a kér6t. A madsodik 1épésben az elutasitott kérdk Gjra ajanlatot tesznek, ezuttal
a preferencia listdjukon 2. helyezett holgynek. A ndk ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot
fogadjédk el; esetlegesen lecserélve a varakozoé listdn 1év6 kérSt. Hasonldan folytatédik ez a ké-
sObbiekben is: egy elutasitott (vagy egy varakozo listardl lekeriilt) férfi a soron kovetkezd jelolttel
probalkozik, mig a nék a lehetd legjobb jeloltet tartjdk meg.

Legkésébb n? — 2n + 2 1épés elteltével minden holgy kap legalabb egy kérdt, igy a vdrakozo
listdjan is lesz majd valaki. (Ugyanis ha egy lépésben van olyan nd, aki nem kapott még ajanlatot,
akkor lennie kell elutasitdsnak is ebben a 1épésben, illetve egy férfi csak egyszer tesz ajanlatot egy
nének.)

Mikor minden n6 kapott ajanlatot, akkor véget vetiink az eljarasnak, és a pillanatnyi parokat
véglegesnek kialtjuk ki. Megmutatjuk, hogy az igy kapott M pérositds stabil. Tegyiik fel, hogy van
olyan v és A, melyre (o, A) ¢ M, de « preferélja a parjahoz képest. Ekkor viszont o valamikor
ajanlatot tett A-nak és A elutasitotta 6t, azaz a varakozo listajan a-ndl ,,jobb” személy volt, s ha

cserélédott is azéta, csak még jobb lehet késébb. Igy A a parjat jobban kedveli, mint a-t, azaz

nincs instabilitas. O
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Példa:

Az algoritmus végrehajtisat egy tdblazaton kovethetjiik. Egy cella baloldali eleme az adott 1€pés-

ben a sor 4ltal kédolt személytdl ajanlatot kapd, a jobboldali elem pedig a sor ajanlatat elfogadott

A B C D
al1,3 2,3 3,2 4,3
B11,4 41 3,3 2,2
v12,2 1,4 3,4 4,1
54,1 2,2 3,0 1,4

személy.
1. 1épés | 2. 1€pés | 3. 1€pés | 4. 1épés | 5. 1€pés | 6. 1€pés
al AA 0, A 0, A 0,0 B, c,C
Bl A D,D 0,D 0,D 0,D 0, D
v BB 0B | 00 | A4 04 | 04
5| D,D 0,0 B,B 0,B 0,B 0,B

A kovethetdség kedvéért felvettiik a férfiak preferencia listdit, ahol feliilvondssal jeleztiik, ha mar
tortént ajanlat: a(A, B,C, D), 8(A, D, C, B),v(B,A,C, D), §(D, B,C, A). A megoldist az utol-

s6 oszlop jobboldaldrél olvashatjuk le:

M = {(O./, C)? (57D)7 (’%A)? (5’ B)}

Felmeriil a kérdés, tudunk-e valami kozelebbit mondani a stabil parositasok szerkezetérdl, osszehasonlithatak-
e stb. Vegyiink két stabil parositast, Mi-et és My-6t. Az M férfi szempontbdl jobb, mint M,, ha
minden férfi legalabb olyan jo part kap M;-ben, mint M,-ben; jelolésben My >p M,. Nem lehet
barmely két stabil parositast 6sszehasonlitani, de az 0sszes stabil parositds, mint azt J. H. Conway
megmutatta, Un. disztributiv vagy mas széval geometriai hdlét alkot.>

Specidlisan van legnagyobb és legkisebb eleme. (Ha a n6k szempontjabdl nézziik, ugyanazt a
halot kapjuk, csak megforditva. Azaz ami az egyik nemnek a legjobb, a masiknak a legrosszabb.)

Ez utébbit egyszertien belathatjuk.

5Egy L hdlo, ha van két kétvaltozos miivelete, V és A, és ezek idempotensek xV x = x, x A\ x = x, kommutatitvak,
xVy=yVa,zAy=yAuz, asszociativak, zV (yV z) = (xVy)Vz,x A (yAz) = (x Ay) A z és elnyeldk,
azaz x V (x Ay) = x és x A (x Vy) = x minden x,y,z € L esetén. Disztributiv a héld, ha teljesil még az

xV(yAz)=(xVy)A(xV z)egyenldség is.
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Példa: Az els6 példaban szerepld stabil parositasok az alabbi halét alkotjak:

Mis Az M 1-ben jarnak legjobban a férfiak.

My ¢ Az M; a férfiaknak jobb, mint M és a n6knek jobb, mint M.

Ms ¢ Az Mos-ben jarnak legjobban a nék.

Egy A holgy lehetséges az o férfi szamara, ha van olyan M stabil parositds, amelyre (a, A) €
M.

2 27

8.6. Tétel. Az el6zd algoritmus minden férfinek a legjobb lehetséges pdrt adja, mig minden nének

a legrosszabbat.

Bizonyitas. Az elsé allitast a 1épések szerinti indukciéval latjuk be. Tegyiik fel, hogy a soron ko-
vetkez$ 1€pésig egyetlen férfit sem utasitott el olyan nd, aki lehetséges lett volna szdmadra. Tegyiik
fel tovabba, hogy ebben a 1épésben A elutasitja a-t. Azt éllitjuk, hogy ekkor A nem lehetséges o
szamdra. Val6ban, ha A pillanatnyi parja (3, akkor 3 preferdlja A-t az 6sszes n6hoz képest, kivéve
akik kordbban visszautasitottdk. Ezek azonban, az indukcids feltétel miatt, nem lehetségesek 3
szamdra. Ha tehat létezne egy olyan M stabil pdrositds, amelyre (o, A) € M, ebben [ a parjat
(nevezziik B-nek) kevésbé kedvelné, mint A-t, hiszen mind A és B lehetséges [ szdmara. Ekkor
viszont az («, A), (§, B) instabilitast okoz, azaz A nem lehetséges o szdmdra, s ezzel beldttuk a
tétel elso felét.

Legyen M* az algoritmusunk 4ltal adott férfi optimdlis megoldédsa, M pedig egy tetszdleges
stabil parositas. Belatjuk, hogy barmely A né esetén az 6 M-beli parja nem rosszabb, mint az
M*-beli parja. (Igazabdl pontosan akkor nem rosszabb, ha ugyanaz a pérja a két parositasban, és
hatdrozottan jobb, ha nem.) Ha (a, A) € M*, (8, A) € M és o # 3, akkor (o, B) € M valamely
B # A holgyre. A tétel els6 fele miatt persze « preferdlja A-t B-hez képest. Masrészt az M
parositas stabil, igy specidlisan az («, B), (3, A) parok stabilitdsa az jelenti, hogy A preferdlja S-t

a-hoz képest; s pont ezt akartuk bizonyitani. U

Megjegyzések: Az algoritmus eredeti felhaszndldsandl a kérhdzak tették az ajanlatokat, és azt
hangoztattdk (természetesen bizonyitds nélkiil), hogy ez az orvosok javara valik. Szamos tanulsag

vonhat¢ itt le, s ezekbdl csak az egyik, hogy nem art meggondolni nyilvdnvalonak tlind (vagy

annak bedllitott) allitdsokat, mint azt Gale és Shapley tették volt.
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A masik, hasonldan fontos észrevétel a dontési helyzetek illetve stratégidk buktatdira vonatko-
zik. A modell azt sugallja, ,.elébe kell menni” az eseményeknek és kishitliség nélkiil megprébalni

a legjobbnak tlind megoldadsokat a ,,siilt galambra vards” helyett.

A stabil parositas mint mag: Kordbban definidltuk egy irdnyitott G' graf magjat; ez egy olyan
S C V(@) halmaz volt, amely fiiggetlen és domindl6 egyben. Ez a fogalom kiilontsen fontos a
jatékelméletben, hisz a megoldédsok stabilitdsit fogalmazza meg matematikai formdban. A stabil
parositas motivalhatja ezt a definiciét, ugyanis egy rogzitett probléma stabil pérositdsai tulajdon-

képpen magok egy megfelelden alkotott grafban.

Definidljuk egy G graf vonalgrdfjdt, L(G)-t, a kovetkezSképpen: L(G) pontjai G élei lesznek,
azaz V(L(Q)) := E(G), és L(G) két pontja, e és f, kozott van €l, ha G-ben tekintve az e és f
éleknek van k6z0s pontja. Ha G pontjaihoz preferencia listdk vannak rendelve, iranyitsuk az (e, f)
élt L(G)-ben ugy, hogy az a preferélt pontbdl indul és a kevésbé kedvelt pontra mutat kbzos pont-

hoz tartozo lista szerint.

8.1. Allitas. A fenti definicickkal a G grdf stabil pdrositdsai éppen az L(G) grdf magjainak felel-

nek meg.

Példa: Az els6 példa G grifjahoz tartozé L(G):




8.3. Shannon kapacitas

A kovetkezd grafelméleti probléma érdekes modon az informacidelméletbdl ered. Claude Shan-
non, az informdcidelmélet megalapozdja a zajos csatorna modell megalkotdsakor jutott egy, a graf-
elmélet nyelvén is megfogalmazhat6 sz€p feladathoz. Az eredeti probléma a kovetkezd. Legyen
X ={0,1} ésC C X" = X x --- x X az Gn. kddszavak (0-1 bitsorozatok) halmaza. Te-
gyiik fel, hogy egy kdodszot egy zajos csatorndn kiildve bizonyos karakterek megvaltoznak (itt
most 0-r6l 1-re, vagy 1-r6l 0-ra) és emiatt bizonyos kddszavak Osszetéveszthetévé valnak. For-
malisan, legyen W : X — ) a zajos csatorna melyet a W sztochasztikus matrix ir le, ahol
Wi(ylz) > 0és > oy W(ylzr) = 1. Ekkor az n-hosszi bitsorozatok esetén W™ : X — Y,
ahol W"(y|z) = [I;-, W(y;|z;). Annak a valdsziniisége, hogy egy ¢ : V" — C fiiggvénnyel
visszakapjuk az eredeti kodsz6t hiba nélkiil W™ (y = p~!(z)|z). A hiba maximdlis valészindisége
err(W",C, @) 1= max(1 — W" (¢~ (v)|z)).

A kérdés az, hogy minél kisebb (pl. 0-hoz tartd) hibaval6szintiség mellett mekkora lehet C mérete,
azaz hany kédszavunk lehet maximdlisan ahhoz, hogy egyértelmiien tudjunk még dekddolni, ha a
kéd a megérkezése elott keresztiil meg egy zajos csatorndn.

Legyen R > 0 az elérhetd érték egy tn. diszkrét memdria nélkiili csatorna esetén®, ha 1étezik

{Cy, @n }n sorozat Ggy, hogy

1. limsup L log|C,| > R

n—o0

2. lim errf(W™,C,, pn) =0

n—oo
A S(W) = max R értékét a csatorna Shannon kapacitdsnak’, a So(W) = sup,, supe + log |C,| <
S(W) értéket pedig a W csatorna zerd-hiba kapacitdsdnak nevezziik.

Tekintsiik az alabbi métrixszal megadott IV zajos csatornat:

11000
003 30
$1 00012
04400
00044

6

Shannon hires tétele szerint maxp, R = I(X;Y), ahol I(-,-) a két véletlen véltozé tn. kdlcsénds informécio

fliggvénye.

96



Egyrészt Shannon formuldbdl adédik, hogy S(W) = log 2, vagyis So(W) < log2. Shannon

1
2

eszkoztaratol addig tavol esd technikaval.

azt sejtette, hogy 1log2 < S(W). A sejtést Lovdsz LdszI6 bizonyitotta, az informécielmélet

A maximdlis |C| eléréshez zér6-hiba kapacitds mellett kell, hogy ¢ '(z/) N o~ '(2") =
minden z’, " € C esetén. Természetesen modon adodik a kovetkezd graf bevezetése. Legyen
G = G(W) az a graf, melynek csticshalmaza V(G) = X, vagyis az dbécé ,betlii”, tovabba
(2',2") € E(Q) él pontosan akkor, ha p~!(z') N ¢~ (2') # 0, azaz a két kd Osszetéveszthetd.
Ezt éltaldnositva kodszavakra legyen G™ = G(W"™), melynek csiicshalmaza V = C C X", tovib-
bdx' = (z,...,2)) ésa” = (af,...,2)) esetén (2/,2") € E(G™) pontosan akkor, ha létezik i
index, amelyre (2}, z)) € E(G). Vilagos, hogy G"-ben a maximalis fiiggetlen halmaz mérete a
nem Osszetéveszthetd kédszavak szamat adja meg. Egy GG graf Shannon kapacitdsat a

S(G) = limsup v/ a(G")

n—oo

formulaval definialjuk.
Az el6z8 példank esetén legyen az dbécénk Cs = {0,1,2,3,4} = V(C5). Az a(C2) =5
konnyen ellenérizhetd, vagyis adédik hogy v/5 < S(Cs).

8.12. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden G egyszeri grdfra a limsup {/a(G™) hatdrtérék lé-

n—oo
tezik és véges.

8.3.1. Grafok Lovasz-féle ortonormalt reprezentacidja

Tekintsiik G egy klikkfedését X1, ..., X klikkekkel. Legyen A matrix a graf csiics-klikk inci-
dencia matrixa, vagyis a;; = 1, hai € Xj, és a;; = O kiilonben (2 = 1,...n;7 = 1,...,k).
Ekkor

x(G) = min{1%7x : Az > 1,2 > 0és v egész }

a(G) = max{y’1:yTA <1,y > 0ésyegész }.
Az LP gyenge dualités tételbdl adédik, hogy a(G) < x(G), ahol G a G graf komplementer grdfja®,

X(G) pedig a legkevesebb szamu klikk, mellyel G pontjai lefedhetSek. S6t, meggondolhaté az is,
hogy

a(G) < S(G) < x(G).

8G csdcsai megegyeznek G csticsaival, és két cstics pontosan akkor szomszédos G-ben, ha azok nem szomszédosak
G-ben.
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Ebbdl adédik, hogy ha a(G) = x(G), akkor S(G) = «(G). Ez nem olyan ritkan fordul eld,
példaul paros, s6t perfekt grafok esetén teljesiil. A legkisebb graf, amire ez nem teljesiil, a C5,
vagyis az 6t-hosszi kor: (Cs) = 2 < 3 = x(Cs).

Lovisz otlete a kovetkez3. Rendeljiink minden ¢ € V() csicshoz egy u; egységvektort gy,
hogy u; -u; = 0, ha i és j nemszomszédos pontok. A Cj esetén ezeket a vektorokat ugy képzeljiik,
mint egy esernyd borddi, tovdbba legyen c egységvektor az esernyd nyele. A borddk szabédlyosan
nyilnak, minden pillanatban végpontjaik egy sikra esnek, egy szabdlyos 6tszdg csucsait adjak.
Alkalmas pozicidban a nyél és az 6t borda C5 egy ortonormalt vektorrendszer reprezentacidjat
adjak. A reprezentécio értéke

1
max ————.
v (c-u;)?

Legyen 9(() a legkisebb érékii az osszes vektorreprezentacié koziil. Az eserny$-reprezentdcio
bizonyitja, hogy ¥(G) < /5.

8.2. Lemma. o(G) < 9(G) < x(G) minden G grdf esetén.

8.13. Feladat. Bizonyitsuk be 8.3 lemmdt. Otlet: 1 = c-c =, _,(c-u;)?, minden {u;}c; ortonor-
mdlt vektorrendszer esetén. 1-t szoritsuk meg X -re, ahol X a G egy o(G) méretii fiiggetlen halmaz
pontjaihoz tartozo vektorainak halmaza. A mdsodik egyenlotlenséget a klasszikus klikkfedés vektor

klikkfedésként valo értelmezése adja.
Két R"-beli a és b vektor tenzor szorzata
a®b=(arby,asbs, ..., a,b,) € R".
8.14. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a,c € R" ésb,d € R™, akkor (a®b)-(c®d) = (a-c)(b-d).
8.3. Lemma. S(G) < ¥(G) minden G grdf esetén.

Bizonyitas. Legyen {u;; clicv(c) a G graf ortonormadlt vektorreprezenticidja c nyéllel, melyhez
(@) érték tartozik. Ekkor megadhaté G* egy ortonormalt vektorreprezentdcidja, amely értéke
V(GY) lesz: a graf egy (vy,vs, . .. vy) csticsdhoz tartozé vektor legyen u,, ® t,, @ -+ - @ u,,, Mig a
nyél legyen c ® ¢ ® - - - ® c. A részletek kidolgozasdhoz hasznéljuk a 8.14 feladatot allitasat. Az
ellendrzés utan adodik, hogy

a(GY) < 9(GH < 94(G).
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8.1. Kovetkezmény. S(Cs) = 9(Cs) = /5.

Erdekesség, hogy a C; Lovész féle thetafiiggvény értéke az esernydkonstrukcié segitségével

kiilonosebb nehézség nélkiil meghatarozhatd, ugyanakkor S(C7) pontos értéke mdig nem ismert.
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9. fejezet
Sikgrafok

Egy graf sikra rajzolhato (példaul egy papirlapra) ha lerajzolhaté ugy, hogy barmely két éle nem
metszi egymast. Egy graf sikgrdf ha 1étezek sikra rajzoldsa. Azonnal felmeriil a kérdés, hogy van-e
egydltaldn olyan graf, ami nem ilyen. Latni fogjuk, hogy K5 és K3 3, azaz az 5 pontu teljes graf, és
a teljes paros graf, melynek a két szinosztdlydban 3-3 pont van nem sikgrafok. A fejezetben néhany
alapvet6 eredmény mellett két rendkiviil hasznos algoritmikus bizonyitasi technikdt, nevezetesen

a A — Y-transzformaciét és a discharging mddszert, is bemutatunk.

9.1. Sikgrafok és lerajzolasaik

Sikba rajzolt grafok esetén fontos fogalom a fartomdny. A preciz matematikai definici6tol itt
eltekintiink, helyette egy egyszerii szemléltetést adunk: a sikra rajzolt grafot igy fogjuk fel, mint
egy térképet, akkor a tartomény egy orszagot jelent. A kovetkezd nagyon fontos tétel sikra rajzolt

grafok paraméterei kozott ad meg kapcsolatot

E| az élek,

9.1. Tétel (Euler). Ha adott egy véges dsszefiiggd sikgrdf, és |V | a csiicsok, F| pedig

a tartomdnyok (beleértve a ,, kiils6”, végtelen nagy teriiletet is) szdma, akkor
VI B[+ [F| =2

9.1. Feladat. Bizonyitsuk be Euler tételét. 1. javaslat: haszndljunk teljes indukciot. 2. javaslat:

haszndljuk a grdf dudlisdnak fogalmdt."

'Egy sikba rajzolt G' graf dudlisa az a G* graf, melynek cstcsai G tartomanyainak felelnek meg, élei pedig G
éleinek gy, hogy egy G*-beli él1 G két élszomszédos tartomdnyanak megfeleld G*-beli pontot kot ssze. A fogalom

joldefinidlt, viszont a sikra rajzolds leirdsa nem egyértelmien definidlja azt.
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9.2. Feladat. Euler tételét haszndlva bizonyitsuk a kovetkezd dllitdsokat. Tetszoleges egyszerii

sikgrdfra
1. |E| <3|V|—6;

2. |E| <2|V| -4

A fenti egyenl&tlenségekbdl kovetkezik, hogy néhany graf biztosan nem sikgraf:

9.2. Tétel. A K és K33 nem sikgrdfok.

Egy masik kovetkezmény a kovetkezd:

9.1. Kovetkezmény. Minden egyszerii sikgrdf tartalmaz legfeljebb otfokii pontot.

2 2

A sikgrafok karakterizacidjaval kapcsolatos f6 tételt is kimondjuk.

9.3. Tétel (Kuratowski). Egy G grdf akkor és csak akkor sikra rajzolhato, ha G-nek K5 vagy Ks 3

nem topologikus részgrdfja.”

Szorosan kapcsolddik a témdhoz a kovetkez6 fogalom. Egy G graf cr(G) metszési szdma azt
mondja meg, hogy egy graf legkevesebb hdny él atmetszéssel rajzolhaté le a sikra. Gondoljuk meg,
hogy cr(K5) = cr(Ks3) = 1.

9.3. Feladat. Hatdrozzuk meg K4 4 metszési szamdt.

9.4. Feladat (Metszési lemma). Mutassuk meg, ha G egyszerii grdf és |E| > 4|V| akkor cr(G) =
1/64 - |E]?/|V]2

9.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Petersen-graf metszési szama 2.

2 Azaz olyan részgrifja, ahol barmely élt egy tetszSleges hossz tttal helyettesithetjiik. Masképpen, barmelyik él
,»belsejében” jabb pontokat vehetiink fel.
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9.2. A A —Y transzformacio

Tekintsiink egy elektromos dramkért, melyet graffal reprezentdlunk melynek minden (7, j) élén egy
R;; ellendllas van. Az alapvetd fizikdja az dramkoroknek négy torvénnyel leirhato: Kirchoff torvé-
nyei, Ohm torvénye €s Joule torvénye. Ezeket itt nem részletezziik, de a torvények alapjan nem tul
nehezen megmutathatd, hogy egy K5 = (3, j, k) haromszog, melyben az ellenélldsok R;;, R, R,
helyettesithetS egy K 3 = (¢;1, 7, k) £ kozépponti csillaggal, ahol R,y = R Rir/(Rij+Rjx+Rik).
Konnyen lathatd, hogy ezzel az étalakitassal az egyes csomépontokban az eredd ellendllds nem
valtozik. Az eljarast A — Y transzformacionak nevezziik.

Egy G grafosztily A — Y -redukdlhato, ha redukalhaté pontjainak egy részhalmazara A — Y
(vagy Y — A) transzformdaciokkal és ,,soros-parhuzamos” redukcidkkal. Az utébbi a kovetkezd

lehetésegeket jelenti:
RO: Egy hurokél torlése;
R1: Egy egyfoku pont és a rdilleszkedd €l torlése;

R2: Soros redukcio: egy 2-foku y pont és a két rdilleszkedd él, (x, y) és (v, z) torlése, majd (z, 2)

€l hozzdadasa;
R3: Pdrhuzamos redukcio: Egy parhuzamos él torlése.

Mind a 4 redukcids 1€pés egyel csokkenti a pontok vagy élek szamat a grafban. Az eljards végén
a pontok egy olyan részhalmazat kapjuk, melyeket mar nem tudunk tor6lni tovabbi redukcids

1épésekkel és transzformdciokkal. Ezeket a pontokat termindlis pontoknak hivjuk.
9.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy K44 nem A — Y -redukdlhato.
Epifanov 1966-ban bizonyitotta a kdvetkezd fontos tételt.

9.4. Tétel (Epifanov). Minden osszefiiggd sikgrdf adott két termindlis ponttal A —Y -redukdlhato

a két termindlis pontra és egy koztiik lévo élre.
9.2. Kovetkezmény. Minden dsszefiiggd sikgrdf A — Y -redukdlhaté egyetlen pontra.

Egy e = (x,y) él kontrakcidja az e él torlését és végpontjainak x = y egy pontnak vald
megfeleltetését jelenti. Egy G graf minorja olyan graf, amely megkaphaté G-bdl az éltorlés, €l
kontrakci6 és izolélt pont torlése miiveletek sorozatdval.

Topologikus részgraf helyett Wagner minorokkal fogalmazza meg ugyanazt, mint Kuratowski:
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9.5. Tétel (Wagner). Egy G grdf akkor és csak akkor sikra rajzolhato, ha G-nek K5 vagy K3

nem minorja.

Egy termindlis minor egy olyan graf, amit az el6z6 harom mivelet sorozataként kapunk ugy,
hogy a két termindlis pont kozti élt nem kontraktdlhatunk, illetve izolélt termindlis pontot mar nem

torolhetiink.

9.6. Tétel (Truemper; Gitler; Archdeacon et al.). Legyen H egy termindlis minora G-nek. Ha
G A — Y -redukdlhato, akkor H is A — Y -redukdlhato.

Egy G grafosztily minorra zdrt ha G € G esetén G minden H minora is G-ben van. Robert-
son és Seymour mély tétele szerint minden minorra zart grafosztily karakterizdlhaté véges sok
tiltott minorral (melyek nem részei az osztdlynak). Az el6zd tétel tulajdonképpen azt mondja ki,
hogy A — Y-redukélhat6 grafok osztdlya minorra zart. Epifanov tétele szerint a sikgrafok A — Y-
redukdlhatok, vagyis karakterizalhatok véges sok tiltott minorral. Ez pedig nem mds, mint Wagner
tétele. Altaldnosan ugyanakkor a A — Y-redukdlhaté grafok osztdlyanak véges kizart minor ka-

rakterizacidja nem ismert.

9.3. A discharging modszer

z

A discharging (vagy magyarul , kisiités”’) egy rendkiviil hatékony algoritmikus bizonyitdsi mdd-
szer a grafelméletben, tovabba széles korben alkalmazott technika sikgrafok esetén is. A modell
lényege, hogy a graf pontjaira, éleire, vagy tartomanyaira pozitiv vagy negativ toltést helyeziink,
és kiszamitjuk a gréf teljes toltottségét (dltaldban az Euler formula segitségével). Ezutan valami-
lyen Kkisiitési szabalyok szerint Gjraosztjuk a toltéseket (ez a kisiitési fazis). Ezutdn djraszamoljuk
a teljes toltottséget (valamilyen gréaftulajdonsdgot kihasznalva), majd a két szdmolds eredménye

kozti kiilonbségbdl vonjuk le a kovetkeztetéseket. Nézziink néhany konkrét példat.

9.3.1. Euler-formula

Latni fogjuk, hogy az Euler-formula a discharging médszer egyik alapvetd eleme, ugyanakkor

ennek a klasszikus eszkoznek is van discharging médszerrel torténd bizonyitdsa.® Ha adott egy

3 A bizonyitas William Thruston-t6] szdrmazik
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véges Osszefiiggd sikgraf, és |V| a csiicsok, |E| az élek, |F| pedig a tartomdnyok (beleértve a

kiils6, végtelen nagy teriiletet is) szdma, akkor
V=Bl +[F] =2.

Rajzoljuk le ugy a gréfot a sikra, hogy egyik €l sem vizszintes, vagyis van pontosan egy legalsé
L és egy legfelsé U csucsa a lerajzolds szerint. Adjunk minden csicsnak +1, minden élnek —1
és minden tartomdnynak +1 toltést (1d. dbra). A Kkisiitési szabdly szerint minden €l és csics adja
at a toltését egy szomszédos tartomédnynak balrdl jobbra haladva vizszintes irdnyban. Meggondol-
hat6, hogy minden csucs, €l és tartomdny toltése igy O lesz, kivéve L és U csticsokat, ahol marad

Osszesen +2 toltés.

9.3.2. Egyszerii alkalmazasok

-------

a kezdeti toltések kiosztasa €s hogyan lehet szdmolni a graf teljes toltottségét.

9.1. Allitas. Minden sikgrdfnak, melynek minden tartomdnya legaldabb ¢ oldald, van olyan csiicsa

melynek foka legfeljebb ot.

Bizonyitas. Tegyiink rendre egy d foku cstcsra 6 — d és egy ¢ oldald tartomdnyra 2(3 — /) toltést.
Ekkor a graf teljes toltottsége

D (6—dy)+ > 23 —1;) =6|V|—2|E|+6|F| — 4|E| = 6(]V| — |E| + [F|) = 6-2 = 12.
veV fer

Emiatt kell legyen olyan v csucs, amelyre 6 — d,, > 0, azaz d,, < 5. U

9.2. Allitas. Ha egy sikgrdfban minden pont foka legaldbb 3 és minden tartomdny legaldbb 3
oldali, akkor van olyan d foki pont mely egy ( oldali tartomdny csiicsa (sarka), mikozben d + { <
8.

Bizonyitas. Legyen egy d foku pont toltése 4 — d és egy ¢ oldalu tartomany toltése 4 — /. A teljes
toltottsége ekkor

d(A—d)+) (A=) =4V| - 2|E|+4|F| - 2|E| =4-2 =38

veV fer
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A kisiitési fazis a kovetkez6. Minden d foku pont a kezdeti 4 — d toltésébdl egyenletesen atad (4 —
d)/d-t a szomszédos sarokpontoknak. Ekkor minden ilyen pontnak 0 lesz a t5ltottsége. Minden
tartomanyra hasonléan jarunk el. Végiil minden pont, illetve tartomdny toltottsége vagy 0 vagy
pozitiv. Vegyiink egy pozitiv toltottségli sarokpontot. Legyen ezzel szomszédos egy d foku pont

és egy ¢ oldald tartomdny. Mivel d > 3 és { > 3, ezért

4—d+4—f =0
d l ’
azaz
A0+ 4d + 2d0 > 0,
ebbdl pedig
2d 20
— < i — < 6.
! < 2—d_6’ illetve d < 7—9 <6
Innen d + ¢ < (?/(¢ — 2), vagyis d + ¢ < max{8,7,8}, ha ¢ = 3,4, 5. O

Legyen G pdros graf V' és W szinosztdlyokkal olyan, hogy minden V-beli csics foka 5 és
minden W-beli csiics foka 3. Legyen A : V. UW — {1,2,...,8} a pontok egy szinezése ugy,
hogy minden V'-beli pont szine 1,2, vagy 3, és szomszédja a 4,5,6,7, vagy 8 szint kapja; visszafelé,

egy W-beli pont a 4,5,6,7, vagy 8 szint kapja, €s szomszédja az 1,2, vagy 3 szint kapja.
9.3. Allitas. A most definidlt grdf nem létezik.

Bizonyitas. Legyen egy d fokd pont toltése 3(4 — d) és egy ¢ oldali tartomdny toltése pedig
3(4 —0). A teljes toltottség ekkor

> 3(A—d)+ ) 3(A—1)=3(4V| - 2E|+4]|F| - 2|E|]) =12-2 =24,

veV fer
Az elsd kisiitési szabdly az, hogy minden w € W pont kiildjon egy egység toltést mindhdrom
szomszédjanak. Ekkor w toltése O lesz. A masodik kisiitési szabdly szerint minden olyan v € V'
csucs kiild két egység toltést a legalabb 6 oldali szomszédos tartomanyoknak. Ha f egy 4 oldald
tartomany, akkor kezdeti toltése O és nincs olyan szabdly, ami valtoztatna ezen. Ha f ¢ > 6 oldalu,
akkor a kezdeti toltése 3(4 — /) és a Kkisiités sordn legfeljebb 2(¢/2) toltést kap V'-beli illeszked
cstcsokrol, vagyis a végsd toltése 3(4 — ¢) + ¢ = 12 — 2¢ < 0. Minden v € V cstcs kezd6
toltése —3, majd S5 egység toltést kap az elsd kisiitési szabdly miatt, illetve 2 egységet kiild a

legaldbb 6 oldald szomszédos tartomdnyokba. Azaz ha minden v € V csicsnak lenne legaldbb
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6 oldalu szomszédos tartoménya, akkor v végsd tolté€se O lenne. Ennek igazoldsat az olvasora
bizzuk. Latjuk, hogy a graf kezdotoltése 24 volt, ugyanakkor a kisiités utdni toltés nempozitiv. Ez

az ellentmondas igazolja az allitast. U

9.7. Feladat. Adott egy sikgrdf, taldljunk benne 2 szomszédos csiicsot melyek fokszdmdsszege mi-

nimdlis.

9.8. Feladat. Tekintsiik a sikon egymdst nem metszd korok unidjdat. Legyen G az a grdf, melynek
csucsai a korok kozéppontjai és két csiics 0sszekotott, ha a megfeleld korok érintik egymdst. Mu-
tassuk meg, hogy G sikgrdf. Forditva, mutassuk meg, hogy minden sikgrdf megkaphato egy ilyen

geometriai konstrukciobdl.

9.9. Feladat (Fary-tétel). Mutassuk meg, hogy bdrmely egyszerii sikba rajzolhato grdf lerajzol-

hato a sikra gy is, hogy éleit egyenes szakaszok alkotjdk.

9.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy focilabda nem rakhaté (varrhato) ossze csak hatszog alakii
bérdarabokbol. Mutassuk meg, hogy ha otszogeket is haszndlhatunk, akkor mdr sikeriilni fog.*

Ekkor mennyi otszog és mennyi hatszog kellene?

4Ld. példdul az 1978-as argentin foci vb-re késziilt hivatalos labda, a Telstar.
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10. fejezet
A grafalapu adatbanyaszat alapjai

Az utébbi évtizedekben vildgossé vélt, hogy a ,,valés” halézatokat! lefré grafok szerkezete lénye-
gesen kiilonbozik grafelmélészek altal legtobbet vizsgélt, példaul perfekt grafokétdl vagy Erdss-
Rényi véletlen grafokétol. A kisvildg grdfok felfedezése jelent6sen megvaltoztatta, kibdvitette a
grafelméleti kutatdsok irdnyat. Az ilyen grafok sajitossdgai tobbek kozt a rovid 4tlagos uthossz, je-
lent8s hdromszdgezettség, illetve altaldban kicsi élsiirtiség”. Nem csak ezek a grafok kiilonboznek
a kordbban vizsgélt grafoktdl, hanem a veliik kapcsolatban megfogalmazott kérdések és problémak
is.

Nem konnyt feladat egy kisvilag graf felépitéséhez sziikséges informaciok osszegydjtése vagy
éppen annak eldontése, hogyan készitsiink a rendelkezésre 4ll6 adatokbodl grafot. Ugyanigy, bar

szdmos probdlkozas tortént, nincs minden igénynek eleget tevé modell véletlen kisvildg grafok

generaldsara sem.

A valés alkalmazdsokban fellépé méretek miatt idéigényes algoritmusok nemigen haszndlha-
tok, igy jobbara meg kell elégedni egyszeriibb heurisztikdkkal, melyek sokszor a fizikdbol kol-
csonzott intuiciobdl erednek, 1asd, tobbek kozott, Barabasi Albert Laszld, Bollobas Béla és Mark

Newman cikkei.

A fejezetet els6sorban Bartalos Istvan és Pluhar Andréds 6sszefoglal6 cikke [13] és az ott hivat-

kozott szakirodalom alapjdn épitjiik fel.

Tlyen példaul emberek ismeretségi kapcsolatok haléja, cégek kozti banki tutaldsok halézat, tomegkozlekedési

halozat, stb.
2 Altaldban cn vagy cnlogn, ha n a csticsok szdma.
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10.1. Vizualizacio

Mig Eulernek a Konigsbergi hidak és az altaluk 6sszekotott szarazfoldek ,,absztrakt lerajzoldsa”
(és ezdltal a graf fogalmédnak megalkotdsa) a ,,hidprobléma” megoldasahoz kellett, kés6bb a grdfok
lerajzoldsa, mas széval vizualizdcioja, szamos grafelméleti kérdést vetett fel. Kordbban lattuk,
hogy a grafok sikba valo lerajzolhatosaga nehéz grafelméleti problémékhoz vezetett. A metszési
szdm problémadval, vagyis, hogy egy graf minimélisan hdny €l atmetszésével rajzolhat6 le a sikra,
tobbek kozt olyan kiemelkedé matematikusok is foglalkoztak, mint Turdn, Szemerédi, Trotter,
Chvatal, vagy Beck, tovdbba szamos fontos alkalmazésa is ismert.

A modern grifvizualizacios eljarasok célja a grafok olyan hatékony lerajzoldsanak €s a rajzo-
l4s algoritmusdnak megadasa, amely a szemlél6 szdmdara bizonyos értelemben a leginformativabb
a lehetséges lerajzoldsok koziil. Természetesen a végtelen sok lehetséges lerajzoldst nem lehet
0sszehasonlitani, de konkrét alkalmazasok esetén jé heurisztikdk, és ezzel egyiitt rajzolasi algo-
ritmusok sziilettek grafok vizualizacidjara. Mdra a grafok vizudlis megjelenitése ondllo teriiletté

fejlodott. Itt nem is célunk teljes dttekintést adni, ehelyett csak néhdny technikdt emlitiink meg.

10.1.1. Erohatas alapu elrendezés

Az eljaras (melyet a szakirodalomban force-directed layout-nak neveznek) a csucsok kezdeti, al-
taldban véletlenszer(i elhelyezése utdn folytonosan kezdi el médositani a pontok helyzetét vala-
milyen fizikai torvényszer(iség szerinti analdgia alapjan. Ilyen lehet péld4ul a tomegvonzas, mely
szerint a ,,kozeli” (pl. szomszédos) pontok nagyobb erdvel hatnak egymasra, ezért kozelebb kell,
hogy keriiljenek egymdshoz a lerajzoldsban, mintha ,,tdvol” lennének. A pont ,,tomegének” pl. a
fokszdma, vagy a ponthoz rendelt mas, tin. kdozpontisdgi mérték felel meg.

Mis megkozelitésben a pontok kozé rugdkat képzeliink el melyek az €l a megnyuldssal (ssze-
nyomdddasdval) ardnyos erdt fejtenek ki (Hooke-torvény). Emellett a pontok kozott taszité er6k
hatnak, példaul a Coulomb-torvény alapjan, ekkor a pontok ,.elektromos toltottsége” és a koztiik
1évo erdhatasok alapjan végzett szimulécio ,,allitja be” a pontok egyensiilyi helyzetét. Egy masik
megkozelitésben

Tisztan grafelméleti megkozelitésben egy (,j) pontpar ¢;; ,.idedlis” tdvolsdga a lerajzolds-
ban ardnyos a két pont grafon vett tdvolsdgaval. A lerajzolds megadésa ekkor egy optimalizalasi
probléma, mely a pontok kozti (lerajzolasbeli) Euklideszi és az ,,idedlis” tavolsag kiilonbségét mi-
nimalizalja.

A moédszertan legf6bb eldnyei az egyszertiség, konnyl implementalhatésag és az intuitiv meg-
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kozelités. Ugyanakkor a nagy futdsi 1d6 (jellemzden a pontok szdmaban kobos), illetve nagy
pontszam esetén a kapott lerajzolés tdlzott fliggése a kezdeti véletlen lerajzolastdl negativumiként
emlitenddk. Két konkrét algoritmust emlitve a Fruchterman-Reingold, illetve a Kamanda-Kawai

algoritmusok kiprébaldsat az olvaséra bizzuk.?

10.1.2. Spektralis elrendezés

Ez a mddszer a graf sajatvektor komponenseit, mint koordinédtdkat haszndlja a graf lerajzoldsidhoz.
Az alapdétlet az, hogy a graf Laplace matrixdnak két legnagyobb (vagy legkisebb) sajatértéket ki-
szamolva a hozzdjuk tartozé sajatvektorokat hasznéljuk a pontok sikon val6 elhelyezéséhez. Ha a
térben szeretnénk abrizolni, akkor harom sajatérték-sajatvektor parra lenne sziikség. Az elhelye-
z8s a kovetkez8képp miikodik: az ¢ pont (2 = 1,2,...,n), (melyhez a Laplace matrix i-edik sora
és oszlopa tartozik) elsd (z-) koordinétdja legyen legyen az elsé sajatértékhez tartozé sajatvektor
1-edik eleme, mig a masodik (y-) koordindtija a masodik sajatértékhez tartoz6 sajatvektor i-edik

s

eleme. FO§ el6nyei a mddszerek a gyors kiszdmithatdsdg, egzaktsdg és egyenletes pontsiiriiség,

ugyanakkor bizonyos tulajdonsidgokat (pl. a graf kozosségszerkezete, 1d. kés6bb) nem szemléltet

hatékonyan.

10.1.3. Réteges elrendezés

Gyakran Sugiyama lerajzoldsnak nevezik, melyet els6sorban irdnyitott kormentes, vagy kozel kor-
mentes grafok lerajzolédsdra terveztek. A mddszer szerint a graf csucsai fiiggdlegesen elhelyezkedd
rétegekbe lesznek rendezve gy, hogy a legtobb €l fentrdl lefelé van irdnyitva a lerajzoldsban (ezt
pl. a Coffman-Graham algoritmussal érhetjiik el). Ezutdn az egyes rétegeken beliil a pontokat tgy

helyezi el, hogy a rétegek kozti élek metszéseinek szdma minimaélis legyen.

10.2. Kisvilag grafok

Informélisan kisvildg grdfnak nevezziik az olyan grafokat, melyben a pontok fokszdma altaldban
kicsi, ugyanakkor a legtobb pont csupan néhany 1€pésbdl elérhetd barmely masik pontbdl. Egy

kisvilag graf esetén jellemzd, hogy a pontok kozti atlagos tdvolsag kicsi, és ugyan léteznek nagy

3Ezek elérhetSek tobbek kozt az iGraph fiiggvénykonytarban, tovabbi a Gephi és Cytoscape ingyenes szoftverek-

ben.
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szomszédsaggal rendelkez6 pontok , a legtobb pont fokszama kicsi. Ezen feliil fontos karakteriszti-
kéja, hogy ha (u, v) és (v, w) 1étezd élek, akkor az (u, w) él meglétének a valdszinlisége nagyobb,
mint egy véletlen grafban.* Watts and Strogatz nevéhez fiiz8dik az els algoritmus, ami egy n
pontu grafbol, melyben minden pont foka azonos, szarmaztat kisvilag tulajdonsagu gréfot az élek
bizonyos valdszinliséggel torténd mashova ,,drétozdasaval”.

Sokféle modon lehet véletlen grafokat generdlni, melyek megragadjak a kisvildg grafok egy-
egy lényeges tulajdonsagat. Ezek koziil a Preferential Attachment (PA) és a Vertex Copy (VC)
modelleket emlitjiik meg. Megjegyezziik, hogy masfajta megkozelitések is vannak, pl. ami a
véletlen metszetgraf modellt vizsgalja.’

Mindkét modell rekurzivan definidlt; egy mar meglévo részgrathoz vesz hozza egy j x pontot,
de az x szomszédsdgat masképp generdljdk. A PA modellben az = pont k 1j élet hoz, ezeket
egymadstdl fiiggetleniil random kotjiik a régi pontokhoz; egy y-hoz a d(y) fokszammal ardnyos
valészintiséggel. A VC modellben egy régi s pontot vdlasztunk egyenletes eloszldssal, és az 4j z
ponttal az N (s) pontjait p valészintiséggel, egymastol fiiggetleniil 6sszekotjiik.

A tapasztalatok vegyesek és tobbet mondanak a modellekrdl, mint a valds hal6zatokrdl, szem-

ben példdul a CPM vagy N1 algoritmusok, melyek esetén az jé alkalmazhatGsag a f6 motivacio.

10.1. Feladat. Implementdljuk a PA és a VC modelleket. Az input legyen egy G kezdeti grdf és az
elérendd pontszdam n. Abrdzoljuk is a kapott grdfokat.

10.3. Grafok Kklaszterezése

A gréafok egy hatékony vizualizdcidja utdn szdmos tovabbi vizsgélat egyik alapvetd feltétele a
graf pontjainak klasszifikacidja, csoportokba rendezése. Ez torténhet osztalyozassal, azaz V (G)-t
felbontjuk {C;}™, halmazok, dn. klaszterek diszjunkt unijara. A mésik megkozelitésben nem
kivdnjuk meg sem a csoportjaink diszjunktsagét, sem azt, hogy egyiitt kiadjak V' (G)-t. Ezeket az
entitdsokat szokds kozosségeknek hivni; mi itt kozosség alatt mindig ezeket értjiik, mig az oszta-
lyozas elemeit klasztereknek hivjuk. Rengeteg erdfeszités tortént a klaszterek elddllitasara, vizs-

gdlatdra, illetve alkalmazdsdra. Annyit megjegyeznénk, hogy a klaszterek el6éllitdsara mind un.

“Pl. egy Erdds-Rényi véletlen grdf esetén minden él O<p<l valészintiséggel létezik, ugyanakkor szocidlis ha-
l6zatokban megfigyelhet6 az ,,ismerésom ismer8sét nagy valdszintiséggel én is ismerem” paradigma; ugyanakkor

technoldgiai hdlézatok esetén, mint pl. egy energia-ellaté hilézat nem jellemz6 a haromszog-képzEdés.
3 A metszetgrafokra a CPM hajlamos tiil nagy kozosségeket adni. A lehetséges javits erre maximdlni a kozosségek

4tmérdjét az N+ -hoz hasonléan.
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top down (felillrdl lefelé) és bottom up (alulrdl felfele) épitkezd algoritmusokat javasoltak. Ezzel
szemben a kozosségek keresésére szolgald algoritmusok jobbara az alulrdl épitkezést hasznéljak,
azaz kisebb kozosségek novelésével probalnak megfeleld eredményhez jutni.

A klaszterezés (€s igy a kozosségkeresés is) elméletileg megalapozhatatlan Jon Kleinberg ered-
ménye szerint, ezért a sokszor kovetett pragmatikus megoldéds marad: vesziink egy ésszertinek tiind
algoritmust, az eredményét definidljuk klasztereknek/kozosségeknek és megnézziik haszndlhato-
sagat.

Itt néhany tipikus kozosségkeresd algoritmust mutatunk be, melyek hasonlé elven alapulnak.
Az egyik elsd, ténylegesen hasznélt algoritmus az N™*. A k-klikk perkoldciés algoritmus, a CPM,
az elsd széles korben ismert modszer, melyet Palla és tarsai szintén valds feladatokra alkalmaztak.
Az élek klaszterezése a harmadik - f6ként elméleti érdekességli. Negyedikként az Un. cimke

terjesztés® médszert mutatunk be. Egy 6sszefoglalé cikk a témdban pl. [2].

10.3.1. Az N** algoritmus

Ez egy generikus algoritmus egy tetsz&leges f : 2V(%) x V(G) — R és ¢ : N — R fiiggvénnyel,
ahol f(A,z) jelenti az A kozosség és az x cstcs kapcsolatanak erdsségét. Csatoljuk z-et A-hoz,
ha f(A,z) > ¢(|A]). Az algoritmus elss fazisa lentrdl felfelé épitkezve megadja a kozosségek K

halmazanak els6 kozelitését.
1. Adott G, k, ¢, ahol k a maximalis k6zdsségméret, tovabba kezdetben legyen K := V(G)

2. Minden A € K ész € V(G) esetén ha f(A,x) > ¢(|A|) akkor tegyilk A U {z}-t K-ba (ha
még |A| < k)

3. Toroljiik az 6sszes olyan A € K-t, amelyre A C B € Kés A # B.

Ezutdn a masodik fazisban 6sszeolvasztjuk a majdnem azonos méretli kozosségeket. Legyen C
olyan graf, amelyben V(C) = K és (A, B) € E(C), ha AN B ,elég nagy”. Cseréljiik ilyenkor
K-t (K\{A, B})U{AU B}-ra. Ezutdn a C elemei legyenek a kozosségek. A tapasztalat az aldbbi
értékeket javasolja. Jelentse a nagy a 60%-dt a kisebb halmaz elemszdmdnak. Az f(A, x) értéke
az r és A kozotti egy és kettd hosszisagu utak szamatdl fiigg. Tehat hogy megkapjuk az z-et
tartalmazé kozosségeket, elegendd keresni a N**(z) := N(N(z)) halmazban, azaz legfeljebb a

masod szomszédok kozott.”

¢ Az irodalomban label propagation néven tallhaté meg.
"Néhany hasonlé médszert sorol Fortunato 6sszefoglalé cikke.
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10.3.2. k-klikkek perkolacidja

Roviden CPM mddszer. Itt £ € N adott, mint az algoritmus paramétere. Miutdn megtaldltuk
az osszes k-klikket G-ben, tekintjiikk azt a (), grafot, melynek csucsai ezen klikkek és (A, B) €
E(Qy) pontosan akkor, ha |[ANB| = k—1. A kozosségek Q) 0sszefiiggd komponensei klikkjeinek

egyesitései lesznek.

10.3.3. Elek klaszterezése

Klaszterezziik valamilyen médon az élek halmazat. Az egyes klaszterek éleinek végpontjai lesz-

nek a kozosségek.

Ezek a mddszerek kiilonboznek a taldlt kozosségek tipusaiban és a szamitdsi koltségeikben
is. Jollehet az élek klaszterezését konnyl végrehajtani, hasznalata mégis jelentds hatranyokkal
jar. (pl. a kapott kozosségek dtfedése legfeljebb egy cstcspont mélységili.) Természetesen az
implementaciok minGsége 1ényeges szempont. Kisvildg grafokon az N** és a CPM is majdnem

linearis id6ben fut, ami természetes kovetelmény, ha valédi feladatokkal foglalkozunk.8

10.3.4. Altalanos szemlélet

Vegyiik észre, hogy a hdrom felsorolt algoritmus csaldd végrehajtisa két 1épésbdl 4ll. El6szor egy
F = (V,H) hipergrafot’ hatdroznak meg, ahol V = V(G) és H C 2. A H elemei lesznek
a kozosségek épitdkovei. A masodik 1épésben H-t alkalmas d tdvolsagfiiggvénnyel ellditva M =
(H, d) metrikus teret készitiink. Ezutdn valamilyen klaszterez$ algoritmussal M klasztereinek egy
C halmazat kapjuk. Végiil a keletkezett klasztereket ' részhalmazaival azonositjuk gy, hogy egy
C; € Cre K; := Upgec, H, ahol K; kozosség megfelel C; klaszternek.

A fenti algoritmusokndl H elemei (az épitokovek) rendre kis stirliségli részgrafok, k-klikkek il-
letve élhalmazok. A koztiik levs kapcsolatot leird D grafban pontosan akkor van €l, ha a kapcsolat
szoros. Az elsé esetben (K;, K;) € D, ha |K;N K| elég nagy, a masodikban, ha |K;NK;| = k—1,

mig a harmadik esetben ez paraméter.

Megjegyzés. A fenti dltalanos szemlélet paradigmajaba bele nem ill§ megoldasok is lehetségesek.

8Ez csticsok milliGit jelenti.
9Gakran hasznalt neve: halmazrendszer.
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-ben a nagy rangui pontok koziil vdlaszt egy fiiggetlen halmazt; ezek lesznek a kdzosségek koze-
pei, majd p sugari gomboket képez koriilottiik. Tavolsag fliggvénynek a G természetes metrikajat
haszndlja, amely a p paraméter értékétdl fiiggden atfedésekhez vezet(het). Egy masik megkozeli-
tésben -ben el6szor egy kifinomult hatas fiiggvényt szamolnak ki, amely a pontok ,,kozpontisdga-
nak” mértéke. Ennek alapjin nivoéfeliiletet képeznek, és a feliilet kiemelkedéseit azonositjdk mint

kozosségeket.

10.3.5. Cimke terjesztés

Rahhavan, Albert és Kumara egy tn. cimke terjesztési eljarast adtak meg kozosségkeresésre. Csak
az alapotletet vazoljuk. Legyenek egy x csics szomszédai 1, x», . . ., rx, melyek cimkéje az a
kozosség, ahova tartoznak. Az x csucs abba a kozosségbe fog tartozni (vagyis azt a cimkét kap-
ja, amelyik kozosségbe a legtobb szomszédja tartozik. Kezdetben minden csticsnak kiilonb6zo

cimkéje van. A cimke terjesztési folyamat lehetséges implementdcidit itt nem targyaljuk.

10.2. Feladat. Adjunk egy implementdciot a cimke terjesztésre. Kezeljiik le azt az esetet is, amikor

egy csucs cimkéje nem egyértelmii a szomszédok cimkéi alapjan.

10.3.6. Az algoritmusok kiértékelése

Mivel a kozosségek (vagy klaszterek) definicidi tobbé-kevésbé tetszdlegesek , hasznossaguk méré-
sére 1s sokféle elgondolas sziiletett. Jollehet ez alapvetd kérdé€s, a kutatok nézdpontjai természete-
sen eltérek. Az aldbbiakban vazoljuk, hogyan lehet egy-egy k6zosség fogalom haszndlhatésdgat
megallapitani. Egy direkt modszer kozvetleniil hasonlitja 6ssze az ad6d6 kozosségeket és a graf-
r6l meglevd egyéb informdacionkat, mig az indirekt modszerek egy modell valtozéjaként kezelik a
kozosségi informécidt, €s az eldrejelzés pontositdsanak a mértékén mérik ennek a hasznossigat.

El6szor futtatni kell az algoritmusokat, meg kell kapni az eredményeket és esetleg matematikai
kovetkeztetéseket levonni bizonyos graf osztalyokrél. Nagyon fontos az algoritmusok sebessége.
Valédi sebességiiket nem konny(i 6sszehasonlitani, mivel ez ersen fiigg az implementaci6juktdl
és a tesztgrafoktol (gyakorlati graf avagy elméleti konstrukcio).

Mindhdrom algoritmus gyors és dltaldban is az dltaldnos paradigma szerinti algoritmuscsalad

tagjai hatalmas méretii problémak megoldésdra képesek.'?

10A futdsi id6krdl és a megolddsok jésdgardl, részletesen ldsd Griechisch és Pluhdr (2010).
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A klikk-perkolaciés modszer figyelemre mélté mind elméleti, mind gyakorlati szemszogbdl
nézve . Mindazondltal a CPM néha til nagy kozosségeket ad és a paraméterezése is rejtélyes,
hiszen nem vildgos hogyan dontjiik el, milyen értéke legyen k-nak.

Az Nt algoritmus meglehet&sen heurisztikus, elméleti vizsgdlata nem kivitelezhets. Fé els-
nye a sebesség, a kozosségek kis atmérdje €s a megbizhatdsag.

Az él-klaszterezd modszereket még kevéssé vizsgaltdk. Nyilvanval6 hatranyuk, hogy az dltaluk
kapott kozosségeknek legfeljebb egy kozos elemiik lehet. Valddi grafokndl ez til szoros feltétel.

A cimke terjesztési algoritmus élszamban kozel linedris futdsi idejd, ami lehetdvé teszi nagy

(tobb milli6 csicsu) grafok vizsgalatat.

10.3.7. Modularitas

A Newman-modularitds a G graf és komponenseinek aldbbi fiiggvénye:

1 Kk,
Q=5 > {Aij - Qm} 6(ci ¢5),

ij

ahol m = |E(G)|, A;; a G adjacencia mdtrixa, k; az i-edik csics fokszdma, c¢; a komponense
és d(c;, c;) a Kronecker szimb6lum. A klaszterez6 algoritmusok alapulhatnak valamilyen mate-
matikai vagy fizikai heurisztikan'!!, vagy megprébéljdk maximalizélni a modularitési fiiggvényt az
0sszes komponensek halmazéan valamilyen moh¢ algoritmussal.

A modularitdsra adott formula 4ltaldnosithaté kozosségekre'?, ha s;;-t frunk 6(c;, ¢;) helyett,
ahol s;; valamilyen ¢ és j kozotti hasonlosagi mérték. (Jelen esetben u; az i-edik pont valoszintiségi
eloszldsa a kozosségek folott és s;; = (u;, u;), de lehetne barmely ||u; — u;|| norma is.)

Masrészt a kozosségek kozvetleniil is megkaphatok a modularitési fiiggvény értékének maxi-
malizéldsaval is. Mivel egy kvadratikus célfiiggvény maximalizaldsat kell elvégezni, ez a meg-
kozelités csak kis grafok esetén lehetséges, bar igy is hasznos benchmark-okat ad. Egy masik ut
a optimum heurisztikdkkal valé megkozelitése, csakigy, mint a klaszterezés esetén. Egy mdsik
tanulsdg, hogy a klaszterek és a kozosségek szerkezete nem mérhet6 ugyanazzal a mértékkel, ezért

tovéabbi sulyozast kell haszndlni.

10.3. Feladat. Probdljunk ki kiilonbozd klaszterezd algoritmusokat kiilonbozd grdfokon.

""Mint pl. edge-betweenness (EB), eigenvectors (EV), label propagation (LP), spin glass (SG), walk trap (WT)
12]d. pl. Népusz és tsai (2007).
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10.4. Feladat. Adjunk meg heurisztikdkat a Newman-féle modularitds fiiggvény maximalizdldsdn
alapulo klaszterezésre. Implementdljuk és hasonlitsuk dssze az eredményeket kiilonbozo inputgrd-

fok esetén.

10.4. Informacio terjedés grafokon

Az fertozési (vagy infekcios) modellek a valodi grafok alkalmazdsanak kozéppontjaban dllnak, de

alkalmasat konstrudlni nehéz. F§ szempontjai:
(i) melyik modellt valasszuk,
(i1) mik a Iényeges valtozok,
(ii1) hogyan hatdrozzuk meg a modell paraméterek értékét.

Itt két fert6z€si modellt ismertetiink. A témdban a 6sszefoglalé munkdkat €s az ottani hivatkoza-

sokat ajanljuk.

10.4.1. Fiiggetlen Kaszkad modell (IC)

Adott egy G élsilyozott graf, ahol a (v, w) élhez a p,,, valoszintiséget tarsitjuk. Az infekcié az
alabbi médon torténik.

Az els6 1épésben a fertézott csiicsok F halmazat tekintjiik aktivnak, azaz F| = A;. Alta-
lanosan a w € V(G) \ Fiy cstcs p = [[,c4, | Pow valOszintiséggel fert6z8dik meg az i-edik
1épésben, és ekkor w € F;. A frissen fert6zott pontok a rdakovetkezd lépésben fertdzhetnek csupén,
azaz A; = F; \ F;_. Ha valamely i-re F; = F;_1, akkor ledll a folyamat.'?

Megjegyezziik a pontok fert6zési valdszinliségének kiszdmitdsa nehéz probléma, jobbara szi-

mulacidkon alapul.

10.5. Feladat. Implementdljuk az IC modell magjdt. Az input egy G grdf, minden (v, w) él p,
fertozési valosziniisége és a kezdetben aktiv pontok halmaza. Az output a folyamat végén fertozott

pontok halmaza.

BA fiiggetlen kaszkddrdl, vagy a megalkot6i alapjan Domingos-Richardson modellrsl 14sd bévebben Domingos,
vagy Kempe, Kleinberg és Tardos cikkeit. Megjegyezziik, hogy a modell egy ekvivalens véltozatat vizsgalta kordbban

Granovetter.
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10.4.2. Linearis Kiiszob modell (LT)

A modellben G grif (v, w) élének silya b,,, € [0, 1], tovibb minden v ponthoz tartozik egy
6, € [0, 1] fertdzési kiiszobérték. A kezdeti aktiv pontok halmaza A, a fert6zés determinisztikusan
torténik. Az i-edik 1épésben az ¢ — 1 mar fert6zott pontok tovabbra is fert6zhetnek, tovabba egy
nem fertSzott pont v megfert6zodik, ha > by, > 6,, ahol az 6sszegzés az olyan (w,v) éleken
torténik, ahol w pont mar fertézott (azaz fertzhet).

A 0 kiiszob megaddsa az egyes pontokhoz tobbféleképpen lehetséges. Alkalmazastol fiiggben
lehet egy el6re adott érték (pl. minden ponthoz 1/2), lehet véletlen valamilyen eloszldssal, vagy
az input része a fert6zés maximalizaldsi problémahoz. Az ut6bbi esetben feladat az, hogy hataroz-
zuk meg azt a kezdetben fert6z6 k pontot (k fix paraméter), amely pontokbdl inditva a fert6zési
folyamatot a lehetd legtobb pont fert6zodik meg.

A modell természetes mddon dltaldnosithaté. Egy v pont fert6zottsége egy tetszéleges monoton
[, figgvénye v aktiv szomszédainak. Legyen f, € [0,1] és f,(§) = 0. Ha 6, € [0,1] a v
ponthoz tartozé fert6z€si kiiszobérték, akkor v a t-edik 1épésben fert6zotté valik pontosan akkor,
ha f,(S) > 6,, ahol S a v cstics t — 1-ben aktiv szomszédainak halmaza.

Az f, fiiggvény aktivdcios fiiggvénynek nevezziik. Figyeljik meg, hogy az LT modell esetén
fo(S) =min(1,>", bu.y).

10.6. Feladat. Implementdljuk az LT modell magjdt. Az input egy G élsiilyozott grdf, minden v
csticshoz egy 0, € [0,1] szdm és a kezdetben aktiv pontok halmaza. Az output a folyamat végén

fertozott pontok halmaza.

10.4.3. A két modell ekvivalenciaja

Talan kissé meglepd, hogy az IC és LT modellek ekvivalensek és explicit médon adhaté meg
a koztlk 1évo Osszefiiggés. Legyen p,(u,S) annak a valdszinlisége, hogy u megfertdzi egy v
szomszédjat feltéve, hogy ismerjilkk u ¢ S C N(v)-t, amely pontok mar probaltdk fertGzni v-t

(sikerteleniil). Vegyiik észre, hogy az IC modell esetén p,(u, S) = py., S-t0l fiiggetleniil. Legyen

T

£(8) =1 - [0 = pulue, S0,

i=1

ahol S = {uy,...u.} és S; = {uy,...,u;_1}. Ha feltessziik, hogy v megfertz6dése fiiggetlen a

szomszédok fert6zési kisérleteinek sorrendjétdl, akkor f,(S) fiiggvény jol-definidlt. Megforditva,
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ha adott f, aktiviciés fiiggvény, akkor legyen

f’U(SU {U}) _ fv(s)
11— fv(S)

Py (ua S ) = (*)

10.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy p,(u, S) és f,(S) olyanok, hogy kielégitik (*)-ot. Ekkor bdrmely
T C V csiucshalmaz és t iddpillanat esetén annak a valosziniisége, hogy t — ben a T halmaz
aktiv (fertézott és fert676) egyenld a p,(u, S) fertézési valosziniiségekkel definidlt IC, és az f,(S)
aktivdcios fiiggvénnyel megadott LT modellben.

10.7. Feladat. Bizonyitsuk be 10.1 lemmdit.

10.5. Grafok R’-beli reprezenticiéi

Végezetiil egy ujabb, dimenzid-redukcids eljarast mutatunk be grafok elemzésére Schreinerman
és Tucker 2009-es cikke alapjan. A mddszer ismerGs lehet a maximalis vagas probléma esetén
targyalt R"-beli reprezentacids eljarashoz.

Legyen GG egy sulyozott graf. Szeretnénk a csucsokat vektorokkal reprezentalni igy, hogy a
vektorok skaldrszorzata jol kozeliti a megfeleld élek sulyat. Legyen xq, 7o, . .., x,, € R? és tegyiik
fel, hogy z; - x; € [0,1] ha ¢ # j. Legyen X az az n x d matrix, melynek oszlopai x; vektorok
(1 =1,2...,n). Felhaszndlva ezeket a vektorokat, generalhatunk egy G = (V, F) n ponti véletlen
grafot, ahol (4, j) élt z; - x; valészinliséggel hizunk be. Ha G,, az Gsszes egyszeri graf n ponton és

X adott, akkor annak a valdszintisége, hogy a G' € G,, grafot generéltuk

PX(G):( 11 :Ei-xj)x( 1T (1—%-%—)).

1<4,(1,j)€E 1<4,(6,5)¢E

Altalanos megkozelitésben z; vektorokat vélaszthatjuk egyenletesen random egy R feletti elosz-
lasbol. Ekkor megmutathatd, hogy tobb, szocidlis hdldzatok esetén jellemzd tulajdonsag (mint pl.
a kicsi a&tmérd, hatvanytorvényes fokszam-eloszlas és klaszterezettség) nagy valdszintiéggel meg-

kaphat6 ezen véletlen skaldrszorzat grafok segitségével.

Ahelyett, hogy véletlen skaldrszorzat grafokat generdlunk azt vizsgdljuk, hogy adott graf esetén
mi az az X amely a ,legjobban” modellezi a grafot. Egy lehetséges megkozelités a maximum

likelihood médszer, azaz keressiik argmax y Px (G)-t. Ez sajnos nagy grafok esetén nem hatékony.
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Ehelyett vegyiik a G graf A szomszédsagi matrixat és legyen

Fa(X) = (i - ) — aiy)*.
i#j
A feladat azon X megtaldldsa, mely esetén f, minimdlis. A feladat megolddséra kiilonb6z6 opti-

malizalasi mdodszereket hasznalhatunk.

10.5.1. Geometriai elemzési modszerek

Miutdn megvan a G graf R%beli vektorokkal val6 reprezentdcidja lehetéség adédik a graf ezen
vektorrendszer segitségével val6 elemzésére. A klasszikus k-kozép klaszterezés egy kiterjesztését
kaphatjuk.

A klasszikus mdédszer szerint adott n pont, p1,ps, ..., Ps, a sikon, vagy magasabb dimenzi-
oban, melyeket £ osztdlyba szeretnék sorolni a kovetkezOképp. Legyen a k osztdly kozéppontja
kezdetben tetsz6leges. Ezutdn minden pontot hozzarendeliink a hozza legkdzelebb 4ll6 kozép-
ponthoz, ezek az indul6 klaszterek. Ezutan frissitjiik a klaszter kozéppontokat tigy, hogy a klaszter
pontjainak geometriai kozéppontja legyen a kozéppont. Az eldrast addig folytatjuk amig egy adott
1épésben egyetlen pont sem vélt klasztert.

Egy graf esetén legyen a reprezentdld vektorok x4, zs, ..., 4.

1. Tegyiik a vektorokat tetsz6legesen k osztilyba, legyenek ezek Py, P . .., P.

2. Minden P; osztdlyra legyen a; := »_ _p x, majd legyen a; := a;/||a|| egységhosszira

skalazva.

3. Minden z; vektort tegyiik abba az P; osztdlyba, ahol a; - x; (azaz a bezirt sz6g) minimadlis
(G=12,...,k).

3. Haegy adott 1épésben egyetlen vektor sem keriil 4j osztalyba vége, kiilonben folytassuk a 2.

ponttal.

Az eljaras végén az egy osztélyba tartozo vektorok altal reprezentalt pontok lesznek egy klasz-

teren, azaz egy Ujabb graf klaszterezd eljarast kaptunk.

10.8. Feladat. Gondolkozzunk a vektorreprezentdcio tovdbbi lehetséges grdfelemzési alkalmazd-

sain.
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