1. el6adas
Bevezetés

Lehetetlen egészen pontosan megéllapitani, mi tekinthet6 az operaciéku-
tatds elsé eredményeinek, hisz az optimalizalas mégesak nem is az emberi faj
kivaltsaga. Kétségtelen viszont, hogy mar korai civilizaciok élelmiszerelosz-
tasi, illetve hadtédprendszerének miikodtetéséhez sziikség volt optimalizaldsi
és litemezési problémak tudatos megoldasara.

Jobban koévethetd a fejlodés az operdcidkutatas centralis diszciplindja, a
linedris programozds esetében. Ennek ez ido szerint legkorabbi formalizaldséat
1757-ben adta a horvat Boscovic, aki kiralyi csillagaszként hibaszamitas-
ra dolgozta ki mddszerét. Szintén a hibaszamitas gondolata foglalkoztatta
Napéleon egyiptomi hadjdrataban részt vevs Fouriert. O a piramisok magas-
sdgéra volt kivancsi, és mellékesen a linearis programozast is megfogalmazta.
Mi tobb, 1820 koriil geometriai terminust hasznélva lényegében ugyanazt a
szimplex algoritmust javasolta, amellyel 130 évvel késobb Dantzig hiressé
valt. (Megjegyzendd, hogy ugyancsak hibaszamitédsi problémak soran jutott
el Laplace a centralis hatareloszlas tételéhez, Gauss pedig a réla elneve-
zett in. Gauss elimindcio algoritmusdhoz és a Gauss vagy normaélis eloszlas
bevezetéséhez.)

Fourier idejében azonban mind a linedris algebra fejlettsége, mind a
“szamitogépek” szinvonala elégtelen volt a felfedezés jelentGségének felis-
meréséhez. fgy 1874-ben kozgazdasagi elméleteket vizsgalva Walras djra
felfedezte a linearis programozast. A szazadfordulé tdjan Farkas Gyula
fizikai egyenstly feltételeket vizsgilva, 1928-ban Neumann Janos pedig a
jatékelméletet megalapozva bizonyitottak klasszikussa valt tételeiket.

A XX. szdzadban, 1947-ben, Koopmans allitott fel olyan kézgazdasagi
modellt, amely a kés6bbi linearis programozashoz vezetett. Valamivel korab-
ban Kantorovics is hasonlé formuldzdsat adta optimalizaldsi probléméknak,
de az 6 eredményei az elzartsdg miatt (30-as évek Szovjetunidja) sokdig
ismeretlenek maradtak.

A II. vilaghabort idején az Egyesiilt Allamok hadserege hozott 1étre egy
specidlis kutaté csoportot, amely a katonai operaciék matematikai megala-
pozasat volt hivatott elvégezni. Innen a teriilet elnevezése is: operacidkutatas
(Operations Research). Ennek a csoportnak volt meghatarozé tagja George
Dantzig, aki djraalkotta a linedris programozasi modellt és els6 izben haté-
kony algoritmust adott ré, az azéta klasszikussa vélt szimplex mdédszert. (A
sors fintoraként, az algoritmus katonai jelentésége miatt néhany évig nem
publikédlhatta a felfedezését.)



A fejlédés ezek utan kezdddott meg igazan, hatalmasra nétt az alkal-
mazasok kore, az elmélet pedig szertedgazott. Megsziiletett a jatékelmélet,
a haldzati folyamok elmélete, a sztochasztikus programozds, a nemlinedris
programozas, a kombinatorikus optimalizalas, szemidefinit programozas stb.

Az operaciokutatds és a beldle kin6tt teriiletek fontossagat illusztralja
a linedris programozasi modellekért Kantorovicsnak és Koopmansnak 1975-
ben, illetve a jatékelméleti eredményeikért a Nash, Selten és Harsanyi trionak
1994-ben adott kozgazdasagi Nobel dij.

Nem 4allt meg a linedris programozas fejlédése sem, az utobbi idékben
is sziilettek lényeges eredmények. Itt Khachiyan &ltal 1979-ben a linedris
programozasra alkalmazott ellipszoid modszerre és Karmarkar 1984-es ered-
ményére, mellyel elinditotta az an. belsé pont mddszerek vizsgalatat, kell
utalnunk.

A magyarok szintén kivették résziiket a munkabdl: Prékopa Andras
amellett, hogy éridsi szerepet jatszott a sztochasztikus programozas meg-
alapozasaban, a hazai operacidkutatast szinte egymaga teremtette meg. Az
utébbi idokkel kapcsolatban pedig Lovasz Lészlo nevét kell megemlitentink,
aki mind a kombinatorikus optimalizalds, mind a szemidefinit programozas
teriiletén rengeteg mély gondolattal gazdagitotta az elméletet. E sorok iréja
mindkettéjik irdant halat érez az oktatasukért és segitségukért.



A szimplex moddszer

A diéta probléma

Célunk egy olyan étrend Osszedllitdsa, ami fedezi a napi minimalis sziik-
ségleteinket, de lehet6leg minél olcsébb. Minimalis sziikséglet: 2000 kCal,
55 g fehérje, 800 mg kalcium, jelolésben Ca. FEzeket az adatokat példaul
taplalkozéas tudomanyi szakkonyvekbdl nyerhetjik; az értékek fiigghetnek az
nemtoél, életkortol, a végzett fizikai aktivitastol, éghajlattol és a tudomany
pillanatnyi alldsatol.! Néhany étel becsiilt adagja, tapértéke és ara.

Téapanyag || tartalom
Etel Adag Energia Fehérje Ca Ar
(kCal) (g) (mg) || (cent)
Zabpehely 28 g 110 4 2 3
Csirke 100 g 205 32 12 24
Tojas 2 db 160 13 54 13
Tej 2,37 dl 160 8 285 9
Meggyes lepény 170 g 420 4 22 20
Disznoéhis babbal | 260 g 260 14 80 19

A feltételeknek példaul 10 adag disznéhts babbal megfelelne és csak 1,9
dollarba keriil. Ez a gyomor szamara megterhel6 tiinik, ezért bevezetiink
adag/nap korlatokat. (Igazdbdl azt szeretnénk, hogy a majdani modelliink
képes legyen kezelni az ilyen tipusi megszoritasokat.)

Etel Adag/nap
Zabpehely 4
Csirke 3
Tojas 2
Tej 8

2

2

Meggyes lepény
Disznéhis babbal

A leglényegesebb minden probléméndl a valtozok kijelolése. Most a val-
tozdinkat az ételekhez rendeljiik és a valtozo értéke az elfogyasztando étel
mennyiségét (adagban) jelenti majd. Jelolje x; az elfogyasztandé zabpehely,
9 a csirke, x3 a tojas, x4 a tej, x5 a meggyes lepény, xg a disznéhis babbal
adagok szamat! Az étrendnek a kovetkezd feltételeket kell kielégitenie:

LAz élet fenntartdsdhoz szilkséges energiat az elmilt 50 évben tilbecsiilték; ez a hiba
a keringési problémadk és a cukorbetegség eléforduldsanak novekedésével jart.



e Adag/nap korldt szerint

e Napi sziikséglet szerint

110z +205x9 +160x3 —+160xys —+420x5 +260xg > 2000
4r1  +32x9 +13x3 +8xy4 +4zrs  +1ldxg > 55
2x1  4+12x9  +54x3 +28bxry +22x5 +80x¢ > 800

Itt figyelembe vettiik, hogy egy ételbdl nem fogyaszthatunk negativ
mennyiséget vagy til sokat, illetve Osszegeztiik a benniik 1év6 tapértéket.
Végil pedig az étrend koltségét is kifejezhetjiik a bevezetett valtozdkkal
és megadott konstansokkal:

3r; +24x9 +13x3 +9x4 +20x5 +19x4

Ezek utan a diéta probléma matematikai leirdsa a kovetkezo:

min 3r1  +24x9 +13x3 +9x4 +20x5 +19z4

1101 +205z2 +160x3 +160xs +420x5 +260x¢ > 2000
4r1  +32x9  +13x3 +8x4 +4xs  +1ldxg > 99
2¢1  +12z9  +54x3 +285z4 +22z5 +80x¢ > 800

I S 4
T2 S 3

T3 < 2

X4 S 8

T5 < 2

L6 < 2

I, 9, 3, T4, x5, Tg > 0

Altaldban linedris programozds alatt kovetkez6 problémékat értjik:



Adottak a cq,co,...,c, valamint a by, bo, ..., by, valds szamok és egy
m-szer n-es A = {a;;};';—; valés métrix, tovabbd a métrix minden sordhoz
hozzarendeliink egy “<”, “>” vagy “=" relaciét. A cél az x1, s, ..., x, valds
értékli valtozdk egy olyan behelyettesitési értékeinek meghatarozasa, amely
maximalizdlja (vagy minimalizalja) a >77_ c;x; linedris fiiggvény értéket,
tovdbba a 377 a;jr; a b; értékkel a sorhoz rendelt reldciéban van. (Azaz
Z?:l A ;T < bi, E?:l AT > bi vagy Z?:l a;T5; = bz)

Megjegyzés: A valtozdk egy részére explicit médon adhatunk korlatokat
(pl. z; > 0, vagy l; < z; < u;, ahol l;, u; valésak), de ez befoglalhat6 az A
métrixba is.

Definicié. Az A métrix altal definidlt reldcidknak (tovdbba az esetleges
x; > 0, l; <z < u; feltételeknek szintén) eleget tevé x = (z1,...,%y)
vektorokat lehetséges megoldasoknak, mig a célfiiggvényt maximalizald
(minimalizél6) =* = (z7,...,z}) lehetséges megoldasokat optimalis meg-
oldasoknak nevezziik.

Lassunk egy példat optimalis megoldas keresésére, ahol az LP feladat a
késobb definidlandé un. standard formdban van.

max b5xr; + 4zy + 3x3

2¢7 + 3z + 23 < 5
dr1 + x0 + 2z3 < 11
3x1 + 4z + 23 <8
x1, x2, xz = 0

Vezesiik be az x4, 75, T¢ mesterséges valtozokat! (Szokéasos a slack valtozd

elnevezés is.)

—~

max z

x4= 5 — 2x; — 3xy — w3 (1)

Iy — 11 - 4$1 - Tro — 21‘3 (2)

x6= 8 — 3r1 — 4dxa — 223 (3)
z = 5r1 + 4x9 + 3x3

L1y-.-5L6 >0

Egy lehetséges megoldas: 1 = 0, 9 = 0, 23 = 0, 4 = 5, x5 = 11,
zg =8, z=0.



Természetesen az x4, x5, r¢ valtozok csak nemnegativ értéket vehetnek fel,
kiilonben az eredeti egyenlGtlenségek nem teljesiilnének. Prébaljuk meg hat
az r1-et névelni Ugy, hogy az x4, x5, rg valtozd értéke nemnegativ maradjon;
igy persze x1-re korlatok adodnak;

Mivel (1) adja a legszorosabb korlatot, igy egy dj megoldas: z1 = 5/2,
29=0,23=0,24=0,25 =1, 26 =1/2, 2 = 25/2.

(1)-b8l z1-et kifejezve kapjuk: 21 = 5 — 329 — Sz — a4 (1)

Ezt helyettesitsiik be (2)-be és (3)-ba:

x5 = 11 — 4(% — %xz — %.7)3 — %m) — 1o — 2x3 (2)
zg = 8 — 3(3—3wo—lzg—3m) — day — 2a3 (3)
z = 5(% — %1:2 — %$3 — %m4) + 4x9 + 33
x] = % — Sy — w3 — sx4 (1)
x5 = 1 + bxg + 2z4 (2)
Tg = % + %xz — %xg + %134 (3)
z = % - %:BQ + %l‘g - 2154

Hivjuk a baloldalon szerepld valtozdkat, x1, x5 és xg-ot bazisnak. A ba-
zison kiviili valtozok 0-at vesznek fel. A célfiiggvény értéke az itt megjelend
konstans, tehat z = 25/2.

Most az xo-t és x4-t nem lenne érdemes névelni, mert ez a z célfliggvényt
csokkentené. Kivalasztjuk x3-t, s megnézziik, hogy meddig lehet névelni.



(1)= 23 <5 3)=z3<1

Mivel (3) adja a legszorosabb korldtot, igy egy 4j megoldas: z; = 2, x5 = 0,
z3=1,24=0,25=1, 24 =0, z = 13.
(3)-bdl z3-t kifejezve kapjuk: x3 =1+ x9 + 3z4 — 226

Ezt helyettesitsiik be (1)-be:

T3 = 1 + T2 + 3xy4 — 2x4
= 2 — 219 — 214 + x
Ty = 1 + 5.’B2 + 21‘4

z= 13 — 3x9 — x4 — x4

Nem lehet tovabb menni, mert ily médon nem tudjuk tovabb névelni
z értékét. Ugyanakkor nem is kell tovabb keresniink, biztos, hogy sem-
miféleképpen nem novelhetd a célfiiggvény, azaz egy maximalis megoldast
talaltunk. A z célfiiggvény értéket sokféleképpen, de mindig pontosan kife-
jezhetjiik a valtozéinkkal.? Most gy sikeriilt ez a kifejezés, hogy a szerepld
egyltthatd nem pozitivak: z = 13—3x2—x4—x. Barmely megoldast tekint-
stink is, az 9, x4 és xg valtozdk értéke nem negativ. Ez viszont, a célfiigg-
vény egyiitthatéinak nempozitivitdsa miatt, azt jelenti, hogy a célfiiggvény
sohasem lehet 13-nal nagyobb. Mivel z; > 0, ha j =1,...,6, igy az 2 = 0,
x4 = 0, g = 0 vélasztds maximalis megoldédst (z = 13) ad. A fent leirt
lépések a szimplex algoritmus 1épései.

Standard feladatok, szotarok

LP standard feladat, vagy standard formdji LP alatt a kovetkezo problémakat
értjiik.

n
max Z Cj.%'j
j=1

n
E aija;j
Jj=1

Zj
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Szavakban:

2A valtozéink nem linedrisan fiiggetlenek egymastdl, ezért nem egyértelmi a kifejezés.



1. Az x4, ...,x, valtozok linedris célfiiggvényét mazimalizdljuk.

2. A szereplé (linedris) egyenlétlenségek mind kisebb-egyenld formaban
vannak. (Azaz nincs nagyobb-egyenldség.)

2. Nem szerepel egyenloség a relacidk kozott.
4. Minden x1,...,x, valtozé nemnegativ.

Megjegyzés: Minden LP standard formara hozhaté, azaz megadhaté egy
olyan standard form&ji LP feladat amelynek a megolddsabdl kiolvashatjuk
az eredeti probléma megoldasat. 1. a minimalizalast az célfiiggvény —1-gyel
val6 szorzdsdval maximum keresésre vezethetjiik vissza. 2. egy egyenloséget
helyettesithetiink két egyenlGtlenséggel. 3. Ha egy egyenlotlenség balra néz,
ujra egy —1-gyel vald szorzas segit. Végiil egy tetsz6leges értékeket felvevo x

valtozét irjunk fel két nemnegativ valtozé kiilonbségeként, azaz x = v+ —x~,
ahol 27,2~ > 0.

Egy LP standard feladat szotaralakja

A latott példéhoz hasonléan vezessiink be x,4; (i = 1,...,m) nemnegativ

valtozdkat, melyek az egyenlGtlenségek két oldalanak a kiilonbségét mérik.
Rendezziik a nyert egyenloségeket tgy, hogy az z,4; valtozdk a bal oldalon,
az Osszes tobbi tag jobb oldalon (a konstansok eldl) szerepeljenek.

n
Tp+i = b — Z Qi Tj (l: 1,...,771)
j=1
n
z = Z CiT;
Jj=1
Definicié. Az xy,...,x, viltozdkat természetes, mig az x,41,. .., Tntm

valtozokat mesterséges valtozéknak nevezziik.

Definicié. Egy szétdarban a bal oldalt 4llé valtozdk B halmazat bazis val-
tozdéknak, mig a jobb oldalon allok N halmazat nembazis valtozéknak
nevezzik.

Definicié. Egy szétar altal definidlt megoldas vagy bazismegoldas
az, amelyben minden nembaézis valtoz6 értéke nulla, mig a bazisvaltozdk
értéke az egyenletek jobb oldalan all6 konstans.

Allitas 1 Ha egy szotdr eqy lehetséges megolddst definidl, akkor a rdkévet-
kezd szotdr is azt fog.



Bizonyitas. Az eddigiek alapjdn nyilvanvald. O

Definicié. Két szotar ekvivalens, ha az altaluk leirt egyenletrendszer
Osszes (tetszoleges valds) megoldasai és a hozzdjuk tartozé célfiiggvényérték
is megegyeznek.

Allitas 2 Egy szotdrnak a példdban alkalmazott transzformdcidja eqy, az
elézével ekvivalens szotdrra vezet.

Bizonyitas. Nyilvanvald, mert az alkalmazott algebrai manipuldcidk (egy
egyenlet atrendezése, megszorzasa egy nem zérd szammal, illetve valtozdk
behelyettesitése) nem véltoztat az egyenletrendszer megoldésain. O

Megjegyzés: Egy standard LP feladat lehetséges megolddsai és a beldle
képzett szétarak nemnegativ megolddsai kozott szoros kapcesolat all fenn, hisz
a mesterséges valtozok nemnegativitasa éppen az eredeti LP egyenlétlensé-
geinek teljesiiléset jelenti. Ha z1,...,z, az LP egy lehetséges megoldasa,
akkor az zi,...,x, kiegészitve az bal és jobboldalak kiilonbségével mint
aZ Tyl - - - Tnem valtozok értékeivel a szétar egy nemnegativ megoldasat
adja. Forditva, a szétar egy nemnegativ megoldasabdl a mesterséges valtozdk
elhagyasaval az eredeti LP egy lehetséges megoldasat kapjuk.



2. eloadas

A példankban lattuk, hogy a szimplex algoritmus alapvetéen az aldbbi
f6 szakaszokra bonthaté:

1. Inicializaci6 (kiindulas)
2. Tteracié (kozelités)

3. Termindcié (befejezés)

Az eddigiekben szandékosan figyelmen kiviil hagytuk az algoritmus sordan
fellépé nehézségeket, eldgazasi lehetéségeket. Az inicializacié problémajat a
kovetkez6 éréan targyaljuk, de az iteracié és terminécié kérdéseit mar most
tisztazni fogjuk.

1. Inicializacié

n
max Z Cj.ij
7j=1

n
> T
=1
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n
Tn+i = bl — Zaija:j (i:1,2,...,m)
j=1
n
z = > GiTj
7j=1

Ha minden b; > 0, akkor a (0,0,...,0) lehetséges megoldas. Ellenkezd
esetben nem tudjuk elkezdeni az iterdaciét. Az eljarasunk elkezdéséhez tehét
sziikséglink lesz egy olyan szdtarra, amely lehetséges megoldast definidl.

2. Iteracié

—_— * . .
2=z + Z Cjxy,
JEN

ahol z* a célfliggvény pillanatnyi értéke; N a nembaézis valtozok, B a bazis
véltozék halmaza.
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Tegytlik fel, hogy a kévetkez6 a pillanatnyi helyzet:

o = 5 + 2r3 — T4y — 3T
x5y = T — 3xzy — 4m

2= 5+ [Bm) - @ - o

Az x3 értékét célszerli novelni ugy, hogy az xo és az x5 ne legyen negativ.
Viszont a fenti két egyenlet egyike sem ad megszoritast (fels6 korlatot) xs-ra,
a feladat célfiiggvénye tetszdlegesen nagy értéket vehet fel. A tovabbhaladas
kozben tehat az aldbbiak torténhetnek meg:

a) A szétdrban a pivot (kiszemelt) véltozéhoz tartozé Gsszes egyiitthatd
> 0, azaz nincs megszoritds. Ekkor a megoldas nem korldtos.

b) A célfiiggvény véltozéinak egyiitthatéi nem pozitivak. Ekkor opti-
mumndl vagyunk.

c) Egyszerre tobb valtozé is beléphet a bazisba; kovetkezésképp ki kell
egyet valasztanunk koziilik.

d) A belépd véltozok értéke nem novelhetd és a célfiiggvény sem nd.
Ekkor azt mondjuk degenerdcio 1épett fel.

Definicié. Egy szotar degeneralt, ha benne valamely x; bazisvaltozd értéke
nulla.

Példa:
T4 = 1 — 2:1}3
x5 = 3 — 2x1 + 4dxy — 6x3
T = 2 + x1 — 3x2 — 4xs

z = 2x17x2+

A bazisbdl kilép6 valtozo nem egyértelmiien meghatarozott, hiszen mind-
harom egyenlet 1/2 megszoritast ad az x3 valtoz6 értékére. A degenerdcié
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altal egy kiilonosen kellemetlen “csapdéba” keriilhetiink, tn. ciklizdcio 1ép-

het fel.
Példa:

Ts5

T6

T

T + %xz +

N[ =

Ty + %332 +

N[ =

I

9%4

8$3 —

24%4

Az 1. ésa?2. egyenlet (x5-t és z4-t kifejezd) adja a legszorosabb fels6 korlatot
(1 = 0), igy mondjuk keriiljon az x5 helyére a bazisba az x1 valtozd.

T, = 11lzo + bSx3 — 18x4 — 2xj5
Tg = dzy — 223 + 8xy + 5
Ty = 11z — bz + 18z4 + 2x5
z = + 4lzg — 204z4 — 2023

A 2. egyenlet (x¢-t kifejezd) adja a legszorosabb fels6 korldtot (1-ben: nincs,
2-ban: zg = 0, 3-ban: xy < 1/11), igy az ¢ helyére keriil a bazisba az xo

valtozo.
- 1 ) 1 1
Tr9 = — 573 + T4 + 7T5 —  3T6
r = - tos 4+ dwy + s — lag
1 11
7 = + %3 — dwmy — Jws — S
z = %azg — 98xy4 — %7$5 — %.’Eﬁ
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Az 1. és a 2. egyenlet (x2-tés x1-t kifejezd) adja a legszorosabb felsé korlatot
(1-ben, 2-ban: z3 = 0, 3-ban: nincs), igy mondjuk keriiljon az x; helyére a
bazisba az x3 valtozo.

ry = - 2x + 8rs + 31’5 — %xg
Ty = T — 2xy — %375 + %.CCG
ry = 1 - T1

z = — 291 + + 1525 — 93z

A 2. egyenlet (zo-t kifejezd) adja a legszorosabb felsé korlatot (2-ban:
x4 = 0, 1-ben, 3-ban: nincs), igy az x5 helyére keriil a bazisba az x4 valtozo.

1 1 1 5
T4 5%1 52 - 175 + 176
2 4 - ! 9
T3 T X2 25 + 26
X7 — Tl
z — 202 929 + %1'5 — %:176

Az 1. és a 2. egyenlet (x4-t és xs-t kifejezd) adja a legszorosabb korldtot
(1-ben és 2-ban: x5 = 0, 3-ban: nincs), igy mondjuk keriiljon az x3 helyére
a béazisba az x5 valtozd.
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T5 = 4r1 — 8z — 23 + 9x¢

Tz = 1 — x

P 2211 — 9319 — 2l +

A 2. egyenlet (x4-t kifejez8) adja a legszorosabb fels6 korlatot (2-ben:
x4 = 0, 1-ben, 3-ban: nincs), igy az x4 helyére keriil a bazisba az xg valtozo.

1 3 1
Trg = — 51 + 52 + 53 — T4
x5 = - i+ a4+ Zwg —  9ay
ry = 1 — T
z = 10x1 — B57x0 — 8xz — 24x4

Ezzel 1jbdl abba a szotarba jutottunk, ahonnan a példank indult. Ciklizacié
lépett fel.

Tétel 1 Ha a szimplex modszer nem dll meg, akkor ciklizalodik.
Bizonyitas. Konnyen lathaté, hogy ("jnm)—féleképpen?’ lehetséges bazist
véalasztani. Azaz, ha vég nélkiil folytatodik az eljaras, akkor elobb-utobb
ujra el6fordul egy bézis, amely kordbban maér szerepelt. Be fogjuk latni,
hogy egy bazis egyértelmiien meghatarozza a hozzatartozd szdétarat, igy a
béazisok ismétlodése a szétarak ismétlddése is egyben.
Tegylik fel, hogy két szétarban a bazisok megegyeznek:

1. szétér: (2.1)

3Emlékeztetiink arra, hogy (:) = k,(+lk),, ejtsd n alatt a k, szam adja meg,
hényféleképpen vélaszthatunk ki k elemet egy n elemii halmazbdl.
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z, = b — Zaijxj (ZEB)
JjgB

J¢B

2. szétar: (2.2)

v, = by — X ajz; (i€ DB)
j¢B

_ * * .
z o= v+ ) Gy
J¢B

Az Allitds 1. szerint a két szétér ekvivalens, igy a Definicié 4. szerint a
(2.1)-es szétar barmely x1, 9, ..., Tn, Tptl, - - - Tnim, 2 Megolddsa egyben
a (2.2)-es szétdrnak is megoldédsa és forditva. Specidlisan, tetszéleges xj
nembazis valtozo, és t valds szam esetén legyen:

a:k:t,

xj=0  (j&B.j#k)

Ekkor
x; = by — at (iEB),

z2=v+cit

Ezzel megkaptuk (2.1) egy megoldését, aminek ki kell elégitenie a fentiek
alapjan (2.2)-t is, igy

b, — a;pt = b: — afkt Vi € B
és
v+ et =v" + it
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Mivel t tetszoleges valds szam volt, ez csak tigy lehetséges, ha

aj, = aj, 1€B
bi = b
v = o
c = ¢, keN
A két szétar tehat tényleg megegyezik, s ebbdl kovetkezik a tétel. a

Ciklizacié elkeriilésére szolgalé mddszerek:
1. perturbdcids vagy lexikografikus mddszer (lsd. gyakorlat)
2. Bland mddszer vagy masképpen legkisebb index mddszere

Megjegyzés: A ciklizacio léte igazabdl csak elméletileg zavard, a gyako-
rlatban szinte sohasem fordul el6. A degeneracié sokkal gyakoribb jelenség,
és bizonyos esetekben kellemetlentil megnovelheti az algoritmus futasi idejét.
A kés6bb vizsgalt un. perturbdcids mddszer ez ellen is nyujt némi védelmet.
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A legkisebb index mddszere - Bland (1977):
1. A bézisba beléptethetd valtozok koziil vegyiik a legkisebb indexiit.
2. A béazisbdl kiléptethetd valtozok koziil is a legkisebb indextit vdlasszuk.

Tétel 2 (Bland)
A szimplexr mddszer befejezddik, ha a legkisebb index szabdlyt haszndljuk.

Bizonyitas. Indirekt médon tegytik fel, hogy ciklizacié 1ép fel az eljaras
soran. Jeloljiikk az egymds utan kovetkezo szotarakat Dy, Dy, D, ..., D =
Dy, ahol Dy, = Dy jelenti a ciklizacié bekovetkeztét.

Legyen egy valtoz6 ugrald, ha nem bazis valtoz6é néhany szétarban és
bézis valtozé masokban. Legyen tovabba

x; :  az ugrald véltozék koziil a legnagyobb indext

D : az a szétar, ahol z; elhagyja a bazist

rs : az a valtozd, amelyik az x; helyére keriil a D-bdl vald iterdcional
D* . az a szotar, ahol x; bekeriil a bazisba

Irjuk fel elészor a D szotért |

T, = b — Z Qi Tj (’L S B)
J¢B
2 = v + ) cxj
J¢B
Mivel a ciklizaci6 csak ugy lehetséges, ha minden D; — D;q (i =0,...,k—

1) és Dx_1 — Dy iteracié degeneralt volt, igy specidlisan a D és D*-beli
célfiiggvény érték is megegyezik:

n+m

—_— * .
z2=0+ Z Cjx;j.
J=1

Ahol ¢ = 0, ha x; bézisbeli D*-ban, azaz Z?Lm cjzj csak egy masik,
kényelmesebb méd a 3 ;- ¢jz; lefrdsara, ahol N* a D*-beli nembdzis-
valtozéinak indexhalmaza.

Legyen y € R tetszoleges, és irjunk mindkét szétarban x5 helyébe y-t, illetve
xz; =0-t,ha j € N és j#s. Igy

xi:bi—aisy 1€ B
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Z =0+ Cgy.

Mivel a célfiiggvényeknek meg kell egyeznitik, ezért

vt ey =v+ciy+ > (b — aisy)
1€EB

Atrendezve kapjuk, hogy

(cs — & + Z clais)y = Z crb;

1€B i€B

Mivel y tetszéleges volt, ez csak gy lehetséges, ha (cs —ci+>;ep cfais) =0
és igy persze ) ;- cib; = 0. Mivel az x5 a D szétdr bazisdban az x; helyére
belép6 véltozo, igy cs > 0.

Maisrészt az x5 a D* szétarban nem a bazisba belépd valtozd és az s < t,
vagyis c; < 0.

fgy a ) epciais < 0, azaz van olyan r € B, hogy cja,s < 0. fgy cr#0,
azaz x, nem bézis valtozé D*-ban. Kovetkezésképp x, ugrdld véltozé, és a
feltételeink szerint r < t. Belatjuk tovabba, hogy r < t.

Az xy valtozé tavozik D bézisabdl, és ez csak ugy lehetséges, ha ars > 0.
Mivel z; a bazisba keriilo elem a D* szotarnal, ¢; > 0, és igy ciaws > 0,
azaz T és x, kiilonboz6 valtozok és r < t. A kivalasztéasi szabdly miatt cj
nem lehet pozitiv, hisz akkor az x, lenne a D* bazisba belép6 elem. Ebbd]
viszont az kovetkezik, hogy a,s > 0.

D és D* ugyanazt a megoldast adja. Specidlisan z, értéke nem valtozik az
iteracidk soran, és mivel D*-ban nem bézis x, = 0, és igy persze D-ben is
nulla értéket vett fel, b, = 0. Ekkor viszont D bézisdt nem x;-nek, hanem
z,-nek kellett volna elhagynia, és ez ellentmond a feltevésiinknek.

Tehat a Bland szabaly alkalmazasa mellett nincs ciklizdcié és igy a Tétel
1. miatt a szimplex mddszer befejezédik. O
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3. eloadas

A kétfazisu szimplex madodszer

Tovabbra is a standard alakra hozott LP feladat megoldédsa a célunk.

LP feladat Szotaralak
max y ;g G Tnyi = b — il aya;
Az < b z = > 7=1CjT;
T > 0

A korabbiakban sikeresen megbirkéztunk az iterdcio és termindcié lehetséges
buktatoéival. Elképzelheté azonban, hogy az iterdciot el sem tudjuk kezdeni,
mert a kezdeti szétarunk nem lehetséges megoldast kodol, azaz valamely i-re
b; < 0. Ebben az esetben el0szor egy lehetséges szotart kell talalnunk. Fzt
egy segédfeladat segitségével érhetjik el.

Segédfeladat:
min xg

n

doagzi—wo < b (i=1,...,m)

j=1

rj =2 0 (] =0, 7”)
Segédfeladat szdtaralakja:
Tpti = b — Z?:1 a;i;T; +  To (i=1,...,m)
w — — [L‘O

Ez a szétar ugyan nem lehetséges megoldast kddol, de a segédfeladatnak
mindenképpen lesz lehetséges megoldasa. Az 1. fazisban megoldjuk a
segédfeladatot. Vegyiik azt az x,,x valtozot, amelyikhez tartozo bg-ra tel-
jestl, hogy

a) b negativ,

b) by maximélis a negativ b;-k koziil
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xo keriil be a bazisba az adott x,, 4 helyére. Folytassuk a szimplex médszert
ugy, hogy ha xg elhagyhatja a bézist, akkor xg-t cseréljiik ki!

Az eredeti feladatnak akkor és csak akkor van lehetséges megolddsa, ha
segédfeladatnak van lehetséges megoldasa rg = 0-val. Ha a segédfeladat
optimalis szétardban xy nem bézisvaltozé és w = 0, akkor visszatériink az
eredeti feladatra (2. fazis):

o “Vigjuk le” az utols6 oszlopot (xg = 0)

* * .
x; =b; — Z a;;xj +|ai o ieB
JjEN

° frjuk at az eredeti z célfiiggvényt a kapott bazisvaltozokkal:
z = Z CiiTjs
JEN
majd oldjuk meg az eredeti problémét a szimplex modszer segitségével.

Példa:
max ry — T2 + x3
2r1 — To + 2x3 < 4
2¢7 — 39 + a3 < =5
—x1 + x2 — 2z3 < -1
x1, x2, xz3 > 0
1. fazis: Segédfeladat:
max — o
2$1 — T2 + 2$3 — x5 < 4
207 — 3z 4+ 3 — x9 < O
—-xr1 + Tro — 2$3 — X9 < —1
1, 2, 3, o > 0
Szoétéaralak:
Ty = 4 — 21 + To — 23 + X0
rs = —5 — 2x1 + 3x2 — x3 + x9
¢ = —1 + 1 — w2 + 213 + m¢
w = - Ty
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A by a maximalis abszolult értékii a negativ b;-k kozill, igy az x5 valtozo
helyére keriil a bazisba xg.

Tog = 5 4+ 2x1 — 3rs + x3 + x5
Ty = 9 — 29 — 23 + x5
T = 4 + 3xr1 — 4dxs + 323 + x5

w = —5 — 2xr1 + |3z — x3 — x5

A tovabbiaban mér alkalmazhatjuk a szimplex médszert:

Mivel a harmadik egyenlet (az xg-t kifejez6) adja a legszorosabb korlétot
(az els6bél: xo < 5/3, a mésodikbdl: xe < 9/2, mig a harmadik szerint:
xg9 < 1), igy z¢ helyére keriil a bézisba az zo valtozo .

Ty = 1 + 0,727 + 0,752x3 + 0,25x5 — 0,25z
Ty = 2 — 0,252y — 1,25x3 + 0,255 + 0,75xg
Ty = 7T - 1,5z — 2,503 + 0,bzs + 0,5x¢

w = -2 + 0,25z; + — 0,255 — 0,75z

A 2. egyenlet (xo-t kifejezd) adja a legszorosabb korldtot (1.-ben: nincs,
2.-ban: z3 < 2/1,25, 3.-ban: x3 < 7/2,5), igy o helyére keriil a bézisba az
x3 valtozd .

rz3 = 1,6 — 0,2x7 + 0,2z5 4+ 0,6z¢ — 0,8xg
ro = 2,2 4+ 0,61 + 0,425 + 0,2z¢ — 0,620
T4 = 3 - T — g + 2z
w = - g

A segédfeladat ezzel befejez6dott, és az optimum értéke nulla. Ez azt jelenti,
hogy az eredeti feladatnak wvan lehetséges megoldasa. Térjiink vissza az
eredeti feladathoz, illetve annak egy lehetséges bazismegoldasahoz !

a) Elhagyjuk az utols6 oszlopot (xg = 0),

b) w helyett visszairjuk z-t, az eredeti célfiiggvényt.
2 =x1 — Ty + X3
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z=1x1—(2,240,6x1+0,425+0,226) + (1,6 — 0,221 4+ 0, 225+ 0, 62¢6)
z=—-0,64+0,2x; — 0,25 + 0,424

r3 = 1,6 — 0,2z + 0,2z5 + 0,6z
Ty = 2,2 + 0,61‘1 + 0,4%5 + 0,2$6
Ty = 3 - T — T

z = —0,6 + 0,227 — 0,25 + 0,4xg

Ezek utan kovetkezhet a masodik fazis, a mar ismert mdédon.

A szimplex mddszerben hatalmas er6 rejlik. Nagyon hatékonyan, gyor-
san és stabilan®* miikodik, de mélyenfekvd elméleti allitdsokat is kénnyen
megkaphatunk segitségével. Ezek egyike a linedris programozds alaptétele.

Tétel 3 (Linedris programozds alaptétele)
Minden LP probléma, amely standard formdban van, a kévetkezd tulaj-
donsdgokkal rendelkezik:

(i) ha nincs optimuma, akkor vagy megoldhatatlan vagy nem korldtos;
(7i) ha van lehetséges megolddsa, akkor van lehetséges bdzismegolddsa is;
(iii) ha van optimdlis megolddsa, akkor van optimdlis bdzismegolddsa is.

Bizonyitas. A kétfazisu szimplex moddszer elsé fazisa megmutatja, hogy
nincs megoldas vagy ad egy lehetséges bazis megolddst. A maésodik fazis
eldonti, hogy a megoldas nem korlatos vagy ad egy optimalis bazismegoldast.
O

Megjegyzések:

1. A linedris programozas egy méasik megkozelitésében el6szor az LP alap-
tételét bizonyitjak, majd erre alapozva targyaljak a kétfazisi szimp-
lex médszert; innen az elnevezés. Az LP alaptétele igaz nemcsak a
standard formaban, hanem az altalanos alakban megadott feladatra
is. Ezt, bar egy esetben hivatkozni fogunk ra, nem bizonyitjuk, illetve
azt sem definialjuk pontosan, mit értenénk az altaldnos LP feladat
béazis megoldasa alatt.

4 A kerekitési hibdk gyakran megnehezitik a linedris algebrai algoritmusok szamitégépes
végrehajtdsat, ezért a numerikus stabilitdshoz sziikséges a kifinomult implementacié. Bér a
szimplex algoritmus egy 28-30 soros programmal is megvaldsithaté, a komoly tudoményos
és kereskedelmi programok mérete 20 és 40 ezer sor kozott van.
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2. Felmeriil a kérdés, hogy nem lehetne-e a kétfazisi szimplex mddszer
els6 fazisat valahogy “konnyebben” elvégezni, hiszen ott csak az ere-
deti feladat egy lehetséges bazis megoldasat akarjuk megkapni. A
hamarosan emlitésre keriilé dualitds elmélet tobbek kozott erre a kér-
désre is vélaszt ad. Mégpedig azt, hogy sokkal egyszeriibben nem
eshetiink tdl az els6 fazison sem.

Az LP feladatok 6sszes optimalis megoldasa

A kordbbiakban lattuk, hogy a linedris programozasi feladatoknak tobb
(akar végtelen sok) megoldésa is lehet, és ezeket a lehetséges szétarakkal
jellemezhetjiik. Mit mondhatunk vajon az optimaélis megoldasokrol?
Példa: Az els§ 6ran megoldott feladat utolsé szétdrabdl érdekes kovetkez-
tetéseket vonhatunk le.

xr3 = 1 + zo + 324 — 2z
I = 2 — 2$2 — 2$4 + Te
5= 1 4+ bry + 224

z= 13 — 3z9 — x4 — g

Mivel az x9, x4 és zg valtozok negativ egyiitthatéval szerepelnek a cél-
fliggvényben, az optimum érték csak akkor érhetd el, ha xo = x4 = x¢ = 0.
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy x1 = 2, x3 = 1 és x5 = 1, azaz az optimalis
megoldas ebben az esetben egyértelmii.

Példa: Az aldbbi esetben akad az utolsé szétarban nulla célfiiggvényegyiitt-
hat6ji nembézis valtozo:

Ta= 3 + wx2 — 2x5 + Tx3
r1= 1 — Ddxy + 6x5 — 8z3
6= 4 + 920 + 25 — x3

z= 8 —  x3

Ebben az esetben a fenti szdtarnak eleget tevo nem negativ szamok koziil
az 0sszes olyan, amelyben x3 = 0 optimalis megoldas is egyben. A kétfazisu
szimplex modszernél mar alkalmazott gondolatot kévetve levagjuk szotar
utolsé oszlopat és elhagyjuk a célfiiggvényt. Az igy kapott egyenletrendszer
nem negativ megoldasai nyilvanvaléan az eredeti LP feladat 6sszes optimalis
megoldasait adjak.

4= 3 + x2 — 2z5
1= 1 — bxy + 6x;5
x6= 4 4+ 9z9 + 25

23



Az x1,x4, 26 valtozdk nem negativak, de amugy tetszOlegesek, igy a
megoldésok kifejezhets az aldbbi egyenlétlenség rendszerrel.’

—r9 + 2x5 <3

+5.’L‘2 — 61‘5 S 1
-9z — 2x5 <4
x2, T5 S 0

Altaldban is hasonloképpen jarhatunk el, azaz egy LP feladat Gsszes
optimalis megoldasat leithatjuk az utolsé szotar segitségével. Ez kiilonosen
hasznos, ha példaul egy mdsodlagos célfiiggvényre akarunk optimalizalni,
azaz az optimdlis megolddsok halmazén szeretnénk egy maésik célfiiggvény
maximum helyét meghatirozni. Ekkor a csonkolt utolsé szétarhoz egysze-
rlien hozzavessziik az Gj célfiiggvényt; természetesen a pillanatnyi nembézis
valtozokkal kifejezve.

A szimplex mdédszer sebessége

Felmertll a kérdés, mennyire gyors a szimplex moédszer, mekkora LP
feladatokat oldhatunk meg vele? Okkal feltételezhetjiik, hogy a nagyobb
feladatok megoldasa tobb idot vesz igénybe. Ezért kézenfekvd, bar nem
mindig szerencsés megkozelités szerint a futasi idoket a feladatok méretének
(input adatok, vagy valtozdk, relicidk szama stb) fliggvényében vizsgéljuk.

Helyesen kell megvalasztanunk azt, mi legyen a “sebesség” mértékegysége.
Hasonlé méretii feladatok gyokeresen eltér6 nehézségiiek lehetnek, illetve
rendkiviil sokat szamit az algoritmus megvalodsitdsa.

Késobb latni fogjuk, hogy a szimplex algoritmus egy iterdcids 1épésének
a végrehajtasa kortlbeliil annyi id6t vesz igénybe, mintha két Gauss elimi-
néaciét hajtanank végre. fgy a sebesség egy mértéke az, hogy hany iteracids
1épést kell végrehajtani. Szoritkozzunk standard LP-re.

A legrosszabb esetben, ha példaul ciklizaci6 1ép fel, akkor soha nem ér
véget az algoritmus. Ha védekeziink a ciklizacié ellen, akkor nem lehet t6bb,
mint ("!"") iterdcié a kordbbi tételeinknek szerint. Ez n = m esetén kb.
4n/\/mn /2, azaz n-ben exponeciélis korldtot ad.® Sajnos altaldban az alsé
korlat is exponencidlisan nagy, azaz lehet olyan példdkat adni, amelyeket a
szimplex mddszer nehezen old meg.

SA “—9xy — 2x5 < 47 egyenlbtlenség akér el is hagyhatd, mert kovetkezik a masik két
egyenlotlenségbol.

SEz legegyszeriibben a Stirling formuldbdl jén, amely szerint n! ~ Vv2mn(%2)", ahol
e= ZZZO %, azaz a természetes logaritmus alapja.
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V. Klee és G.J. Minty példaja (1972):

n=m

n
maxz 10"*jxj
j=1
i—1
2) 107z +a; < 10070 (i=1,2,...,n)
7j=1

IV
@)
—~
<.
I
J—‘
no
S
~—

Zj

Ezen feladatra a szimplex algoritmus 2" — 1 iterdciés lépést igényel,
azaz muveletigénye exponencidlis a legnagyobb egyiitthato szabaly mellett.
A Klee-Minty probléma n = (m) = 3-ra:

max 100x; 4+ 10x2 + z3

I S 1
201 —+ Tro + < 100
200z; + 2022 + x3 < 10000
x1, T, T3 Z 0

R. Jeroszlov (1973) megmutatta, hogy az tn. legnagyobb névekmény pivot
szabdly (minden iterdcids 1épés végrehajtdsakor azt a nembdzis valtozot
valasztjuk, amelynek a bazisba léptetésével a leginkdbb novekszik a cél-
fiiggvény) is igényelhet exponencidlis sok (2" — 1) iterdcids lépést.

Mivel a szimplex mddszernek legrosszabb esetben exponencialis a miive-
letigénye, gy felmeriil a kdvetkezo kérdés:

Van-e olyan algoritmus és P(x,y, z) polinom az LP problémékra, aminek
repld leghosszabban dbrazolt szam”?

A probléma pozitivan délt el 1979-ben, mikor L. G. Khachiyan az Gn. “el-
lipszoid médszer” polinomialitdsat beldtta. Nem sokkal kés6bb (1984-ben)
N. K. Kamarkar is el6allt egy zsenidlis “projektiv”’ algoritmussal, amellyel a
belsd pont maodszerek megjelentek az LP tertiletén.

Ezekre az algoritmusokra itt nem tériink ki, mivel mind bonyolultsaguk-
ban, mind terjedelmiikben meghaladjék a rendelkezésiinkre all6 kereteket.

13

"Feltessziik, hogy az adatok racionslis szdmok, ekkor a kérdés azt célozza, hogy az
input adatok méretének fligguényében mennyi szamitdsra van sziikség.
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Egészen mast tapasztalhatunk, ha véletlen feladatokat, vagy a gyakorlati
életben eloallé problémakat vizsgdlunk. G. Dantzig 1965-ben szamos stan-
dard LP problémat oldott meg gép segitségével, és alabbi megfigyelést tette.
Ha m < 50, n +m < 200, akkor dltaldban 3m/2 iteracids 1épést igényel az
algoritmus. Nagyon ritkdn fordulhat eld, hogy tobb, mint 3m lépésre van
sziikség.

Egy masik nagyon érdekes megfigyelés szerint az iteracidk szdma cm logn
koriil ingadozik, ahol ¢ egy konstans. Mindkét esetben figyelemre méltd a
formulak asszimetridja az n és m paraméterekre.
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4. eloadas

Dualités

Vizsgaljuk meg az alabbi standard LP-t!

max 4z 4+ x3 + OSx3 + 314

r1 — o — r3 + 3.7}4
51 + T2 + 3x3 + 8xy
—x1 + 2z 4+ 33 — OS14

1, x2, z3, T4

AV VAN VANRVAN

1 (1)

5 (2)
3G
0

A feladat megoldédsa helyett adjunk felsé becslést a célfiggvény z* értékére!
A (2) egyenl6tlenséget 5/3-dal megszorozva egy fels6 korlatot kapunk z*-ra.

5
§(5$1 + x9 + 3x3 + 8x4 < 55)

25 5 40 275
41+ 29+ 5234+ 324 < —x1 4+ =20+ D3+ —14 < —
3 3 3 3
275
*
< —
© =73
A (2) + (3) egy jobb fels6 korlatot ad:
o1 + x2 + 33 + 8xry < 5O
—x1 + 220 + 33 — Sry < 3
4r1 4+ 3x9 + 6x3 + 3xry < 5B

41 + 29 + 523 + x4 < 4xq + 329 + 623 + 324 < 58

2* < 58

Tovabbvive a gondolatot, vegyiik az egyenlétlenségek nemnegativ linedris
kombinacidjat, azaz az elsét szorozzuk meg y;-gyel a masodikat yo-vel, a
harmadikat ys-mal, majd adjuk 6ssze 8ket! (Nyilvanvaléan teljesiil a végsé

egyenl6tlenség, ha yi, y2, y3 nemnegativ.)

(y1 +5y2 — y3)x1 + (—y1 + y2 + 2y3)x2 + (—y1 + 3y + 3y3)x3+
+(3y1 + 8y2 — Byz)ws < y1 + 55y2 + 3y3
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Ha a kovetkezo feltételek teljesiilnek, akkor y; 4+ 55ys + 3ys egy felsd korlatot
ad a célfiiggvény értékére:

y1 + Sy2 — y3 > 4
-+ Y2 + 2y3 = 1
-y1 + 3y2 — 3ys = 5

3yp. + 8y2 — Syz > 3

A fentiek teljesiilése mellett kapjuk:
4x1 + w9 + 5x3 + 314 < Y1 + 55Y2 + 3y3

2* <y + 55y + 3y3

Ezzel a médszerrel fels6 korlatot keresve a kovetkezo LP feladathoz jutunk:

min  y1 + 55y2 + w3
yi + dy2 — y3 > 4
-y + oy + 2ys = 1
-y1 + 3y2 — 3yz = 5
3y1. + 8y2 — Syz = 3
Y1, Y2, y3 = 0

Az eredeti feladatot primal, a fent kapottat pedig dual vagy dudlis fel-
adatnak nevezziik.

Egy standard formaban 1évé LP és a dudlisa altaldnosan:

Primal Dual
max . ¢;¥; min Y by
j=1 i=1
Zaijxj < b i=1,....m Zaijyi > ¢ i=1...,n
j=1 i=1
Tétel 4 (Gyenge dualitds)
Ha (r1, ..., ) a primdl feladatnak, az (yi, ..., ym) pedig a dudl feladatnak

eqy lehetséges megolddsa, akkor



Bizonyitas. A dudlis probléma konstrukcigjabdl nyilvanvald. Formaélisan:

n n m m n m

DU of Dol PR of b ot P ol

j=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1 i=1
hiszen 7% ajjy; > ¢j, x5 > 0 (5 = 1,...,n) és 320 g ajz; < by, yi > 0
(t=1,...,m). O

Miel6tt kimondanénk és bizonyitanank az Un. erds dualitds tételt vizs-
galjuk meg egy LP feladat utolsé szétarat. A kovetkezd, nagyon meglepd tu-
lajdonsagot vehetjiik észre: Az eredeti feladat utolsé szoétardbdl kiolvashato
a dudlis feladat megoldasa. Ha az eredeti megoldas optimalis volt, akkor ez
is az lesz. Példdul, ha a primal feladat utolsé szétéara:

To = 14 — 21‘1 — 4:53 — 5%5 — 3%7
T4 = - 1 - T3 — 2x5 — x7
T = 1 + 5zy + 923 + 21xs + 11z,

z = 29 — x1 — 2x3 ﬂ:5 x6 £C7

Ty — Y1 y1r =11
T > Y2 y2 =0
T7 < Y3 y3 =6

A megfeleltetés: a dudlis valtozdk valamilyen értelemben az eredeti LP
mesterséges valtozéihoz rendelheték. A dualis valtozok értéke pedig éppen
a mesterséges valtozok pillanatnyi célfiiggvény egyiitthatéinak —1-szerese.
Ez a hamarosan igazolt, tulajdonsag rendkiviil hasznos mind a dualitas tétel
bizonyitdsdnal, mind a gyakorlati problémak megoldasanél.

Tétel 5 (Erds dualitds)

Ha a primdl feladatnak van egy optimdlis (x5, ..., x)) megolddsa, akkor a
dudl feladatnak van olyan (yi, ..., yl, ) optimdlis megolddsa, amelyekre

n m

>y = by

j=1 i=1
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Bizonyitas. Az elobb leldtott gyenge dualitas tétel miatt elég, ha taldlunk
egy olyan (y3, v3, - - -,y ) lehetséges megoldast a dudlis feladatra, amelyre a
doj=1 ¢y = 3230 by egyenléség teljesiil. A primadl feladat megolddsdndl
bevezetjik a

n
JUn—l—i:bi_Zaijxj (izl,...,m)
j=1

mesterséges véltozdkat.
Tegytik fel, hogy elérkeztiink az utolsé szotarhoz:

n-+m
z=2z"+ Zékxk c <0,(k=1,...,n+m),
k=1

Ahogy emlitettiik, prébaljuk meg az y = —¢n44 (i = 1,...,m) behelyettesi-
tést! Azt &llitjuk, hogy ez a dudlis lehetséges megoldédsa, a tobbi szdmolds
kérdése csak.

Tn+i

n n m n
p=) crp=2"+) &Gzi—) y (bi - Z%’xi)
j=1 j=1 i=1 j=1

n m n m
chxj = (z* — waf) + Z (Ej + Zaijyf> x;
j=1 i—1 j=1 i=1

Ezt az egyenl6séget egyszerli algebrai manipulaciéval kaptuk az el6z6bol,

azaz minden x1, o, ..., T, értékre igaznak kell lennie. Ebbdl adédnak a
m m
=2 =3 byl =&+ ayy;
i=1 i=1
egyenloségek. Mivel ¢ < 0 minden k£ =1,...,n + m esetén, igy

m
doaiyi > ¢ (G=1,...,n)
=1

v
e
I
u)—‘
2

i
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Tehdt az yf = —¢pqi (1 =1,...,m) a dudlis lehetséges megolddsa, tovabba
im1 biyr = >"7- ¢jx, és ezzel beldttuk a tételt. O

A matematikdban egy operdtort akkor neveziink dualizdldsnak, ha egymas
utan kétszer alkalmazva az eredeti problémahoz jutunk vissza. Az elnevezé-
stink jogossagat igazolja, hogy a dudlis feladat dudlisa a primal feladat.

A dual feladat

max Z(—bi)yi
i=1

Z(_alj)yl S —Cj (] = 1) an)
i=1
A dudlis feladat dudlisa
min Z(—cj)xj
j=1
Z(—aij)xj Z —bz (Z = 1, ,m)
j=1
zj > 0 (j=1,...,n)

Ez pedig nyilvanvaléan ekvivalens a primal feladattal:
n
max Z Ci4
j=1

n
Zaijxj S bi (i:1,...,m)
7j=1

\Y
@)
=
I
J—‘
2

Zj

Kapcsolat a primal és a dual feladat kozott

A dualitéds tétel megmutatja, hogy a primdl és dudl feladat nem lehet
tetsz6leges kapcsolatban. A kiilénb6z6 varidcidk (optimum, nincs lehetséges
megoldas, nem korlatos a célfiiggvény) lehet6ségét az alabbi tabldzat Osszegzi.

31



DUAL
Optimalis | N.L.M.O. | Nem korlatos

Optimalis lehet nem lehet nem lehet
PRIMAL | N.L.M.O. nem lehet lehet lehet
Nem korldtos | nem lehet lehet nem lehet

A téblazat kilenc elemébdl nyolcat kozvetleniil megkaphatunk a gyenge, il-
letve erds dualitds tételekbél. A kilencedik (a primdlnak és a duédlnak nincs
lehetséges megolddsa) pedig egy konnyt feladat.

Megjegyzés: A dualitas fogalma rendkiviil hasznos, mert rugalmas hozza-
allast tesz lehetévé az LP feladatokhoz. Harom ilyen lehet&séget sorolunk
fel itt:

1. A szimplex algoritmus végrehajtdsandl a lépések szama kozelitOleg a
sorok szamaval aranyos. fgy az olyan feladatok megoldasanal, melyek
sok egyenlGtlenséget és kevés valtozét tartalmaznak, érdemes attérni
a dudlis feladatra.

2. Akkor is célszeril attérni, ha a dualis feladatban nincs sziikség, mig az
eredetiben lenne, az els6 fazisra. (Példdul a diéta problémédban egy
minimum feladat adott és a célfiiggvény egyiitthatéi mind pozitivak.
A standardizalds utdn ezek negativak lesznek, igy a dudlis jobboldala
egy negativ komponensi vektor, amely a standardizalasnal pozitivva
valik.)

3. Egy gyakorlati feladatndl nem ritka, hogy menet kézben 1j feltételeket
kell hozzavenni az LP-hez. Ekkor djra kell kezdeni a megoldast, tobb-
nyire ismételve a szimplex maddszer els6 fazisat. Ez elkeriilheté a dudl
feladattal dolgozva, hiszen ekkor az 1j feltétel csak mint egy 14j, nem
béazis valtozo jelenik meg. Ekkor hozzavehetjik a szétarunkhoz és
folytathatjuk az eljardst az éppen aktudlis bazisbol.

Komplementaritas
Tétel 6 Legyen (x3,...,x)) a primdl feladat, (v, ..., vy}, ) pedig a dudl
feladat egy lehetséges megolddsa. Annak, hogy (x7,...,x)) és (yi,...,ys,)

rendre a primdl és a dudl feladat optimalis megolddsa legyen, sziikséges €s
elegendd feltétele:
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m
Zaijyf =c; vagy x;=0 (vagy mindkettd) j=1,...,n

i=1
és
n
Zaij;rj =b; wagy vy; =0 (vagy mindketté) i=1,...,m
j=1
Bizonyitas.

m
cjr; < (Z%jl}f) r; j=1,...,n
i=1

n

* * % .
Zaijxj y; <by; i=1,...,m
=1

A fenti egyenlGtlenségeket Gsszeadva a

n n m m n m
o <3 (Yot )15 = 32 (S | o < 3o
= 1 i=1

1 j=1 \i= i=1 \j=1

J
egyenlétlenséget kapjuk. Nyilvanvaldan } 7 c;z} = 327 (307 aijy;) 5
egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha 27 = 0 vagy ¢; = Yoty aiyl
Hasonléan > ;% by = >y (2?21 aijx;f> y; akkor csak akkor teljesiil, ha

y; = 0 vagy by = >=7_ aijzj. O

Az eddigieknek megfeleléen a primal, illetve a dudl feladat mesterséges
véltozdéi a kovetkezok:

Tpti = b — Yiqagzy (i=1,...,m)

Ym+j = —C + DL aiyi (j=1,....n)

A komplementaritds tétel a x,4; <— ¥i, Ym+; <— x; hozzarendelést
valésitja meg a megfelel6 valtozok kozott. Lehetséges megolddsok egy «x,
y parja pontosan akkor optimalis, ha x,;y; = 0 és ym1;2; = 0 minden
i=1,....mésj=1,...,nre.

Megjegyzés: Az erés dualitds tétel bizonyitasa kézben belattuk, hogy a
szimplex modszer hasznalataval az utolsd szétar utolsé sorabdl kiolvashato
az x* optimumhoz tartozé egy y* dudlis optimum. Altalaban természetesen
tobb dudl optimalis megoldas lehet; az Gsszes, fenti feltételeknek eleget tevd
vektor ilyen.

33



5. eloadas

Tétel 7 (Komplementaritds 2.)
A primdl feladat egy (x7,...,xz}) lehetséges megolddsa optimdlis akkor és
csak akkor, ha léteznek olyan (yi,...,y},) szamok, hogy

m
Zaijyf =c¢; wvalahdnyszor x>0,
i=1
n
y; =0 walahdnyszor Z aijz; < bi; (%)
j=1
és
Zgl aijy;ﬁ > Cj J=1 T (**)
v > 0 1=1,....,m
Bizonyitas. Ha (x7,...,z}) optimalis megolddsa a primadl feladatnak,

akkor a Dualitas Tétel miatt létezik a dual feladatnak (v, ...,y ) optimélis
megoldasa. Ez mivel egyben lehetséges megoldas is, kielégiti a tétel masodik
feltételét (xx). Ekkor viszont az el6z6 komplementaritasi tétel szerint teljestil
az els6 feltétel is (k).

Miésrészt, ha (y7,...,y;,) kielégiti (xx) feltételt, akkor ez a dudl feladat
egy lehetséges megolddsa. Ekkor viszont (x) feltétel teljesiilésével az el6z6
komplementaritdsi tétel szerint (x7,...,2}) optimélis megolddsa a primal,
mig (yi,...,y;},) optimalis megolddsa a dudl feladatnak. O

A dualitasi tétel segitségével eldonthetd, hogy adott z*, y* vektorok a primél
és a dudl optimdlis megoldésai vagy nem. A tétel segitségével ellendrizni
tudjuk egy LP feladat lehetséges megoldasardl, hogy az optimaélis-e. Azaz
esetleg akkor is, ha nem ismerjik az y* vektort.

1. Példa:
Ellenérizziik, hogy az

x] =225 =4,25=0,2;, =0,2f = 7,25 =0
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optimalis megoldésa-e a

max 18z1 — Txe + 12x3 4+ bxy + 8xg
2r1 — 6xy + 203 + Txy 4+ 3z5 + 8rg < 1
—3x1 — To + 4drs — 3x4 + T5 + 21 < =2
8r1 — 3xo + dxry — 214 + 2z < 4
4xq + 8xz3 + Txy — x5 + 3xg < 1
51 + 2x9 — 33 + 64 — 225 — 1wz < 5
zy, Z2, x3, Lyq, s, Te = 0
LP feladatnak!
A 2. komplementaritds tétel elsé feltétele (%) alapjan:
2y — 3y5 + 8yz + 4y; + Sy; = 18
—6yi — oy — 3y3 + 25 = T
i+ W -y - 2 = 0
Ys = 0
ys = 0
Mivel ennek a megoldédsa (1/3,0,5/3,1,0) kielégiti a 2. komplementaritas
tétel 2. feltételét (xx), ezért a “jelolt” (xf,x3, ..., z§) megoldds optimalis.
2. Példa: Ellenérizziik le, hogy az
] =025 =223 =0,z =7,25 =0
optimélis megoldasa-e a
max 8r; — 9x9 + 1223 + 4dxy + 1lzj
207 — 3z + 4dx3 + x4 + 3x5 < 1
r1 + Txe 4+ 33 — 214 + rzs < 1
S5r1 + 4x9 — 6rs + 2x4 —+ 3rs < 22
x1, Z2, x3, Z4, x5, = 0

LP feladatnak!

A 2. komplementaritds tétel elsé feltétele (x) alapjan:

=3yi + Ty; + 4y = -9
yi — 2y5 + 2y3 = 4
(13 = 0
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Mivel ennek a megolddsa (3.4,0,0.3) nem elégiti ki a 2. komplementaritds
tétel 2. feltételét (xx), ezért a “jelolt” (x7,x3,...,2z§) megoldds nem op-
timalis.

A médszer nem mindig alkalmazhatd, de ha a (xx) egyenletrendszernek

egyértelmli megoldasa van, akkor igen. Bizonyitas nélkiil kozliink egy erre
vonatkozdé allitast, mely hasznos feltételt ad erre az esetre.

Tétel 8 Ha az x7,...,2] egy nem degenerdlt bdzismegolddsa eqgy LP fela-
datnak, akkor a (xx) egyenletrendszernek egyértelmi megolddsa van.

A duadlis valtozdk gazdasagi értelmezése
A dualités elmélet egyik legszebb és leghasznosabb kévetkezménye, hogy

a dudlis valtozoknak szemléletes jelentse tulajdonithatd. Az érthetdség
kedvéért egy motivaciéval el6zziik meg a tétel kimondasat.

n m
max Y, ¢ min Y by;
j=1 i=1
n . m
Yagr; < b oi=1,...,m Yoayi > ¢ j=1,...,n
j=1 i=1
z; > 0 j=1, N y, > 0 i=1,...,m

Egy, taldn a kozépiskolai fizikabdl még ismerds fogalommal éliink, és dn.
“dimenzi6 analizist” hajtunk végre. Tegyiik fel, hogy a LP feladatunk egy
maximalis nyereséget célzé, korldtozott eréforrdsok mellett felirt gyartasi
folyamat modellje:

m:  er6forrdsok szama

n:  termékféleségek szama

xj:  a j-edik termékféleségbdl gyartasra keriild mennyiség

ai;:  a j-edik termékféle egységnyi mennyiségének eléallitasahoz

szitkséges mennyiség az . eréforrasbol
b;:  az i-edik ertforrasbdl rendelkezésre allé mennyiség
cj:  a j-edik termékféle egységnyi elddlitasaval keletkezd haszon

Tegyiik fel példdul, hogy az x;-t kg-ban mértiik (jelben dim(z;)=kg), mig
b; eréforrst m3-ben, akkor az a;; nyilvan m3 /kg-ban mérends. Hasonléan
természtes gy venni, hogy a c¢;-t viszont Ft/kg-ban adjuk meg, igy a dudlis
feladat bal oldaldn egy a;;y; mennyiség dimenziéja a c; dimenzidjaval kell
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egyezzen. Azaz, ha dim(y;) jeloli a mértékegységet, melyben az y; dudlis
valtozét mérni szeretnénk, akkor

dim(aj)dim(y;) = dim(cj)
dim(y) = (Ft/kg)(kg/m®) = Ft/m?

fgy arra gondolhatunk, hogy y; nem mds, mint az i-edik eréforrds dra (vagy
inkdbb értéke), amit a kovetkez6, bizonyitds nélkiil kimondott tétel forma-
lizal.

Tétel 9 Ha egy LP feladatnak van legaldbb egy nem degenerdlt optimdlis
megolddsa, akkor van olyan pozitiv €, ha |t;| < € minden ¢ = 1,...,m-re,
akkor a

n
max Z ijj
Jj=1

n
Sage; < bt (i=1,2,...,m)
j=1

zj > 0 (j=1,2,...,n)

LP feladatseregnek is van optimdlis megolddsa, és az optimum érték
m
25(ty .y tm) = 25+ nyti,
=1

ahol z* az eredeti LP feladat optimuma, y3, ...,y pedig a dudl feladat (DP)
optimdlis megolddsa.

A LP optimalis megolddsahoz tartozé y; az un. “margindlis ar”, vagy
“arnyék ar”. Valdéban y; nem més, mint az i-edik eréforrasnak az LP
megoldéjanak a szempontjabol nézett értéke, hisz az er6forrds mennyiségének
egységnyi novelésével (bizonyos hatarokon beliil) éppen y’-gal névekszik
a nyereség. Azaz y;-nal nagyobb drat mar nem érdemes fizetni az i-edik
forrasért, mig kisebbet igen.®

Megjegyzés: A komplementaritds tételnek szintén van szemléletes jelentése.
Tegyiik fel, hogy az optimalis megolddsnal vagyunk. A wvagy kikotés szerint
ha példaul a primal i-edik sordban szigord egyenlGtlenség teljestil, akkor az

8 Az eréforrasok értékét tehdt egyfajta hasznossig alapjin alapitottuk meg és ez nem-
csak az LP &altal kédolt kornyezettdl fiigg, hanem a valasztott optimélis megoldastdl is.
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y; = 0, azaz ha az i-edik erdforrds nem fogyott el, akkor annak az értéke
(szdmunkra) nulla.

Példa: Erdémiivelés

100 acre erdo teriilet egy részét kivagjak és regeneraldédni hagyjak, masik
részét kivagjak, de utana betiltetik fenyofakkal. Az els6 mddszer acre-enként
10 dollarba kertil és 50 dollart hoz, mig a masiknal ezek az értékek 50 dollar,
illetve 120 dollar. Befektetésre szant Osszes tékénk 4000 dollar. Kérdés,
mekkora teriiletet hagyjunk regeneralddni és mennyit iiltesstink be, hogy a
lehetd legnagyobb profithoz jussunk?

Optimum szamitasi modell:
x1: kivagasra, majd regeneralédasra szant teriilet nagysdga acre-ban
To: kivagasra, majd betliltetésre szant teriilet nagysaga acre-ban

‘ befektetés bevétel hozam
1. médszer $10 $50 $40
2. médszer $50 $120 $70

max 40x; + 70x9

r1 + o < 100
101 4+ 50xy < 4000
X1, To 2> 0

Optimdlis megoldas: z] = 25, x5 = 75, 2* = 6250.

A dualitas elméletének ereje azonban a probléma sokkal finomabb elemzésére
is képes. Nagyon kézenfekvéen felmertilnek az aldbbi kérdések: Mekkora ka-
mat mellett érdemes kolcsont felvenni a nagyobb hasznot hajté tevékenység
kiterjesztésére 7 Mekkora kér éri a tulajdonost, ha leég egy acre erdé?

A dualis megoldas yi = 32,5 és y5=0,75. Az y; a toke értéke, azaz
$1 plusz tékebefektetés 75 centet hoz. Ha ennél olcsébban megszerezhetd,
akkor érdemes beleviagni. Masrészt, ha egy mas tevékenységre forditva ennél
tobb hasznot hoz, akkor inkabb arra forditandé.

Sokkal meglep6bb elso pillantasra az egységnyi teriileten 1évé fa “értéke”,
pontosabban az elvesztésével jaré kar. Mig a biztosité alighanem valamely
40 és 70 dollar kozé esé Osszeget itélne meg (hisz ennyi hasznot hozna az
elsd, illetve a masodik kitermelés szerint) a gazda jovedelme csak yi = 32,5
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dollarral csokken. A latszélagos paradoxon felolddsa, hogy akkor a téke
felszabadulé része a nagyobb hasznot hozé tevékenységre fordithatd, igy
mérséklodik a kar. Ez a jelenség figyelmeztetésként szolgdl: az arnyék ar
fligg a tevékenység egészétol.

Nehéz tulbecsiilni ennek az egyszerti allitasnak az implikaciéit. Szamta-
lanszor el6fordul, hogy egy “beallt” komplex rendszer részeinek pusztuldsa
utan gyorsan helyredll, s az eredetinél gyorsabban fejlodik.
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Az altalanos dualitas és egy lehetlenségi tétel

Vegylink egy altalanos LP problémat, ahol csak a nemnegativitasi felté-
teleket valasztjuk. (Azaz az LP-t nem standard forméban vizsgaljuk.)

n
max '21 CiT;
J:

3

2. AT < b (Z S I)

J

—_

3

2. AijTj = b; (ZEE)

J

Il
—

T > 0 (]ER)

A feltételek indexeit két halmazra bontjuk: I jeloli az egyenlétlenségeket,
pedig egyenloségekkel teljestiloket. Hasonléképp R a nem negativ tin. kotott
véltozok indexeit tartalmazza. Egy x; valtozé szabad, ha j ¢ R (még akkor
is, ha esetleg a tobbi feltételbdl kovetkezik, hogy x; > 0). A szabad valtozdk
indexhalmazat F' jelolje. Vegyiik észre, hogy az LP standard alakban van
akkor és csak akkor, ha E =0 és F = (.

A Z?:l Qi Tj < b; (Z S I) és Z;-lzl aij T = b; (Z S E)

feltételek linearis kombindcidja a kovetkez6 egyenlOtlenség:

n m m
<Z aij?/i) z; <Y by
=1 i=1

=1

J

ha y1,v2, ..., ym valésak és y; > 0, ha i € I. A linedris kombinécié termé-
szetesen az

Yi (2?21 az‘jl'j) < by (el
és az
Yi (Z?:l az’jﬂfj) = by, (€EF)
egyenl6tlenségek Osszeadasaval keletkezik a 7" | v (2?21 aij j) <™ by,
illetve a 2?21 (it aijyi) x5 = 3272 (Z?Zl qujmj) y; azonossagbdl. Tovabba,
ha y1,y2,...,yn szamok olyanok, hogy
Yitiaiy;s > ¢ ha jeR
és a
ST aiyi = ¢; ha jeF
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akkor minden x1,x9,...,x, lehetséges megolddsara az LP-nek és minden
J=1,2,...,nre cijx; < (D10 aijyi) x4, és igy
n n m
Z CjT S < aijyi> Zj.
j=1 j=1 \i=1
Azaz, akdrcsak kordbban, djra kapjuk, hogy > % cjz; < 3770 by

Osszefoglalva az eddigieket a >oivq biy; felsé korlat lesz az LP opti-
mumara, vegyiikk hat az értékét a lehetd legkisebbre:

m
min Y. by;
i=1

m

Y ayyi > ¢ (jER)
Zal .
Yaiy; = ¢ (JEF)

1

..
Il

Yy = 0 (iel)

Ezt a probléméat az eredeti probléma dudlisdnak, vagy egyszeriien dudlisnak
nevezziik. A kordbbiakhoz hasonléan beldthaté az un. ditaldnos dualitds
tétel:

Tétel 10 Ha egy linedris programozdisi problémdnak van optimdlis megol-
ddsa, akkor a dudlisinak is van optimadlis megolddsa, és a két optimum érték
megeqyezik.

A tétel mind gyakorlati, mind elméleti szempontbdl rendkiviil hasznos. Egy-
részt kozvetleniil felirhaté a duadlis, igy elkeriilhetd, hogy a standardizalas
soran esetleg dupldzédjon a feltételek, illetve a valtozok szdma. Mdésrészt a
probléma szerkezetét jobban megérzi az altalanos dudlis; ennek jelentGségét
a matrix jatékok vizsgalatdban latjuk majd. Szép szimmetria figyelheté meg
a primal és dudl probléma elemei kozott:

Primél-Dudl megfeleltetés
a dudlisban a primalban
kotott valtozo egyenlGtlenség
szabad valtozé egyenlOség
egyenl6tlenség kotott valtozd
egyenlOség szabad valtozd

A korabbiakhoz hasonléan be kell 1atnunk a “dualis” elnevezés jogossagat.
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A dudlis dudlisa az eredeti, hisz a dudlis atirhaté mint:

Ennek duélisa:

ami nyilvanvaléan az eredeti LP.

Példa (dualizalas):

El6szor &t kell irni:

m
max 3 (—b;)y;
i=1
m
Z(*az])yz
=1
m
> (—aij)yi
i=1
Yi
n
min Y (—c¢j)w;
j=1
n
> (—ag)z;
7j=1
n
> (—aij)z;
j=1
Ly
max 3r; + 2x9
51‘1 + 3&72
dxr1 + 2x9
656‘1 + 7332
1
max 3xq + 2x9
5.%'1 + 31’2
4xq + 2x9
—6:61 — 71’2
X1
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v

—¢; (JER)
—¢; (JEF)
0 (el
—b; (iEI)
—b; (ZGE)
0 (jeR)
+ 51’3
+ x3 = =8
+ 8xz3 < 23
+ 3x3 > 1
< 4
xz3 > 0
+ 5$3
+ x3 = =8
+ 8zz3 < 23
- 3.7}3 < -1
< 4
I3 > 0



Ebbdl:

min —8yr + 23y2 — y3 + 4y,
Sy1  +  4ya — 6y + (7 = 3
3yt + 2y — Ty3 = 2
Y1 + 8y2 — 3y3 > 5
Y2,y3,Ta > 0

Linearis egyenlotlenségek és egyenloségek megoldhatatlan rend-
szere

Az el6z6hoz hasonlo felbontasban vessziik a feltételeket, most azonban nincs
célfiiggvény; a puszta megoldhatdsig a kérdés.

n
Zaijmj < b (iGI)
j=1

M-

AT = b; ('LEE)

<
Il
—-

Kezdjiik egy példaval, amely megmutatja milyen okai lehetnek annak, hogy
nincs lehetséges megoldasa a rendszernek.

r1 + 3x9 + 2x3 4+ 4dxy

3r1 + x2 4+ 23 + x4

91 + 3x9 4+ 3x3 + 314
— 13

VAN VAN | B VANN VAN
o O © Wk ot

— x4

Legyenek y1 = 1, y9 = 3, y3 = —2, y4 = 2, y5 = 1 és adjuk Ossze a feltételeket
ezen szamokkal beszorozva. A kovetkezot kapjuk:

0=0zx1 +0zx2 +0x3 +0xy < —1

Ezzel az ellentmondéssal nyilvanvaléva valt, hogy a rendszeriink megold-
hatatlan, hisz egy megoldhatatlan egyenl&tlenségre vezet.

Altaldban a rendszeriinket inkonzisztensnek nevezzik, ha léteznek olyan
Y1, Y2, - - - » Ym széamok, melyekkel
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v

Yi 0 mikor (i€ 1)

m
agy = 0 j=12,....n
=1

Zbiyi < 0
=1

Egy inkonzisztens rendszer megoldhatatlan, ahogy a példank illusztralta.
Sokkal meglepobb, hogy az inkonzisztencia a megoldhatatlansag egyetlen
oka: ha egy rendszer megoldhatatlan, akkor bizonyosan inkonzisztens is.

Tétel 11 (Tucker) Linedris egyenlétlenségek és egyenletek egqy rendszere
megoldhatatlan akkor és csak akkor, ha inkonzisztens.

Bizonyitas. Az “akkor” irdnyt igazdbdl mar belattuk, nézzik a “csak
akkor” irdanyt! Vizsgaljuk meg az aldbbi rendszert:

m

max Zl(—xnﬂ-)
1=
n
Qi Tj + WiTntg < b (’L S I)
=1
(*)
n .
‘ laijl‘j + WiTpyi = b; (l S E)
j:
Tn+i > 0 (7' = 17 2a ) m)
Legyen itt w; = 1, ha b; > 0 és w; = —1, ha b; < 0. Ennek a rendszernek

mindig van lehetséges megolddsa, s6t optimélis megoldasa is. (Az utébbi
allitast nem bizonyitjuk, ez lényegében a linedris programozas alaptételének
az altalanos LP problémara vonatkozé alakjabdl kovetkezik. Ennek bizonyi-
tasa szintén alapulhat egy altalanositott szimplex médszeren, mellyel itt nem
foglalkozunk.) Az eredeti rendszeriinknek pontosan akkor van megoldésa,
ha (x)-gal jelolt feladat optimuma nulla. Specidlisan, ha nincs megoldés,
akkor az emlitett optimum negativ. Képezve a (x) feladat dudlisét:
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m
min > biy;
=1

m .
) 1az~jyi = 0 (j:1,2,...,n)
1=
W;iY; > —1 (Z = 1,2, .. ,m)
Yi > 0 i€ k)

Az altalanositott dualitds tétel szerint ennek is van optimélis megoldéasa, és
az optimum értéke negativ. Az yi,vya,...,yn szamok viszont épp megfelel-
nek az eredeti rendszer inkonzisztenciajanak bizonyitasara. O

Megjegyzés: A 11. Tételben egy egyenlétlenség rendszert egy, a rend-
szerhez rendelt LP feladat segitségével vizsgaltunk. lényegében ugyanezt
tettiik a kétfazisu szimplex modszer elsé fazisaban is. Mésrészt, ha linedris
egyenlGtlenség rendszereket tudunk koénnyen megoldani, akkor LP felada-
tokat is, ahogy ezt megmutatjuk. tegyiik fel, hogy, hogy a maxcx, Ax < b,
x > 0 LP feladat egy =* optimdlis megoldaséat keressiik. Az erds dualitds
miatt, ha létezik ilyen x*, akkor az megkaphaté az

Ar <
ATy >
cx = by
z > 0
y =2 0

linedris egyenlStlenség rendszer egy (z, y) lehetséges megoldasanak elsé kom-
ponenseként.
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6. eloadas
Matrix jatékok

A matematika és a jatékok elmélete gyakran Osszekapcsolédik. Emlékez-
hetiink de Mere lovag probléméjira, melyet Fermat és Pascal egyidében
oldott meg, és a feltételes valdsziniiség fogalmat helyesen ragadva meg,
hozzdjarult a valészinliségszamitds megalapozdsihoz. A jatékok fogalma
azota is szamtalan alkalommal felbukkan a matematika kiillonb6zo tertiletein,
a halmazelméletben, kombinatorikdban, bonyolultsagelméletben.

Az anyagiasabb XX. szdzadban a kozgazdasdgtudomény igénye szintén
életre hivott néhdny modellt. Ezek egyikét, az un. teljes informdcids, véges,
kétszemélyes, zérusossszegt jatékokat vizsgaljuk részletesen. Ebben az eset-
ben a jatékosok stratégidi felsorolhatok és egy (i, j) parhoz hozzarendelheté
az a;; szam, amit a sorjatékos nyer, az oszlopjatékos pedig veszit, ha rendre
az i-edik, illetve a j-edik stratégidjukat jatszak. fgy a tomorség kedvéért
hivhatjuk ezeket a jatékokat mdtriz jdtéknak.

A matrix jatékok leirdsanak els6 1épéseit Emil Borel tette meg 1921
és 1927 kozott. Jelent6s haladast ért el Neumann Janos: 1928-ban bebi-
zonyitotta az azota hiressé valt minimazx tételét és ezzel megmutatta hol
kell keresni a megoldasokat. Koriilbeliil 20 évvel késébb & adott valaszt a
hogyan kérdésre is, ramutatva a matrix jatékok és a linedris programozas
kapcsolatara. Késébb Dantzig, Gale, Kuhn és Tucker munkija nyoméan a
matrix jatékok elmélete teljesen beleépiilt a linearis programozas elméletébe.
Ezt a felépitést kovetjiik mi is.

Kezdjik egy példaval, az in. Morra jatékkal. Janos és Emil a kévetkezok
szerint jatszik: egy forduléban elrejtenek egy vagy két forintot, majd tip-
pelnek, mennyit dugott az ellenfél. Ha pontosan egy jatékos tippel jél,
akkor annyit nyer, amennyit kozosen elrejtettek. Az Gsszes tobbi esetben
dontetlen lesz, pénziiknél maradnak. Nyilvanvald, hogy egy-egy jatékban
mindketten a kovetkezé négy stratégia koziil valaszthatnak: Rejts k-t és
tippelj l-et (roviden [k,l]), ahol k = 1, 2 és | = 1, 2. Ezek Jdnos és Emil
tiszta stratégidi, a hozzajuk tartozé A méatrix pedig:

Emil tiszta stratégiai
L1 [12] [21] [22]

Lyl o 2 3 o0

Janos tiszta [1,2] | -2 0 0 3
stratégiai ~ [2,1] | 3 0 0 -4
22 0 3 4 0
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Minden A valés métrix definidl egy jatékot, ahol a sorjatékos az egyik sort, az
oszlopjatékos az egyik oszlopot valasztja minden forduléban, és a sorjatékos
nyereménye a vélasztott sor és oszlop taldlkozdsdban levd a;; elem. Az
A matrixot kifizetési mdtriznak, sorait/oszlopait pedig a sor/oszlop jatékos
tiszta stratégidinak nevezziik.

Visszatérve a példara azt tapasztaljuk, hogy nem tudunk egyértelmiien
jO sort tanacsolni Janos szaméra barmelyikhez ragaszkodik is, vesziteni fog.
Az az otlete tdmadhat (és ez bekovetkezett), hogy keverje tiszta stratégidit,
véletlenszertien hol ezt jatsza, hol azt. Jatszon pl. [1,2]-t és [2,1]-et 1/2 -
1/2 valészintiséggel! Tegyiik fel tovabbd, hogy egy jaték sorozatban Emil
c1-szer valasztotta az [1,1], co-szor az [1,2], cz-szor a [2,1] és cy-szer a [2,2]
tiszta stratégidt (c1 + c2 + c3 + ¢4 = N). Ha Janos véletlen valasztésai
fiiggetlenek voltak, akkor varhatéan fele-fele esetben taldlkozott az [1,2] és
[2,1] stratégidja Emil barmely tiszta stratégidjaval. Azaz c;/2-szor az [1,1]-t,
co/2-s761 az [1,2]-t és igy tovabb. Osszevetve ezeket az A matrixszal, Jénos
vérhaté nyeresége (¢1 — ¢q)/2 forint. Igy a legrosszabb esetben (ha ¢;=0 és
c4=N), akkor jatszmanként atlagosan 50 fillért veszit Janos, de nem tébbet.

Altaldban tegyiik fel, hogy a sorjatékos egy z = (z1,...,Tm) vektor segit-
ségével, mig az oszlopjatékos egy y = (y1,-..,yn) vektorral vélasztja meg
a jatékat, azaz a sorjatékos x; valdsziniiséggel valasztja meg az i-edik sort,
mig az oszlopjatékos y;-vel a j-edik oszlopot. Ekkor a sorjatékos varhato
nyereménye:

m n
Z Z Qi TiY5 = .Q;‘Ay.
i=1j=1
Természetesen x; > 0 és y; > 0, hai=1,...,més j = 1,...,n, valamint

Yisixi=16s Z?:l y; = 1.

Definicié. A nemnegativ komponensekbdl allé vektort sztochasztikusnak
nevezziik, ha a komponenseinek 6sszege egy. Egy sztochasztikus vektor altal
definidlt stratégiat (azaz forduldérdl forduléra fliggetlen vélasztast a kompo-
nensek, mint valészintiségek szerint) hivunk kevert stratégidanak.

Janos el6bbi kevert stratégidja nem mds, mint x=(0, 1/2, 1/2, 0).

Az el6bbiekbdl nyilvanval6, hogy egy x kevert stratégiat vilasztva a
sorjatékos varhaté nyereménye legaldbb miny Ay, ahol y sztochasztikus
vektor. A sorjatékos természetesen egy olyan z* sztochasztikus vektort
igyekszik taldlni, melyre az el6z6 érték a lehetd legnagyobb. Hasonldéan egy
y kevert stratégia mellett az oszlopjatékos garantdltan nem veszit tobbet
atlagosan, mint max, xAy, ahol x sztochasztikus vektor, célja pedig ezen
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érték minimalizalasa. A két érték jelentésébdl nyilvanvald, hogy

min xAy < maxxAy
Y T
Sokkal meglepébb, hogy az egyenloség is elérhetd, azaz vannak olyan z*, y*
sztochasztikus vektorok, melyekre

minz* Ay = maxxAy”.
Y T
Ez az egyenlGség az Uun. minimaz tétel. x* és y* rendre a sor és az 0sz-
lopjatékos optimalis stratégidja, hisz az altaluk garantaltnal jobb eredmény
nem érhetd el. Az allitds forméaja emlékeztethet benniinket a dualitdsra, és
valéban, igazabdl ekvivalensek, bar ez tavolrél sem nyilvanvalo.

Tétel 12 (Minimaz tétel)
Minden mxmn-es A mdtrizra van olyan x* m-dimenzids sztochasztikus sorvek-
tor és olyan y* n-dimenzios sztochasztikus oszlopvektor, melyekre

minz Ay = max Ay,
Y T

ahol a minimumot az dsszes n-dimenzids sztochasztikus oszlopvektoron, mig
a maximumot az 0sszes m-dimenzios sztochasztikus sorvektoron vesszik.

Bizonyités. Az els észrevétel, hogy min, x Ay = min; Y ", a;jx;. Szavak-
ban ez azt jelenti, hogy a sorjatékos egy x kevert stratégidjira van az osz-
lopjatékosnak olyan tiszta stratégidja, amely optimalis szamara. Ezt a ko-
vetkez6képp lathatjuk be: Legyen ¢ = min; > ", a;z,. Ha y tetszbleges
m-~dimenzids sztochasztikus oszlopvektor, akkor

n m n n
rAy ="y <Zaw‘~“> =Dyt =1t v =t
j=1 Jj=1

j=1 \i=1

igy persze a min, xAy > t is igaz. Maésrészt mivel azok az y vektorok,
amelyeknek egy komponense egy, a tobbi nulla, sztochasztikus vektorok is
egyben, igy
m
minzAy < Z i T;

Y i=1
minden j = 1,2,...,n esetén és ez adja az &allitds mésik irdanyat. (Ha-
sonl6képp beldthaté, hogy max, rAy = max; Y371 a;;y;.)
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A fenti észrevétel nagyban egyszerisiti a dolgunkat, mert a sorjatékos
optimalis stratégidjanak meghatarozasanal csak az oszlopjatékos tiszta stra-
tégiait kell figyelembe venniink. Azaz

m
maxmjnZaijxi (j=12,...,n)
=
m
dow =1 (%)
=1

x> 0 (i=1,2,....,m)

A dont6 észrevétel, hogy bar ez a probléma nem LP, de ekvivalens egy LP-
vel.

max z
m
z =Y ar; <0 (j=12,...,n)
=1 m
o o= 1 ()
i=1
;g > 0 (i=1,2,...,m)
Valéban, a (#*) probléma barmely z*,z7,...,z}, optimalis megoldasa le-

galdbb egy z — > a;;x; < 0 egyenltlenségnek egyenléséggel tesz eleget, igy
az LP optimuma 2z* = min ) a;;x;.
Analég médon, az oszlopjatékos optimadlis stratégidjat leird

n

mianaxZaijyj (1=1,2,...,m)
7j=1
n
Yy =1
=1
yi > 0 (j=1,2,...,n)
ekvivalens a
min w
n
- aijy; > 0 (1=1,2,...,m)
i=1
J m
Z1yj = 1 (s % %)
1=
yg =2 0 (j=12,...,n)



LP feladattal. Vegyiik észre, hogy a (xx) és (x * %) egymds dudlisai, és
mindkettének van lehetséges megolddsa. Igy a dualitdsi tétel szerint a (x)-

nak van egy z*, zi,...,x}, optimdlis megolddsa, a (* * *)-nak van egy w*,
yl, ..., Yy, optimdlis megoldasa ugy, hogy z* = w*. Mivel z* = min, z* Ay,
w* = max, xAy*, a tételt belattuk. a

Definicié. A kozos z* = w* értéke az A métrix jaték értéke. Az A matrix
jaték igazsagos, ha z* = w* = 0, szimmetrikus, ha a;; = —a;;.

Nyilvén egy szimmetrikus jaték (a szerepek felcserélhetésége miatt) igaz-
sdgos. lgy joggal véarhatjuk, hogy a Morrdban Janos (és persze Emil is)
elkeriilheti a vesztést. Valéban, a Morrdhoz tartozé LP

max z
z + 2x9 — 3x3 < 0

z — 2x1 + 34 < 0

z + 3r — dxy < 0

z — 3x9 + 4dx3 + < 0

r1 + w12 + w3 + w1y = 1

X1, 9, I3, Ty Z 0

Jéanos egy optimaélis megoldasa x* = (0, 3/5, 2/5, 0), a jaték értéke pedig
természetesen z*=0.
Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a minimax tétel bizonyitasa egyben al-
goritmust is ad az optimdlis stratégidk kiszdmoldsira. (Neumann eredeti
bizonyitasa egy mély topoldgiai eredményt, az in. Brouwer fixpont tételt
hasznalta, ami nem konstruktiv.) Borel 3x3-as és 5x5-0s matrixokra beldtta
a minimax tételt, de nem tudta tultenni magat azon a paradox jelenségen,
hogy a jatékosnak nem szarmazik elonye abbdl, ha a kevert stratégidjat
titokban tartja. (Es persze hatranya sem abbdl, ha ezt kozli.) Valdszintileg
ez a tényleg meglep6 eredmény gatolta meg abban, hogy bizonyitsa a tételt
altaldnosan is.

Moédositott Morra

A jatékok elmélete (és a matematika) tele van meglepetéssel, és latszélagos
ellentmondasokkal. Tegyiik fel, hogy Janos és Emil valtoztattak egy kicsit a
Morra szabalyain, mert példaul nem tudjak egyszerre deklaralni a tippjeiket,
elore leirni pedig nincs kedviik. A jézan ész azt sugja, erre nincs is szilikség,
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hisz Emil azzal, hogy a sajat tippjét bejelenti, semmit sem mond el arrdl,
ami a kezében van. Természetes hat azt gondolni, hogy a moédositott Morra
is igazsagos.

Alkalmazzuk ra az elméletiinket. Janos az eddigieken kiviil négy 1j tiszta
stratégiaval rendelkezik: [k, S] és [k, D] k=1, 2, ahol az els6 koordinéta azt
mondja meg, hanyat rejtsen, a méasodik, hogy ugyanazt (S) vagy ellenkez6
(D) tippet mondja be, mint Emil. Az j métrix a kovetkez6:

Emil tiszta stratégiai

(L1 [1,2] [2,1] [2,2]

il 0o 2 3 0

2| 2 o o 3

21| 3 o o0 4

Janos tiszta  [2,2] 0 -3 4 0
stratégiai  [1,S] 0 0 -3 3
iD| 2 2 0o 0

28] 3 -3 0 0

2D 0 0 4 4

Megoldva a hozzatartozé LP-t egy optimalis stratégia Janos szamara példaul
az x*=(0, 56/99, 40/99, 0, 0, 2/99, 0, 1/99). Emil optimélis stratégidja
y*=(28/99, 30/99, 21/99, 20/99). A jiték értéke pedig z* = w* = 4/99.
Azaz a jaték hatdrozottan elényosebb Janos szamara, ami elsd pillantdsra
nehezen értheto. Feloldédik a paradoxon, ha arra gondolunk, hogy bar
Emil nem ad informaéciét a kezében 1év6 pénzrol, de ad informéciét az
éppen megjatszott stratégiajardl. fgy az mar nem teljesen ismeretlen Janos
szamara, kovetkezésképp 6 ki is hasznélhatja ezt.

BIoff és alullicitalas

Kartyajatékban gyakran elofordul, hogy a jatékosok bloffolnek, holott
a lap bemutatdsa esetén veszitenének. (Hozzatehetjiik, nemcsak kartya-
jatékban van ez igy.) Mésrészt nem mindig kezdeményeznek licitet (azaz
konfrontacidt), habédr azt biztosan nyernék. Ezt a viselkedést az emberi
intuiciéra hivatkozassal szoktdk kezelni, mely tdgymond feliillemelkedik a
hétkoznapi logikan. Egy, Kuhn altal 1950-ben vizsgdlt egyszerti jatékkal
illusztraljuk, hogy ez nem igy van, s a pdkerjatékos viselkedése tokéletesen
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raciondlis.

A jatékot 3 lappal (1, 2, 3) jatszdk, mindkét jatékos egységnyi pénzt
tesz be és kap egy lapot. Ezutdn felvaltva licitdlnak/fogadnak, emelnek
egységnyivel vagy passzolnak. A jaték akkor fejezédik be, ha egy emelésre
emelés, passzra passz, vagy emelésre passz hangzik el. Az els6 két esetben
megnézik a lapokat, és a nagyobb lapot tartd viszi az Osszes tétet, amit az
ellenfél fogadott. A harmadik esetben a passzold jatékos elveszti a jaték
elején betett alapjat.

Az aldbbi 6t kimenetel lehetséges ezek alapjan (A és B a jatékosok, a
fogad, illetve passzol pedig értelemszertien értendd)

A passzol, B passzol 1 a magasabb lapot birtoklénak
A passzol, B fogad, A passzol 1 B-nek
A passzol, B fogad, A fogad 2 a magasabb lapot birtoklénak
A fogad, B passzol 1 A-nak
A fogad, B fogad 2 a magasabb lapot birtoklénak

A lapok leosztdsa utdn A-nak hdrom lehetdsége van. (Ezek még nem A

tiszta stratégiai, azokba be kell foglalni azt is, hogy A ismeri sajat lapjat.)

1. Passz, és ha B fogad, djra passz
2. Passz, és ha B fogad, fogad
3. Fogad

Egy teljes utasitas készletet, amely A szdmara egyértelmiien megmondja mit
tegyen egy x1x2x3 harmassal frhatunk le ugy, hogy az x; lehetdséget jatsza,
ha a j lapot kapta. Példaul a 312 szerint A fogad, ha 1 van a kezében, mindig
passzol, ha a 2-6t kapta, mig passzol az els6 forduléban a 3-ra, a masodikban
pedig fogad ra. Ezek a harmasok tehat A tiszta stratégiai. Hasonl6an B-nek
négy lehetdsége van.

1. Passz, barmit csinal A
2. Ha A passzol, passz; ha A fogad, fogad
3. Ha A passzol, fogad; ha A fogad, passz

4. Fogad, barmit csindl A.

B tiszta stratégidi az y1y2y3 harmasokkal irhatdk le tgy, hogy az y; a j
lap birtoklasakor jatszandé lehetdség. A tiszta stratégia parok kimenetelét
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annak figyelembe vételével szamitjuk ki, hogy a lehetséges hat leosztas egy-
forma valdszintliségli. Példaul ha A a 312, B pedig az 124 tiszta stratégiat
hasznalja, akkor a hat lehetséges kimenetel:

A kezében B kezében jaték menete A nyereménye
1 2 A fogad, B fogad -2
1 3 A fogad, B fogad -2
2 1 A passzol, B passzol +1
2 3 A passzol, B fogad, A passzol -1
3 1 A passzol, B passzol +1
3 2 A passzol, B passzol +1

fgy A varhat6 nyereménye = 1/6 (-2-2+41-2+141) = -1/3. Hasonlé6 médon
kiszamithatjuk a t6bbi lehetéséget is. A 3x3x3 =27, mig B4 x4 x4 =64
tiszta stratégiaval rendelkezik, ami egy 27 x 64-es matrix vizsgalatat irja eld.
Ennek kozvetlen vizsgalata, bar lehetséges, meglehetésen komplikalt lenne.
Megprobalkozunk héat redukciéval, amely jelentésen csokkenti a probléma
mértékét, de szolgaltat egy-egy optimalis kevert stratégiat, illetve ezeken
keresztiil a jaték értékét is.

Kezdjiik azzal, hogy az 1 lapot birtokolva barmely jatékos foloslegesen
veszitene egy egységet, ha egy fogadasra fogadassal valaszolna, nem pedig
passzal. Ugyanigy, ha a 3-as lap van a kezében, értelmetlen lenne egy fo-
gadasra passzal vdlaszolni, tovabba egy paszt kovetéen nyugodtan fogad-
hat. Kijelenthetjiik tehdt, hogy A-nak van legaldbb egy optimalis kevert
stratégiaja, amelyben:

(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. lehetéséget.
(ii) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1. lehetOséget.
Ugyanigy B-nek van olyan optimalis kevert stratégiaja, amelyben:
(i) Ha 1 van a kezében, nem jitsza a 2. és 4. lehetOséget.
(ii) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1., 2. és 3. lehetOségét.

[jgy képzeljiik ezt, hogy a 2xox3 és az xix9l tiszta stratégidk egyszeriien
elérhetetlenek A szamara, csak Ugy, mint B szamdéra a 2yoys, 4y2y3, Y1421,
y1y22 és az y1y23 tiszta stratégidk. Elképzelhetd, hogy ezzel elveszitjik az
optimdlis stratégiak egy részét, de bizonnyal marad legalabb egy optimalis
kevert stratégidgja mind A-nak, mind B-nek. Ebbdl kovetkezéen a redukéalt
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jaték értéke megegyezik az eredetivel.

A fenti tiszta stratégidk kikiiszobolése utan A-nak 12, B-nek 8 tiszta
stratégidja marad. Mi tobb, tovabbi egyszertitésre adddik alkalom. Ha A-
nak 2 van a kezében, akar passzolhat is az els6 forduléban, hisz B tartézkodik
a 2. lehetOségtol, ha 1-et birtokol, illetve az 1. és 3. lehetGségtol, ha 3. tart
a kezében. fgy viszont A masodik lehetdsége pont olyan jé, mint a 3. Eldob-
hatjuk hat A tiszta stratégiai koziil az x13x3-at. Hasonléan, ha B a 2 lapot
kapta, akkor az 1. lehet6sége ugyan olyan jé, mint a 3., és 2. se rosszabb,
mint a 4. Ezek alapjan B tiszta stratégiai koziil elhagyhat6 az y13ys és az
y14y3.

Ezek utan A-nak mér csak 8, B-nek pedig 4 tiszta stratégidja marad, a re-
dukalt jaték matrix pedig attekinthetébb (s céljainknak megfelel).

114 124 314 324
112 0 0 -1/6 —1/6
113 o 1/6 -1/3 —1/6
122 |-1/6 —-1/6 1/6 1/6
123-1/6 0 0 1/6
312| 1/6 —1/3 0 —1/2
313| 1/6 —1/6 —1/6 —1/2
322 0 —-1/2 1/3 -1/6
323 0 -1/3 1/6 —1/6

Az ebbdl keletkezé LP feladatokat megoldva A szamara egy optimalis
kevert stratégia az (1/3, 0, 0, 1/2, 1/6, 0, 0, 0), B szdméara a (2/3, 0, 0,
1/3), a jaték értéke pedig -1/18. A jaték, ahogy sejtettiik, nem igazsdgos.
A optimalis stratégidjat célszerii egyszeriibb utasitdasokkd konvertalni:

(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehetGséget 5 : 1
aranyban.

(ii) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehetéséget 1 : 1
aranyban.

(iii) Ha 3 van a kezében, akkor keverje a 2. és 3. lehet6séget 1 : 1 ardnyban.

Vegyiik észre, hogy az istrukcié bloffre buzdit (azaz fogaddsra az elsé menet-
ben, mikor a legkisebb lapot - 1-et - kapta A) hat esetbél egyszer, és tartoz-
kodasra a tét emelésétdl (azaz passzra az els6 menetben a legnagyobb lap
birtokldsakor) az esetek felében. Hasonl6képp fogalmazhaté B optimaAlis
stratégiaja:
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(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehetéséget 2 : 1
aranyban.

(i) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehetéséget 2 @ 1
aranyban.

(iii) Ha 3 van a kezében, akkor vilassza mindig a 4. lehet8séget.

Ezzel B kis lapot (1, 2) tartva az esetek egyharmadédban bloffol, a licitt6l
viszont nem tartézkodik sohasem.

Egyszeriisitési lehet6ségek

Dominancia:

Az el6z6 jaték elemzésében hasznélt gondolatmenetet konnyen dltaldnosit-
hatjuk. fgy szamos jatékban jol kovethetd mddon csokkenthetjiik a jatékosok
tiszta stratégidinak szamat, mig a jaték “lényege” nem valtozik.
Definicié. Az A kifizetési métrix egy r sora dominalja az s sort, ha
arj > ag; minden j=1, 2, ..., n esetén. Hasonléan egy r oszlop domindalja
az s oszlopot, ha a;. > a;s minden i=1, 2, ..., m-re.

Tétel 13 Egy mdtriz jdtékra az aldbbiak igazak:

(i) Ha egy r sort domindl egy mdsik sor, akkor a sorjdtékosnak van olyan
x* optimdlis stratégidja, ahol x) = 0. Specidlisan, ha az r sort toréljik
a mdtrizbol, akkor nem vdltozik a jdték értéke.

(i) Ha egy s oszlop domindl egy mdsik oszlopot, akkor az oszlopjatékosnak
van olyan y* optimdlis stratégidja, amelyben yi = 0. Specidlisan, ha
az s oszlopot toroljik a mdtrizhol, akkor nem vdltozik a jdték értéke.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az r sort dominalja az s sor. (Hasonl6an
jarhatunk el akkor, ha az s oszlop dominélja az r oszlopot.) A minimax
tétel miatt 1étezik egy =*, y* optimdlis stratégia par a jatékra. Modositsuk
az ¢* stratégiat (z) agy, hogy ; := x, ha i#r, s, @, := 0 és 75 := x} +
xk. (Szavakban: mikor a stratégia az r-edik sort jatszand, akkor jatszuk
helyette az s-ediket.) A dominancia miatt nyilvanvald, hogy a sorjatékos

varhato nyereménye nem csokken. a

Példa:
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2 3 0 -6 -3
0 -4 3 2 1
A=h=1g¢ 5 7 4 5
7 -3 8 3 2

Ai-ben a 3. oszlop dominalja a 4. oszlopot.

-2 3 -6 =37

0 -4 2 1
=1y 9 4 3
7 -3 3 2

As-ben a 3. sor domindlja a 2. sort:

-2 3 —6 —37
As=16 -2 4 5
7 -3 3 2

As-ban az 1. oszlop dominélja a 3. oszlopot:

3 -6 -3
-2 4 )

-3 3 2

Ay =

Ay-ben a 2. sor domindlja a 3. sort:

3 —6 -3
A5_{—2 4 5}

As-ben a 3. oszlop dominélja a 2. oszlopot:

ol

-2 4
Tovabbi egyszerlisités mar nem lehetséges, marad tehat az eredeti A

matrix 1. és 3. sora, illetve 2. és 4. oszlopa, mint tiszta stratégia. A
probléma innen kénnyen megoldhato.

Nyeregpont:

Jelentse m; az i-edik sor minimumat, M; pedig a j-edik oszlop maximumat,
azaz m; 1= min; a;;, M; := max; a;;. Legyen tovdbba m = max; min; a;; ,
M := min; max; a;;. Kénnyen beldthatok az aldbbiak:

i) n<M
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(ii) Ha m = M, akkor van olyan r és s, hogy a,s = m = M.

Definici6. Ha m = M, akkor az a,; = m elemet az A métrix nyereg-
pontjanak nevezziik.

Tétel 14 Ha az A mdtriznak van egy a,s nyeregpontja, akkor az r-edik sor
vdlasztdsa a sorjdtékos szamdra, illetve az s-edik oszlop vdlasztdsa az 0s-
zlopjdtékos szamdra egy optimdlis stratégia pdrt alkot. Tovdbbd a jaték értéke
V= Gpg-

Bizonyitas. A sorjatékos nyereménye az i-edik sort valasztva legalabb m,
az oszlopjatékos vesztesége a j-edik oszlopot vélasztva legaldbb M;. Az
r-edik sort, illetve az s-edik oszlopot vélasztva a sorjatékos m = a,s ny-
ereményt garantdlhat magdnak, mig az oszlopjatékos legfeljebb M = a,.s
egységnyit veszit. O

Példa:

mp=-1 0 -1 0 3 o

— 3 9 1 9 m = 1 = M, a nyereg-
ms3=0 1 2 0 1
pont ass.

A jaték értéke v = 1, az optimalis stratégidk x=* = (0,1,0), y* =
(0,0,1,0).

(ii) A nyeregpont és a dominancia segitségével végrehajtott egyszeriisitések
fliggetlenek egymadstol, elképzelhetd, hogy az egyik miikodik, a mésik
nem.

[en RSN
= O
[
1

w
w
[\]
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Az a33=2 nyilvanvaléan nyeregpont, de nincs a matrixban sor vagy
oszlop dominancia.

Megjegyzés: Az optimalis kevert stratégidk a nyeregpont altaldnositasai-
nak foghatok fel. Ugyanis ha nem létezik nyeregpont, akkor “ki kell 1épni”
egy magasabb dimenziés térbe (az eloszldsok terébe) és ott keresni nyereg-
pontot. Neumann eredeti bizonyitdsa ezen a gondolaton alapult, és az un.
Brouwer fixpont tételt alkalmazva megmutatta az dltalanositott nyeregpont
1étezését.
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A moddositott szimplex médszer

A matematika egy-egy teriiletét sokféle szempontbdl kell vizsgalnunk és
kifejleszteniink. Az egyik legfontosabb a vilagos, tiszta elmélet és elegans
formalizmus. Fo6lottébb szerencsés, ha ehhez szemléletes és lehetbleg pon-
tos geometriai kép térsithat6. (Ezzel egy kés6bbi alkalommal foglalkozunk
majd.)

Lényeges, hogy az alkalmazasokban egyértelmii és jol kovetheté megfelel-
tetés legyen a vald élet fogalmai és a matematikai definicidk, tételek kozott.
Az alkalmazdsok megbizhatébba, kdvethetébbé valnak, mig az elmélet mo-
tivaciékat kap djabb kérdések feltételéhez. (A mdsik donté tényezd az
elméletek alakitdsdban a bels6 koherencia és algebrai zdrtsag.)

Végezetiil nagyon fontos, am sokszor figyelmen kiviil hagyott szempont
az elmélet altal adott modellek kiszdmithatosdga, illetve a kiszamitas konkrét
megvaldsitasa. Az operacidkutatds nem nélkiilozheti ezt a szemléletmédot,
és a kutatdk erofeszitései sokszor erre koncentralédnak. Itt és most meg
kell elégedniink a problémakor érintésével, egyetlen implementaciot, az un.
mddositott szimplex modszert targyaljuk. (Az eddigi, szétarokon alapuld
modszert, standard szimplex mddszernek nevezzik majd ezutdn.) A szim-
plex mdédszer ezen implementaciéjanak megvaldsitdsa Danzigtol és Orchard-
Hayst6l, 1954-bél ered. A & gondolata, hogy a bédzismegolddsokat ne a
szétarak modositasaval, hanem kozvetleniil az eredeti adatokbdl allitsuk eld.
Ez egy kissé komplikalja az algoritmust, de az alabbi elényokkel jar:

(i) Két, a linedris algebrabdl j6l ismert Gauss elimindciéra vezet vissza
egy iteraciét.

(ii) Mivel mindig az eredeti adatokat hasznélja, csokkenti a kerekitési
hibék hatasat.

(iii) Hasznos az elméleti problémdk (degenerécid, késleltetett oszlopgene-
ralds, stb) tanulmanyozéséra.

(iv) A gyakorlat szerint, f6képp a kevés nemzéré elemet tartalmazé un.
ritka matrixokra gyorsabb, mint a standard szimplex médszer. (Ez a
kisebb szdmitdsigény miatt van igy.)

A szétarak leirasa matrixokkal

Hangstilyoznunk kell, hogy a standard és a médositott szimplex mddszer
ekvivalensek. Az els6 feladatunk, hogy a standard mddszert métrixok segit-
ségével atfogalmazzuk, majd ezt a nyelvet hasznéljuk a moédositott leirasara.
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Kezdjiik egy példaval:

r1 = 54 — O, 5:62 — 0, 5.734 — 0, 5(175 — 0, 5116
(x) x3 = 63 — 0,5z — 0,524 — 0,5z5 — 1,5z
X7 = 15 + O, dry — 0, dxry + 0, 51’5 + 2, 5.%6

z = 17182 — 2,bxs + 1,524 — 3,5x5 — 8, 5xg

A szotar az aldbbi LP-bé] szarmazik két iteracié utan:

max 19x; + 13z + 12z3 + 1724

3r1 + 2x9 + xr3 + 20y < 225

r1 -+ T2 + r3 -+ Ty < 117
4dr1 + 3x0 4+  3xz3 +  4dxy < 420
xr1, 9, I3, T4 Z 0

A fenti szétar harom sora ekvivalens az aldbbi harom egyenlettel:

3rz1 + 229 + T3 + 234 + x5 = 225
(k%) a1 + w2 + 3 + x4 +  x6 = 117
4dry + 3x9 4+ 3x3 + 4dxy + x7 = 420

Ha (x%) rendszert megoldjuk az x1,xs3,x7 valtozdkra mint ismeretlenekre,
mikdzben a tobbi valtozét nulldnak vessziik, éppen a (%) altal adott megol-
déshoz jutunk.

Miétrix formédban a kovetkez6képp irhatjuk ezeket. Legyen a (xx) rend-
szer Ax = b, ahol
x1
T2

321 2 100 225 T3
A=(11 1 1 1 0 1 0 b= | 117 T=| 24
4 3 3 4 011 420 s

Ze
T7

Kihangsilyozzuk, hogy csak az x1, x2 és x7 valtozdkat kezeljiik ismeretlenként.
frjuk Azx-et Agrp + Ayxy forméban, ahol
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310 2 2 10 ) .
Ag=11 1 0], Ay=[1 1 0 1|, ag=|23], an= Zf*
4 3 1 3 4 0 0 T7 5

és az Az = b rendszert pedig igy:
AB.TB =b-— ANJJN

Mivel az Ap négyzetes matrix nem szinguldris, mindkét oldal megszo-
rozhaté Agl—gyel balrol:

rp = Ag'b— Azt Anay,
ami a (x) rendszer els6 hdrom egyenletének tomor leirdsa. A negyedikhez
irjuk a z célfiiggvényt, mint cx, vagy méginkabb a cgxp + cyxny formaban,

ahol cg = (19, 12, 0)éseny=(13, 17, 0, 0).
Most z g fenti érékét beirva a célfiiggvénybe a

z = CB(AEIb — AEIAN{L‘N) + ey = CBAEIb + (CN — CBABIAN>.Z‘N
adddik. Azaz a (x) szétar leirhatd, mint

rp = AG'D — At Anay

(kx%) 2z = cBA]_Slb — (eny — cBAglAN)xN
Altalaban is, legyen adott egy standard LP

max . iq T

Z?:l aijxj S bl(l = 1, ey m)
xj > 0(=1,...,n)
Az Tp11,Tpyo,- .-, Tnrm mesterséges valtozok bevezetése utdn az LP

felirhatd, mint
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max cx

Az A matrixnak m sora és n + m oszlopa van, melyb6l az utolsé m az
egységmatrix. Az x vektor n + m, a b vektor pedig m hosszi. A ¢ vektor
n + m hosszi és az utolsé6 m koordinatdja nulla. Egy x* lehetséges bazis
megoldas az x1,x9, ..., Tntm valtozokat m bazis és n nem béazis valtozéra
bontja. A példankban ez a felosztas indukalja az A matrix felosztdsat Ap-
re és An-re, az x vektort zp-re és xn-re, mig a c¢ vektort cp-re és cy-re.
Megmutatjuk, hogy Ap nem szingularis az altal, hogy az Apxp = b egyenle-
trendszernek pontosan egy megoldédsa van. Az egzisztencia nyilvanvald, hisz
az z* lehetséges bazis megoldas kielégiti az Ax* = b-t és 23y = 0, igy Az}
= Az* — Anz)y = b. Az egyértelmiiség bizonyitdsahoz vegylink egy Xp vek-
tort gy, hogy Ap Xp = b és irjunk xp= 0-t. A kapott X vektor kielégiti
az Ar*=Ap Xp + An Xy = b-t, igy ki kell elégitenie az x*-ot reprezentald
szotar els6 m egyenletét is. De az Xy = 0-bol kovetkezik, hogy Xxp = 2. Az
AEI 1étezésébdl az is kovetkezik, hogy az x*-ot reprezentald szotar felirhaté
(%) alakban. Az Ap matrix a bdzis mdtriz, vagy egyszerlien bdzis. Szokés
az Ap métrixot B-vel jelolni, és a szdtart igy irni:

rp = B~y — B_IANSUN

z = CBBilb -+ (CN — CBBflAN)xN

A B7'b persze nem més, mint az xp vektor, amely a bazisvaltozdk pil-
lanatnyi értékeit tartalmazza.

Az algoritmus egy példan keresztiil

A szimplex mddszer egy iteracidjaban el6szor kivédlasztjuk a béazisba
belép6 valtozdt, majd a kilépot, végiil kiszdmoljuk az 1j bazismegoldast.
Ezt az eddigiektdl eltérden is megtehetjik, ez lesz a mddositott szimplex
moédszer. Az el6z6 paragrafusban haszndlt példan mutatjuk be ezt. Az
iteracié a kovetkezokkel kezdodik:
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x] 54 3 10
rp= (23] =(63])éB=|1 1 0
7 15 4 3 1
Belépo vatozo lehet barmely nembézis valtozd, amelynek pozitiv egyiitt-
hatéja van a szétar utolsé sordaban. A moddositott szimplex mddszerben a
cn —cgB7 1 Ay vektort két 1épésben szamitjuk ki: elszor keresiink egy y =
cgB~! vektort az yB = cp rendszer megolddsival y-ra, majd kiszamitjuk a
cn — yAn vektort.”? A példankban elészor megoldjuk az

3 10
(yi vy y3)|1 1 0] =(19 12 0)
4 3 1

egyenletrendszert, amely (y1 y2 y3) = (3,5 8,5 0)-t ad, majd kisza-
mitjuk a

2 2 10
(13 17 0 0)—(3,5 85 0)(1 1 0 1|=(-25 15 —3,5 —8,5)
340 0

vektort. Mivel a vektor egyetlen pozitiv komponense a masodik, az xn =
(w2, 24, 5, 6)T mésodik komponense, x4 1ép be a bézisba. Jegyezziik meg,
hogy ¢y — yAn vektor komponensei egyenként, egymastdl fliggetlentil sza-
molhatdk ki. Ha az x; nembdazisvaltozé tartozik cy vektor ¢; komponenséhez
és az Ay métrix a oszlopdhoz, akkor a ¢y — yAx megfelel6 komponense
¢j — ya lesz. fgy barmelyik z; nembézis valtozé beléphet a bazisba, ha
ya < c¢j. Az A métrix x;-hez tartozé a oszlopa a belépd oszlop. A kilépd
valtozé meghatarozasahoz noveljiikk a belépo valtozé t értékét nullardl egy
pozitiv értékre, mikézben a tobbi nembazis valtozo értékér nulldn tartjuk, a
bézis vatozokat pedig igy modositjuk, hogy maradjon az Ax = b. Ahogy t
no, a bazis valtozdk értéke valtozik, és amelyiké el6szor nulla lesz, elhagyja a
bézist. A kilép6 valtozdt és a t lehetséges legnagyobb értékét akkor talaljuk
meg, ha tudjuk hogyan valtoznak a béazis valtozok t valtozdsdval. A stan-
dard szimplex moédszernél ez kozvetleniil elérhet6 a szétarbdl, a példankban:

)

r1 = 54 — 0,514 ry = 54 — 0,5t 108 > ¢
3 = 63 — 0,514 r3 = 63 — 0,5 126 > ¢t
x; = 17 — 0,524 xy = 17 — 0,5t 30>t

9 Az inverz métrix kiszdmitdsat a koltsége és instabilitdsa miatt keriiljiikk. A gondolat
lényegében ugyanaz, mint az uin. Gauss-Dwyer eljarasban.
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és igy

z1 = 54 — 0,5t
3 = 63 — 0,5t
z7 = 17 — 0,5t

Altaldban a szétar elsé m egyenlete 1 = x5 — B~ Y Anay, és igy az xp az
-6l valtozik o — td-re, ahol d a B~' AN matrixnak a belépd véltozéhoz
tartozé oszlopa. Jegyezziik meg, hogy d = B~'a, ahol a a belépd oszlop. A
modositott szimplex médszernél csak az x7; vektor all rendelkezésiinkre, a d
vektort a Bd = a megoldasabdl szerezziik meg. Példankban ez

31 0 2 0,5
1 1 0fd=1|1 melybdl d=1{ 0,5
4 3 1 4 0,5

adédik. Ebbdl lathatd, hogy a t egészen 30-ig novelhetd. Ekkor

54— 0,5t = 39, 63 = —0,5t = 48, 15 — 0,5t = 0,

és az x7 1ép ki a bazisbdl. Eleddig a mddositott szimplex mddszer igényelt
olyan szamitasokat, melyeket a standard moédszert hasznilva nem kellett
elvégezniink. Az iterdcié végén viszont sokan nyeriink. Mig a standard
modszerben hosszadalmas felirni az 1j szétart, erre a médositott médszerben
nincs is sziikség. A példankban a mdédositott szimplex médszer a kovetkezo
iteraciéba minden tovabbi nélkiil belép az

x] 39 3 1 2
rp=|23 | =48] é B=[1 1 1
x5 30 4 3 4
inputtal.
Jegyezziik meg, hogy a B oszlopainak sorrendje nem lényeges, csak

az, hogy x} komponenseinek sorrendjével megegyezzen. Azaz a kovetkezd
iteracié kezdédhetne igy is:

x] 48 1 2 3
rp= |23 | =| 30 és B=|(1 1 1].
x5 39 3 4 4
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Masképpen fogalmazva az, hogy az x1,x9,...,Tptm valtozdk az indexiik
szerint vannak rendezve csak véletlen egybeesés, B oszlopai tetszOlegesen
felsorolhatok.

A bézisvaltozéknak egy rendezett listajat, amely B oszlopainak egy ak-
tudlis sorrendjét rogziti bdzis fejlécnek nevezziik. Az iteraci6 végén igy egy-
szerfien kitoroljik a kilép6 és beirjuk a belépé valtozot a fejlécbe. (Ezzel
elkeriilhet$ a métrix elemeinek cseréje.) Osszefoglaldsképpen:

A moédositott szimplex médszer iteracidja:
1. Oldjuk meg az yB = cp egyenletrendszert!

2. Vélasszunk belép6 oszlopot! Ez lehet barmely a oszlopa A métrixnak,
amelyre ya < cy. Ha nincs ilyen, akkor a pillanatnyi megoldas op-
timalis.

3. Oldjuk meg a Bd = a egyenletrendszert!

4. Talaljuk meg a legnagyobb ¢ értéket, amelyre 2, — td > 0. Ha nincs
ilyen ¢, akkor az LP nem korlatos; kiilonben az x7; —td vektor legalabb
egy komponense nulla és a hozzatartozé valtozo hagyja el a bézist.

5. Allitsuk a belépd véltozé értéke t-re és cseréljiik az x; vektort x5 —td
vektorra. Cseréljik B kilépé oszlopat a belép6 oszlopra, és a bazis
fejlécben a kilép6 valtozot a belépd valtozéra.
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A konvex geometria és a linearis programozas kapcsolata

Az aldbbiakban egy geometriai képet adunk a linedris programozasrol,
illetve ezen beliil az R™ linearis egyenlétenségekkel definidlt halmazairdl. Ez
a bepillantds az an. konvexr geometria vilagdba nem lehet sem teljes, sem
tul szigoru az id6 és helykorlataink miatt. Mindazondltal nagyon fontos az
intuitiv kép a matematikai objektumokrél: ez az 1j gondolatok forrasa és ez
véd meg a silyos hibdktdl a formélis szamolasok soran.

Az ékori gorogok matematikdja a geometridra alapozott és nem véletlentl.
Részben a szamfogalom probléméi (pl a /2 irracionalitdsa), részben a vildgos
jelolésméd hidnya miatt célszertibbnek tiint a geometria nyelvét hasznélni.
Viete jelolésrendszere forradalmasitotta az algebrat, és lehet6vé tette, hogy
Fermat és Descartes a geometria fogalmait algebrizalja, a tételeit pedig al-
gebral uton bizonyitsa. Az altaluk meghonositott szemlélet azdta is hat a
tudoméanyban, taldn jobban, mint valaha.

Vegyiink egy koordinata rendszert a sikban, azaz két, egymasra meroleges
egyenest:

A T2

Y

T

A sik pontjainak (z1,z2) szdmparokat feleltethetiink meg, és viszont:
minden szamparhoz egyértelmiien hozzarendelhetlink egy pontot. Hasonléan,
az egyenesek a szampdarok olyan halmazainak felelnek meg, amelyekre ajx1+
agre = b valamely a1,a2,b € R esetén. Azaz egy egyenest egy (aj,asz,b)
szamharmas ir le, ahol a; és as nem lehet egyszerre nulla.

Természetesen az (ay,az)/\/a? + a3 vektor nem m4s, mint az egyenes
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normdl vektora. Az a1x1 + asxe < b megolddsai egy zdrt félsikot alkotnak.
A térben anal6g médon torténhet az azonositds, egy pontot egy (x1,x2,x3)
szamharmassal irunk le, mig az aijx; + asxs + azxs = b, a% + a% + a% #£0
megolddsai egy (a1,as,a3)/\/a? + a3 + a3 normal vektord sfkot adnak. Az
a1x1 + asxy + azrs < b egyenltlenséget kielégitd szamharmasok a sikot az
egyik oldalaval egylitt, azaz egy zdrt félteret alkotjak.

A formalizélast tovabbvive mondhatjuk, hogy az (x1,...,x,) szdm n-
esek R", az n-dimenzids valés tér pontjai, a 3 7 4 ajx; = b, 374 a? 0

megolddsai az (“eudn)
n

normal vektoru hipersikok, mig a Z?:l a;jr; <b
j=1 a5

megoldasai pedig a félterek. fgy a linearis programozasi feladatok értelmezési

tartomanya véges sok féltér metszete, amit konvex poliédernek, vagy roviden

poliédernek hivunk. Ha egy poliéder korldtos, akkor szokasos a politop elne-

vezés.

Példa:
max 3r; + 2x3 4+ 5x3
2x1 + xo < 4
T3 S b
x1, x2, xz3 =2 0

A lehetséges megoldasok halmaza az abrazolt poliéder (tkp. egy ¢k).

A poliéder lapjai azon halmazok, ahol valamely feltétel egyenléséggel
teljesiil. Az als6 haromszog példaul az x5 > 0-nak, mig a jobboldali téglalap
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a 2x1 + w2 < 4-nek felel meg. Az egységes kezelés kedvéért bevezetjik az
rg =4 —2x1 —x — 2 és az x5 = b — x3 mesterséges valtozdkat. fgy a
poliéder minden lapja megfelel az 1, ..., x5 valtozdk valamelyikének abban
az értelemben, hogy egy (21, z2, z3) lehetséges megoldds pontosan akkor van
rajta az x;-hez tartozé lapon, ha kibévitett (x1,x2,x3,24,25) vektorban
z; = 0. Konnyen ellendrizhetd, hogy esetiinkben az 3 az alsd, x5 a felsd,
o az elilso, x1 a bal, x4 pedig a jobboldali lapnak felel meg.

Nyilvanvalé, hogy a linearis célfiiggvény a poliéder egy csiicsaban veszi
majd fel a maximumadt. (Valéban, ha egy pont nem cstics, akkor “mindkét”
irdnyban mozoghatunk, és az egyikben biztos nem csékken a célfiiggvény
értéke.) Nem meglep6 hat, hogy a kordbban definidlt szétdrunk altal adott
béazismegoldasok éppen a poliéder csiicsainak algebrai leirdsai. Egy ba-
zismegolddsban hdrom véltozé értéket (a nembdzis valtozokét) nulldnak
vessziik, s ez meghatdrozza a maradék kettd értékét. Geometriailag ez azt
jelenti, hogy minden bazismegolddst harom sik metszeteként kapunk meg.
Az n-dimenziés térben n hipersik metszete ad majd egy pontot.

A szimplex algoritmus geometriai szemléltetése

A szimplex algoritmus bazismegoldasok sorozatan keresztiil jut el az op-
timumhoz. Esetiinkben, a legnagyobb egyiitthaté moddszert hasznalva, a

kovetkezok ezek:
Kezdet:

1. iteracié utan:
2. iteracio utan:
3. iteracio utén:

T4, T5 bazis
T4, T3 bazis
1, T3 bazis
T, x3 bazis

Y

oL ot Ot O
S O =
O O Ot

)

==
s O oo

Y

[\

Y

0,

— — — —

(
(
(
( ,

A négy béazismegoldds rendre a poliéderiink (0,0,0), (0,0,5), (2,0,5) és
(0,4,5) csicsainak felel meg. Egy iteraci6 felfoghaté gy, hogy a két csics
kozti élen mozgatjuk a megolddst amig el nem jutunk a kovetkezo csics-
pontba. Példaul a 2. iteraciéban az z1 1ép a bazisba, igy elkezdjink névelni
az értékét, kozben a tobbi bézison kiviili valtozé (azaz xo és xj) értékét
megtartjuk nullinak. Geometriai értelemben persze az ros = x5 = 0 nem
mas, mint az ellilsé és a felsé lap kozos része. A kozos rész pedig éppen a
(0,0,5) és (2,0,5) csticsokat Osszek6td él. Az xq novelése tehat a jobboldali
lap felé valé mozgést jelent; elérve azt az x4 értéke valik nullava és keriil ki
a bézisbol.

Szabad valtozot nem tartalmazd nem degenerdlt problémak esetén mindig
igy foghatjuk fel a szimplex algoritmus iteracidit. Meg kell jegyezniink, hogy
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a hibaszamitds kapcsan mind Boscovi¢ (1756-57), mind Fourier (1820 koriil)
eljutott a linedris programozasi feladatokhoz. Mi tobb, Fourier megoldast
is adott: a szimplex algoritmus geometriai leirasat. Nem kétséges, hogy
erésebb motivaciok hatasira (pl. megfelel$ szamitdgépes hattér, igény az LP
gyors megolddsara) mar & is képes lett volna a mddszer algebrai leirdséra.
fgy a torténet azon példak hosszi sorat gyarapitja, amelyek azt mutatjak,
mekkora befolyasa van a tudoméanyos felfedezésekre a kornyezetnek és a sze-
rencsének.

A perturbaciés moédszer geometriai interpretacidja

Korédbban lattuk, hogy degeneracidk léphetnek fel a szimplex mddszer vég-
rehajtasa sordn. Most a degeneracié geometriai jelentésének megértése a
célunk. Tekintsiik példdul az alabbi LP-t:

max z1 + x2 + 4aj

xr1 + 4dz3 < 4
i) + 4%3 < 4
1, T2, r3 > 0

Az LP lehetséges megoldédsainak poliédere a kévetkezd:

Itt a (0,0, 1) csticsban nem hirom, hanem négy sik taldlkozik. Azaz ha a
csucsot harom stk metszeteként szeretnénk leirjuk, akkor az tobbféleképpen
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is megteheto.

Algebrailag ez azt jelenti, ha barmely harom valtozé értéke nulla az x4,
To, T4 és x5 valtozok koziil, akkor a negyedik szintén nulla értéket vesz fel.
fgy ha koziilik valamely harom nincs a béazisban, akkor a negyedik értéke,
béar bazis valtozo, nulla és éppen ezt hivtuk degeneraciénak. A szimplex
algoritmust végrehajtva az alabbiakat kapjuk.

A kezdeti megoldas: (0, 0,0, 4, 4) x4, x5 bézis
1. iterdci6 utdn: (0, 0, 1, 0,0) 3, x5 bazis
2. iteracié utan: (0,0, 1,0, 0) x3, xo bézis
3. iterdcié utan: (4,4, 0,0,0) x1, o bazis,

Geometriai kifejezésekkel azt mondhatjuk, hogy az elsé iterdcié utdn ma-
radunk a (0,0,1) csicsban, csak annak leirdsa véltozik meg. Ez torténik
a degeneralt 1épésekben altalaban is; “maradunk” a csicsban, csak éppen
a csucsot meghatdrozé hipersikok valtoznak. Ezek utédn vilagossd valik a
ciklizacié geometriai jelentése: “beleragadunk” egy csticsba mikézben cik-
likusan valtogatjuk a csiicspont leirasat.

Perturbaljuk a poliédert, azaz valtoztassuk meg egy kissé a poliédert
definialé egyenlGtlenségek jobboldalat. Geometriailag ez a sikok parhuzamos
eltolasanak felel meg, igy reménykedhetiink a degeneracié megsziinésében.
(A gyakorlatban a véltoztatds oly kicsiny, hogy az LP feladat 1ényegében
nem valtozik.)

max x1 + 2 + 4z3

xy + 4z < 4+e€
To + 4dx3 < 4+ €2
1, x2, x3 > 0

Nagyitsuk fel a (0,0,1) pont kornyékét és nézziik meg mi tortént a
poliéderrel. Azt taldljuk, hogy a perturbécié hatasara “széthasadt” a (0,0, 1)
cstics két csticsra, a (0,0,1 + ¢/4) és a (e — €2,0,1 + €/4) csticsokra. Tehét
a degeneracié megszint.
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T3 A

1+¢€/4 7

Természetesen degeneracié hijan nem lehet ciklizacié sem. Megjegyezziik,
hogy a perturbacié altaldban is nagyon hatékony eszkoz a degeneracié ellen.
Hasonloképpen sziintetheték meg a polinomok tobbszoros gyckei és ezzel
némely differencidlegyenlet degeneraltsiga.'® Tovabbi példa degeneraciéra
az alabbi LP feladat.

max I
rp — w2 + x3 <
i) S 1
x1, X2, 3 > 0

Itt nem nyilvanvalé a degeneracié a (0,0,0) pontban, hisz litszélag
hirom sik taldlkozik. Ez azért van igy, mert az zo = 0 feltételhez nem
tartozik a poliédernek lapja, léven az xo > 0 redundéns. (Azaz az o > 0
kovetkezik az x1 —x9 + 23 < 0, az 1 > 0 és az w3 > 0 egyenl6tlenségekbdl.)
Ha elhagyjuk az xo > 0 feltételt, az nem véltoztat a lehetséges megoldasok
halmazan, igy a poliéderben sem; ezért nem jelenik hit meg lapként.

Grafikus modszer

A kétdimenzids esetben konnyen szemléltethetjiik a és oldhatjuk meg
az LP feladatokat az ugynevezett grafikus mddszer segitségével. Egy példan

10K iil6nssen szép példa a perturbéciéra a kvantummechanikai Zeeman effektus; ebben
a magneses tér hatdsdra szétvalik (felhasad) a natrium atom tobbszoros spektruma.
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illusztraljuk a eljarast.

Példa:
max 1 + X2
201 + 19 < 14
r1 + 2x9 < 12
21‘1 — i) < 10
xI1, ) 2 0

Az dbra a lehetséges megoldasok poliéderét és az x1 + o = 2 egyenest
mutatja. Minden x; + 2 = d egyenes parhuzamos ezzel; d < 2 balra le,
d > 2 esetén jobbra fel eltolassal kaphaté meg beldle.

T2

14

T+ a9 =2

Y

—10

Ennek alapjan egy tetszoleges kétdimenzids LP feladat esetén a kovetkezd
az eljaras:

Vegyiik fel a lehetséges megoldasok poliéderét és egy cix1 + coxo = d
egyenest, amely metszi ezt. Toljuk el az egyenest abba a cix1 + coxe = d*
egyenesbe, amelyre a d* > d és minden d** > d* esetén a c1x1 + coxo = d**
mar elkeriili a poliédertinket. Nyilvanvaléan a cix1 + caxs = d* egyenes és
a poliéder metszete szolgdltatja az Osszes optimalis megoldast, mig d* = z*,
az optimum érték. (Ha a cyx1 + coxg = d* éppen a poliéder egy lapja, akkor
t6bb megoldésa van az LP-nek.)
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Egy esettanulmany: a Cutting Stock probléma

Ebben a fejezetben egy, a vald életbdl vett problémat kivanunk nagyobb
mélységben végigkdvetni, utalva az alkalmazasok kozben fellépé nehézségek-
re. Ezek az un. esettanulmdnyok (case studies) alkotjék az operdciékutatés
egyik legfontosabb részét, és tesztelik mind az elméletek, mind a miivel6ik
erejét, talalékonysagat.

0.1 A Cutting Stock probléma

Az iparban jénéhény anyagot (papir, textilia, celofan vagy fémfélia) nagy
szélességli tekercsekben allitanak el6. Ezeket a félkész tekercseket kisebb
szélességll végtermékekre szokas vagni. A gyartok néhany standard szélességi
félkész tekercset készitenek, mig a felhaszndldk altal igényelt végtermékek
szélessége nagyon véltozhat. A vagds olyan gépi késekkel torténik, ame-
lyek hosszéaban vagjak keresztiil a félkész tekercseket. (A szakirodalomban
altalaban guillotine cut néven emlitik az ilyen vagdsokat.) Példaul egy 100
inch széles tekercsbol készitheté két 31, egy 36 inches végtermék, mig (e-
setlegesen) két inch megy a selejtbe. Mikor egy Osszetett rendelést kivan a
gyart6 kielégiteni, a megléve félkész tekercseknek a a végtermékekbe vald
leggazdasagosabb vagasa ritkan nyilvanvalé. Az optimélis vagas meghata-
rozasat nevezzik “cutting-stock” problémanak.

Linearis Programozasi Modell

Az alabbi példaban a félkész tekercsek szélessége 100 inch, és a kovetkezé
végtermékekre van sziikség:

97 tekercs 45 inches

610 tekercs 36 inches
395 tekercs 31 inches
211 tekercs 14 inches

El6szor felsoroljuk a lehetségeket egy félkész tekercs felvagasanak a; 45
inch, a9 36 inch, as 31 inch és a4 14 inch szélességli végtermékre. Kidertl,
hogy 37 mdédja van ennek, ahol a tablazat j-edik vagasmintaja az a1;, ag;,
as; és ayj értékével van meghatarozva.

Tegyiik fel, hogy a j-edik mintat x; alkalommal hasznaljuk, ekkor

37
> agri=b i=1,234
j=1
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ahol by = 97, by = 610, bg = 395 és by = 211. Ezen feltételek mellett
kivdnjuk minimalizalni a Z?L xj Osszeget, ahol z; >0 (j =1,2,...,37).

Az LP feladat megoldasanal felléphetnek tértmegolddsok, azaz szémunkra
fontos lenne az x; > 0 mellett az x; egész szdm feltétel teljesiilése. Igazdbdl
azonban a tortmegolddsoknak is van realitdsa. Az értékesebb anyagok,
mint példaul a selyem, vagasanal nem az egész tekercset vagjak fel, hanem
akar egy tekercsen belill atallithatok a kések. Ez nyilvanvaléan épp egy
tortmegoldédsnak felel meg. Kevésbé koltséges anyagokndl (papir) viszont
egész értékiinek kell lennie. Ezekben az esetekben is nagyon hasznos az LP
megoldas, esetiinkben a kovetkezét adja:

ot =48,5 x%, =105,5 2%y = 100.75 x}; = 197,5.

Lekerekitve minden xj-t egy olyan tervet kapunk, amely 450 félkész te-
kercset hasznalva 96 db 45 inches, 607 db 36 inches, 394 db 31 inches és 210
db 14 inches végterméket allit el§. A maradék sziikséglet konnyen ldthatéan
eloallithato 3 plusz tekercs felvagasaval. fgy talaltunk egy egész megoldast,
amely 453 tekercset igényel. Mivel a tortmegoldds (LP) optimum értéke
452,25, az egész értéki megoldasunk nyilvanvaléan optimaélis.

Hasonléan jarhatunk el dltalaban, de a gyakorlatban két, egyméstdl gyo-
keresen eltérd természetit problémaval szembesiiliink:

(i) A papiriparban eléfordulé problémék esetén csillagdszati szdmu vél-
tozd 1ép be. Példaul 200 inches félkész tekercseknél és 40 kiilonbozo, 20 és
80 inch kozotti végtermék esetén a kiillonbozé vagasmintak (és igy az LP
valtozéinak a szama) akdr a 100 milliét is meghaladhatja. Ekkor mar a
probléma felirdsa, nemhogy a megoldasa, meghaladja a lehetéségeket.

(ii) A tortmegolddsokrol optimélis egészértékli megoldésra valé attérés
egyaltalan nem kénnyl. Az alkalmazott kerekités illetve a maradék igény
ésszerii kielégitése nem sziikségképp optimélis. Ha a végtermékek csak kis
mennyiségben rendeltek, akkor az optimalis egészértékii megoldas és az op-
timalis tortmegoldas altal haszndlt vagasi mintadk nagyon eltérhetnek egy-
mastol. Mi tobb, a tapasztalat szerint el is térnek.

Az elsé nehézséget P. C. Gilmore és R. E. Gomory 4&ltal kidolgozott
zsenialis Otlet kikiiszoboli. Mdodszeriiket, az Uin. késleltetett oszlopgenerdldst
részletesen ismertetjik a kovetkezékben. A lényege tomoren annyi, hogy
csak néhdny vagasi mintat hasznalunk egyszerre, és csak akkor generdlunk
ujakat, mikor ténylegesen sziikség van rajuk.

A maésodik nehézségre nem ismeretes igazdn j6 megoldds. Szerencsére a

74



gyakorlatban a kerekités, majd a maradék igények lehetéleg kevés 1j tek-
ercset felhaszndld kielégitése lefogadhaté megoldasokat eredményez. Ha m
kiilonbozé szélességli végtermékre van sziikség, a szimplex moddszer altal
szolgaltatott tortmegoldas legfeljebb m nem nulla valtozét tartalmaz. fgy a
kerekitéssel kapott megoldas és az egész értékii optimum kozti kiillonbség a
legrosszabb esetben is csak m tekercsnyi (bar tobbnyire még ennyi sem).
Mivel m tipikus értéke nem tobb, mint 50, mig a végterméket szdzaval
vagy ezrével rendelik meg, s igy a relativ hiba elhanyagolhatd. Azokat
a problémékat, ahol az m nagy, altalaban lddapakoldsnak nevezziik. A
“cutting-stock” probléma név akkor hasznalatos, ha a végtermékek kevés
fajtaban, de nagy szamban igényeltek.

Megjegyzés: Szamos optimalizalasi problémandl megjelenik az egészérté-
kiiség feltétel. Néha a kerekités, néha a probléma specialis szerkezete segit,
de altalaban rendkiviil nehéz az optimum meghatarozasa mér viszonylag kis
problémék esetén is. Az egész értéki programozds és a kombinatorikus op-
timalizdlds ezeket, illetve a jo kozelité megoldasok lehetdségeit kutatja. A
cutting-stock probléma egy nagyon tipikus példa, amelynek kezelésében a
mar emlitett késleltetett oszlopgeneralason kiviil szerepet kap a ladapakolas
kozelito, és s késébbiekben emlitendo6 hdtizsdk probléma pontos megoldasa.

Késleltetett oszlopgeneralas

Vegylink egy cutting-stock problémat, ahol a tekercs szélessége r inch
és b; db w; inch szélességii végtermékre van sziikség. Ez, mint lattuk a
kovetkez6 LP-hez vezet:

min  cx
Ar = b
x > 0
A feladatban a b vektor komponensei by, bo, . .., by, mig a ¢ vektor csupa
l-esbél 4ll. Az A métrix minden a = (a1, as, ..., amn)" oszlopa vigasi mintét
kodol, amely a; db w; inch szélességii végterméket allit el6. Azaz a oszlopa
A matrixnak, akkor és csak akkor, ha aj,as,...,a, nem negativ egészek

és > w;a; < r. A mbdositott szimplex modszer minden iteracié soran csak
egyszer utal az A matrix nembdzis oszlopaira, a 2. 1épésben. Az y vektor
kiszamitasa utan meg kell talalni a belép6 oszlopot, azaz olyan aq, as, . . ., am
nemnegativ vagasokat keresiink, hogy
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m m
Zwiai és Zyiai > 1
i=1 1

(Emlékezziink vissza, a 2. egyenl6tlenség forditott irdnyid volt. A kiillonbség
oka, hogy itt most minimalizdlunk.) Ezek szerint, ha tudunk taldlni megfelels
ai, a9, ..., any szamokat, vagy tudjuk bizonyitani, hogy nem léteznek ilyenek,
akkor nincs sziikség arra, hogy elére felirjuk az A matrixot. Ehelyett a belépo
oszlopok egyenként generalhatdk, iteraciénként egy. Lassuk ezt egy példan,

ahol r=91 és a rendelés
78 db 25 1/2 inch

40 db 22 1/2 inch
30 db 20 inch
30 db 15 inch

Kezdjik egy nagyon kézenfekvé bazis megoldassal:

3 26
10
4 | 7,5
6 5
Altaldban is kezdhetjiik a megoldast m olyan vagasi mintat hasznélva,
ahol az i-edik minta csak w; szélességli végterméket ad. Az elsd iteracio ezek
utén:

. 1épés Megoldva az yB = [1,1,1,1]-et: y =[1/3,1/4,1/4,1/6].
. 1épés Most olyan a1, as, az, ay nemnegativ egészeket keresiink, melyekre

91
1

25,5a; + 22,5a9 + 20a3 + 1bag4

<
1 1 1 1
gal + ZCLQ + 1@3 + 6@4 >

Egy, a tovabbiakban ismertetett eljaras az a1=2, as=0, az=2, a4=0
megoldést szolgaltatja. A belépé oszlop tehat a = [2,0,2,0]7.

. 1épés Megoldva az Bd = a-t: d =[2/3,0,1/2,0].

. 1épés Osszehasonlitva a 26 / 1/3 és 7,5 / 1/2 -et azt taldljuk, hogy t=15 és
a harmadikoszlop hagyja el B-t.
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. 1épés A kovetkez6hoz jutottunk:

3 2 26 — 2t/3 16

4 o 10 |10

b= 2 < Ip= t ~ |15
6 5 5

Kezdodhet a masodik iteracio.
. 1épés Megoldva az yB = [1,1,1,1]-et: y =1[1/3,1/4,1/6,1/6].
. 1épés Most olyan a1, as, a3, a4y nemnegativ egészeket keresiink, melyekre

25,5a1 + 22,5a9 + 20a3 + 1lbay < 91
1/3a1 + 1/4@2 + 1/6a3 + 1/6@4 > 1

A még ismeretlen eljarasunk az a1=2, as=1, a3=0, a4=1 megoldést
taldlja meg. Ezzel a belépd oszlop a = [2,1,0,1]7.

. 16pés Megoldva az Bd = a-t: d =[2/3,1/4,0,1/6] adédik.

. 1épés Osszehasonlitva a 16 / 2/3, 10 / 1/4 és 5 / 1/6 -ot azt talaljuk, hogy
t=24 és az els6 oszlop 1ép ki B-bdl.

Az 14j bazis megoldés:

2 9 ¢ 24
1 4 . |wo—ea) |4
B= 9 ° Tp = 15 |15
1 6 5—t/6 1

A harmadik iteracio:
. 1épés Megoldva az yB = [1,1,1,1]-et, y = [7/24,1/4,5/24,1/6]-t kapunk.
. 1épés Most olyan a1, as, a3, ay nemnegativ egészeket keresiink, melyekre

25,5a; + 22,5a9 + 20a3 + 15a4 < 91
7/24a1 + 1/4(12 + 5/24(13 + 1/6(14 > 1

Az eljardsunk azt mutatja, hogy nem léteznek ilyen egészek. Ebbdl kovet-
kezik, hogy az optimumnal vagyunk.

Hatra van még a ay,aq,...,a,, egészekkel jellemzett vagadsmintdk meg-
taldlasanak problémaéja. Egy kicsivel tobbre vallalkozunk, olyan algoritmust
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keresiink, amely megoldja az aldbbi feladatot:

m
max ). yia;
i=1

NE
g
8
IA

r

a; > 0 ésegész (i=1,2,...,m)

Ezt a problémat hdtizsdik problémdnak hivjuk. Ennek hatékony megoldasan
all vagy bukik a késleltetett oszlopgenerdlas hasznalata a cutting-stock prob-
léméaban.
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12. el6adas
A hatizsakprobléma megoldasa

El6szor néhany jelolést megvaltoztatunk, és kezelhetébb alakra hozzuk
a problémat. Hasznaljuk az a;-k helyett z; véltozdkat, y; helyett c;-t, a
w; helyett a;-t és r helyett b-t. Az eddigieknek megfeleléen igy a hatizsak
probléma

m
max ». GT;
i=1
m
Zazmz < r
i=1
x; > 0 ésegész (i=1,2,...,m)

Tovabbi egyszertsités, hogy x; csak 0 és 1 értékeket vehet fel. Kzt
1j valtozdk bevezetésével is elérhetjiikk, bar ez elég gazdasigtalan lenne.
Az adott mddszer viszont konnyen atfogalmazhaté az altalanosabb alakra,
amivel most nem foglalkozunk.

m
max E C;T;
=1

m
> aiw; < T
i=1

z, € {0,1} (i=1,2,...,m)

A probléma egy LP-re emlékeztet, az z; € {0,1} feltételek azonban
gyokeresen megvaltoztatjak a helyzetet. Mig egy LP feladat megoldasa
tobb ezer valtozé esetén sem reménytelen egy néhdny szaz valtozos hatizsak
probléma (tkp egész értékii programozési feladat) megolddsa viszont igen.
A cutting-stock probléménadl fellépé valtozok szdma viszont még kezelhetd
feladathoz vezet. Néhany tovabbi észrevétel:

Feltehetjiik, hogy ¢; > 0, a; > 0 minden i-re, és

C C C
525 >

al a9 (0797

Valoban, ha ¢; < 0, akkor z; = 0, illetve a; < 0 esetén x; = 1 szerepel az
optimalis megoldasban, mig az utolso feltétel az indexek cseréjével elérhetd.
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Az elnevezés is sugallja, gondolhatunk erre a probléméra, mint egy hétizsak
optimalis kihasznalasara. Ekkor b a zsak kapacitasa, az i-edik targy értéke
¢, sulya a;, az x; pedig azt kdédolja, bekeriil-e a zsidkba. Szemléletesen
a c;/a; hianyados az i-edik targy egységnyi silydnak értéke. Az LP du-
alitas elmélete megmutatta, hogy nagyon hasznos lehet egy feladat értékére
korlatokat keresni. Az egészértékli programozasban sajnos nincs olyan szép
és hatékony dualitas, mint az LP-ben, de korlatokat keresni itt is megéri. A
problémank folytonos relaxacidjan az alabbi LP-t értjik:

m
max Z CiT;
i=1
m
> aiz; <

=1
0<z <1 (i=12,...,m)

Jeloljiik az eredeti probléma optimum értékét z*-gal, a folytonos re-
ezek utan a hatizsak probléma lehetséges megoldasainak szerkezetét és azt,
hogyan hasznalhatok ki az optimumra adott korlatok. Mivel az x1, 2, ..., Tm
valtozok 0 és 1 értékeket vehetnek fel, legfeljebb 2™ kiilonb6zé megoldas van,
azaz a probléma véges jellegii.

T 1 0

€2 1 0 1 0

T3 1 0 1 0 1 0 1 0
T4 0 0 0 0 1/ \o 1/ \o 1/ \o 1/ \o

Is 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Abrézolhatjuk a megoldasokat egy un. bindris fa segitségével, ahol az
egyes szinteken dol el egy-egy valtozo értéke, mig a levelekben a 2™ darab
m-~dimenziés 0 — 1 vektort soroljuk fel. Az algoritmus f&§ gondolata az,
hogy a “nyilvanvaléan” irrelevans megoldasokat hagyjuk el minél hamarabb.
Egy-egy csoméponthoz érve kiszamitjuk, hogy tovabb haladva legfeljebb
mekkora lehet a célfiiggvény értéke. Ha ez nem nagyobb, mint az addig
kapott legjobb megoldasunk, akkor levagjuk ezt az agat, hiszen ugysem
varhaté a bejarasaval a pillanatnyi megoldas javitasa.
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Az eseteknek ezt a szétvalasztason és korlatozason alapulé mdodszerét
Branch and Bound réviden B & B algoritmusnak nevezziik. Magyarul kissé
kovetkezetleniil a korldtozds és szétvdlasztds név is hasznélatos. Latni vald,
hogy itt igazaban egy egész algoritmus csaladrdl van szd, hisz a kiilonb6z6
korlatok esetén mas és mds algoritmus adédik. Nem meglep6é hat, hogy
a korlat milyenségén &all vagy bukik az algoritmus. Két ellentétes szem-
pont ttkozik: a “j6” azaz a tényleges értékhez kozeli korlattal hamarabb
kiszlirheték az érdektelen megoldasok, viszont, mivel a megoldas soran ren-
getegszer van sziikség a korlatokra, egyaltalan nem mindegy, mennyire nehéz
kiszamitani 6ket.

A tapasztalatok szerint nem érdemes id6t fecsérelni a kifinomult kor-
latokra, de még az “arany kozéputra” sem; a kevésbé pontos, am gyorsan
megkaphaté korlatokat hasznilé algoritmusok altaldban gyorsabbak. Az
altalunk vélasztott 27 p, a folytonos relaxdcié, jo és kénnyen kiszamithato
korlat.

Foképpen, mert a probléma szerkezete miatt nincs sziikség szimplex
mddszerre a megolddshoz. Valéban, a ci1/a; > ca/as > ... > cp/am
feltételbdl teljes indukcioval azonnal kovetkezik, hogy az alabbi vektor a
folytonos relaxéacié optimalis megolddsa:!!

r1=x9=...=x; =1, hai < m a legnagyobb egész, amelyre teljesiil a
Zé':l a; < b, xiy1 = (b — Z;‘:l aj)/ai“ és Tj = 0,hat+2<j5<m.
Példa:

max 10x; 4+6x9 —+d5xz —+3x4 —+3x5
3r1 +2x9 +3x3 +2x4 +2z5 <9

ry, w2, w3, x4, x5 €{0,1}
A (% > 2—2 > ... > 2—2 feltétel teljesiil (5 >3 > 3 > 5 > 3), igy a
folytonos relaxacié optimalis megolddsa x] = 1,25 = 1,25 = 1,2} = %, TE =

1

0, amivel 2} p = 22,5. (Konnyen belathatd, hogy a hatizsak probléma op-
timalis megoldésa 7 = 1,25 = 1,25 = 0,23 = 1,25 = 1 a 2" = 22 értékkel.

Az 4bran a baloldali 4g az adott valtozo értékének egynek, a jobb pedig
a nullanak valasztasahoz tartozik. Egy belsd csics a megfelelé valtozo
értékekkel kezd6do lehetséges megoldasok halmazat szimbolizalja. Egy bels6
csics ald irt szdm (pl az 1 = 1,29 = 0 tton elért cstucsndl 1évé 19,5) a
csicson at elérhetd Osszes lehetséges megoldas célfiiggvény értéknek kézos
korlatja. Egy levél (azaz olyan cstics, amelyben az Osszes véltozd értéke
kotott) ald irt szdm pedig az adott megolddsban a célfiiggvény értéke. A

"UEnnek a mohé algoritmusnak a szemléletes jelentése az, hogy mindig azt a térgyat
prébéljuk berakni a hatizsdkba amelynek az egységnyi silyra esé értéke a legnagyobb.
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kettds vonal jeloli egy g levagdsat. A fat balrdl jarjuk be. Mikor elérjiik az
els6 lehetséges megoldast (1 = 1,29 = 1,23 = 1,24 = 0,25 = 0,z = 21), az
értékét megjegyezziik, és ha egy csomépont alatt ennél nem nagyobb korlat
van, akkor arra nem megyiink tovabb.

Szintén levagjuk azokat az dgakat, amelyeken tovabbmenve mar biz-
tosan nincs lehetséges megoldas (példaul az x1 = 1,29 = 1,23 = 1,24 = 1
csomépont elott.) Amikor a méar meglevénél jobb megoldasra bukkanunk,
(x1 = 1,29 = 1,23 = 0,24 = 1,25 = 1,2 = 22) ezt jegyezzilkk meg és en-
nek az értékével hasonlitjuk Gssze a korlatokat a tovabbiakban. Bejarva a
fat nem taldltunk jobb megoldést, igy beldttuk, hogy az optimalis megoldas
valéban z] = 1,25 = 1,23 = 0,2; = 1,2 = 1, az optimum érték pedig
z* = 22, ahogy azt vartuk. Ezek utan visszatérhetiink az eredeti feladat-
unkhoz, a cutting-stock probléméahoz.

1
T2
T3
T4

5

21 22 19

Egy mohé algoritmus

Korabban utaltunk ra, hogy konnyli kezdeti bazis megoldast talalni,
amibol aztan elkezdhetjik az iteraciét. Nem mindegy azonban, mennyire jo
a kezdeti megolddsunk: minél kézelebb vagyunk az optimumhoz, remélhetéen
annal hamarabb elérhetjiik majd azt. Erdemes lehet tehat el8késziteni
az iteracidt, ha viszonylag gyorsan kozel optimalis megoldést tudunk pro-
dukalni.

Tegyiik fel, hogy r a tekercs szélessége és b; darab w; szélességii vég-
termékre van sziikség (i = 1,...,m), ahol w; > we > ... > wy,. A B
kezdeti bazist és az = bazismegoldast m iterdcidval épitjliik fel. Minden
iteracidban teljesen kielégitiink legalabb egy b; igényt, az éppen konstrudlt
vagasmintat a megfelel6 szamban véve. A maradék by mennyiségekbdl le-
vonjuk az elézévagéssal eldallitott wy késztermékek szamét (jeloljik ket
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b;c—vel), illetve a w; és b; eltiinik a hatralevé megoldasbél. Tovabba a soron
1év6 iteracioban ugy igyeksziink egy vagasmintat talalni, hogy a még le nem
vagott késztermékek koziil minél szélesebbeket illesztiink be. Nézziik meg,
hogyan miikodik ez az elsének emlitett példankban, r = 100, w; = 45,
wy = 36, w3 = 31, Wy = 14, b1 = 97, b2 = 610, b3 = 395, b4 = 211.
1. iteracié

A wi-et vagjuk le kétszer; persze ezek mellé nem fér semmi tobb, igy
ay; = [100/45] =2, ag = [10/36] =0, a3 = [10/31] =0, ag = |10/14] = 0.
A mintabdl zy = 97/2 = 48,5 “darabot” veszink, by = 610, by = 395,
i = 211, és a wy szélességll végterméket ezzel letudtuk.
2. iteracio

Mivel w; szélességii végtermék mar kész, a; = 0, aa = [100/36] = 2,
az = [28/31] =0, ag = [28/14] = 2. Ezzel z, = min{%%; 211} = 1051. A
wy szélességli végtermék irdnti igényt kielégitettiik, by = 399, b = 395.
3. iteracio

Mint az elébb, a3 = 0, aa = [100/36] = 2, ag = [28/31] =0, ag = 0.
Most 3 = 399/2 = 199, 5, kész vagyunk a 2. végtermékkel és by = 395.
4.iteracié

Végiil a1 = 0, ap = 0, ag = [100/31] = 3, ay = 0. Ezzel 24 = 32 = 1312,
és vége az el6készitd szakasznak. A kapott bézis és bazismegoldas

2 000 483
o 2 20 . | 1055
B=10 00 3] “B=| 100!

0200 1313

Vegyiik észre, hogy a bésis csak egyetlen (szimplex) iterdciéra, a cél-
fiiggvény érték pedig csak koriilbelil 32 egységre van az optimalistél, ami
kevesebb, mint 11% eltérés. Ez nem véletlen, az algoritmus kb 23%-osnal
nagyobb eltérést sohasem eredményez. (Ez D. S. Johnsonnak egy 1973-
as eredményébdl kovetkezik, amely a ladapakoldsi probléma megoldasat
vizsgalta az un. first-fit decreasing algoritmus altal. Egy meglehetésen nehéz
bizonyitasbdl kidertil, ha az optimum z*, akkor az FFD altal adott megoldas
értéke zhpp < 112*/944.)

Az esettanulmany megallapitasai

Mint lattuk, latszolag céltalan korlatok és kozelité algoritmusok tn.
heurisztikak maédfelett hasznosak az optimalizdlasban. A leggyakrabban fel-
bukkané mddszerek a kiilonb6z6 folytonos relaxacidk és mohé algoritmusok.

83



Altaldban is javallhaté, hogy egy nehéz probléméval szembesiilve el0szor
ezeket probalja ki az ember.

Lényeges, hogy ne csak ad hoc példdkon, hanem az alkalmazasban tény-
legesen fellép6 problémakon teszteljiik az algoritmusainkat. Munk&juk soran
Gilmore és Gomory 1963-ban részletesen megvizsgalt 20 nehéz cutting-stock
probléméat, amelyek valés papiriparbeli alkalmazasok voltak. A tekercsek
szélessége mindig 200 inch volt, a késztermékek szama 20 és 80 kozott moz-
gott és 1/4 inches egységekben mértek. Korlatozasok voltak a vagdkések
szamara is; b, 7 illetve 9 az egyes esetekben.

A szimplex iteracidk atlagos szama kb 130-nak adddott, de mindez nagy
varianciaval: az egyes feladatok iteracio szama 20 és 300 kozott mozgott. Ez
elég gyakori eset, hasonlénak kinézé LP feladatok nagyon eltérd viselkedést
mutathatnak.

A kevesebb végterméket igénylé problémdk altaldban hamarabb befe-
jez6dtek, de azért voltak kivételek. (Ebben a vizsgdlatban nem hasznaltak
elokészitést jo kezdeti bazis megkeresésére. Ugy tlinik, a szimplex algoritmus
néhany iteracié utan ugyis elég j6 megoldast ad mar.)

Egy masik érdekes probléma az 4j vagasmintak kivalasztdsa. Az 1j
minta lehet az elsonek megtalalt vagasminta, amelyre a >, y;a; > 1, vagy
éppen maximalizdlhatjuk is a > ; y;a;-t. Az els6 tobb iteracidhoz vezet,
de konnyebb kiszdmitani. Kisérleti eredmények nélkiil aligha dénthetd el,
melyik lesz a jobb. A jelentés szerint megéri kiszamitani a hatizsdk problémak
maximumat: 20 esetbol 19-ben ez bizonyult gyorsabbnak. Atlagosan pedig
fele annyi id6t hasznalt ez az algoritmus, mint a masik.

A korabbi széhasznalatunkkal a masodik médszer tulajdonképpen a leg-
nagyobb egyititthatd szabaly, mig az els6 a legkisebb index szaballyal hozhato
kapcsolatba. Felmeriil a kérdés, hogy a legnagyobb novekmény szabalynak
van-e megfelel6je a cutting-stock problémanal? Természetesen a szabdly al-
kalmazhato lenne, csak at kellene vizsgdalni az eddig implicit formaban 1étez6
oszlopokat, és pont ezt akarjuk elkeriilni. Egy nagyon kézenfekvo gondo-
lattal viszont imitalhaté az is: Azok a végtermékek, amelyekbdl kevésre
van sziikség, kihagyhatok a viagdsmintakkal vald javitdas maximumaéanak ke-
resésénél, hiszen valdszintileg igysem valtoztatndnak sokat. A szerzok erre
a kovetkezo, in. medidn mddszert javasoljdk: a végtermékeket osszuk két
csoportba aszerint, hogy sok vagy kevés kell bel6liikk. Ezek utan minden
masodik iterdciéban csak azokat vegyiik be a vagdsmintdkba, amelyekbol
sok kell, és ezek koziil vegylik azt, amely maximalizdlja a javitast. Ennek a
megoldasara mar van esély, hisz itt az eredeti valtozdknak csak a fele 1ép fel.
A medidan médszer az esetek tobbségében gyorsabb volt, mint a korabbiak,
és csak az amugy is kevés ideig futd problémaknal volt lasstubb. Atlagosan
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40% javuldst hozott a futdsi idében.

Minden probléméndl a papir egy része veszendObe megy. A veszteség
mértéke nem lathatd elére; a vizsgdlt esetekben 0,2% és 10% kozott volt.
Erdekes észrevétel, hogy a nagyobb veszteséggel jaré problémakat gyorsab-
ban lehetett megoldani, mint azokat, ahol kevés a selejt. A tapasztalat
szerint a kevés veszteséggel jard problémakban a szimplex mddszer gyorsan
eljut egészen j6 megoldasokhoz, majd kis 1épésekkel jut el az optimumba: az
ujabb és tjabb vagasmintdk alig javitanak a megoldason. Ezért a szerzcék
azt javasoltdk, ha 10 iterdcié alatt a javulds kevesebb, mint 0,1%, akkor
célszeri megdllni, és elfogadni a meglévé megoldast.Ez a felhaszndlt idot
90%-kal csokkentette, ugyanakkor az emiatt keletkezd veszteség 0,5% alatt
maradt.!?

Végil megéllapitottak, ha tobb méretben allnak rendelkezésre félkész
tekercsek, az mindig segit. A 7% folotti veszteségrdl is sikertilt lemenni 1,4%
al4d hdrom méret hasznalatdval, mig kozben a felhasznalt idé 144%-211%-kal
emelkedett. (Szintén megjegyzik, hogy gép nélkiil az ember szaméra sokkal
attekinthetetlenebb a tobbféle méret.) A madsik lényeges észrevétel, hogy
a vagokések szamanak korlatozasa nem lényeges, a 20 esetbol csak egyszer
csOkkent a veszteség a tetszOleges szamu kés hasznalata mellett.

12Nem szabad elfelejteniink, hogy azéta a szdmitégépek sebessége és ezzel a futési ids
koltsége dramaian megvaltozott. Emiatt szinte bizonyos, hogy érdemes az optimumig
szamolni a mai lehet6ségek mellett.
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