1. eldadas
Egészértékii programozas vagasokkal

A korabbiakban megismerkedtiink az egész értékii linedris programozasi
feladatokkal, jelentOségiikkel és egy hatékony megolddsi médszerrel. Most
Gomorynak egy 1959-bdl szarmazé eljarasat vazoljuk, amely egészen mas,
geometriai megfontolason alapszik. Az elgondolas legnagyobb el6nye és
hatranya is egyben a nagyfokd altalanossiga, amely miatt foként elméleti
jelent6ségii. Bar az eredeti algoritmust elvétve haszndljak, az alapgondolata
sok lényeges eredmény kiindulépontjaban szerepel.

Ez a gondolat a kovetkez6. Ha adott egy IP egész értéki probléma,
oldjuk meg a folytonos relaxacidjat. Amennyiben a kapott x* megoldéds
(tulajdonképpen egy poliéder csicspont) egész koordindtdju, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor hagyjuk el z*-ot a lehetséges megoldasok koziil,
és prébalkozzunk djra. Természetesen nem akarhogy kell megszabadulnunk
x*-t6l, hiszen a célunk, hogy a létrejové 1j feladat(ok) is LP feladat(ok)
legyen(ek). Ez tgy érhetd el, ha x*-ot egy hipersikkal vigjuk le a lehetséges
megoldasok poliéderérdl, ami algebrailag azt jelenti, hogy egy plussz feltételt
adtunk az eddigi egyenl6tlenségeinkhez.

Példa: grafikus médszer

max 2x1 + X9

—x1 + 3z0 < 6
1 + 229 <7
xr1T — xI9 S 3
T, To > 0 és egészek

A probléménk a sikban abrazolhaté. A lehetséges megolddsai nem masok,
mint a folytonos relaxaciéo P poliéderének és a sik egész koordindtaju pont-
jainak metszete. Az dbrdkon nyillal jeloljik az optimum helyét.



x

A folytonos feladat megoldasa z* = (12, 4), nem egész. Vegyiik fel az

x1 < 4 feltételt, illetve metssziik le ezzel a politépunkat.
A

T2

Y

Z1

Nagyon fontos, hogy a vagdssal nem vesztiink az eredeti IP lehetséges
megoldasaibdl, azaz az egész koordinataju pontokbol. Az 1j folytonos LP
optimuma z* = (4, %), ami tovabbra sem egész. Legyen az ujabb feltételiink
az r1 + x2 < 5.



x

A megoldds z* = (4,1), ami egész koordinatdju. Az eredeti feladatnak
lehetséges megoldasa, igy optimuma is egyben. Az optimum értéke 9.

A kezelhetOség kedvéért sziikségiink van néhany megszoritdsra a megol-
dandoé feladatban. A szokdsos médon a feladat

max cx
Az < b
x > 0 ésuxegész

valamint feltessziik, hogy

1. A, b, ¢ minden komponense egész,
2. b>0,

3. az Az < b-vel definialt poliéder korlatos.

Az 1. feltétel nem jelentés megszoritdas, mig a 2.-re a megoldhatdsig
garantaldsa miatt van sziikség. Egy teljesen altalanos egész értékii problé-
manak mar egy lehetséges megolddsdt is nagyon nehéz megadni, igy viszont
az x = 0 mindig lehetséges megoldas. A 3.-bdl kovetkezik, hogy véges sok
lehetséges megoldds van csak, azaz az optimum létezik.

A vagasok preciz definiciéjadhoz az egész rész, illetve a tortrész fogalmat
haszndljuk: egy r valds szam [r| egész része a legnagyobb r-nél kisebb egész,
mig az {r} tortrész az {r} := r — [r] egyenlGséggel definidlt. Az ajx; +



...+ apx, < begyenlStlenség Gomory-féle metszete pedig az {ai}x1+ ...+
{an}z, > {b} egyenlétlenség.

Vezesslink be mesterséges valtozdkat! Ezzel a megszokott szotaralakra
hozhatjuk a feladatot

n
J}n+j = bi — Zlaijxi (j=1,...,m)
1=
) )
z = 0 + Y ¢z
i=1

A feltételbdl kovetkezik, ha & = (Z1,...,Zntm) a (x) LP olyan lehetséges
megoldasa, ahol 771, . .., &, egész, akkor Tn41, ..., Tnim is egész. Oldjuk meg
a (x) feladatot, és tegyiik fel, hogy a kapott «* = («7,...,x},,,) optimaélis
megoldds nem egész. (Ha ugyanis egész, akkor készen vagyunk.) Az el6z6
megjegyzés alapjan van olyan x; természetes valtozé a végs6 B bazisban,
hogy az x} nem egész. Az x; sora a szétarban

(xx) x; =b; — Z a;;Tj
Jj¢B
Mivel z} = bf > 0 (a szétér lehetséges), igy ezt elhagyva a (xx) balolda-
larol és atrendezve az egyenletet kapjuk, hogy

J¢B

majd vegylk ennek a Gomory-féle metszetét:

(5 %) > Aajj}e; = {07}

J¢B

Tétel 1 A (x x x) egyenldtlenség lemetszi a (x) LP-rél az =* optimdlis
megolddst, de nem metsz le egyetlen egész megolddst sem.

Bizonyitds. Az x* bdzismegoldds, igy } = 0, ha j € B, s ezzel a (s * %)
bal oldala az z* pontban 0. Az x} = b}, és feltettiik, hogy x; nem egész.
Ebbél {b7} > 0 adédik, tehat az z* nem elégiti ki a (x * %) egyenlStlenséget.

Miésrészrol legyen & = (Z1,...,Zn+m) a () LP egy tetszOleges egész
megoldasa. Ekkor persze Z kielégiti a szétar (xx) egyenletét. Ezt dtirva a
jeloléseinkkel



zi = b1+ {07} = D ([lai] + {ai; Dy,
i#B

atrendezve addik, az

B+ ) lajley — 0] = {07} = D _{a;}3;.
Jj¢B j¢B
Az utébbi egyenléség baloldaldn csak egész szamok vannak, ezért a bal
oldal értéke egész. Viszont j ¢ B-re 2; > 0 és {a];} > 0, azaz a jobb oldal
értéke < {bf} < 1. Mivel a jobb oldal szintén egész, az érték nem lehet

pozitiv; vagyis
{0} < > _{aj}as,
Jj¢B
azaz T kielégiti a (x * %) egyenl6tlenséget. O

Térjiink vissza a grafikusan mar megoldott problémankhoz és vizsgaljuk
meg ezt a Gomory-féle metszetek segitségével algebrai iton. A

xr3 = 6 +x1 —31‘3
Ty = 7 —I1 —2.%2
5 =3 -1 +x2

=0 +2x; “+x9

kezdeti szétarbdl két iteracié utan befejezddik az algoritmus és a folytonos
relaxécié megoldasa:

- 13 _ 2 _ 1
xry = 3 3x5 3:134
— 4 1 _ 1
T2 = 3 + 35 324
_ 19 _ 5 2
r3 = 3 3T5 T+ 374
z = 10 — x5 — x4
A kapott * megoldas nem egész, igy példdul az x1 = % — %:L’5 — %m sor

a %1:5 + %:c4 > % Gomory vagast indukélja. (Ha a kezdeti szétar segitségével
kikiiszoboljiik x4-et és x5-6t a vagasbdl, az x1 < 4 egyenlGtlenséget kapjuk.
Eppen azt, amit a grafikus megoldasban hasznaltunk. Ez ravilagit a Gomory
metszet természetére és mutatja, hogy j6 dton jarunk.) A %x5 + %x4 > %



egyenlGtlenséget a nemnegativ xg valtozd bevezetésével xg = —% + §x5 + %m
alakra hozhatjuk. A célunk az 1j feladat folytonos relaxdciéjanak megolddsa.
Hozzavéve ezt a feltételt az utolsé szétarhoz, egy nagyon érdekes szotart
kapunk, amely “optimalis” csak éppen nem lehetséges:

o= ¥ - 2z - iy
To = % + %ZC5 — %J}4
r3o= 3 - 3m + im
6 = -3 + 35U+ 3.
z = 10 — x5 — x4

Természetes gondolat, hogy a lehetségességet sérté xg valtozdt vegytk ki a
bézisbdl, és vigyiik be a helyére példaul az x5-6t:

xrT = 4 — Tg + 0$4
To = % + %xﬁ — %.1‘4
T3o= 3 - 3® + 57
Trs = % + %1‘6 — %:L’4
R R

A kapott szétar az 4j feladat optimadlis megoldasat kodolja. Vegyiik
észre, hogy tulajdonképpen a feladat dudlisat oldottuk meg. A kezdeti szétér
“optimalitdasa” a dudlis egy lehetséges megoldasat adta, illetve mikor a fe-
ladat lehetségessé valik, az egyben a dudlis optimumat jelzi. Ekkor viszont
a dudlitas tétel miatt az eredeti feladat optimumat is megkaptuk. A fenti
formaban végrehajtott algoritmust dudlis szimpler modszernek nevezzik,
és a kifejlesztése Lemke (1954) nevéhez fiiz6dik. Ez esetiinkben roppant
hasznos, mert a Gomory metszettel bévitett szotar altal kédolt vektor nem
lehetséges megolddsa a primal feladatnak, de a célfiiggvény egylitthatékbol



kiolvashato6 a dudlisnak egy lehetséges megoldasarol van szé. Ezért az 1j fela-
dat megoldédsa sem a “nullarél” indul, hanem egy vélhetéen az optimumhoz
kozelebb es6 pontbdl.

A kovetkezd 1épésben az xo = % + %CCG — %:mt egyenletbdl indulunk ki.
Az ehhez tartozé Gomory metszet: %.’L’ﬁ + %1‘4 > %, amivel az 1j feladat

:c1:4—a:6

x2:%+%x6—%x4
T3o= 3 = 35U+ 57
x5:%+%x6+%m4
o= G o+ 3m + 3T
S N

Vegyiik észre, hogy az %336 + %u > %—bél kifejezve az xg és x4 valtozdkat,
éppen 1 + w9 < 5, a példankban alkalmazott masodik vagas. fgy nem tul
megleps, hogy a fenti szétarbdl egy iteracid elvégzése utan megkapjuk az
egész értéki probléma optimalis megoldasat:

rr = 4 — xg

2 = 1 + x2¢ — a7
r3 = 7 — 4dxg + 3x7
Ty = 1 — 2 + 2x7
x5 = 0 4+ 2x¢ — a7
z =9 — x5 - x7

Ezek utdan Gomory algoritmusa egyszerlien leirhatd. Az eldkészitd
részben irjuk fel az egész értékli probléma folytonos relaxacidjanak egy le-
hetséges szotarat, és oldjuk meg a szimplex algoritmussal. Ha a kapott



megoldas egész, akkor az egyben az egész értékil feladatnak is optimuma.
Ha nem, akkor az alabbi iteraciét végezziik el az r-edik lépésben: Vegyiik a

szotar azon
>k *
J¢B

sorat, ahol 1 < i < m és bf nem egész. Az ehhez tartozé6 Gomory-féle

metszet

> Aaj}e; > {07}

Jj¢B
Vezessiikk be a nem negativ xjqm,r valtozot a két oldal kiilonbségének
jelolésére, azaz

Lnt+m+r = _{b;k} + Z{a?j}l‘j
JE¢B

1. A Gomory algoritmus fenti valtozata nem feltétleniil ér véget. Meg-
mutathatd, hogy példaul mind a szimplex, mind a dudl szimplex algo-
ritmusnak a lexikografikus valtozatat alkalmazzuk, akkor a terminécio
garantalhato.

2. A Gomory algoritmus véges valtozatai dltal igényelt iterdcidk szama
sem korlatozhaté a feladat méretével. Ezt Jeroszlov és Kortanek latta
be 1969-ben, majd 1970-ben Rubin olyan, csupan két valtozét és
egyetlen egyenlotlenséget tartalmazo feladatokat konstrudlt, melyeknél
barmely k € N-re valaszthaté olyan, amely tobb, mint k iteraciét
igényel. (A szimplex mddszer alkalmazdsdndl bizonyosak lehettiink,
hogy ("1™ iterdciénal tobb nem sziikséges.)

3. Tovabbi kellemetlenséget okoz, hogy a megoldandé feladat mérete
minden iterdcié utdn novekszik. Az 1Uj vagdsok a régiek egy részét
sziikségtelenné tehetik, igy azok elhagyhatdk, de nem egyszerli ezek
nyomon koévetése sem.

4. Végiil felmeriil a numerikus stabilitas kérdése is, mert a kerekitések
soran esetleg felnovekedhetnek a hibak. Jelen esetben ez kiilonGsen
komplikalt, hiszen azt kell eldontentiink, hogy egy adott érték egész-
e vagy sem. Ezt elkeriilend6 Gomory 1960-ban kidolgozott egy olyan
valtozatot, amelyben a generald elem +1 lehet csak, igy az egyiitthatok
végig egészek az eljaras folyaman.



2. eloadas
Totalisan unimodularis matrixok

Az egészértékii programozas f6 nehézsége abban rejlik, hogy a lehetséges
megoldasokbdl 4ll6 poliédernek esetleg nem egész koordinatdju csicspontjai
vannak. Ha valamiképpen elore tudnank, hogy csak egész csicspontok
vannak, akkor a folytonos relaxacié barmely optimalis bazismegolddsa au-
tomatikusan az egészértékii probléma optimélis megoldasa lenne. Mint
azt A. J. Hoffman és S. B. Kruskal 1956-ban megmutatta az egészértéki
problémak egy elméleti és gyakorlati szempontbdl egyarant 1ényeges osztalyara
teljesiil a feltétel. Eredménytiik kézponti jelentéségli az an. hdlozati vagy
network problémék vizsgalataban.

Az alédbbi fogalomra lesz sziikségiink: Egy A matrix totalisan unimoduldris,
ha barmely négyzetes részmdatrixdnak a determindnsa 1, —1 vagy 0. (Specidlisan
A elemei csak a +1 és a 0 szamok lehetnek.)

Tétel 2 Ha A totalisan unimoduldris, b és ¢ egész vektorok, akkor a max cx,
Az < b LP bazismegoldasai, (kéztik az optimdlis bazismegolddsai) egész
értékidek. Mdsképpen a P = {x|Ax < b} poliéder csicsai egész koordindtdjiak.

Bizonyitas. Ha adott egy B bazis, a hozzatartozé xp bézismegoldas
szotara:

zp =  Ag'h — AglAnay

z = CBAl_glb + (CN—CBABIAN).Q?N

(A médositott szimplex algoritmus leirdsdval hasznaltuk ezt a formulat;
Ap az A méatrix B bazis éaltal kijelolt oszlopaibdl all. Konvenciondlisan az
Ap-t B-vel jelolik, a félreértés elkeriilése miatt hasznédljuk az Ap formét.)
Az A;1 matrix elemeit linedris algebraban megismert Cramer szabdly szerint
szamolhatjuk ki. Ha (Aél)m- a matrix i, j-edik eleme, “JAp az a métrix,
amit Ap-bol a i-edik sor és j-edik oszlop eltorlésével kapunk, det(Ap) pedig
a matrix determinansa, akkor

(1) det (i Ap)
det(AB)

(Agh)ij =

Mivel A totdlisan unimoduldaris, és det(Ap) # 0, igy det(Ap) = +£1.
Természetesen a det (% A]__gl) matrix minden eleme egész. Mivel zp = Aglb,



egy egész matrix és egész vektor szorzata, rp is egész. O

Megjegyzés: Természetesen ha a szimplex modszerrel oldjuk meg a problé-
mét, a szotar tobbi eleme (Al}lAN:L'N, ill. z = cBAglb—i—(cN—cBAl}lAN)xN)
is egész szamokbdl all, igy kerekitési hibak sem lépnek fel.

Nem nyilvanvalé viszont, hogyan donthetjiik el egy adott métrix totalisan
unimoduléris-e vagy sem. A totdlisan unimodularis métrixok karakterizal-
haték, mi tébb, gyors algoritmus is megadhaté ennek a tulajdonsiagnak az
eldontésére. Sajnos az erre vonatkozd tételek és algoritmusok ismertetése
meghaladja lehetéségeinket. (Megjegyezziik azonban, hogy a fent emlitett
karakterizacié altalanositasképpen 1981-ben Paul Seymour bebizonyitotta a
kombinatorika egyik legmélyebb tételét az Gn. regquldris matroidok dekom-
pozicids tételét.) Mi egy szerényebb utat fogunk kovetni. Bevezetjiik a
véges matematika leghasznosabb fogalmat, a grafokat és az ezekkel vald
modellezés lehetGségeit vizsgaljuk. Megmutatjuk majd, hogy egy grafhoz
tartozd un. incidencia mdtriz totalisan unimodularis, aminek messzehato
kovetkezményei vannak, melyek koziil néhanyat targyalni fogunk.

Grafelméleti alapfogalmak

A formalis definicidk el6tt lassuk, mik motivaljdk a bevezetendd fogal-
mainkat. A XVIII. szazadban vet6dott fel az an. Konigsbergi probléma,
melyet Euler 1736-ban altaldnosan is megoldott. Konigsberg véarosat a
Pregel foly6 osztotta részekre, melyet az abran lathaté modon kétottek Gssze
hidak. Felmeriilt a kérdés, lehet-e olyan sétat tenni, amelyben minden hidon
pontosan egyszer haladunk at.
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A probléma nyilvanvaléan ekvivalens azzal, hogy a jobboldalon &ll6 ob-
jektum lerajzolhaté-e egyetlen vonallal. Az ilyen objektumokat, melyek pon-
tokbodl és az Sket 6sszekdto vonalakbdl, élekbdl allnak nevezzitk majd grdfnak.
Konnyen lathaté kiilonben, hogy a probléma megoldhatatlan, mert hdrom
olyan pont van (1, 3 és 4), amelyhez paratlan szamu él csatlakozik. Ezt
altalaban is igen hasznos elnevezni; egy = ponthoz csatlakozé élek szama az
x pont fokszama. Az élekre irdnyitast tehetiink, pl. ha olyan uthélézatot
modelleziink, ahol egyirdnyu utak is eléfordulnak.

Y

Y

Ezt a felfogdst tovabbvive (azaz ithalézatnak tekintve a grafot) felmertil
a pontok kozti tavolsag kérdése, illetve egy x és y pont kozotti legrovidebb
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Ut megkeresése. Elofordul, hogy a grafok éleire szamokat irunk. KEzzel
jelolhetjiik az adott él hosszdt, esetleg ateresztd képességét kapacitdsdt vagy
éppen koltségét.

v 3 w
1

" "1 1 "1
1

w 4= Y

A fenti dbrdn, ha a szdamokat tavolsagként interpretaljuk, x és y kozt a
legrovidebb 1t az (x, u, w, y), hossza 3. Ha kapacitdsként, akkor az z-b6l
y-ba 2 egységnyi anyag szallithaté maximalisan. Jelenthetnek a graf pontjai
egy adott helyzetben alternativakat is, ahol az “x jobb, mint y”-t egy y —
iranyitott éllel jeloliink. (A racionélisan megvalésulé lehetéségek halmazét
fogjuk majd magnak nevezni). Hasznalhatjuk a grafokat térképszinezésekre,
raktarozasi problémak vizsgdlatara (1asd kromatikus szdm), vagy munkafo-
lyamatok szétosztdsara (lasd pdrositds), és ezen felill ezer més probléma
modellezésére. Lassuk hat a példdink dltal sugallt fogalmak definiciéjat!

Egy G gréf egy G = (V(G), E(G),I(G)) harmast jelent, ahol V(G)-t a
graf pontjainak, E(G)-t pedig a graf éleinek nevezziikk. I(G) egy fliggvény,
mely G éleihez G pontjainak egy, vagy két elemii rendezett vagy rendezetlen
halmazait rendeli. Szemléletesen a G graf egyes pontjait élek (irdnyitott
vagy irdanyitatlan) kotik Ossze. Megengediink tovabbd tébbsziords éleket és
hurkokat is. Az utébbin természetesen olyan e € I(G) élt értiink, amelyhez
rendelt halmaznak egy eleme van.

Egy hurokél mentes G graf pontjanak fokszdmdn azon élek szamat értjik,
amelyekhez I(G) a v-t tartalmazé halmazt rendeli, a jele d(v). Tetszéleges
G graf esetében a hurokéleket duplan szamitjuk be a fokszamba. Megkiilon-
boztethetjik a befutd és a kifuto éleket, ezek szamat d_(v) és di(v) jeldli.
Természetesen d_(v) + d4(v) = d(v).

Az I(G) altal az e € E(G) élhez rendelt x és y pontot (ha kételemi
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halmazrél van szé) az e él dOsszekiti, vagy x és y illeszkedik az e élre.
Tovabbéd k hosszu sétdnak nevezziink egy (xi,e1,..., €, Txy1) sorozatot,
ha z; € V(G), i = 1,...,k + 1, valamint az e; € FE(G) Osszekoti x;-t
és x;p1-et, ha i = 1,... k. Az el6bbi séta irdnyitott, ha az e;-hez x; és
xiy1 az (zi, xiy1) irdnyitdssal van hozzdrendelve. Ha a sétdban xy, ..., zx41
kiilonbozbek, akkor wutrdl, ha x1,...,z, kilonbozéek és x1 = 41, akkor
korrél beszéliink. (Irdnyitott séta esetén irdnyitott itrdl, illetve kérrdl.)

Beszélhetiink silyozott grafokrdl. Egy pontsilyozds alatt egy w : V(G) —
R, mig élsulyozds alatt egy w : E(G) — R figgvényt értiink. Egy S halmaz
stlya, w(S) =Y ,cqw(x). Azélsilyozott G grafban egy (x1,e1,..., ek, Tpt1)
t hossza Y.F , w(e;). (A w jelolés helyett tobbnyire l-et hasznélunk, ha
tavolsadgot vagy valamilyen alsé korlatot, c-t ha koltséget, és u-t ha egy
kapacitds felsé korlatjat kivanjuk jelolni.)

A G gréf pontjainak egy S halmaza fiiggetlen, ha S elemeit nem koti
Ossze él. Egy fiiggetlen S halmaz mag, ha minden = € V(G)\S estén van
olyan y € S, melyre (y,z) € E(G).

Egy G graf dsszefiiggd, ha barmely két pontja kozott van it. Ha barmely
két pont kozott irdnyitott Ut is van, erdsen dsszefiliggd.

Egy G gréf fa ha osszefiiggd, de barmely e élét elhagyva a maradék G\e
graf mar nem Osszefliggd.

Tétel 3 Egy n pontu G grdfra az aldbbi tulajdonsdgok ekvivalensek:

a, G fa (azaz osszefiiggd és kormentes).

S

, G dsszefiliggd, és barmely €lt eltavolitva G-bol a maradék grdaf mar nem
0sszefiiggd.

, G kérmentes, de egy tetszéleges éllel bévitve az E(G) élhalmazt, mdr
keletkezik kor.

O

d, G kormentes, ésn - 1 éle van.

, G dsszefiiggd, ésn - 1 éle van.

D

Egy G graf kromatikus szdma, x(G), azon szinek szamanak minimuma,
melyekkel kifesthetd a graf ponthalmaza gy, hogy az egymaéssal 6sszekotott
pontok kiillonb6z6 szintiek. Egy M C E(G) halmazt pdrositisnak neveziink,
ha barmely = € V(G) M-nek legfeljebb egy elemére illeszkedik. M mazimdlis,
ha nem b6vithetd, s teljes, ha minden x € V(G) pontra van olyan e € M,
hogy x illeszkedik az e élre.
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A griafokat nagyon elegdnsan reprezentalhatjuk a lerajzolasukon kiviil
kiillonb6z6 matrixok segitségével is. Szamunkra a legfontosabbak az inci-
dencia vagy illeszkedési mdtrix és az adjacencia vagy szomszédsdgi mditriz.
Egy iranyitott graf incidencia matrixa a koévetkezOképpen konstrualhato:
G minden x € V(G) pontjdhoz tartozik a métrix egy sora, és minden
e € E(QG) éléhez egy oszlopa. Az z-hez tartozo6 sor és e-hez tartozd oszlop
keresztez6désésébe +1 keril, ha e az x-be befutd, —1, ha e az x-bdl kifutd
él, mig 0, ha e nem illeszkedik z-re. Az egyszertiség kedvéért az adjacencia
matrixot irdnyitatlan, tobbszoros éleket hurokéleket nem tartalmazo gréafra
definidljuk. Ez egy négyzetes matrix |V (G)| sorral (és oszloppal), ahol a
sorokat és oszlopokat egy rogzitett sorrendben rendeljiik a graf pontjaihoz.
Egy sor és oszlop taldlkozasdban 1 van, ha a megfelelé pontok kozott van él,
0 kiilénben.

Példak:

1 €1 1
e1 ey €3 €4 e5 >
1/-1 0 0 1 -1
211 -1 0 0 0
3/0 1 1 0 0 !
410 0 -1 -1 1 € = =

4 €3= 3

1 2
1 2 3 4 5
110 1 0 0 0
211 0 1 1 0
310 1.0 1 0 3
410 1 1 0 1
500 0 0 1 0
5 4

Nem térhetiink ki ezen matrixok tulajdonsigainak részletes ismertetésére,
vagy altalanositasi lehet6ségeire. Egyetlen, a témakoriinkbe vagot targyalunk;
ez viszont szamukra centralis jelentOségii.
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Tétel 4 Egy irdanyitott graf A illeszkedési mdtriza totdlisan unimoduldris.

Bizonyitas. Hasznaljunk indukciét a részdeterminansok mérete szerint.
Az A matrix 1 x 1-es részmatrixai +1-ek és 0-ak, igy k = 1-re igaz a feltétel.
Ha adott egy B (k + 1) x (k + 1)-es részmétrix, akkor két esetre bomlik a
bizonyitas. Ha a B matrixnak van olyan oszlopa, amelynek legfeljebb egy
nem nulla eleme van, akkor determinansat ezen oszlop szerinti kifejtéssel
kapjuk. Az indukcids feltétel miatt ez 0 vagy +1. Ha B minden oszlopa
pontosan két nem nulla elemet tartalmaz (azaz +1-et és —1-et), akkor B
sorainak Osszege a zérus vektor, vagyis B sorai linearisan fuggéek. Ekkor
det(B) = 0, és ezzel igazoltuk a tételt. 0

Megjegyzés: Az el6z6 tételiinkkel kombindlva leszlirhetjiik, hogy minden
az illeszkedési matrix segitségével definidlt egészértékii programozasi fela-
dat egy LP feladatta egyszertisodik. Ez megkonnyiti a feladat megoldasat
(tulajdonképpen polinom idejiivé teszi), masrészt a dualitdsi tételt teljes
erejében kihasznalhatéva teszi. Ennek pontos targyaldsa messzire vezetne,
igy a késébbiekben csupan illusztralni tudjuk ezt egy-egy példaval.
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3. eloadas

1 Legrovidebb utak

Az egyik leggyakrabban felvetodd graf optimalizalasi probléma a legrovidebb
utak keresése. Tegyiik fel, hogy adott a G irdnyitott graf, amelynek éleihez
sulyokat rendeliink. A hagyoménynak megfeleléen a (v, w) él silyét (hosszét)
l(v,w)-vel jeloljik, mig egy p Gtét, ami nem mds, mint a p-ben 1év6 élek
sulydnak Osszege, [(p)-vel. Feltehetjiik azt is, hogy (v,v) € E(G) minden
v € V(G)-re, és l(v,v) = 0.

(a) Rogzitsitk most G két pontjat, s-et és t-t és keressiik meg azt a p utat,
mely s-bél t-be vezet és [(p) minimélis.

(b) Altaldnosabban kereshetjiik a legkisebb stilyt (legrévidebb) utakat s
és minden v # s pont kozott.

Meglep6 mddon az Gsszes olyan ismert algoritmus, ami megoldja a-t, b-t is
megoldja egyben.

Miel6tt ratérnénk a megoldasra, vizsgaljuk meg mikor 1étezik ez. Ha
az s-bél elérhetd egy C' negativ silyu kor (I(C) < 0) és C-bél elérhetd
t, akkor az a feladatnak nem lehet megoldasa. (C-n tetszdlegesen sokszor
“korbemehetiink”, igy az ut sulya tetszolegesen kicsi lehet.) Mésrészt, ha
nincs ilyen kor, akkor lehetséges megoldasaink halmazardl feltehetjiik, hogy
véges, igy - amennyiben az nem iires - van optimum.

A (b) feladat megoldasara Bellman 1956-ban publikélt iterativ médszerét
az un. dinamikus programozdst hasznaljuk. Az eljarés leirasahoz sziikségiink
van néhdny jeldlésre. Egy v € V(G) pontra jelentse d(v) az s-bél v-be vezetd
legrovidebb ut hosszat, mig dy(v) az s-bol v-be a legfeljebb k élt tartalmazo
legrovidebb 1t hosszat. Amennyiben a fenti utak nem léteznek, d(v) vagy
di(v) értéke végtelen (jelben oo). Hasznédljuk még a p: V(G) — V(G) U {0}
fliggvényt a megfelel utak nyilvantartasara.

1. Kezdetben legyen do(s) := 0, po(s) := 0, do(v) := o0, po(v) := 0, ha
v # s.

2. A k-adik lépésben legyen dj(v) := min{dy_(w) + l(w,v) : (w,v) €
E(G)}, pr-1(v) értéke pedig valtozzon arra a w-re, amely az elébbi
minimumot megvalésitja, ha di(v) < dg_1(v).
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Tétel 5 A fenti algoritmus helyesen szdmolja ki a dy fiigguényt, azaz di, =
di. Ha G-ben nincs negativ silyd kér, akkor dp—1(v) = d(v) minden v €
V(G)-re, ahol n = |V(QG)|, a grdf pontjainak szima. Tovabbd ebben az
esetben egy legrévidebb s — v it pontjai forditott sorrendben v, p(v), p(v),
.., p'(v) = s, ha d(v) < oo, ahol p=pp_1.

Bizonyitas. Az els6 allitast k szerinti indukciéval lathatjuk be. A kezdé-
értékekre, azaz k = O-ra az allitas nyilvanvals. Tegytk fel, hogy egy adott
v-re a legrovidebb legfeljebb k + 1 élbél &ll6 s — v 1t éppen (s, ..., w,v). Az
indukeids feltevésbdl kivetkezik, hogy létezik dj(w) = dj(w) hosszisagu,
legfeljebb k é1bél 8116 s — w 1t, igy dpiq(v) > dp(w) + l(w,v) > djyr(v).
Mivel dj11(v) < dpy1(v), adédik az allités.

Ha G-ben nincsenek negativ korok, akkor barmely séta atalakithato utta
ugy, hogy a hossza nem novekszik. Ez viszont azt jelenti, hogy d,—1 =
dp—14; barmely ¢ € N esetén és igy d,—1 = d.

A p szerepét szintén a legrovidebb utak élszama szerinti indukciéval
lathatjuk be. (Ugyanis a (p(v),p?(v),...,p'(v) = s) legrovidebb s — p(v)
it lesz a feltétel szerint. Ekkor a (p(v),v) él hozzévételével legrovidebb
s — v utat kapunk.) 0

Példa: Legyen G az abran lathaté graf; ekkor az algoritmus 1épései az alabbi
tablazatban foglalhatdk Ossze:

Y

A téblazatot oszloponként toltjiik ki, a do(s) = 0, do(v) = oo minden
s-t61 kiilonbozd v-re, mig p = (). Ezek utdn a dy és py fliggvények értékeit
rekurziéval kapjuk meg k > 1-re.

17



0 1 2 3 4 5

do p | di p | da p|ds p | ds p|ds P
s |0 010 0| o0 0] 0 010 0|0 0
T | 00 0] 1 s | -1 y | -1 y | -1 y | -1 Y
y | oo 0| -2 5| -2 5| -2 s | -2 5| -2 s
2 | 00 0] oo 0| 3 x| 1 x| 1 x| 1 x
u | 0o 0| oo 01 2 x| 0 x| 0 x| 0 x
w | 0o 0| oo 0| oo 0] 2 2| 0 2|0 z

A tabldzat utolsé oszlopdbdl nemcsak a legrovidebb s — v utak (v € G)
hosszai olvashatok ki, hanem meghatarozhatok ezek az utak. Ha csak a
legrévidebb utak altal hasznalt éleket abrazoljuk, ezek a p fliggvény értékei,
akkor az Un. legrévidebb utak fdjdt kapjuk. Ez, ha s-bdl elérheté barmely
pont, egy gydkeres fa, s gyokérponttal, ami azt jelenti, hogy deg_(s) = 0 és
deg_(v) =1, ha s #v € V(QG).

Y

Ebbol konnyen kiolvashatok a legrovidebb s — v utak és hosszaik.
s —x ut: (s,y,x), hossza d(z) = —1
s —y ut: (s,y), hossza d(y) = —2
s —wu at: (s,y,x,u), hossza d(u) =0
s —zut: (s,y,z,z2), hossza d(z) =1
s —w ut: (s,y,,z,w) hossza d(w) = 0

Megjegyzések:
1. Az eljaras alkalmazhaté abban az esetben is, ha G-ben van negativ

kér. Ekkor egy C negativ kor létezését a v = p'(v) jelzi valamely
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v € V(G)-re és i € N-re, tovdbbd a p segitségével meghatarozhatd
C. Szintén van méd annak eldontésére, hogy egy adott v pont rajta
van-e egy negativ sétan. Vegyiink hozza a grafhoz egy 4j ¢ pontot, és
a (g,v), (v, q) éleket nulla stllyal. Ekkor viladgos, hogy d,(q) < 0 akkor
és csak akkor, ha v rajta van egy negativ sétan.

2. Egy iranyitatlan G graf osszefliggésége is tesztelhetd; vegyiik fel az
irdnyitatlan (,7) helyére az irdnyitott (i,j), (j,i) éleket 1-1 sullyal.
Ha minden s — v legrévidebb 1t hossza véges, akkor G Osszefiiggd, ha
d(v) = oo, akkor s és v kiilonb6z6 komponensekben vannak.

3. Az algoritmus miik6dése azon milott, minden v € V(G)-re van olyan
w € V(G), hogy di(v) = dy—1(w) + l(w,v). Ez durvan azt jelenti,
hogy az optimalis strukturank kozott kapcsolat van, a “nagyobb”
felépithetd a “kisebbdl”. Ilyen jellegili kapcsolat gyakran kihasznalhatd
egy hatékony algoritmus felépitésére a fentihez hasonlé médon. Ezt a
moédszert dinamikus programozasnak nevezzik.

Alkalmazasok

A legrovidebb utakkal meglepéen sok probléma modellezhetd, illetve
fontos része més algoritmusoknak. Az utdbbit késébb latni fogjuk. Itt
harom, nem kézenfekv6 alkalmazasra tériink ki.

1. A kritikus 4t mddszere

Tegyiik fel, hogy adott egy projekt, amely tobb, egymastdl nem fiiggetlen
résztevékenységbol dll. Tudjuk a résztevékenységek végrehajtasahoz sziiksé-
ges id6t és azt, hogy egy adott tevékenység elkezdésének mely mas tevékeny-
ségek befejezettsége feltétele. (Pl. egy épitkezésnél csak az alapozéds utén
lehet falazni.) A célunk annak meghatdrozdsa, hogy minimalisan mennyi id6
alatt teljesithetd a projekt, ha nincs egyéb korlatozas. A javasolt modellt és
a megoldast egy példan illusztraljuk.

Példa: Jeloljiikk a részfeladatokat fi,..., fe-tal, az elvégzéshez sziikséges
id6ket t1,...,te-tal és ha az f; elkezdésének az f; befejezettsége feltétele,
azt f; < fj-vel. Legyen t1 = 2, ta = 1, i3 =4, t4 =1, t5 =2, =2 és a
feltételek: f1 < fo, f1 < f3, fo < fa, fo < [f5, f3 < [f5, fa < [5, [5 < Je.
Abréazoljuk ezt egy iranyitott graf segitségével, ahol a f; pontot rendeljiik
az f; feladathoz, (f;, fj) él a grafban, ha f; < f;, és ekkor I(fi, f;) = ti.
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Vegyiink fel egy fiktiv feladatot, f7-et, és legyen (f;, f7) €l a gréfban, ha f;
nem feltétele mas feladatnak.

f2 1 fa I
2 2
JE\ L [ fe
2 2
I3 1 f5

Vegyiink egy irdnyitott utat, az (f1, fo, f5, f6, f7)-et a grafbél. Ennek
hossza t1 + to + t5 + tg és mivel az iranyitas szerint az fi, fo, f5 és fs
tevékenységek csak ebben a sorrendben és egymaés utan hajthatok végre, az
Ut hossza alsé korlatja a sziikséges minimalis idének. Mi t6bb ez a minimalis
id6 egybeesik egy ilyen tipusi alsé korldattal, mert a modelliinkben fellépd
grafok kormentesek. FEgy G kormentes irdanyitott, silyozott graf leghosszabb
utjdt nevezzilk kritikus utnak.

Tétel 6 Egy projekt végrehajtdsdhoz sziikséges minimadlis 1dd egyenld a kri-
tikus 4t hosszdval.

Bizonyitas. Teljes indukcidval a kritikus 1t élszama szerint. O

A példankban konnyen lathaté: a (f1, fs, fs, fe, f7) kritikus it, melynek
hossza t1 + t3 + t5 + tg = 10. fgy a tételbol kovetkezden a projekt idéigénye
pontosan tiz egység.

Egy tetszéleges irdnyitott grafban a leghosszabb ut megtaldlasa rendkiviil
nehéz feladat. Esetiinkben a helyzet jéval kedvezdbb: vegylik az élekhez ren-
delt sulyok —1-szeresét, és keressiik meg a legrévidebb utat. Mivel a grafunk
kormentes, igy nincs negativ kor, azaz hasznalhaté Bellman algoritmusa és
a kapott legrovidebb 1t a leghosszabb lesz az eredeti grafban.

Megjegyzés: A moddszer alkalmazasianak egyik legszebb példdja az Apolld
program volt. Ebben ezernél tobb alvéllalkozé altal végzett, igen nagy
szamu részfeladatot sikeriilt Gsszehangolni mignem 1969-ben az ember a
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Holdra 1éphetett.

2. Nem linearis célfiiggvény

Tegylik fel, hogy adott egy iranyitott graf, amelynek az élein egymastol
fiiggetleniil, ismert valdsziniiségekkel lehet athaladni. Kijelolve egy s és ¢
pontot, szeretnénk meghatdrozni azt az utat, amelyen legnagyobb valdszi-
niiséggel eljutunk s-bol t-be.

Példa:

x 0,2 v
0,8

s 0,8 0,7 0,7
0,5

) 0,4 t

Ha rogzitiink néhany élt, akkor annak valdésziniisége, hogy mindegyik
jarhaté, a fiiggetlenség miatt a hozzajuk rendelt valészintiségek szorzata. Je-
len esetben a legnagyobb valdsziniiséggel nyitva levé s —t 1t az (s, z,y, v, t),
a jahatésag valdszintisége 0,8 x 0,8 x 0,7 x 0,7 = 0,3156. Altaldban
a kovetkezét tehetjiik:! cseréljiik ki minden e élre az élhez tartozé p(e)
valészintiséget — In p(e)-re, és keressiik a legrovidebb s —t utat ezen silyozés
mellett. Legyenek R és @ két kiillonb6z6 s — ¢ Ut élhalmazai; ekkor az utak
jarhatésaganak valdszintiségei rendre

[ »e) és T] nle),
e€ER ecq
mig a transzformacié mellett a hosszuk

- Z Inp(e) és — Z Inp(e).

eER ecq)

Waléban, ez az 6tlet nagyon &ltaldnos, a szorzatok kiszdmitdsdnak Gsszeadésra vald
visszavezetése a logaritmus fliggvény bevezetésének egyik {6 motivacidja.
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~ Y nple) < — 3 up(e),

ecR eeqQ
akkor
Z Inp(e) > Z Inp(e).
e€R e€q
Ebbdl

In(]] p(e)) > In(]] p(e)).

eER ecq

és a logaritmus monotonitasa miatt kapjuk a

11 »te) > ] ple)

eER e€q

egyenlGtlenséget, ami bizonyitja allitasunkat.

3. Fazisterek

A fazisterek alapgondolata az, hogy a vizsgdlni kivant rendszer teljes
allapotét egyetlen pont segitségével frjuk le.? Itt egy kozismert, de mégsem
trividlis példan illusztraljuk a fazistereken alapulé modellezést.

Az Gn. autdverseny jatékot egy kockdas lapon jatszhatjuk, ahol az auté
egy lépését egy nyil reprezentalja. (A nyil az auté egységnyi id6 alatt megtett
utja. Mivel a gyorsulds nem tetszélegesen nagy, ezért 1épésenként csak aje;+
ages-vel valtoztathatd, ahol e1, es a stk merdleges egységvektorai ai,as €
{—1,0,1}.) Adott tovabbd egy pélya, amit az auté nem hagyhat el, egy rajt-
és célvonal, ahonnan indul, illetve ahova érkeznie kell a lehet6 legkevesebb
lépés alatt.

2Ez rendkiviil hasznosnak bizonyult a fizikdban, ahol példaul egy n tomegpontbél 4116
rendszer mozgdsat 6n koordindta (pontonként 3 tér és 3 sebesség) irja le. Ez felfoghaté az
RS egyetlen pontjaként, mig a rendszer id8beli véltozasa egy térgorbeként. Tébbnyire
ez a hozzaallas segit a Markov lancokkal valé modellezésben is: a lanc egy-egy allapota a
rendszer teljes leirdsat kédolja.
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A jobboldali dbrén lathatd, hogyan lehet meghatarozni a kovetkezo lehet-
séges 1épést: megismételjiik az el6z8 1épés vektorat (a szaggatott vektor) és
a végponthoz tartozé racspontba, valamint ennek szomszédaiba léphetiink.
A keletkezd Ut nem grafut, hiszen akarhova nem léphetiink; ez a sebességtol
is fiigg. Készithetiink azonban egy fdzistér grdfot, amelynek pontjai mind
az autd helyét, mind a sebességét kddoljak és a pontok koézott akkor van
él, ha az atmenet egyik allapotbdl a masikba egy 1épés alatt megtorténhet.
Egy (a,b) sikbeli pontparnak megfelelt egy grafpont, ahol a pontbeli dllapot
azt jelzi, hogy az auté a b pontban van és oda az a-bdl lépett. Ekkor
az allapotgrafnak olyan (b,c) pontjaira lehet atlépni (van él), amelyekre
a bc vektor az ab vektortdl barmely koordinatajaban legfeljebb eggyel tér el.
Sulyozzunk minden élt eggyel, akkor az allapotgraf legrovidebb tja a rajt
és cél kozott a minimalis 1épésszamu ttvonalnak felel majd meg.

Megjegyzés:

1. Ha a palya n pontbdl all, az allapotgraf n? pontbdl fog. A példankban
n < 100, igy az allapotgrafnak tizezernél kevesebb pontja van.

2. Az eljarassal modellezhetOk egyéb feltételek: olajfolt, amin nem lehet
lassitani, homokagy, ami lassit stb.

23



4. eléadés
Hal6zati problémak

Az un. halézati vagy network problémak rendkiviil elterjedtek az operé-
ciékutatdsban. Ennek harom {6 oka van:

(i) médfelett alkalmasak gyakorlati problémék modellezésére
(ii) hatékony algoritmusok dolgozhaték ki megolddsukra
(iii) matematikai szempontbdl nagyon elegéns elméletiik van.

Ennek megfeleléen a 40-es évektdl kezdve szamos modellel foglalkoztak a
témakor kutatdi, amibol itt csak néhényat és érintélegesen targyalhatunk.

Az egyik legfontosabb a transshipment probléma.® Adott egy G irdnyitott
graf, melynek éleihez valds szédmokat (koltségeket) rendeliink. Szamokat ren-
deliink a graf pontjaihoz is. Ha ez a szam pozitiv, akkor a pontot nyelének,
ha negativ forrdsnak, ha nulla belsé pontnak nevezziik. Feltehetjiik, hogy a
pontokhoz rendelt szamok 6sszege nulla. (Ha nem, egy 1j pont felvételével
ilyen forméra hozhatjuk G-t.)

Tegyiik fel, hogy valamilyen arut kell szallitanunk a forrasokbdl a nyel6k-
be a graf élei mentén tgy, hogy barmely forrasban a kindlat, illetve nyel6ben
a kereslet a hozzdrendelt a hozzdrendelt szam abszolilt értéke (a belsé pon-
tokban nulla). Egy él mentén a szallitdsi koltsége az élhez rendelt szam
és a szallitott aru mennyiségének szorzata, mig az Osszkoltség a szallitdsi
koltségek Gsszege.

Példa: A pontok mellé irt szam a pont neve, zérdjelben a kereslet/kinélat.
A két megolddsban csak a szallitdsba bekapcsolédé éleket abrézoltuk.

1(0) . 5(8) 1
4(10 5 2
1 1 8 43 6 9
3(6) 2(0) 4
6 10 2 10
6(-9 g 7(-15) 3 4

3Ezt széllitdsi probléménak is szoktdk magyaritani. Mi itt inkdbb szdllitmdnyozdsi
problémaként emlegetjiik, hogy ne keveredjen Gssze egy specidlis esettel, a Hitchcock-féle
szallitasi feladattal.
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A transshipment probléma felirhaté LP feladatként, ahol A a G graf
incidencia matrixa, az x vektor x;; komponense az (i, j) élen szallitott aru
mennyisége, ¢;; az egységnyi szallitds koltsége, a b vektor pedig az egyes
pontokban jelentkez6 kereslet /kinalat.

min Y. CijTij =cT
(1,1)EE(G)

(%) Az =10

x>0

A példankban az A matrix a kovetkezo:

13 14 15 21 23 24 25 54 61 62 63 67 72 7.5
11 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o0
2/ 0 o 0 -1 -1 -1 -1 0 0O 1 0 0 1 0
3/ 1. 0 o 0 1 0O O O O O 1 0 0 0
4o 1 0o 0o o0 1 0 1 0 O O 0 0 1
5/ 0 0o 1 0o O O 1 -1 0 O 0 0 0 1
6/ o o o o 0o 0O O O -1 -1 -1 -1 0 0
700 o 0o 0o O O O O O O O 1 -1 1

T = [SL’13, L14,215, 221, L23, T24, L25, T54, L61, L62, L63; L6T 967271775]

és by = 10,0,6,10,8,—9, —15].

Vegyiik észre, hogy a (x) probléma méatrixabdl torolhetjiik az utolsé (de
tulajdonképpen barmely) sort és a b vektor utolsé koordinatajat a linedris
fligg6ség miatt.

A transshipment probléma megoldédsara kiillonbo6z6 lehetéségek adédnak.
Ha a G graf, irdnyitastdl eltekintve Gsszefiiggd, akkor a (x) LP egy tetszéleges
bézis megoldasdnak a bazisban 1évé valtozdkhoz tartozo élei egy fat alkot-
nak. Ezeknek a fdknak a megfelel¢ transzformacioival fogalmazhaté meg
az un. network szimplex algoritmus. Ez a jél ismert szimplex algoritmus
egy, a gyakorlatban rendkiviil hatékony valtozata. Mas eljardsok ennél is
direktebb médon hasznéljak ki a feladat specidlis szerkezetét, és, legalabbis
elméleti vonatkozasban, feliilmuljak a network szimplex algoritmust. Egy
egyszerlibb feladat, a mazimalis folyam probléma vizsgdlataban betekintést
adunk ezekbe a moddszerekbe. Itt megelégsziink az Un. integralitds tétel bi-
zonyitasaval.

Tétel 7 (integralitas) Tegyiik fel, hogy a fenti transshipment probléma b
vektordanak minden koordindtdja egész szdm. Ha a feladatnak van lehetséges
megolddsa, akkor van egész megolddsa is. Ha van optimdlis megolddsa, akkor
van optimadlis egész megolddsa is.
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Bizonyitas. A lehetséges megoldds 1étezésébol kovetkezik (az LP alapté-
telébél), hogy van lehetséges bézis megoldds. Kordbbi tételeink szerint az
A miétrix totalisan unimoduléris, és igy a probléma barmelyik lehetséges
béazis megoldasa egész. Ismét az LP alaptételét hasznalva, ha van optimaélis
megoldas, akkor van optimaélis bazismegoldds, amely az el6z6 pont miatt
sziikségképpen egész. a

A transshipment probléma formalizmusa és az integralitas tétel az ope-
racidkutatas és a kombinatorika szerencsés keveréke. Valdjaban tomérdek
kordbbi probléma/modell kozos dltaldnositdsa. Mi a forditott utat kovetjiik:
az altaldnos probléma specidlis eseteiként mutatunk be néhanyat ezek koziil.
El6szor azonban lassunk egy nem trividlis alkalmazast.

Az étkeztets (caterer) probléma?

Adott egy étkeztetd, akinek n napon at tiszta szalvétara van sziiksége, a
j-edik napon egy el6re ismert d; darabra. Ezt részint 1ij szalvétak vasarlasaval
(a cent darabja), részint a hasznaltak mosatdsaval fedezheti. Az utébbiban
véalaszthat a gyors (¢ nap alatt, darabonként b centért) és a lassi (p nap
alatt, ¢ centért) ajanlott szolgédltatdsok kozott. Természetesen p > ¢ és
a > b > ¢, a minimalis koltség pedig a cél.

Példa:

Legyen egy étkezet6 feladatban n=10, d;=50, de=60, d3=80, d4=70,
d5=50, dg=60, d7=90, dg=80, dg=>50, d19=100; mig p=4, ¢=2, a=200, b=75,
c=25.

Az aldbbi tdblazatban Osszefoglalunk egy lehetséges és egy optimaélis
(a zaréjelben 1évé szamok) stratégiat. Az utébbi egy a feladathoz rendelt
transshipment probléma optimalis bézis megolddsa. A feladat grafjiban a
hozzatartozo fat szintén dbrazoljuk majd.

4A modell eredetileg egy titemezési probléma, amellyel a légierd repiilégép motorjainak
karbantartdsét tervezték. Kés6bb a megalkotdi (Jacobs, Gaddum, Hoffman, Sokolowsky
és Prager) a demilitarizdlt caterer (étkeztetési) probléma néven publikaltdk.
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Nap | Mosott  Vasarolt | Gyors mosds Lassi mosdas  Tarolas
1 0 (0) 50 (50) 50 (0) 0 (50) 0 (0)
2 0 (0) 60 (60) 60 (0) 0 (60) 0 (0)
3 50 (0) 30 (80) 50 (0) 30 (80) 0 (0)
4 60 (0) 10 (70) 60 (0) 0 (70) 10 (0)
51 50 (50) 0 (0) 60 (10) 0 (0) 0 (40)
6 | 60 (60) 0 (0) 60 (10) 0 (90) 0 (0)
71 90 (90) 0 (0) 50 (50) 0 (0) 40 (40)
8 | 60 (80) 20 (0) 100 (10) 0 (0) 20 (110)
9 | 50 (50) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 70 (160)

10 | 100 (100) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 170 (260)

A transshipment modell és az optimdlis megoldas fdja a kovetkezo:

-50
-60 v

-80y Y

50y

-60y

-90 vy Y

-80y Y

50y Y

-100y

-100y y\g h}s
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Az baloldali dbra értelmezése:

A Dbaloldali pontokban, mint tarolékban jelenik meg a naponként el-
hasznalt szalvéta. Ezekbol a forrasokbol tovabb kiilldheték gyors moséassal a
két nappal késébbi felhasznéldsra (vizszintes élek, b koltség), lassi moséssal
(ferde élek, ¢ koltség), vagy tarolhatok a kovetkezé napig (fliggbleges élek,
0 koltség). A j-dik napon igényelt d; darab szalvéta beszerezhet6 a j — g
tarolobdl gyors, a j — p-bol lassii mosatassal, vagy a boltbdl a koltségi
élen. Célszeri feltenni, hogy a boltban elegend6 szalvéta van, és akar az
egész sziikséglet fedezhetd vasdrlds itjan. Az utolsé napon a téroléban 1évé
szalvétakat egy (képzeletbeli) gytijtobe iranyitjuk zérd koltség aran csakugy,
mint az n-edik nap utédn a boltban maradtakat. (Ez utébbi szintén zéré
koltséggel teheté meg.) Ezek segitségével az étkeztetési problémat atirtuk
egy transshipment problémara.

A jobboldali abra értelmezése:

Az optimalis bazis megoldéds bazisaban 1év6 valtozoknak megfelels éleket
abrazoltuk. Az élekre irt szamok a valtozok értékei. Vegyiik észre, hogy
némelyik bazisvaltoz6 nulla értéket kap, azaz a megoldds degeneralt. Ez a
halézati problémak megoldasanal igen gyakori jelenség. Az integralitas tétel
garantalja, hogy van egész optimdlis megoldas, és igy a kapott iitemezési
terv kerekitések nélkiil alkalmazhaté.

A legrovidebb it probléma

A legrovidebb utak keresésére mar adtunk kielégité algoritmust. Most az
1j modelliink erejét illusztraljuk. Tegytik fel, hogy egy iranyitott, sulyozott
G grafban egy legrovidebb s — ¢ utat keresiink. Rendeljlink s-hez —1, mig
t-hez 1 keresletet. Tekintsiik a silyokat koltségeknek és vegyiik az igy addédéd
transshipment probléma egy egész optimumat, ha az létezik. Ha GG-ben nincs
negativ kor, konnyen lathatd, hogy az élekhez rendelt véltozok csak 0 és 1
értéket vesznek majd fel, és az 1 értékhez tartozo éleken eljuthatunk s-bél
t-be. (Parcidlisan a megforditas is igaz: a legrovidebb utak keresése fontos
részfeladat a transshipment probléma megoldasara adott némely algoritmus-
ban.)

Szallitasi (transportation) probléma
A probléméat 1941-ben F. I. Hitchcock tanulméanyozta, igy néha Hitchcock-
féle szdllitasi feladatként is emlegetik. a problémat:
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. m n
min Z Z Cisz'j
i=1j5=1

n

> i = 1, (1=1,2,...,m)
i=1

m .

> Tij = s;, ((=12,...,n)
i=1

xij Z 0

Koénnyen léathaté, hogy ez egy ketté kromatikus szamu grafban (vagy
més széval pdros grdfon) definidlt transshipment probléma. Definidljuk G
ugy, hogy V(G) = UNV, ahol U = {uy,us,...,un} a forrdsok, V =
{vi,v2,..., v} a nyelék halmaza, és E(G) = {uv; : v; € Uyv; € V}
Legyen tovabbé a kindlat r; az u; pontnél (i = 1,...,m), a kereslet pedig
sj avjpontndl (j =1,...,n). A széllitasi feladat ezek utdn megoldhaté az
integralitas tétel alapjan. A széllitasi feladatnak a nyilvanvaléan latszé fel-
hasznéalhatésagon kiviil sok mély alkalmazasa van, melyre itt nem térhetiink
ki.

Hozzarendelési (assignment) probléma

Egy példan keresztiil vezetjik be a feladatot. Tegyiik fel, hogy van 5
ember, 5 kiillonbozo feladat, és egy szammal leirhatjuk az i-edik ember tel-
jesitményét a j-edik feladaton (0 < 7,5 < 5). Adjunk minden embernek
pontosan egy feladatot Ugy, hogy a teljesitmények Gsszege a lehetd legnagy-
obb legyen. A teljesitmények leirhatok egy matrix-szal:

1 2 3 4 5
117 5 4 4 5
217 9 7 9 4
3|14 6 5 8 5
415 4 5 7 4
54 5 5 8 9

A feladatra egész értékil programozasi modellt célszeri feldllitani. Legyen
x;5 = 1, ha az i-edik ember a j-edik feladatot kapja, x;; = 0 kiilonben. Ezzel
a feltételek Z?Zl xzij =1 (i=1,...,5) (minden ember pontosan egy felada-
tot kap) és 37, zi; =1 (j=1, ..., 5) (minden feladatot pontosan egy ember
végez el), a célfiiggvény pedig a matrix egyiitthatokbdl all: 37, 37 cijzij.
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Altaldban a hozzéarendelési probléma:

n n
max E Z cijxl-j

i=1j=1
n
(%) > owiyy = 1 (i=1,...,n)
j=1
n .
Zla:ij = 1 (j=1,...,n)
1=

m

Tij {0,1} (1 <id,j <n).

Vegyiik észre, hogy a (x) probléménak mindig van pontosan n! lehetséges,
és ebbol kovetkezden legalabb egy optimalis megoldasa is, és az integralitdsi
tétel miatt az alabbi szallitasi feladat optimélis bazismegoldédsa a (x)-nak is
optimalis megoldésa:

NgE

min 1(—61']'):6'1']'

n

i=1j

<

j=1
n
Z"'E’LJ =1 (]:1, 7”)
=1
iL'ij S 0 (1§2,]§n)

Megjegyezziik, hogy a (x) feladatnak 1950-ben P. R. Halmos és H. Vaughon
egy meglehetésen abszurd “alkalmazasat” publikalta. Ebben n héazasulni
kivané férfi, illetve né egymdshoz rendelését irjik le olyan médon, hogy a
cij szam a j-edik né éltal az i-edik férfinak adott pontszdm (n a legjobb
esetben, 1 a legrosszabban), mig az “Gsszboldogsdg” ardnyos ), >_j Cij-vel.
Ez szamunkra csak annyiban érdekes, hogy a kés6bbiekben egy valamivel
redlisabb feltétel mellett megvizsgaljuk és megoldast adunk az un. sta-
bil hdzasitdsi problémdra. A probléma és a ra vonatkozé integralitds tétel
jOl hasznélhaté a pdros grdfok pdrositdsi problémdinak tanulmanyozasaban.
Egy G graf pdros, ha V(G) = AU B, ahol AN B = (), és minden él A és B
kozott huzédik (jelben x(G) < 2). Konnyen beldthat6, hogy egy G péros
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graf maximalis M péarositdasa az alabbi LP megolddsaval megkaphato:

max YD T
JEBiIEA

> Tij <1 (ZEA)
J:(6,5)€E(G)

i:(4,7)EE(QG)

zij < 0 (i€AjeB),

*

ahol M azon (i,7) élekbdl all, melyekre zj; = 1 az optimdlis megolddsban.
Hasonl6 konnyedséggel kaphatjuk meg Konig Dénes hires tételét:

Tétel 8 tegyiik fel, hogy G olyan pdros grdf, melyre |A| = |B| = n és
minden v € V(G) pont fokszama d(v) = k > 1. FEkkor G-ben van teljes
pdrositas.

Bizonyitas. Készitsiink egy transshipment problémat a G grafhoz tgy,
hogy A pontjaihoz -1-et, B pontjaihoz 1-et rendeliink és az éleket A-bdl B-be
irdnyitjuk. (Az élek koltségével nem torédink.) A keletkezé problémanak
van lehetséges = megoldasa: egyszertien legyen x. = 1/k minden e élre.
fgy az integralitas tétel miatt van z* lehetséges egész megoldds, amelyben
x} € {0,1} minden e élre. Valéjdban A minden pontjdbdl pontosan egy él
vezet ki, melyekhez tartozd valtozo értéke 1, és ezek az élek egy M teljes
parositast adnak. O
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5. eloadas

2 A maximalis folyam probléma

A maximélis folyam probléma felfoghaté egy olyan transshipment problé-
maként, amelyben a valtozdk értékeire felsé korlatokat kotink ki. Ezt a
kapcsolatot felhasznalva elméleti kovetkeztetéseket vonhatunk le, illetve a
feladatot megold6 algoritmusokhoz juthatunk. A teriilet fejlédése nem ezt
az irdnyt kovette és mi sem fogjuk ezt tenni, ugyanis kozvetlen, a szim-
plex algoritmusra nem hivatkozé eszkozokkel targyalhatd a probléma. Mi
tobb, az adédé bizonyitasok egyszeriibbek, az algoritmusok hatékonyabbak,
mintha dltaldnos elméleten keresztiil érnénk el céljainkat.

Példa: Kezdjiik egy klasszikus példaval, amelyben San Franciscobdl New
Yorkba igyekszik egy repililétarsasig maximaélis szami embert utaztatni.
Utkozben t6bb 4tszalldsi lehet&ség van és az egyes varosok kozott szallithato
utasok szamat egy tablazatban foglaljuk Ossze.

Atlanta New York
Chicago New York

Honnan ‘ Hova ‘ Helyek szama

San Francisco Denver !

San Francisco | Houston 6
Denver Atlanta 4
Denver Chicago 2
Houston Atlanta 5

7
4

A téblazat atirhaté egy irdnyitott graf segitségével; az élek silyozasa az
elszallithaté utasok maximalis szam a két pontnak megfelel6 varos kozott.
A kovetkezbket szeretnénk formalizalni egy szallitdsi tervben:

1. Ha (v, w) uton k ember megy az ugyanaz, mint a (w, v) tton —k ember.
2. A egy uton kiildott emberek szama nem haladhatja meg az it korlatjat.

3. SF és NYC kivételével a beérkez6 és tavozo utasok szdma egyenld,
azaz az 1. pont miatt az 0sszeg nulla.

Legyen G egy irdnyitott graf két kitiintetett ponttal, s (forrds) és t
(nyeld). Jelolje c(v,w) a (v,w) él kapacitdsdt, azaz az élhez tartozé valtozo
maximélis értékét, tovabbd legyen c¢(v, w) = 0, ha (v, w) nem él G-ben. Az
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f: V(G) x V(G) — R figgvény folyam, ha az aldbbi hirom feltételnek
eleget tesz:

(1) Ferde szimmetria. Minden v,w pontra f(v,w) = —f(w,v). Ha
f(v,w) > 0, akkor azt mondjuk, van folyam v-b6l w-be.

(2) Kapacitas korlat. Minden v, w pontra f(v,w) < ¢(v,w). Ha (v, w)
olyan, hogy f(v,w) = ¢(v,w), azt mondjuk a folyam teliti (v, w)-t.

(3) A folyam megmaradaés elve. Minden s és ¢t-t6l kiillonbozé v pontra
Ywev(a) f(v,w) =0.

A folyam értéke, |f| == X ev (e f(s,w), azaz a forrasbdl kifoly6 men-
nyiség. A maximdlis folyam probléma a maximadlis értékli folyam megk-
eresése. Vizsgélataink kozponti fogalma a vdgds. Egy X, X vdgds a V(G)
ponthalmaz olyan particidja, hogy s € X ést € X = V(G)\X. Az X, X
véagas kapacitdsa ¢(X,X) == Y X.wex ¢(v,w). Egy minimélis kapacitdst
vagast minimdlis vdgdsnak neveziink. Ha f egy folyam, X, X egy vagas,
akkor a vdgdson dtmend folyam f(X,X) := ZveX,weY flo,w).

Lemma 1 Bdrmely f folyam és X, X vdgds esetén a vdgdson dtmend folyam
egyenld a folyam értékével.

Bizonyitas.
f(va): Z flo,w) = Z flv,w) — Z flv,w) = |f],
veX ,wEX veX,weV(G) veX weX
mert -,cx wev(q) f(v,w) = [f| a folyam megmaradds, 3 cx wex f(v, w)
pedig nulla a ferde szimmetria torvénye miatt. O

A lemma szemléletes jelentése az, hogy a folyam értéke egyenld az X-et
elhagy6 nettd mennyiséggel. Mivel f(v,w) < ¢(v,w),

‘f| = Z f(v7w) < Z C(U,U))

veEX weX veEX,WEX

minden f folyam és X, X vagas esetén. fgy a maximalis folyam értéke
nem haladja meg a minimélis vagéds értékét. A meglepé az, hogy ez a két
érték egyenl6. Ez igazabdl az LP dualitas tétel egy specidlis esete, melyet
néhény fogalom bevezetésével kozvetleniil is belathatunk.

A maradék kapacitdis egy f folyamra v és w pontok kozott r(v,w) :=
c(v,w) — f(v,w). Szemléletesen r(v,w) egységgel névelhetjiik a folyamot
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v-b6l w-be (ha ugyanennyivel csokkentjik f(w,v) értékét). Az R maradék
graf egy folyamra G pontjaibdl és azon (v, w) parokbdl, mint élekbél &ll,
amelyekre (v, w) > 0: lehetnek olyan élei, melyek nincsenek G-ben. Egy
p néveld it az f folyamra egy s-bél t-be vezetd it R-ben. A p Gt maradék
kapacitasa, r(p) a p-ben 1év6 élek maradék kapacitdsainak minimuma. A
p novelé Ut szerepe nyilvanvalé: a p élei mentén r(p)-vel novelve az f
folyamot, a folyam értéke r(p)-vel novelhets. (Ha f(v,w)-t véltoztatjuk,
valtozik f(w,v) is!)

Lemma 2 Legyen f egy tetszdleges, f* pedig egy maximdlis folyam G-n.
Ha R az f-hez tartozé maradék grdf, akkor R-en a maximdlis folyam értéke

[fl =111

Bizonyitds. Legyen f’ tetsz6leges folyam R-en és definidljuk az f + f’
folyamot az (f + f')(v,w) := f(v,w) + f'(v,w) egyenldséggel. Ekkor f + f’
folyam G-en, értéke |f| + |f/| < |f*|, amibdl |f'| < |f*| — | f| adddik.

A hasonléan definidlt f*— f, (f*— f)(v,w) := f*(v,w) — f(v,w) folyam
R-en, értéke |f*| — | f|, azaz az eléz6ek miatt maximalis folyam R-en. 0

Tétel 9 (mazximdlis folyam - minimdlis vagds tétel) A kéovetkezd feltételek
ekvivalensek:

(i) Az [ folyam mazimadlis.

(ii) Nincs noveld it f-re.

(iii) Valamely X, X wvdgdsra az |f] = ¢(X, X).
Bizonyitas. (i)= (ii) Ha van egy p novelé ut f-re, akkor novelhetjik a
folyam értékét a p-ben 1évé éleken megvéltoztatva a folyamot. (ii)=- (iii)
Tegytiik fel, hogy f-re nincs novelé tut. Legyen X azon pontok halmaza,

melyek elérheték s-bdl az R éleit hasznalva, és legyen X = V(G)\X. ekkor
X, X egy vagas (s€ X, t€ X), és

|f’ = Z f(v,w): Z c(v,w) :C(X7Y)7

veXwex veX,wex

mert v € X, w € X-b6l kovetkezik, hogy (v,w) nem éle R-nek, azaz
flv,w) = c(v,w) (iii)= (i) Mivel |f| < ¢(X, X) barmely f folyam és X, X
vagés esetén, az |f| = c(X, X) egyenldségbdl kovetkezik, hogy f maximélis
folyam és X, X minimélis vigés. a
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Az el6z0 tétel az alapja Ford és Fulkerson uin. néveld ut mdédszerének:
Induljunk ki a zérus folyambdl (f(v,w) = 0 minden (v,w) élre), majd
ismételjik meg a ndéveld lépést amig olyan folyamhoz jutunk, amiben nincs
novel6 ut. Noveld 1épés: Taldljunk egy p novel6 utat a pillanatnyi f
folyamra. Noveljik f értékét r(p) egységgel a p-ben 1év6 éleken.

Tétel 10 (integralitds tétel) Ha egy folyam problémdban a kapacitdsok egé-
szek, akkor van eqy egész értéki maximdlis folyam.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a kapacitdsok egészek. Ekkor a novel6 1t
modszer legalabb egy egységgel noveli a folyam értékét minden iteraciéban,
igy f* maximalis folyamot legfeljebb |f*| 1épésben megkapja. Masrészt a
kezdeti egész értékeket minden 1épésben egész szammal viltoztattuk, igy
f*(v,w) egész minden (v, w) élre. O

A példankban az alabbi 1épésekkel kaphatunk maximélis folyamot. Bal-
oldalon a folyam értékeket, mellette a hozzatartozé maradék grafot a néveld
uttal egytitt dbrazoljuk.

Inicializélds. A novel6 ut: SF-H-A-NYC, r(p) =5

2. 1épés. A novel6 ut: SF-D-A-NYC, r(p) =2
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Megjegyzés: A noveld ut mddszer nem sziikségképpen konvergdl, és egész
szamok esetén is lehet nagyon hosszi. Edmonds és Karp viszont megmutatta
1969-ben, hogy a legkevesebb €lbél all6 noveld it valasztasaval az algoritmus

cnm? miiveletet igényel, ahol ¢ konstans, n a pontok, m pedig az élek szdma

G-ben.

Példa: Az els6 rajzon a kapacitdsok, a tobbin a kozelitések, ha a noveld
ut athalad a fiiggéleges élen. (Csak a folyamot dbrazoltuk, a maradékgrafot
nem.) Ekkor algoritmus lépésszdma k. Ha a legrovidebb novelé utakat
valasztjuk, akkor két 1épesben eljutunk az optimumhoz.

A kiilszini fejtés probléma

A maximélis folyam probléma egy varatlan és mély alkalmazasa flizédik
Balinsky, Rhys és Picard nevéhez, amit kilszini fejtés (vagy open pit) prob-
lémanak hivnak. Tegylik fel, hogy egy adott teriileten valamely mélységig
felosztottuk a talajt, és ismerjiik egy-egy részben 1évé asvany értékét, illetve
az adott rész kitermelési koltségét. Az egyszerliség kedvéért téglatest alaki
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darabokkal szdmolunk és az i¢-edik darab értéke w; a benne levé dsvany
értékének és a kitermelési koltség kiilonbsége.

Feladatunk azon P halmaz megtaldldsa, amelyre a ), p w; maximalis.
A nehézség abban rejlik, hogy P nem lehet akdrmilyen halmaz; meg kell
felelnie egy lehetséges kitermelésnek. Kz alatt azt értjiik, ha egy téglat
kitermeliink, akkor nemcsak a felette 1év6 téglat, de még annak szomszédait
is ki kell termelniink, mégha negativ is az értékiik.’

Példa:
B -1 -1 -1 -1 -1 1 o
2 SR 5 3 1] s | 4] 4 -1
1 1 0o | 10 5 ] 1 1 1 1 0

Altaldban ha az i-edik elem hozzévétele a P halmazhoz kikényszeriti
a j-edik elem hozzavételét azt egy (i,j) irdnyitott éllel jeloljiikk majd a
G grafban, melynek a pontjai az elemek. Legyen ennek a grafnak egy
X C V(G) ponthalmaza zdrt, ha i € X és (i,j) € E(G) esetén j € X.
['erafogalmazva a problémat egy olyan X zart részhalmazat keressiik a pon-
toknak, hogy a ),y maximaélis.

Ezt a kovetkez6 ejarassal visszavezethetjik egy minimdélis vagds, vagy
ami ezzel ekvivalens, egy maximalis folyam problémaéara. Osszuk fel G pon-
tjait két részre; ¢ € A, ha w; > 0 illetve ¢ € B, ha w; < 0. Vegytlink hozza
G-hez két 4j pontot, egy s forrdst és egy t nyeldt, valamint egy (s, 7) élt min-
den i € A-ra, és egy (j,t) élt minden j € B-re. legyen az 1j élek kapacitasa
c(s,i) := w; minden ¢ € A-ra, c(j,t) := —w; minden j € B-re, mig G eredeti
élenek kapacitasa végtelen.

Konnyen lathatd, hogy egy X ponthalmaz akkor és csak akkor zart, ha
az X U{s}, X U{t} vagas kapacitdsa véges.

Tovabba ha az elobbi vagas kapacitasa véges, akkor az éppen

c(XU{sh,XU{th= Y c(si)+ > cit)=

i€A\X i€eBNX

5Ez bényatechnikai el8irds, ugyanis bizonyos sz6gnél meredekebb lejtét nem szabad
létrehozni kiilszini fejtésnél.
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= Z w; + Z (fwi):Zwiwai.

1€ A\X 1€BNX €A ieX

Mivel a ) ;c 4 w; konstans, a fenti vagds kapacitdsdnak minimalizdldsa
a Y jex w; maximalizaldsdt jelenti. Azaz a minimdlis vagds megtaldlasa
egyben megadja a keresett maximalis stulyd zart ponthalmazt.
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6. eléadés
Moho algoritmusok

Mint korabban lathattuk, szamos iteracién alapulé algoritmusnak van
moho aspektusa: az algoritmus az adott pillanatban a legkedvezébbnek t{in6
lehetéséget valasztja. Ez a megkozelités néha kivald, néha katasztrofalis
eredménnyel jar; mindenesetre egy jonnan felmeriild probléménal célszerii
szerencsét prébalni vele. Ha pontos megoldast nem is, hasznos informacidkat
nyerhetiink altala. A moho algoritmusok altaldban nagyon gyorsak és egy-
szerliek, igy ha egy feladatot pontosan oldanak meg, akkor nemigen lehet
jobbat taldlni naluk. A koévetkezd néhany problémaban ez az eset all fenn.

Példa: Maximalis sulyu feszitéfa

Tegyiik fel, hogy adott egy iranyitatlan, Osszefiiggé G graf, melynek
éleihez nem negativ sulyokat rendeliink; w(e) > 0, ha e € E(G). Célunk
egy olyan X C FE(G) élhalmaz megaddsa, mely X nem tartalmaz kort és a
> eex w(e) maximalis. (A szumma jel6lhetd w(X)-szel és ez X sulya.)

Megjegyzés: Mivel w(e) > 0 minden e élre, feltehetd, hogy X maximélis
kormentes halmaz, azaz feszitéfa G-ben. Konnyebben motivalhaté lenne
egy minimdlis sulyu feszitofa keresése, ami példdul egy minimalis koltségu
Osszefiigg6 kommunikaciés halézatot modellezhet. A probléma valéban igy
vetddott fel eldszor (Boruvka 1926, illetve Kruskal 1956), nem nehéz viszont
belatni az ekvivalenciajukat.

Az aldabbi mohé algoritmus tlinik kézenfekvonek: Rendezziik az élhalmaz

€1,€2,...,en elemeit 4gy, hogy w(e1) > w(ez) > ... w(ey). Legyen X; =
{e1}, majd az X,;_; halmazhoz prébéljuk hozzavenni az e; élt; ha X;_1U{e;}
kormentes, akkor X; := X;_1 U {e;}, ellenkezé esetben X; := X;_;. Legyen

végil X := X,,, illetve tulajdonképpen X := X;, ahol i a legkisebb szam,
amelyre | X;| =n — 1.

Az algoritmus helyességét sokkal altaldnosabb koriilmények kozott is
belathatjuk; csupan a kormentes élhalmazok néhany tulajdonsidgara van
szitkség. Nyilvanvald, hogy a (), azaz az tires halmaz kormentes, illetve
ha X C E(G) kormentes, akkor barmely Y C X is az. Sziikségiink van
tovabba az alabbira allitasra:

Lemma 3 Ha X ésY egy G grdf kormentes élhalmazai és |Y| < | X|, akkor
van olyan e € X\Y, hogy Y U {e} is kérmentes.
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Bizonyitas. A G graf pontjain az Y élek altal alkotott komponensek
részfak. Egy-egy ilyen komponensben az X élhalmaznak sem lehet tobb
éle, mint Y-nak, hiszen kiilonben tartalmazna kort. Mivel | X| > [Y|, van
olyan e € X, mely az Y két komponensét koti ossze. Ezzel az e éllel az
Y U {e} halmaz kérmentes. O

Matroidok

Ha adott egy S véges halmaz és az S részhalmazainak egy 7 halmaza
gy, hogy

() D eT;
(I2) Ha X € ZésY C X, akkor Y € T;

(I3) Ha X € T és Y € TZ; tovabba |X| > |Y|, akkor van olyan z € X\Y
gy, hogy Y U {z} € 7,

akkor az M = (S,Z) par matroid. Az Z-be tartozé halmazokat a matroid
fiiggetlen halmazainak nevezziik. Egy halmazrendszer, amely az (I1) és (I2)
axiémakat kielégiti fiiggetlenségi rendszer.

Példéak:

1. Az el6bbiek szerint egy G irdnyitatlan graf F(G) élhalmazanak kormentes
részhalmazai matroidot alkotnak. Fz a G graf kérmatroidja.

2. Vektormatroidok. Legyen S véges sok vektorbdl all6 halmaz, 7 pedig a
linedrisan fiiggetlen részhalmazainak halmaza. Erre (I7) és (I3) nyilvanval6an
kovetkezik, (I3) pedig a jol ismert Steinitz-féle kicserélési tétel.

Megjegyzés: (I3)-bdl kivetkezik, hogy a maximalis fliggetlen fliggetlen
halmazok egyforma elemszamuak. Ezek az M matroid bdzisai.

Célunk egy M = (S,Z) matroid és w : S — RT esetén annak az X € T
halmaz megtaldlasa, amelyre a > oy w(z) maximalis. (Feltehetd, hogy ez
a halmaz maximalis, azaz bézis.)

A mohé algoritmus a kévetkez6: Rendezzik S = {x1, ...,z }-et ugy,
hogy w(z;) > w(j), 1 <i < j<m. Legyen X; := {z1}, X; := X;_1 U {x;},
ha X;_1 U{z;} € Z, X; := X;_; kiilénben. Végiil pedig X := X,,.

Tétel 11 Tetszdleges M = (S,Z) matroid és w nem negativ silyfigguény
esetén a mohd algoritmus egy maximadlis sulyd fuggetlen X halmazt taldl.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a mohé algoritmus az X = {z1,z9,...,2,}
bézist adta, de egy Y = {y1,v2,...,yn} bazisra > w(z;) < > w(yi).
Feltessziik, hogy az X és Y elemei csokkend sily szerint vannak rendezve,
azaz w(x;) > w(x;) és w(y;) > w(y;), 1 <i<j<n.

Mivel Y w(z;) < Y w(y;), lennie kell egy olyan legkisebb k szdmnak,
amelyre w(zr) < w(yg). Legyen A = {z1,...,25-1} és B = {y1,..., Yk}
(Ha k =1, akkor A = ().) Az (Iy) miatt A, B € 7 és |A| < |B|, gy (I3) miatt
van olyan y; € B, melyre AU {y;} € Z. Ekkor viszont w(y;) > w(yx) >
w(xy) és igy a moho algoritmus nem az x, hanem az y; elemet valasztotta
volna. O

A fenti tétel részlegesen megfordithaté és ez mutatja a matroidok és a
moho algoritmus szoros kapcsolatat.

Tétel 12 (Edmonds) Legyen S egy véges halmaz, T pedig S részhalmazainak
eqy (I )-et és (I2)-6t kielégité halmaza, amely nem matroid. Ekkor van olyan
w: S — R sulyfiigguény, amelyre a mohd algoritmus nem taldlja meg T
mazximdlis sulyd elemét.

Bizonyitas. Mivel az (S,Z) par nem matroid ((/3) nem mindig teljestil),
van olyan X,Y € Z, hogy |X| > [Y]|, de barmely z € X\Y esetén az
YU{z} €Z. Legyen w(y) = 1 minden y € Y-ra, w(x) =1—¢ haz € XY,
ahol € > 0, és w(z) = 0 kiilonben. Ekkor a mohé algoritmus az Y halmazt
szolgdltatja; ennek stlya 3, oy w(y) = [Y|. Mésrészt X € Z, a siilya pedig

Zw(aj): Z w(z) + Z

zeX zeXNY zeX\Y

= XNY|+ (1 —-¢X\Y|>(1-¢|X]|> l—e)(]Y]—i—l).
Ha 0 <e <1, akkor az (1 —€)(|Y|+ 1) > |Y], és igy w(X) > w(Y).

gk

Megjegyzés: Amennyiben minimalis silyd bazist szeretnénk talalni, alka-
Imazhatunk egy egy transzforméciot: Vegyiik a silyok —1-szeresét, majd
adjunk hozzéd egy elegend6en nagy konstanst. (w(x) = —w(z) + K, ahol

O
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K > w(z) minden z € S-re.) Mivel a bézisok azonos elemszamuak, az
1j silyok mellett maximélis X € Z minimélis az eredeti sulyfiiggvénnyel.
Ugyanezen transzformécié szerint médosithatjuk a mohd algoritmust és a
stulyok szerint novekvé sorrendbe allitott elemeken végrehajtva egybdl a min-
imumot kapjuk.

Példa: Balra a silyozott G graf, jobbra a minimélis feszitéfa; a zardjelben
az adott él megolddsba kertilés ideje (1épése) lathato.

1 1(3)

Felmeriilhet a kérdés, van-e egyaltaldn mas matroid, mint a kormatroidok.
Vegyiink egy n elemii S halmazt, és legyen Z az sszes k-nal (k < n) nem
nagyobb elemszamu részhalmazdnak halmaza. Ez az an. Uy, j, uniform mat-
rotd. Konnyt beldtni, hogy példaul az Uy nem lehet semmilyen G graf
kérmatroidja. (Szintén nem nehéz megmutatni, hogy az Uy, 0 < k < n
felfoghatd, mint vektormatroid.)

Természetesen mas koriilmények kozott a mohé algoritmus sikeres lehet
anélkiil, hogy egy matroid struktira garantalnd az algoritmus elérését. Egy
egyszeru példa erre a legrovidebb utak problémajanak egy specidlis esete.

Dijkstra algoritmusa

Tegytik fel, hogy egy G irdnyitott grafban minden él [(v, w) stlya nem
negativ. A G grafban nincs negativ silyd kor, igy barmely s és v pon-
tokra létezik az s-bol v-be vezetd utak hosszdnak a minimuma (ez végtelen,
ha nincs s — v ut). Az s-bél kiinduldé legrovidebb utak hosszat, illetve
ezen utakat leird feszitéfat egy egyszerii és gyors algoritmussal, n = |V (G)]
iteraciéban megkaphatjuk. Az eljardast 1956-ban publikalta Edsgar Dijkstra.

e 1. lépés: Legyen X; := {s}, d(s) = 0, d(v) = oo ha v # s és
T, := {s}, egypontu fa.

e k. 1épés: Tegyiik fel, hogy Xj_1 és d(v) (v € Xj_1) méar definialtak.
Vélasszunk egy olyan w € V(G)\ X1 pontot, amelyre a d(v)+1(v, w)
minimdlis, ahol v € Xj_;. Legyen X, := Xj_; U{w}, d(w) := (v) +
l(v,w), Ty pedig az a fa, amelyet Tj_1-b6l a w pont és a (v,w) 1t
hozzavételével nyeriink.
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Tétel 13 A fentiek mellett az algoritmus n-edik lépése utin d(v) értéke a
legrévidebb s — v 1t hossza minden v € V(G) esetén. Tovabbd T,, az s-bdl
kiinduld legrovidebb utakat kédolo fa.

Bizonyitas. A tételt a lépések szama szerinti teljes indukciéval latjuk be.
Az indukciés feltétel szerint v € Xj_1 esetén d(v) a legrovidebb s — v 1t
hossza, és tegyiik fel, hogy w € X\ X;_1-re d(w) = minyex, , d(v)+1(v,w)
nem ezt, azaz a legrovidebb s — w 1t hosszat adja. Ekkor a p legrovidebb
s —w Ut egy u pontbdl kilépve el6szor hagyja el X;_1-et. Legyen a p ttban
az u utan kovetkezd pont y (feltehetd, hogy y # w).

Xi—1 v

Mivel p hossza kisebb, mint d(w), a p vonaldn haladé s — y 1t hossza is
kisebb, mint d(w). (Itt hasznaljuk ki a silyok nem negativitdsat.) Ekkor
viszont az algoritmus az y pontot valasztotta volna a k-adik lépésben, el-
lentmondas. A T,, fa szerepének bizonyitasa szintén indukcioval torténhet;
igy Tj—1 r0gziti a legrévidebb s — v utakat (v € Xj_1) és azon (v,w) él
hozzavételével valtoztatjuk Tj_i-et T} fava, amelyen keresztiil a w pont
d(w) hosszu tton elérhetd s-bol. O

Példa: Baloldalon egy iranyitatlan, sulyozott G graf az s kiinduléponttal.
Jobboldalon az s-bdl induld legrévidebb utak fajat; a szamozdas azt mutatja,
hanyadik 1épésben kertiilt be a pont a faba.

A legrovidebb utak hosszat is konnyen leolvashatjuk. A gyokérpont, azaz
s onmagatdl vett tavolsdga nulla, egy x pontra pedig dgy kaphatjuk meg
d(x)-et, ha 6sszeadjuk az faban az s — x Ut élein 1évé silyokat.
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Megjegyzés: Dijkstra algoritmusa jéval egyszeriibb és gyorsabb, mint a
korabban ismertetett Bellman algoritmus, ugyanakkor csak nemnegativ silyok
esetén alkalmazhato.

Példa: Baloldalon a graf, kozépen a Bellmann algoritmus éltal adott (helyes)
legrévidebb utak faja, jobboldalon pedig a Dijkstra algoritmus végrehajta-
saval kapott fat abrazoltuk.

Y Y

Azaz a Dijkstra moédszer nem taldlja meg a legrovidebb s — t utat, hisz
d(t) = 0, nem kett6 és a legrovidebb s — ¢ it nem az {s,z,t} hanem az

{s,u,1}.
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7. eloadas

3 Stabil Parositasok

A stabil parositas vagy stabil hdzassag probléma kival6 példa mind a gyako-
rlat és elmélet viszonyanak szemléltetésére, mind a mohé algoritmus egy
ujabb illussztraciéjara. A problémakort eredetileg az USA-ban a 40-es évek
kozepén kulmindlé orvos gyakornok hidny, illetve elosztasi zavar motivalta.
A végzbs orvosok ezreit kellett a korhazak dltal meghirdetett helyekre beosz-
tani; rdaddsul mindkét fél (orvos vs. kérhdz) a sajat preferenciait igyekezett
érvényesiteni. Az eredetileg alkalmazott technikdk teljesen alkalmatlannd
véltak 1947-re, mikoris egy radikalisan 1j rendszert vezzettek be helyettiik.
Erdekes médon ennek elméleti vizsgalatat csak 1962-ben tette meg D. Gale
és L. S. Shapley, s igazabdl 6k nem tudtak a problémardl: az egyetemi
felvételi rendszert illetve a hazassiagok stabilitdsat akartdak modellezni.®

Mi az altaluk vizsgélt legegyszertibb modellt ismertetjiik, utalva ra, hogy
igen sok altalanositas sziiletett azota. A stabil hdzassag probléméaban adott
n férfi, n n6 és mindegyikiik valahogyan rangsorolja az ellentétes nem tagjait;
ez az illeté személy preferencia listdja. A férfiakat gorog, a ndket latin
betiikkel jelsljitk majd. Igy példaul akkor mondjuk, hogy az (férfi) jobban
kedveli vagy preferdlja A-t B-hez képest, ha « preferencia listajan A elérébb
van, mint B. A személyeket és preferencidikat leirhatjuk (duplan) silyozott
paros grafokkal, vagy matrixokkal is az alabbiaknak megfelelGen:

Példa:

Q
A B C
@13 2,2 3.1
5131 1,3 2,2
~v122 31 1,3 B
Y

A matrix egy elemének elsé koordinataja a megfelel6 oszlop éaltal rep-
rezentalt né helyezése a sorhoz tartozd férfi ranglistdjan, mig a masodik

5Néhény éve a magyar felsGoktatési felvételi rendszere is hasonlé algoritmust hasznél.
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koordindta a forditott helyezés.

A feladat egy olyan n-elemii M pérositas megadédsa, amely, legaldbbis
valamely értelemben, elképzelhetd. Gyakorlati és elméleti megfontolasok
alapjan az alabbi definicié tiinik ésszertinek:

Definicié. FEgy M pérositds instabil ha vannak olyan «, § férfiak és A, B
nék, hogy (a, A) € M, (B,B) € M, de (3 preferdlja A-t B-hez képest, és A
preferalja G-t a-hoz képest. Egy M parositas stabil, ha nem instabil.

A definicié motivacidja kézenfekvd: feltehetd, hogy az instabil esetben
08 illetve A felbontja pillanatnyi kapcsolatat, és egymadssal 1ép kapcsola-
tra. A célunk egy stabil M parositas keresése lesz majd, mar ha van ilyen
egyaltalan. (A kordbban emlitett Halmos-Vaughan modell globélis opti-
mumra torekedett, nem véve figyelembe a lokalis érdekeket, lehetOségeket.
Ezért legfeljebb kikényszerithetd, mig a fenti stabilitds szerint egy M teljes
parositas nem bomlik fel, ha magéra hagyjuk a rendszert.)

Kérdés persze, van-e egyéltalan megoldas? A fenti példdban harom
megoldas van: M; = {(«, A), (8, B),(v,C)}, Ms = {(,C), (5, A),(v,B)}
és M3 = {(a7 B), (B,C), (’77 A)}

Ml M2 M3
o A a A « A
B B B B B B
Y C Y C Y C

Példa: A stabil hdzassag mintdja alapjdn definidlhatjuk az dn. szobatdrs
problémat. Itt adott 2n ember, akiket kétszemélyes szobakba kell telepiteni
és az el6zoekhez hasonléan preferencidkkal rendelkeznek. Nyilvanvald, ha
adott négy személy (o, 3,7, 9) gy, hogy «, (3 és v preferencia listdjan 6 az
utolsd, a-én 3, G-én v és v-én « az elsd, akkor nincs stabil parosités.
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A példa fényében kellemes meglepetés az alabbi tétel.

Tétel 14 (Gale-Shapley) A stabil hdzassdg problémdnak mindig van meg-
olddsa.

Bizonyitas. Valdjaban egy nagyon hatékony, moho tipusii algoritmust
adunk, melynek végeredménye bizonyosan stabil parositds. Tradicionélisan,
hisz ez igencsak tradicionalis eljaras, a megfelel6 koznapi kifejezéseket hasz-
naljuk a leirds soran.

A eljaras els6 1épésében minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Min-
den né a legjobb ajanlatot fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy “varakozé
listara” helyezi a kér6t. A méasodik lépésben az elutasitott kérék tjra ajan-
latot tesznek, ezuttal a preferencia listajukon 2. helyezett holgynek. A nok
ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot fogadjik el; esetlegesen lecserélve
a varakozé listan 1évo kérot. Hasonldéan folytatodik ez a késobbiekben is:
egy elutasitott (vagy egy varakozo listardl lekeriilt) férfi a soron kovetkezd
jelolttel probalkozik, mig a nék a lehet6 legjobb jeloltet tartjdk meg.

Legkésébb n? — 2n + 2 1épés elteltével minden hélgy kap legalabb egy
kérot, igy a vérakozo listajan is lesz majd valaki. (Ugyanis ha egy 1épésben
van olyan n6, aki nem kapott még ajanlatot, akkor lennie kell elutasitasnak
is ebben a lépésben, illetve egy férfi csak egyszer tesz ajanlatot egy nének.)

Mikor minden n6 kapott ajanlatot, akkor véget vetiink az eljarasnak,
és a pillanatnyi parokat véglegesnek kidltjuk ki. Megmutatjuk, hogy az
igy kapott M pérositds stabil. Tegyiik fel, hogy van olyan « és A, melyre
(o, A) & M, de « preferdlja a parjahoz képest. Ekkor viszont a valamikor
ajanlatot tett A-nak és A elutasitotta Ot, azaz a varakozd listdjan a-nél
“jobb” személy volt, s ha cserélodott is azédta, csak még jobb lehet késébb.
fgy A a péarjat jobban kedveli, mint a-t, azaz nincs instabilitas. O

Példa:
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A B C D
a| 1,3 2,3 3,2 4,3
Bl1,4 41 3,3 2,2
v12,2 1,4 3,4 4,1
§14,1 2,2 3,0 1,4

Az algoritmus végrehajtasit egy tabldzaton kovethetjiik. Egy cella bal-
oldali eleme az adott 1épésben a sor altal kédolt személytol ajanlatot kapd,
a jobboldali elem pedig a sor ajanlatat elfogadott személy.

1. 1épés | 2. 1épés | 3. 1épés | 4. 1épés | 5. 1épés | 6. 1épés
al| AA 0,A 0,A 0,0 B,0 C,C
6] A0 D,D 0,D 0,D 0,D 0,D
v| B,B 0,B 0,0 A A 0, A 0, A
5| D,D 0,0 B,B 0,B 0,B 0,B

A kovethetOség kedvéért felvettiik a férfiak preferencia listait, ahol feliil-
vonassal jeleztiik, ha mar tortént ajanlat:

o(4,B,C, D)

B(A,D,C, B)

v(B, A,C, D)

5(D, B,C, A)

A megoldast az utolsé oszlop jobboldalardl olvashatjuk le:

M = {(Oé,C), (53 D)7 (/%A)? (53 B)}

Felmeriil a kérdés, tudunk-e valami koézelebbit mondani a stabil péarosi-
tasok szerkezetérol, 6sszehasonlithatok-e stb. Vegytink két stabil parositast,
Mi-et és Mo-6t. Az My férfi szempontbdl jobb, mint My, ha minden férfi
legalabb olyan j6 part kap M;p-ben, mint Ms-ben; jelolésben My >p Ms.
Nem lehet barmely két stabil parositast osszehasonlitani, de az Osszes stabil
parositas, mint azt J. H. Conway megmutatta, in. disztributiv vagy més
széval geometriai hdlot alkot.”

Specidlisan van legnagyobb és legkisebb eleme. (Ha a n6k szempontjabol
nézziik, ugyanazt a halét kapjuk, csak megforditva. Azaz ami az egyik nem-
nek a legjobb, a mésiknak a legrosszabb.) Ez utébbit egyszertien beldthatjuk.

"Egy L hdld, ha van két kétviltozés miivelete, V és A, és ezek idempotensek xV x = «,
Az = x, kommutatitvak, xVy = yVzx, z Ay = yAz, asszociativak, xV (yVz) = (xVy)Vz,
2A(YAz) = (x Ay) Az és elnyeldk, azaz 2V (x Ay) =z és xA(xVy) = z minden z,y,z € L
esetén. Disztributiv a hald, ha teljesil még az x V (y A z) = (zVy) A (x V z) egyenléség is.
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Példa: Az els6 példaban szerepld stabil parositdsok az alabbi halot alkotjak:

LS Mj-ben jérnak legjobban a férfiak.

Ms ¢ Az Mjs a férfiaknak jobb, mint My és a n6knek jobb, mint Mj.

My o Az Ms-ben jarnak legjobban a nok.

Egy A holgy lehetséges az o férfi szamara, ha van olyan M stabil parositas,
amelyre (o, A) € M.

Tétel 15 Az eléz48 algoritmus minden férfinek a legjobb lehetséges pdrt adja,
mig minden nonek a legrosszabbat.

Bizonyitas. Az els6 allitast a lépések szerinti indukciéval latjuk be. Tegyiik
fel, hogy a soron kovetkezo 1épésig egyetlen férfit sem utasitott el olyan no,
aki lehetséges lett volna szamara. Tegyiik fel tovabbd, hogy ebben a lépésben
A elutasitja a-t. Azt allitjuk, hogy ekkor A nem lehetséges o szamaéra.
Valéban, ha A pillanatnyi parja 3, akkor 3 preferdlja A-t az Gsszes n6hoz
képest, kivéve akik korabban visszautasitottak. Ezek azonban, az indukcios
feltétel miatt, nem lehetségesek § szamara. Ha tehat létezne egy olyan M
stabil péarositas, amelyre (o, A) € M, ebben (3 a péarjat (nevezziikk B-nek)
kevésbé kedvelné, mint A-t, hiszen mind A és B lehetséges 3 szamara. Ekkor
viszont az («, A), (B, B) instabilitast okoz, azaz A nem lehetséges a szamaéra,
s ezzel belattuk a tétel elsd felét.

Legyen M* az algoritmusunk &ltal adott férfi optimdlis megoldésa, M
pedig egy tetszOleges stabil parositds. Beldtjuk, hogy barmely A né esetén
az & M-beli parja nem rosszabb, mint az M*-beli péarja. (Igazadbdl pontosan
akkor nem rosszabb, ha ugyanaz a parja a két parositasban, és hatarozottan
jobb, ha nem.) Ha («, A) € M*, (8,A) € M és a # 3, akkor (o, B) € M
valamely B # A holgyre. A tétel els6 fele miatt persze « preferdlja A-t B-
hez képest. Mésrészt az M pérositas stabil, igy specidlisan az («, B), (3, A)
péarok stabilitdsa az jelenti, hogy A preferdlja G-t a-hoz képest; s pont ezt
akartuk bizonyitani. O

Megjegyzések: Az algoritmus eredeti felhasznalasanal a korhazak tették
az ajanlatokat, és azt hangoztattak (természetesen bizonyitas nélkiil), hogy
ez az orvosok javara valik. Szamos tanulsag vonhaté itt le, s ezekbdl csak az
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egyik, hogy nem &rt meggondolni nyilvanvalénak t{in6 (vagy annak beéllitott)
allitasokat, mint azt Gale és Shapley tették volt.

A masik, hasonléan fontos észrevétel a dontési helyzetek illetve stratégiak
buktatdira vonatkozik. A modell azt sugallja, “elébe kell menni” az esemé-
nyeknek és kishitliség nélkiil megprobalni a legjobbnak t{iné megoldasokat
a “siilt galambra varas” helyett.

A stabil parositds mint mag

Kordbban definidltuk egy irdnyitott G graf magjat; ez egy olyan S C
V(G) halmaz volt, amely fiiggetlen és domindlé egyben. FEz a fogalom
kiillontsen fontos a jatékelméletben, hisz a megolddsok stabilitasat fogal-
mazza meg matematikai formdban. A stabil parositds motivalhatja ezt a
definiciét, ugyanis egy rogzitett probléma stabil parositasai tulajdonképpen
magok egy megfeleléen alkotott grafban.

Definidljuk egy G graf vonalgrafiat, L(G)-t, a kovetkez6képpen: L(G)
pontjai G élei lesznek, azaz V(L(G)) := E(G), és L(G) két pontja, e és f,
kozott van él, ha G-ben tekintve az e és f éleknek van kozos pontja. Ha G
pontjaihoz preferencia listdk vannak rendelve, irdnyitsuk az (e, f) élt L(G)-
ben gy, hogy az a preferalt pontbdl indul és a kevésbé kedvelt pontra mutat
koz0s ponthoz tartozo lista szerint.

Allités: A fenti definicidkkal a G graf stabil parositésai éppen az L(G) graf
magjainak felelnek meg.

Példa: Az elsé példa G grafjahoz tartozé L(G):
(o, A) (, B)

(8,C)
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8. eloadas

4 Sztochasztikus Programozas

Az optimélis és dontési modellekben szamos, a véletlentdl fliggd valtozo
szerepelhet. Illusztraciéképpen néhany példa:
1. Diéta probléma
A problémat a

min cx
Ax

T

AV

b

0

alakban modelleztiik, ahol az x vektor komponensei a kiillonb6z6 tap-
lalékok fogyasztandd mennyiségét a ¢ komponensei ezek egységarat,
az A matrix a;; eleme a j-edik tdplalék egységnyi mennyiségének i-
edik tapértéke (energia, fehérje, kiillonboz6 dsvényi anyag, vitamin,
stb.), mig a b; az igényelt tapérték. A valésidgban az A, b és c egyes
kompenensei lehetnek valdszintiségi valtozok, melyeknek eloszlasardl
tobb-kevesebb informaciénk van.

2. Portfolié probléma

Tegytik fel, hogy n kiilénb6z6 tevékenységbe /részvénybe fektethetiink

be x1,x2,...,xy t6két, és £1,&9,...,&, az egységnyi toke véletlentol

fliggé hozama az adott befektetés mellett. Feltehetjiik tovabba, hogy
rimi=1,x; >0, és a nyereségiink > 1 ; &x;.

3. Gatmagasitds

Egy gat x egségnyivel torténé magasitasanak a koltségét jeloljik I(z)-
szel, tovabbd annak a valészintiségét, hogy a vizszint tullépi H-t P(H)-
val. Ha a vizszint magasabb, mint a gat, akkor az dradas kovetkeztében
V kar keletkezik.

4. Ujsagérus probléma

Ez egy klasszikus beruhédzasi probléma. A kereslet egy tjsagra (esetleg
kardcsonyfara) egy ismert eloszlas £ valészintliségi valtozd. Az 1jsagos
c egység pénzért veszi és (d > c¢) egységért adja el. Ha = darabot vesz,
akkor £ < x esetén

dé —cx = —c(x — &) + (d — ¢)&,
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mig & > x
de —cx=—(d—c¢)(§ —x)+ (d— )¢

lesz a haszna.

Szandékosan nem feszegettiik, mi is a cél a felsorolt modellekben. Latni
fogjuk, hogy ezt igen alaposan meg kell fontolni és nem mindig hatarozhato
meg egyértelmiien.

A diéta problémardl azt lathatjuk, hogy esetleg barmekkora raforditas
mellett sem elégithetd ki egy valészintiséggel az Ax > b feltétel. Szerencsés
esetben meg tudjuk becsiilni a feltétel sérilésébol szarmazéd kart, és ezt
hozzdadva a cx célfiiggvényhez athidalhaté ez a probléma.

A maésik megkozelités, hogy az Ax > b teljesiilését egy elére megadott,
lehetdleg nagy p valdszintiséggel koveteljik meg. Ez a p a rendszeriink
megbizhatdsdgi szintje, amely fiigghet példdul a miiszaki szabvanyoktdl.?

Bizonyos esetekben a valdszintiségi valtozok helyettesitése a varhato ér-
tékiikkel elfogadhaté megoldashoz vezet. Tulajdonképpen igy jartunk el
a korabbiakban. Nézziik meg e helyett egy mas Otletet és a hollandiai
gdtmagasitas problémajat, amelyet van Dantzig vizsgélt 1956-ban.

Gatmagasitas és a Bernoulli elv
A Bernoulli elv szerint egy sztochasztikus rendszerben definidlunk egy hasz-
nossdgi fliggvényt és ennek varhaté értékét maximalizdljuk. (Ekvivalensen

kockazat figgvényt és ennek varhaté értékét minimalizaljuk.) Jelen esetben
a kockazati fliggvény nem mds, mint a koltség.

Legyen Hy a gat jelenlegi, H az elegendd magassaga; ezzel az x magasitas
x=H-— H().

Nincs kar, ha a tengerszint H alatt marad, kiilonben az aradés okozta kéar V.
A statisztikakbol ismerjiik a tengerszint eloszlas fliggvényét. Ennek alapjan
annak az eseménynek a p(H) valésziniisége, hogy egy éven beliil meghaladja
a H magassigot

p(H) = poe” =10 py = e7oh0,

8 Természetesen a diéta probléma alkalmas lehet erémiivek, energiaszolgaltaté rend-
szerek, vizgazdalkoddasi problémak stb. modellezésére. Mindazonaltal ezek a problémék
matematikai szempontbdl nagyon nehézek. Bér tobb fontos specidlis esetben hatékonyan
megoldhatd, de ezekkel itt nem foglalkozhatunk.
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ahol pg a Hy szint meghaladasanak valészinlisége, a pedig egy pozitiv kon-
stans.

Legyen I(x) a gat x-szel torténd emelésének teljes koltsége, és tegytik fel,
hogy ez I(x) = 0 ha x=0, mig, Ip+kz, ha x > 0, ahol Ij és k pozitiv konstan-
sok. (Az Iy interpretalhaté felvonuldsi koltségként, az épités koltsége pedig
linedris fiiggvénye a magasitdsnak.) A jelenlegi koltség varhaté értékének
kiszamitasanal két dolgot kell figyelembe venniink:

(i) az I(H — Hy) determinisztikus épitési koltséget

(ii) az 1., 2., ... években bekdvetkezd esetleges kér dltal okozott koltségek-
nek a jelenre visszavetitett koltségét. Mivel ez utobbi a j-edik évben

p(H)V(140,016)77

ahol ¢ az allandénak feltételezett kamatlab, az Osszeg:
I(H — Ho) +p(H)V Y (1+0,016) 7 ~ I(z) + 100p(H)V/é.
7=1

A minimum meghatarozasahoz vegyik a

d — QT

d—([(x) + 100ppe " **V/§) =0
x

100p0Va

egyenlet gyokét, amely a oz = + - log megoldast adja.

A portfolié probléma

Mint emlitettiik, az 1 +zo+...+x, = 1, z; > 0 feltételek mellett keresiink
megoldast, a nyereségiink pedig a véletlentél fliggd > i, &x; Osszeg. Ha
helyettesitenénk® a -t a p; = F(&;) varhaté értékével, egy trividlis hatizsak
feladathoz jutnank:

n
max > [T
=1

i@- = 1 (%)
=1

9Ez a Bernoulli elv alkalmazésa lenne jelen esetben.
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Ha p1 > pa > ... > pup, akkor a (x) optimdlis megolddsa ] = 1, 27 = 0,
ha 1 < ¢ < n. Koénnyen lathaté azonban, hogy &altalaban, ha ismételjiik
ezt a stratégiat, az egy valészinliséggel cs6dhoz vezet. Sokféle probalkozas
tortént elfogadhaté megoldas keresésére, amely egyszerre igér jo befektetést
és védelmet a cséd ellen. '

Ezekbdl két megkozelitést vazolunk. Ha feltehetd, hogy a E=(,...,8)
vektorok fiiggetlenek és azonos eloszldstak, ahol & az i-edik valészintiségi
valtozé j-edik évben felvett értéke, akkor egy nagyon egyszerl szabaly adodik.
Nem az E(371; &xi) = Yo7, pjwy vrhaté értéket kell kell maximalizdlni,
hanem a nyereség logaritmusdnak varhaté értékét, az E(log(> i &ixi))-et.
(A bizonyitést, mely az in. martingdl konvergencia tételen alapul, mellézziik.)

Sajnos amilyen elegins ez a megoldas, annyira tdmadhaté is: a befek-
tetések nyereségének fliggetlenségének és az azonos eloszlasanak feltételezése
irredlis a gyakorlatban. Valamint a médszer nem hasznalja ki, hogy tovabbi
statisztikak nyerheték a &1, . . ., &, valtozokbdl. Ezenkiviil csak hatarértékben
optimadlis, és nem tudjuk mennyire véd a cs6d ellen.

Orvosolhatjuk ezeket a bajokat Markowitz in. hatékony portfolidit hasz-
nalva.!? Tegyiik fel, hogy nemcsak a &1, ..., &, valtozdk u; = E(&;) varhaté
értékei, hanem a valtozdk C' kovariancia matrixa is rendelkezésre &ll, ahol

cij = Bl(& — 1) (& — py)]-

Ennek segitségével kifejezhetjiik egy = (1, z2, . . ., x,) portfolié (megoldas)
variancidjat
n

Var(y. ) = BI(Y(6 - m)ai)?) = 7 Ca,

i=1 i=1

Egy = portfolié hatékony, ha varhaté hozama, E[Y"; {x;], nem novelhets a
variancia noévelése nélkiil, és variancidja nem csokkenthetd a varhaté hozam
csokkentése nélkiil. A hatékony portfolié tehat egyfajta optimum: adott nye-
reséget feltételezve a minimalis kockazattal jar, illetve egy rogzitett kockazati
szint mellett maximélis nyereséget igér. Ha p > 1 hozam elérése a célunk,

10Fzeket Markowitz 1952-ben kezdte vizsgalni, és 1990-ben kézgazdasigi Nobel-dfjjal
ismerték el az eredményeit.
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akkor a kovetkezo un. kvadratikus programozadsi probléma megoldasa a valasz.

min 2I'Cx

n
> Ty = P
J=1
n
Zflfj =1
J=1
l’j Z 0 jZl, ,n

A feladat egy x* megoldasat optimdlis portfolionak nevezzik. Nyilvanvaléan
egy optimalis portfolié egyben hatékony portfolié is.

Megjegyzések: A feladat célfiiggvénye ebben az esetben az ismeretlenek
kvadratikus (négyzetes) fiiggvénye, >3\ 377 ¢;j7;x; alaki, azaz nem lesz
linearis. Ezeknek a megoldasaval nem foglalkozhatunk, de utalunk ra, hogy
szamos hatékony algoritmust fejlesztettek ki, melyek a kvadratikus prog-
ramozasi feladatok megoldaséra is alkalmasak. A masik felmeriilé nehézség
a szimmetrikus C' matrix n(n + 1)/2 elemének kiszamitdsa. (Ezeket termé-
szetesen a kordbbi megfigyelésekbél kell meghatédroznunk.) Mindkét nehéz-
séget athidalhatjuk, ha a kovariancia minimalizalasa helyett megelégsziink
az dtlagos abszolit eltérés E[| Y ;(€;—puj)x;]] mennyiség minimalizaldséval.'!

A Konno-Yamazaki-féle MAD modell

Konno és Yamazaki 1990-ben javasolt modszere igy jar el, valamint
a p; varhato értékek és c;; kovariancia egytitthatok kiszamitasat elkeriili;
kozvetleniil hasznédlja a megfigyelt adatokat. (Az atlagos abszolut eltérés
angol neve utdn, mean absolute deviation, a modell neve MAD.)

Ha T megfigyelést végeztiink a multban, rj; jeloli a j-edik befektetés
hozamat a t-edik megfigyelésnél és

T
1
iT T > Tt aje = e,
t=1

akkor a portfolié optimalizalas a kovetkezé alakban irhato fel:

Hyaléjdban a legfontosabb esetben, a tobbvaltozés normaélis eloszlds esetében, a két
médszer ekvivalens.
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T
: 1
min 4 3| S 4z

n
(*) T, > p
j=1
n
Z.%’j = 1
i=1
Zj > 0 j=1,...,n.

A (x) probléma nem LP, de hasonléan a matrixjatékokndl alkalmazott gon-
dolathoz LP feladatra redukalhato:

n
—Yr < Zlajtﬂﬂt < y t=1..T
‘777’1
ZTJJU]‘ > p (**)
j=1
n
Z(I}j = 1
i=1
zj =2 0 g=1,...,n

Ezzel a modellel lehetévé valik egészen nagy, valo életbeli problémak megol-
dédsa. Nem szabad elfelejtentink azonban, hogy a kapott megoldés csak egy
javaslat: egy tényleges portfolié kivalasztasanal szamtalan egyéb szempont
is figyelembe vehetd.

A szemi-MAD modell

Erdemes meggondolnunk a MAD modellt, és egy kicsit valtoztatni rajta.
Idézziik fel, hogy a 377, ajix; kifejezés adja a (becsiilt) varhaté hozamtdl
valé elGjeles eltérést a j-edik id6pontban. Kézenfekvd, hogy ne ezek ab-
szolit értékeinek Osszegét minimalizaljuk, hanem csak azon tagoknak az
abszolit érték Osszegét, amelyek negativak. (Valéban, hiszen ha varhaté
hozam becslésénél jobban teljesit a a j-edik idépontban a portfélié, az nem
kellemetlen, hanem éppen kedvez$ esemény.) Bevezetve az |x|~ := z, ha
x <0és |z|” :=0, ha x > 0 jelolést, a probléma a kiovetkez6 alakot 6lti:
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t=1
n
> Tix; > p
i=1
n
Zl‘j = 1
i=1
xj > 0 j=1,...,n.

Ennek a problémnak az LP alakja konnyen megadhatd, és a MAD mo-
dellnél is egyszertibb:

t=1
n
Zlajtl't Z Yt tZl,...,T
J_n
2T =P
j=1
n
Yoxy; = 1
=1
Yt < ]-7 '7T
Zj > J =1, ,

Megjegyzés: A MAD és a szemi-MAD mddszerek nagyjabdl ekivivalensek,
ha az optimalis portfélidk hozamainak eloszldsa megkozelitéen szimmetrikus.
Ez nem sziikségképpen all fenn, igy a jelen vizsgdlatok szerint hasznosabb-
nak tlinik a szemi-MAD modell hasznalata, hiszen a varhaté szamitési ideje
mindenképpen kisebb.
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9. eloadas
A kovetkezOkben néhany specidlis optimalizédlasi illetve megbizhatésagi
feladatot vizsgalunk. Kozos tulajdonsiaguk csupan a véletlen eseményektol
valé fiiggés lesz majd.

Az Gjsagarus probléma

Amint mér kordbban definidltuk egy 1jsdgos c egység pénzért veszi és
(d > c) egységért ad el egy tjsdgot. Ha = darabot vesz, akkor £ < x esetén

d¢ —cx = —c(x — &) + (d — ¢)§,

mig ha & > x
dr —cx=—(d—c)(§ —x)+ (d— )¢

lesz a haszna. Természetesen csak akkor varhatd értelmes valasz, ha van
valamilyen feltételezésiink a kereslet eloszldsarél. Legyen ez az eloszlds
eloszor diszkrét, és jeloljik a & = ¢ esemény valdszinliségét p;-vel, azaz
Pr(¢ =1i) = p;. A varhat6 haszon igy a kovetkez lesz:

(d—c)EE — Zc(m —i)p; — Z(d —c)(i — z)pi,

1< 1>

amely akkor maximalis, ha a

> elz—i)pi+ Y (d—c)(i — x)p;

1<z 1>
Osszeg minimalis. Ez értelmezhet6 gy, mint egy varhatd biintetés, ha a &
aktudlis értéke eltér z-tdl; c egységet kell fizetni a £ < x és d — ¢ egységet
az x < & esetben. Az els§ esetben az eladatlan tdjsag ara jelenik meg,
a mésodikban az elszalasztott lehetéséget kell “megfizetni.” Pszichikailag
a két koltség kozott nagy kiilonbség lehet, az optimalizalas szempontjabol
ellenben semmi. Ennek megfeleléen egy dontés lehetdleg az utébbi alapjan
hozandé.

Ha a véletlen igény folytonos eloszlast kovet, amelynek stirtiségfiiggvénye

f, akkor az x valtozdt is célszerii folytonosnak tekinteni. Ekkor, az el6zével
analég mddon, a minimalizalandé kifejezésiink

x (e}
g(x) = c/ (x —2)f(2)dz+ (d —¢) / (z —z)f(2)d=.

— 00 T

A szdmolds kedvéért atirva a g(x) fliggvényt
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g(x) :c/x (x—z)f(z)dz+c/ (:1:—z)f(z)dz—i—d/;o(z—:n)f(z)dz—

—00 xT

:ca:/ f(z)dz—c/ zf(z)dz—dm/ f(z)dz+d/ zf(z)dz.
Ezt x szerint derivalva kapjuk

J(x) = c— d/;o F(2)dz + daf(x) — daf(z) = d(F(z) — 1) + ¢,

ahol F(z) = [* f(z)dz, a & véaltozé eloszlds fuggvénye. A g fiiggvény
minimum helye a ¢’'(x) = 0 egyenlet megolddséval kaphaté meg, mely az
zo = F~1((d — ¢)/d) értéket adja az elébbiek szerint.

Példa: Legyen egy ujsag kiskereskedelmi dra ¢ = 50, az eladasi ara pedig
d = 70. A megfigyelések szerint egy elarusité helyen a £ kereslet egyenletes
eloszlast kovet 40 és 60 kozott. (Az egyszerliség kedvéért folytonos modellel
szamolunk, bar konnyen lathatd, hogy a diszkrét modell most ugyanezt az
értéket adja.) Igy az eloszlés fiiggvény F(z) = Pr(€ < 2),

0 ha —oco < z2<40
F(z)=4¢ 2/20—2ha40 < 2z <60
1 ha 60 < z < co.

Az F a (40,60) intervallumon invertalhaté, és F~1(z) = 20z + 40. Ezzel
F~Y(d —¢)/d) = F7Y(2/7) = 45 egész és 5/7, azaz durvdn 46 tjsagot
célszerl rendelni, mellyel a varhato nyereség

oo

(d—c)E—c/ (x—z)f(z)dz—(d—c)/ (2 — 2) f(2)dz =

—0o0 x

T

60 46 60
20 [ 2/20d= — 50 / (46 — 2)/20d= — 20 / (2 — 46)/20dz =
40 40 46

= 1000 — 45 — 98 = 857.

Példa: Legyen most d = 3, ¢ = 2 és a £ kereslet kévessen A paraméterti
Poisson eloszlast.'? Ekkor az optimalis 2 érték meghatérozasinal mini-
malizalandé

12 A Poisson eloszlds nagyon sok véletlen folyamatban, pl. bolyongasok ill. telefonhivésok
stb. felbukkan, igy sokkal természetesebb a feltételezése ebben az esetben, mint az egyen-
letes eloszlasnak.
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> cle—i)pi + ) (d— )i —2)p;

1<z 1>T
a kovetkez6 alakot oOlti

A=A

+> (i—a)—

7!

ie—)\
fla) = Y2 )

<z i>T

Tekintsiik z-et folytonos valtozénak; ekkor f-et “differencidlva” a

A=

2!

d Ne=A
%f(:z:) %22 i —Z

i<z ' i>x

=0

egyenlet gyokét kell megkeresniink. Minden diszkrét eloszlasra ), p; = 1,
fgy specidlisan 322, Ae™*/i! = 1, azaz

g™ Ae~A Ae=A
2.2 :2_2< P D >

; 7!
1>T

Vegyiik észre, hogy 3,5, Ale™*/il sokkal kisebb, mint A%e~*/x!, ha x nem
tul kicsi A-hoz képest, igy az egyenlet nagyjabol

B e ) V2rz(eX)e

~ 1 —

! e

ahol az n! =~ (v2mn)(n/e)" kozelitést, azaz a Stirling formulat haszndltuk.
Ezzel N
(e) = 27rxe/\,
x

amelynek e alapu logaritmusat véve

0=1

i

1
z(logA+1) —zlogz = A+ B log(27z).

Ha X és x kozel van egymashoz, akkor log A ~ log x, melyet az el6z6 egyen-
letbe irva az

1
¥ =X+log A+ §log(27r) ~A+logh+1
megoldas addodik.

Halézati megbizhatdsag
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Egy kordbban targyalt modellhez hasonléan adott egy irdnyitatlan G
graf az s és t kitlintetett pontokkal, tovabba G éleihez valészintliségeket ren-
deliink. Ertelmezésiink szerint egy élhez rendelt szam az él jarhatésaganak
(tkp. létezésének) a valésziniisége, és az élek létezései fiiggetlen események.
Lattuk, hogy ekkor példaul a legnagyobb valdszintiséggel 1étezé s — t 1t
keresése a legrovidebb 1t problémara vezethetd vissza.

Sokkal nehezebb probléma kiszamolni azt, milyen valdsziniiséggel jut-
hatunk el s-bol t-be. Ez olyannyira nehéz, hogy hatékony algoritmus nem
ismert rd ez id6 szerint, mi tobb, nem is remélt. Ez annal inkabb szomor,
mert a probléma kezelhetOsége lenne az eléfeltétele olyan dontések vizsga-
latdhoz, hogy melyik él valdszinliségét érdemes novelni és mennyivel, vagy
éppen mit okozna a hianya. Nem til nagy feladatok azonban megoldhatdk a
lehetséges esetek megfelel$ csoportositdsaval. A gondolat egy rekurziv algo-
ritmus, amely az adatok szaméanak fiiggvényében exponencidlis id6t igényel.

Legyen G a kiinduldsi graf és vélasszunk ki egy e € E(G) élt, melynek
valészintiségét jeloljiik p(e)-vel. Jelolje tovabba G\ e és G/e rendre azokat a
grafokat amelyekbdl elhagytuk az e élt, illetve ahol az e él két végpontjat egy-
beejtjiik, azaz dsszehizzuk e-t. Ekkor Pr(G)-vel jelolve az s — t elérhetéség
valdsziniliségét

Pr(G) = (1 —p(e))Pr(G \ e) + p(e) Pr(G/e),

és igy az eredeti feladatot két kisebb problémara vezettiik vissza.

Példa:
/ : 5l>©
0.8

0,5 0,9

0,5 1
0,1x
§ 08 0,5 - 0,501

Vegyiik észre, hogy egy pérhuzamos élpar, melyeknek valdszintisége pq
és p2, helyettesithetd egy p1 + po — pipo valdszintiségi éllel. Az alsé ag
kiszamoldsa hasondéan megy, illetve ha olyan részgrafra jutunk, amit mar
kiszémoltunk, az felhasznalhaté. Igy Pr(G) =0,72 x0,94+ 0,501 x 0,1 =
0,6981. Osszehasonlitva ezt a legnagyobb valészintiségii tttal 14thatd, hogy
mig az csak 0,516 valdszinliségll, az Osszefliggbségre ennél sokkal nagyobb
az esély.

o o 0,864

’ 0,576
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Fiiggetlen alkatrészek megbizhatésaga

Tegytik fel, hogy egy n alkatrészbol all6 szerkezet miikodéséhez mindnek
a mikodése sziikséges, és ezek egymdstdl fiiggetleniill mennek ténkre. A
szerkezet megépitésénél az i-edik alkatrészre két kiilonboz6é megbizhatdsagu
és aru valasztési lehetdséglink van: egy ¢; valdszintiséggel miikodo, s; ara és
egy p; valdszinliséggel miikodd, r; ara, ahol ¢; < p; és s; <1y, 1 <1 < n.
A miiszaki eldiras szerint a szerkezetnek p valdszintiséggel miikodnie kell.
A cél az alkatrészek olyan kivédlasztasa, amely a szabvanynak megfelel és
minimalis koltségii.

Hasznaljuk az x; € {0,1} valtoz6t a modellben a ¢;, ekkor z; = 0,
illetve a p;, ekkor x; = 1, valdszintiséggel miikodo alkatrész alkalmazasanak
kédolasara. Ekkor a miikodési valésziniiség pontosan

o1 2)°

4qi
lesz, mig a koltség
n n
> it ) s
i=1 i=1

ha ¢; :=1; —s;, 1 <i <nesetén. A cél tehat a

n
min E Ci;
i=1

H i H (z> >p
i=1 i=1 ¢

z; €{0,1}, 1<i<n

feladat megolddsa. Bevezetve a b := log(p/ i1 ¢i) és az a; := log(pi/q:)
jelolést ez ekvivalens az aldbbi egész értékii LP feladattal:

n
min E CiTj
=1

n
Z ;5 Z b
i=1

z; €{0,1}, 1<i<n.

ez a korabban ismertetett hatizsik problémahoz hasonléan oldhaté meg;
példaul a korlatozds és szétvalasztas (branch and bound) mbdszerével.
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10. el6adéas
Nem zérus Osszegii jatékok

Az életben elt6fordulo jatékoknak csak kis része zérus Osszegil, a legtobb
esetben nem ez a helyzet. Ezekkel a jatékokkal hihetetlentil sokféle problémat
modellezhetlink. Sajnos ennek ara van. A zérus Osszegii jatékok elméletében
oly hasznosnak bizonyult kevert stratégiak altalaban nem adnak j6 véalaszt,
mi t6bb, mar azt sem konnyi megfogalmazni mit értsiink optimalis megoldas
alatt. Nem &ll médunkban az Osszes koncepcié ismertetése, még kevéshé
részletes elemzése. Ehelyett vazolunk néhany lényeges Otletet, elsGsorban
olyanokat, melyek beleillenek az eddigi targyaldsmédunkban.

Példa 1. Két asvanyvizet forgalmazé vallalat (Appolinaris és Perrier)

versenyeznek a piacon. A lehetséges stratégidk egy, illetve két dollarért adni

az asvanyviz palackjat. Az egyes stratégidk alkalmazdsa mellett keletkezo

hasznot tablazatban foglaltuk 6ssze. A métrixba irt szampar elsé eleme a

sor-, a masodik az oszlopjatékos haszna az adott stratégia par mellett.
Perrier

13 2%
Apollinaris 1$ 0,0 5000, -5000
2% -5000, 5000 0,0

Konnyen lathatd, hogy palackonként 1 dollarért kell adni az dasvanyvizet.
Ez akér a nyeregpont 1étezésére val6 hivatkozassal, akar az elsé sor (oszlop)
dominancigjdnak megmutatasaval a masodik sor (oszlop) felett torténhet.

Altaldban is kimondhatjuk: a dominancia a zérus Osszegl jatékoknal
latott mddszerrel analég médon hasznalhaté. (Vegyiik észre, hogy a fenti
jaték igazabol felfoghatd zérus Osszegii jatékként.)

Példa 2. Egy hasonld, bar kicsit komplikdltabb esetben két vallalat, a
Tokéletes és a Varazslatos, miityiiroket arulhat 1, 2 vagy 3 dollaros dron. A
lehetGségeket a korabbiak szerint rendeztiik tdblazatba; a nyereség/veszteség
mértékét az eladasi ar és a piaci részesedés valtozdsai miatt valtozo termelési
koltségek szabjak meg.

Tokéletes
1 2 3
Varazslatos 1 0,0 50,-10 40, -20

10,50 20,20 90, 10
3 -20,40 10,90 50, 50
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Ez a jaték nem zérus 0Osszegii, és nincs domindns stratégia sem. Uj
gondolatra van sziikség, ez az tin. Nash egyensily vagy Nash equilibrium.

Definicié. Egy stratégia par Nash egyensiilyi helyzet, ha egyik jatékos
sem tudja stratégia valtoztatésal névelni nyereményét, amennyiben a mésik
nem valtoztat a stratégidjan.

A példankban a (3,3) stratégia par nem Nash equilibrium, hisz a Va-
razslatos attérve a 2 dollaros stratégiara novelheti hasznat. Hasonldéan
beldthatjuk, hogy az (1,1) stratégidn kiviil nincs Nash egyensilyi helyzet,
igy a mindkét cég altal felszamitott 1 dollaros ar a “redlis” ar. Némely
kozgazdasz ugy véli, a piacgazdasig versenyhelyzetének hatdsat sikeriilt igy
leirni: az alacsony drakat. Ha a verseny nem lehetséges (pl. nem egy dollaros
miitylirok, hanem csak néhany cég altal gyartott harci repiilé a tét), akkor
ez a mechanizmus nem képes alacsony arakat garantalni. A Nash egyensilyi
helyzet a dominanciat hasznalé megoldasok kiterjesztése, és a bemutatottnél
joval altalanosabb feltételek mellett is létezik. Az alabbi példa szerint nem
ad egyértelmli megoldast.

Példa 3. Két radidallomas (Lokott és Laza) hdarom profilbdl vélaszthat.
Sugédrozhatnak rockot (R), komolyzenét (K) és hireket (H). Az adott pro-
gramok hallgatésaga 50, 30 és 20 szazalék. Ha egy dllomas egyediil fed le
egy programot, akkor megszerzi annak a hallgatésigat (és a vele aranyos
rekldmbevételt), ha a masikkal egyiitt, akkor fele-fele ardnyban osztoznak.
Matrix formaban:

Laza

R K H

Lokott R 25,25 50,30 50, 20
K 30,50 15,15 30,20

H 20,50 20,30 10,10

Koénnyen ellenérizhetd, hogy csak a (K ,R) és az (R,K) stratégiapar Nash
egyensilyi helyzet. Nehezebb eldonteni, mit jelent ez a megoldds. Melyik
valésul majd meg, és milyen stratégiat valasszanak a jatékosok ? Ugy tlinik,
a Nash equilibriumok meghatdrozdsa tavolrdl sem ad valaszt kérdéseinkre.
Egy lehetséges tovabblépési irany annak vizsgalata, mit hozhat a koordindcio

13 A fogalmat és a vele kapcsolatos legfontosabb tételeket John Forbes Nash alkotta meg
az 50-es évek elején. Késébb a német Reinhard Selten és a magyar Harsanyi Janos ért el
jelentOs eredményeket ebben az irdnyban, amit 1994-ben a hiarmdéjuk koézott megosztott
kozgazdasagi Nobel-dijjal ismertek el.
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jatékosok egyes csoportjai kozott, illetve hogyan oszhato el a kdzosen szerzett
haszon. Ez a motivacidéja az un. n-személyes jatékok tanulmanyozasanak.
Miel6tt ratérnénk erre, megemlitiink még egy példat, amely azt sugallja,
hogy a Nash egyensulyi helyzet valamilyen értelemben jé megoldas, és ha
problémaéink is vannak vele az az élet és nem a modell meghatarozatlansa-
gabdl ered.

Példa 4. “Mely oldalan haladjunk az utnak” jaték. Két auto halad egymas-
sal szemben és a taldlkozasnal donteniiik kell az 1t jobb vagy bal szélére hi-
zo6djanak. A kissé fiktiv 10 értéket rendelve a biztonsagos tovdbbhaladashoz,
illetve az Osszeiitkdzéshez az aldbbi métrixot kapjuk:

Honda

Bal Jobb
Fiat Bal 1,1 -10, -10
Jobb -10, -10 1,1

Mind a (Bal, Bal), mind a (Jobb, Jobb) Nash egyensilyi helyzet, de
ez nem sokat segit rajtunk, ha belekényszeriilink egy ilyen jatékba. A
tarsadalmi konvencidkkal szokdas koordindlni az efféle szituacidkat, s mint
tudjuk a konkrét esetre mindkét megoldasra van példa. fgy aztan nem is
baj, hogy a modelliink megoldasa nem egyértelmii. Ha az lenne, akkor méar
nem az életet irnd le, hanem az elditéleteinket.

Példa 5. Az evolicio biolégidban nagyon fontos szerepet kaptak egyes nem
zérusosszegli jatékok. Az aldbbi példa az un. Galamb-Héja modell, amel-
lyel egy populdcié evoliicidsan stabil stratégidit (ESS) szemléltethetjiik. Egy
galambfajon beliil - talalkozéds esetén - két egyed kozott kétféle viselkedés
lehetséges: kitérnek egymas el6l vagy harcba kezdenek. A kitéréssel esetleg
elvesztenek egy eréforrast (pér, élelem, fészkelShely stb), mig a konfliktus
sériiléssel, energia vagy id6 pocséklassal jar. Ha mindkét galamb kitérne,
akkor az egyikiik megszerzi az erdforrast, legyen ez egyenld esélyti. Egy
“galamb” azaz békés egyed taldlkozik egy “héjaval”’ azaz egy harcias egyed-
del, akkor a “galamb” kitér, elkeriili a sériilést, de elveszti az erdéforrast,
ami igy a “héja” zsdkménya lesz. Két “héja” taldlkozdsa mindkettore nézve
jelentos hatrannyal jar.

Az egyedek vagy egyik, vagy a masik viselkedést kovetik; kérdes, melyik a
jobb? Konnyen lathatd, akar egyik, akar masik viselkedés valik kizardlagossa,
egy olyan egyed, amely ettol a norméatdl elér jelentds elénybe keriil.

Tehat a cél egy olyan stabil helyzet megtaldlasa, melyben az egyed
szamara nincs ok valtoztatni a viselkedésén. Oldjuk meg ezt egy fiktiv ki-
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fizetési matrix esetén.

galamb  héja
galamb 2,2 -1, 5
héja 5-1 -9,-9

Az “galamb-héja” eloszlds x és 1 — x, azaz x valdsziniiséggel békés egy
egyed, 1—x-szel agressziv. Feltéve, hogy a populécié elég nagy, egy “galamb”
varhatéan 2x — 1(1 —z) = 3z — 1, egy “héja” pedig 5z —9(1 —x) = 14z —9
nyereséget konyvelhet el. Egyensily, azaz ESS akkor van, ha 3z — 1 =
15x0—9, vagyis o = 2/3. Tehat a populdci elére meghatarozhaté ardnyban
mutat békés vagy harcias viselkedést. Nem meglepo, ha csokkentjik az
er6forras értékét (ami 3 volt a példaban) illetve az id6ét, akkor a békés, mig
ha a sériilés kockazatat (8), akkor a harcias viselkedés terjed a populdciéban.
Az alabbi feldllasban xo = 9/10.

galamb  héja
galamb 1,1 0, 2
héja 2,0 -9, -9

Ezt az aprocska modellt nehéz tulértékelni: meglepden széles a jelenségek
kore, melyre képes magyarazatot adni.

Példa 6. Széles korben ismert az un. Prisoner Paradox, azaz az fogoly
dilemma. Ez a vadalku lassan nalunk is meghonosodd intézménye &altal
keletkez6 “jaték”, egy klasszikus matrixa:

vall  tagad
vall  -5,-5 0,-10
tagad -10,0 -1,-1

Ebben a “k6z0s optimum” a tagad-tagad, ami nyilvan nem Nash egyensilyi
helyzet, hisz a vall-vall az egyediili ilyen.

n-személyes jatékok

Az n-személyes jatékok vizsgalatat Neumann Jénos és Oskar Morgen-
stern kezdte el. Mint korabban utaltunk ra, nem valamiféle “harom személyes
sakk”, vagy a futball leirdsa a cél, hanem a racionalis osztozkodas torvénye-
inek tanulményozasa abban az esetben, mikor a jatékosok egy tetszoleges
csoportjanak “ereje” ismert.
Definicié. Egy n-személyes jaték alatt a kovetkezd rendszert értjiik:
Adott az I = {1,2,...,n}, a jatékosok halmaza. Egy S C I halmazt
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koaliciénak nevezziik, és adott egy v : 2/ — R (a koaliciékhoz egy valds
szamot rendeld) un. karakterisztikus fiiggvény gy, hogy

(1.) v(@) =0
(2) v(SUT)>v(S)+v(T),ha S, T CTés SNT = 0.

A v(S) jelenti szemléletesen azt a hasznot (kifizetést, hatalmat stb.),
amit az S-ben 1évé jatékosok egymassal Gsszefogva egyiittesen elérhetnek
(akdr a tobbiek ellenére is). A v(SUT) > v(S) +v(T) az SNT = ) esetén
azt fejezi ki, hogy a két csoport Osszefogva legalabb annyit elér, mint a kiilon
szerzett haszon Osszege.'* Ezt szuperadditiv tulajdonsdgnak hiviuk.

Példa 1. Ingatlan fejlesztés (két vdsdrlds piac)

Egy foldmiives altal birtokolt f6ld mezégazdasagi értéke 100 ezer dollar.
Két vevé palyazik ra, az egyik lakasépitéssel 200 ezer, a masik bevésarld
kozpont 1étrehozéasaval 300 ezer dollar hasznot érhet el a fold felhasznalaséval.
Vegylik észre, hogy mig a foldmiives egymagédban is képes hasznat venni a
foldjének, addig az épitok nem. Ez a kovetkezd 3-személyes jatéknak felel
meg:

I =1{1,2,3}, ahol 1: foldmiives, 2, 3 pedig a két vevijelolt.

v(0) =0 v({1,2}) = 200000

v({1}) = 100000 v({1,3}) = 300000

v({2}) =v({3}) =0 v({23}) =0
v({1,2,3}) = 300000

Altaldban az érték a kiilonbozé tulajdonosok felhasznalasaban a, b és ¢, ahol
a<b<ec

Példa 2. A tébbségi jdatékok
Ez a klasszikus 50%-+1 szavazattal megvalsulé dontéseket modellezi.
I={1,...,n}

1 esetén “S nyer”
S) = , ,
v(8) { 0 esetén “S veszit”

) 1 halS|>n/2
v(8) = { 0 kiilonben.

1 Az sszefogéssal ezt el is tudjdk érni, hisz megtehetnék, hogy kiilén-kiilén jatszanak
v(S) illetve v(T') nyereményt szerezve, majd utdnna egyesitenék a nyereményiiket.
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Példa 3. A sulyozott tobbségi jatékok
Az i-edik jatékosnak w; szavazata van és q szavazat kell a gyézelemhez.
I={1,...,n}

1 ha > w;>gq
v(S) = €S
0 kiilénben
Jeloljiik ezt a jatékot a révidebb (g;wi,ws,...,wy) formaval. Vegyiik

észre, hogy példaul a (3; 2, 2, 2, 2) “jaték” nem jaték a definiciénk szerint,
mert a v fliggvény nem szuperadditiv.
Definicié. Egy n-személyes jaték egyszerii, ha a v karakterisztikus fiigg-
vény csak 0 és 1 értéket vesz fel.
Példa 4. Az ENSZ Biztonsdgi Tandcs miikddése.

A BT-nek 5 allandé és 10 ideiglenes tagja van. Egy hatdrozat életbe
1ép, ha mind az 6t allandé és legalabb négy ideiglenes tag megszavazza. Ez
felirhat6, mint (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) sulyozott tobbségi jaték.

Imputaciék (kifizetések)

Az n-személyes jatékokban a jatékosoknak jutd ésszert kifizetéseket akar-
juk meghatarozni. Egy kifizetést egy « = (z1,x2,...,zy,) n-dimenzids valds
vektorral irhatunk le, ahol x; az i-edik jatékos része. Aesophus meséjével el-
lentétben feltessziik, hogy az osztozkodést csak a v karakterisztikus fiiggvény
befolyasolja, valamint a jatékosok tisztaban vannak az érdekeikkel és meg-
védik azokat.'® Széba jon az aldbbi két szempont:

1. z; > v({i}), i=1,...,n, széban “Egyéni racionalitds”
2. Y0 x; =v(I), avagy “Pareto optimalités.”

Az 1. pont azt fejezi ki, hogy az egyik jatékos sem fogad el olyan kifizetést,
amelynél jobbat (mindenféle koalicié nélkiil) egymaga is képes elérni. A
v x; < v(l) annyit tesz: nem oszthaté tobb, mint amennyi van. Az
egyenl6ség viszont megkoveteli, hogy a jatékosok altal megszerezheté maxi-
malis Osszeget osszuk szét. (Azaz egyfajta kooperaciora “kényszerithetjik”
a jatékosokat.)

Definicié. Az olyan x € R™ vektorokat, amelyekre teljesiilnek az 1. és
2. feltételek, imputaciéknak hivjuk, az Gsszes imputacié halmazat pedig
A(v)-vel jeloljik.

15Valéjén ez elég erbs és az életben ritkan teljesiilé feltétel.
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Példa 4. I = {1, 2, 3}, v(S) =0, ha |S| < 2, mig v(S) = |S|/3 kiilénben.
Ekkor az imputaciék halmaza

3
A(v):{:vER:;:xiZO,Zmi:l}.

=1

Az imputécidk A(v) halmaza “tdl nagy”, igy dltaldban nem tekinthet
megoldasnak. Kiilonb6z6, tobbé-kevésbé ésszerii feltételekkel szokés sziiki-
teni az A(v)-t, és a kapott részhalmazt deklaralni a létrejoheté megoldasok
halmazénak. A sokféle megkozelités szdmos vitara adott alkalmat és a mai
napig sem lehet egyértelmii gy6ztest hirdetni. Mi harom koncepcidt fogunk
vazolni, a mag (core), a stabil halmaz és a Shapley érték fogalmét. Ezek
mindegyike nagyon tanulsagos.

Definicié. Ha z,y € A(v), akkor egy ) # S C I hatékonyan preferilja
z-et y-nal szemben, ha z; > y; minden ¢ € S esetén és > ,cqgx; < v(9).
Jelben = >g y.

Az elnevezés és a motivacié nyilvanvalé. Az x; > y; ¢ € S miatt az S-
beli jatékosok jobban kedvelik z-et, mint y-t. A ;.o < v(S) a hatékonység,
ugyanis az S koalicié kikényszeritheti az y elvetését és a szamara elényosebb
x; (i € 9) kifizetést garantalhatja tagjainak.

Példa 5. Vegyiik a 4. példaban szerepld jatékot és az x = (1/3,5/12,1/4),
y = (1/2,1/3,1/6) és z = (9/24,1/3,7/24) vektorokat. Lathat6, hogy
r,y,2 € A(v), tovdbbd x =951 ¥ (22 = 5/12 > 1/3 = y2, 3 = 1/4 >
1/6 = y3, és va +x3 =5/12 4+ 1/4 < v({2,3}) = 2/3). Hasonléan belathaté
a z =13 @ reldci6; ugyanakkor nincs olyan () Z {1,2,3}, amelyre z g y.
(Ez azt jelenti, hogy mig egy rdgzitett S-re a “>~g” relaci6 tranzitiv. Ezzel
szemben ha ugy definidlunk egy “>" relaciét, hogy = > y akkor és csak
akkor, ha létezik olyan ) # S C I, melyre z =g y, akkor ez a “>" reldcié
nem tranzitiv.)

Definicié. Egy n-személyes jaték magja azon x imputdcidokbdl all, ame-
lyekkel szemben egyetlen y imputaciét sem preferdl hatékonyan valamely
nem tres S koalici6. Jelben a mag C(v) := {z € A(v) : nem létezik olyan
ye Alw) és W #S CI, hogy y =g z}.

Példa 6. Vegyiik a (7; 8, 1, 1) silyozott tobbségi jatékot. Itt v(S) =1, ha
leSéwv(S)=0,hal¢gs. Ezért Alv) ={z:x; > 1,290 > 0,23 >0és
3 x =1} = {(1,0,0)}, azaz |A(v)| = 1. Mivel egy imputacié van csak,
A(v) = C(v), és igy C(v) = {(1,0,0)}. Mint varhaté volt, az 1 “viszi az
egészet.”
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11. el6adas
n-személyes jatékok, a mag kiszamitasa

Egy v karakterisztikus fiiggvényti jaték C(v) magjéban 1é6v6 vektorok
joggal tekinthetok ésszerti megolddsoknak. FKEzzel azonban nem értiink a
problémak végére.

Példa 1. Szamoljuk ki a (2; 1, 1, 1) stilyozott tobbségii jaték magjat. Tegyiik
fel, hogy y € A(v). Ekkor valamely 1 < i < j < 3 esetén y; +y; < 1, hisz
y1+y2+y3 = 1. Megmutatjuk, hogy van olyan z € A(v) és ) # S C {1,2,3},
amelyre z =g y. Az indexek cseréjével feltehetjiik, hogy y1 +y2 < 1, s mint-
egy a “maradékot” (ys-at) szétosztjuk az elsé és mésodik jatékos kozott:
21 = y1 +y3/2, 22 := y2 + y3/2. Igy persze z {12} - Masszéval bdarmely
y € A(v)-re létezik olyan z € A(v) és nem iires S C {1,2,3} halmaz, hogy
z =g y. Ez persze azt jelenti, hogy a mag az iires halmaz, vagyis nem tudunk
j6 megoldast javasolni.

Sziikségiink van tehat egyrészt a mag szerkezetének jobb megértésére
a kényelmesebb kiszamitas érdekében, masrészt tenniink kell valamit, ha
a mag tires. Az els§ problémaéra vonatkozik a mag leirdsa, mint konvex
poliéder.

Tétel 16 Egy v karakterisztikus fligguényid n-személyes jatékban az x im-
putdcio eleme a magnak akkor €és csak akkor, ha minden S koalicidra a
Yics Ti > v(S) egyenldtlenség teljestil.

Bizonyitas. Vegylink egy olyan = vektort, amelyre teljesiil az Gsszes, a
feltételben levé egyenlétlenség. Tegyiik fel, hogy van olyan y € A(v) és nem
tires S C I, hogy y >g =. Ekkor y; > x; minden i € S és Y ,cqy; < v(5) a
hatékony preferencia miatt, amibdl a

Sy <v(S) <D @i <>y
€S €S €S
ellentmondas adédik.

A mdsik irdny bizonyitdsdhoz tekintsiink egy, a feltétel valamelyik e-
gyenlbtlenségét megsértd x € A(v) vektort, és legyen () # S C I, amelyre
sériil; azaz ) ;cqx; < v(S5). Taldlni akarunk egy olyan y € A(v) vektort és
0 # T C I halmazt, amelyre y =71 x. Az elébbiek miatt v(S) = > ;cq ;i + €,
ahol € > 0. Az y-t ugy allitjuk elS, hogy az e-t “felosztjuk” az S koalicid
tagjai kozott, azaz y; := x; +€/|S|, hai € S. Kérdés, mi legyen y;, hai ¢ S
? Az y vektornak benne kell lennie A(v)-ben, igy az egyéni racionalitds
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feltételeit nem sértheti, azaz y; > v({i}) minden i € I. Ezek automatikusan
teljesiilnek, ha ¢ € S, hiszen x € A(v) és y; > x; > v({i}) hai € S.
Teljesiilnie kell tovdbbd a Pareto optimalitdsnak, vagyis > i vy; = v(I).
Keressiik hat az y;-ket i € S-re a kovetkezo alakban:

yi = v({i}) + 4,
ahol §; > 0. Ezzel

n

Zyi :Zmi—i—e—i—Zv({i})—i—Z&-,

i=1 €8 iZS iZS
amibél a Y ,cqx; + € = v(5) és DI y; = v([) miatt kévetkezik a

o(I) =v(S) + Y _v({i}) + b

idS iZS

Atrendezve a d;-kre az alabbi feltétel adddik:

>0 =w(l) —v(S) = > v({i}).

igs igS
Nevezziik a fenti egyenlet jobboldalat d-nak, és definaljuk majd a d;-ket a
9; :=9/(n —|S]) formuldval. Ekkor az y imputacié lesz, amennyiben § > 0.
(Valdban, hisz Y7, vi = v(I) és y; > v({i}) i € I-re.) Végiil 6 nem neg-
ativitdasanak megmutatasara hasznaljuk a v fiiggvény szuperadditivitdsat;
Yigsv({i}) < v\ S). Igy

§ =v(I) = v(S) = > v({i}) = v(I) = v(S) —v(I\ §) > v(I) —v(I) =0,
igS

ahol az utolsé egyenlStlenségben (v(I) > v(S)+v(I\S)) ismét a szuperad-
ditivitast hasznaltuk, és ezzel kész vagyunk. O

Példa 2. A tétel segitségével kiszamithatjuk a kordbban ismertetett ingat-
lan fejlesztés jaték magjat.

% A(v) C(v)

v({1}) = 100000 x1 > 100000 A(v) elemei, melyekre
v({2)) =v({3}) =0 22 >0 (iii) 21 + 22 > 200000
o({1,2}) = 20000  x3>0 (i) 21 + 3 > 300000
v({1,3)) = 30000 (i) 3%, a5 = 300000 @2 + 23 > 0

v({2,3}) =0

v({1,2,3}) = 300000
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(i) és (ii) = x9 = 0, (iii) = 1 > 200000, azaz a mag a kovetkez:
C(v) = {z : 200000 < 21 < 300000,z = 0, x5 = 30000 — 21 }.

A varakozasnak megfeleléen a 2. jatékos kizarddik az iizletbdl, és a foldet a
3. veszi meg egy 200 és 300 ezer dollar kozti osszegért. Ennél tobbet nem
tudunk mondani, de ez természetes, hiszen a valésdgban sem donthetd el
elére, mi lesz az ar. (Az fligghet az alkufolyamattdl.)

Stabil megoldasok

Amennyiben a jaték magja iires, nem tudunk ésszeri megoldast java-
solni, és ez is hasznos informéacié. Elképzelheté mas, stabilitast figyelembe
vevl szempont alapjan torténd valasztds A(v)-bél. Ez volt Neumann és
Morgenstern eredeti gondolata.

Egy kordbbi definicionk egy G iranyitott grafban egy fliggetlen és domindld
S C V ponthalmaz mag vagy stabil halmaz. (Sajnos a magyar termi-
nolégia kénnyen zavart okozhat, mivel ez a mag az angolban kernel, mig
az el6z6 tétellel karakterizalt mag az core.) Egy n-személyes jéték im-
putacidinak A(v) halmaza felfoghaté egy G, grafként; V(G,) = A(v), és
(xz,y) € E(Gy) & x =g y valamely S C I-re.

Definicié. Egy B C A(v) halmaz stabil megoldas a v karakterisztikus
fiiggvénnyel meghatarozott jatékban, ha B mag (kernel, stabil halmaz) a G,
grafban.

Megjegyzés: A “masik” mag (core) is lefrhat6 a G, graf segitségével: C'(v)
azon pontok halmaza A(v)-ben, amelyekbe nem fut be él, ha mint G,-beli
pontként tekintjiik dket.

Az els6 pillantasra nem nyilvanvalé, mi értelme van a stabil halma-
zokat megoldasnak tekinteni. Az egyik motivacio lehet a stabil parositési
probléma, amelynek a megoldasai éppen egy graf stabil halmazai. Tovabba
stabil halmaz létezhet akkor is, ha a mag (core) iires.

Példa 3. A (2;1,1,1) sulyozott tobbségi jatékra lattuk, hogy C(v) = 0.
Legyen B = {(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2)}, ekkor B stabil halmaz.
B fiiggetlen halmaz: Ha pl. (1/2,1/2,0) =g (1/2,0,1/2) = S = {2}, de

1/2 < v({2}) = 0 nem teljesiil; ellentmondas. A tobbi eset bizonyitdsa
teljesen hasonlé médon torténhet.

B domindlo halmaz: Legyen z € A(v), x = (x1,22,23). Ha x1 > 1/2,
akkor 2,73 < 1/2, de ekkor (0,1/2,1/2) =(53) (v1,72,73). A szimmet-
ria miatt feltehetd, hogy =1 > max{xs,x3}, igy az el6z6 megjegyzés mi-
att xo,x3 < 1/2. Ha x9 vagy éppen x3 1/2, akkor z € B. Ha viszont
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mindkettd kisebb, mint 1/2, akkor (0,1/2,1/2) >=(93y (z1,72,73). Ha-
sonl6é megfontolassal adédik, hogy kontinuum sok stabil halmaz van: minden
c€(0,1/2) esetén a B, := {(x1,1—c—x1,¢) : 0 < x; < 1—c} halmaz stabil.

Példa 4. A 2. példaban kiszamoltuk az ingatlanfejlesztés jaték magjat.
Bérmely n-személyes jatékra, ha B egy stabil halmaz, akkor C(v) C B.
Esetiinkben egy B stabil halmaz feltétleniil bévebb C(v)-nél (B\C(v) # 0),
hiszen az = = (100000, 100000,100000) € A(v) imputdciéra nem létezik
olyan y € C(v) és S C {1,2,3}, amelyre y =g x. Megmutatjuk, hogy
B := {(x1,z2,23) : 100000 < x1 < 300000,z = 0,23 = 300000 — x1} egy
stabil halmaz. B fiiggetlen: Legyen x,y € B és x =g y. Mivel g3 = yo = 0,

az x1 > y1, akkor és csak akkor, ha x3 < ys, illetve 3 > y3 = =1 < y3.
Tehat S = {1} vagy S = {3}, ami lehetetlen.
B domindlo: Tegyiik fel, hogy egy y € B-re y2 > 0. Legyen ekkor x =
(71,2, 23) = (Y1 + ¥2/2,0,y3 + y2/2). Nyilvanvaléan x € B és x = 33 v
Egy stabil halmaz tehat a mag &ltal sugalltdl eltér6 megolddsokat is
megenged. Erdekes tulajdonsaga, hogy “osztozkodast” irhat el6 egy jatékban,
amelynek tires a magja (ldsd 3. példa). Sajnos nem pusztén a nehezen
kiszamithatésdgban hasonlit a magra; 1969-ben Lucas bebizonyitotta, van
olyan jaték, melynek nincs stabil halmaza. KEgy karakterében kiilonb6z6
megkozelitést jelent a Shapley érték, amely a jatékosok “erejét”, alkupozici-
djat hivatott modellezni.

A Shapley érték

A cél egy olyan & fliggvény definidlasa, amely minden v karakterisztikus
fiiggvénnyel leirt jatékhoz hozzarendel egy ®(v) € R™ vektort. Az i-edik
jatékos Shapley értéke ®;(v), ha ®(v) = (P1(v),...,P,(v)) és az aldbbi
axiomak teljesiilnek ®-re:

1. Legyen m az I = {1,...,n} halmaz egy permuticidja, és w(S) =
v(m(S5)) minden S C I-re. Ekkor ®;(w) = ®,;)(v).

2, gi;l ®;(v) = v(I).

3. Ha v(S\{7}) = v(S) minden S C I-re, akkor ®;(v) = 0.

4. Additivitds. Ha v és v’ karakterisztikus fiiggvények az I halmazon és
w=v+ v, akkor ®(w) = ®(v) + P(v).
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Megjegyzés: Az elsé axidoma azt fejezi ki, hogy a jatékosok ereje fliggetlen
az elnevezésiiktél. A madsodik a Pareto optimalitds analogonja, a megsze-
rezhet6 haszon teljes felosztasa. A harmadik szerint nulla az “értéke” annak
a jatékosnak, akinek lényegében nincs befolydsa a jaték menetére. Végiil
a negyedik azt koveteli meg, ha két fliggetlen jatékot jatszanak ugyanazon
jatékosok, akkor a nyereményiik a két jaték osszege lesz. Az igazan meglepd,
hogy wvan, rdaddsul pontosan egy, ® fiiggvény, amely eleget tesz ezeknek a
szigoru feltételeknek.

Tétel 17 (Shapley) A karakterisztikus fligguények halmazan létezik eqy egy-
értelmiien meghatdrozott ® figgvény, amely eleget tesz az 1-4 axiomdknak.
Tovdbbd

®i(v) = Y Y(ISD((S) —v(S\{i}),

1€SCI
ahol

(k —1)(n — k)!

v(k) = "

Példa 5. (51; 49, 48, 3)

Di(v) = > A(ISNW(S) —v(S\{i}) = %(1_0):%

1€SCI i€s,|S|=2
azaz ®(v) = (1/3,1/3,1/3).

Példa 6. Ingatlanfejlesztés

B1(0) = S (0({1}) o) + S (0(11,2) ~u({11) + (({1,3) w1}

) 2
2 (0({1,2,3)) — ({2,3})) = 216666

22(0) = (0({1,2)) ~ o({21) + - (v({1,2,3)) — v({1,3})) = 16666

2y(0) = (0(11,31) ~ v({1))) + = (0({1,2,3)) — v({1,21)) = 66666

Példa 7. ENSZ, Biztonsdgi Tanécs: (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
Egy nem allandé i tagra azon S minimalis koalicidk esetén nem nulla
a v(S) — v(S\{i}), amelyek mind az 6t allandé tagot és pontosan hirom
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ideiglenes tagot tartalmaznak az i-edik tagon kiviil. Ezek szdma (g), mig

~v(9) = 8!6!/15!, azaz

16!
By(v) = <9> SO 1 L 0,001865

2) 15!  5.7-11-13
Az els és méasodik axidéma miatt ha j egy allandé tagja a BT-nek, akkor

8
_1-10%(v) 1= 7113 ) 1963
5 o o

®;(v)

Az ot allandé tag birtokolja tehdt a dontéshozatal tobb, mint 98%-4t, mig
az ideiglenes tagok befolyéasa a 2%-ot sem éri el.
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12. el6adas
Jatékok és dontések
A Shapley tétel kovetkezményei

Az egyszerii jatékokra (azaz, melyekben a v(S) = 0 vagy 1 minden S
koaliciéra) a Shapley érték kiszamitésa egyszertisodik.

®i(v) = Y (ISN((S) —v(S\{i}),

1€SCI

és most, v(S) —v(S\{i}) = 1 pontosan akkor, ha v(S) =1 és v(S\{i}) =0
kiilonben.

Legyen S; (i € S C I) az i-t tartalmazé nyer6 koalicidk halmaza, melyek az
-t elhagyva mar nem nyerok. fgy

@i(v) = Y (8]

IESES;

Példa 1. ENSZ Biztonsagi Tandcs Mint lattuk a dontéshozatal itt egy (39;

7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) stlyozott tobbségi jaték. Ha i egy nem &allandé
tag és S O ¢ minimdalis nyer6 koalicié, akkor S pontosan 5 allando és 4
ideiglenes tagbdl 4ll. Ezen S halmazok szdma (g), igy

a,0)= Y Alsh= X 7(9)=<9>7(9) e~ 0,001865.

i€SES; i€SES; 3 3:-5-11-13
A szimmetria miatt, ha j egy allandé tag, akkor

B;(v) = 1 12(1),(1})
mig az 5 dlland6 tag egyesitett ereje =~ 0,98153. A példa mutatja, hogy
egy sulyozott tobbségi jatékban a jatékosok valddi ereje és a szavazataik
szama kozott messze nem linedris a kapcsolat, illetve a gyengébb jatékosok
érdekérvényesitoé képessége tragikusan kicsi. Elképzelheté viszont, hogy 7
ideiglenes tag Osszefog és mindig egylitt szavaz. Ekkor egyiittes erejiik 1/6,
csak Ugy, mint az alland6 tagoké ebben az esetben, mig a kimaradé 3 nem
allando tag ereje nulla! A régi tandcs, divide et impera, matematikailag is
aldtdmaszthaté.'6

~0,1963,

Ezért is ideiglenesek a tagorszdgok, igy valdsziniitlen az osszefogdsuk, illetve
kénnyebben befolyasolhatok.
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Egyszeri jatékok esetében elegans valdsziniiségi interpreticidja adhatéd
meg a Shapley értéknek. Egy m permuticiéjara I-nek egy ¢ elem pivotdlis,
ha az i-t m-ben megel6zé elemek &altal vesztes, de i-t hozzdvéve gybztes
koalici6t alkotnak. Ha egy S nyerd, S\ {i} veszt6 koalicié, akkor S-re nézve
(s — D)l(n — s)! szdmu permutéciéban lesz ¢ pivotalis, ahol s = |S|.

Tétel 18 Egy v karakterisztikus fliggvényi jatékban ®;(v) egyenld annak a
valdsziniségével, hogy i pivotdlis, amennyiben az I bdrmely permutdciojdat
azonos valosziniséggel valasztjuk.

Példa 2. Az ausztral parlamenti rendszer miikodése

Az orszag hat szovetségi allambdl all, és torvényeket ezek képviseldi, illetve a
szovetségi kormanyzat hozza. Az elfogadas feltétele, hogy legalabb 6t allam,
vagy két allam és a szovetségi kormanyzat tamogassa az adott torvényt. Egy
permutacioban a szovetségi kormanyzat pivotdlis, ha a harmadik, a negyedik
vagy 0todik helyen all. Ezek egymast kizaré események, valdszintiségiik
1/74+1/74+1/7 = 3/7. Az egyes dllamok Shapley értéke egyenld, 4/7-1/6 =
2/21, ami a szovetségi kormanyzat erejének két kilencede.

Felmertil a kérdés, mi a Shapley érték és az imputaciék kapcsolata.

Tétel 19 Minden n-személyes jatékra a ®(v) vektor eleme az imputdciok
A(v) halmazdnak.

Bizonyitas. A 2. axiéma szerint ;- ®;(v) = v(I), igy a Pareto op-
timalitds teljestil. Az egyéni racionalitds ®; > v({i}) egyenl6tlenségei a
kovetkezOk miatt dllnak. ElGszor is a v(S) — v(S\ {i}) > v({i}) a szuper-
additivitas miatt. Ezzel

®i(v) > D v(IShv({i}) = v({i}) D (8D =v({i}),

1€SCI 1€SCI
hiszen
- (n-1 :n (n—l)!(k:—l)!(n—k)!:nl:
ie;d'y“s‘)_; (k—1>7(’k‘) ; (n—k)(k — 1)n! ;n L

ésszefoglalva az eddigieket, egy n-személyes jaték elképzelheté megoldésai
(kifizetései) az imputacidk A(v) halmaza. Mivel A(v)-t

n
Zl’i = v([) egyenlet és az x; > v({i}) (i € I)
=1
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egyenl6tlenségek hatérozzék meg, A(v) egy konvex poliéder. A C'(v) meg az
A(v)-nek része, és szintén poliéder, hiszen

Cv)={reR": le >wv(5),S C I},
€S
mig egy stabil B halmazrél tudjuk, hogy C(v) C B C A(v). Végiil a Shapley

érték @ (v) vektora szintén A(v)-ben van.

Példa 3. Az ingatlanfejlesztés “megoldésai” (a koordindtékat ezer dollarban
mérve).

300

A(v)
®(v) = (217, 16, 67)

Csoportok dontéshozatala

Az életben gyakran felmeriil, hogy emberek egy csoportjanak egy prob-
léma megoldasanak kiilonboz6 alternativait sorba kell rendeznie.

Példa 1. Egy csaldd autét vasarol, és a kereskedd a kovetkezd extrakat
ajanlja: blokkolasgatlé (ABS), légzsak (L), légkondiciondls (AC) és sztereo
radi6 (S). Mivel mindet nem engedhetik meg maguknak, mindenki egy fon-
tossagi listat allit fel.
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férj feleség 1. gyerek 2. gyerek

ABS AC S AC
AC L AC L
S S L ABS-S

L ABS ABS

A kérdés ezek utan: mi legyen a koézos sorrend? (Az ABS-S jeloléssel az
érzékeltetjiik, hogy megengedjiik a dontetlent két alternativa Gsszehasonli-
tasdnal.)

Altaldnosan: Adott egy t elemli I halmaz (az egyének csoportja) és
egy A, az alternativdk halmaza. Jelolje P az A sorrendjeinek (dontetlent
megengedve) a halmazdt, ekkor P x...x P = P! alehetséges inputok tere, e-
lemei az tn. profilok, jeliikk (P, ..., P;). Egy F : P' — P fiiggvényt konszen-
zus fligguénynek (social welfare function) hivunk. A célunk természetesen a
valamely szempontbdl ésszerii konszenzus fiiggvények vizsgalata.

Példa 1. Az egyszerli tobbség szabilya
Az a,b € A alternativiakra a csoport a-t b felé helyezi, ha az egyének
tObbsége ezt tette. Sajnos ez a szabaly nem vezet konszenzus fiiggvényhez,
mint azt az aldbbi Un. szavazdi vagy Condorcet paradoxon mutatja.
Legyen I = {1,2,3}, A = {a,b,c}.

P P P
a b c
b C a
C a b

A szabdly szerint a megel6zi b-t, b megelozi c-t és ¢ megelézi a-t, ami a
rendezés tranzitivitdsa miatt nem lehetséges.

Példa 2. Borda érték

Egy (Pi,...,P;) € Plre és a € A-ra definidljuk a b;(a) értéket (b; :
A — N fiiggvény) az alabbi formuldval: b;(a) := P;-ben az a mogé helyezett
alternativak szama. A Borda érték pedig b(a) := >>'_; bi(a), és a csoport -
et y elé helyezi, ha b(z) > b(y). Igy valéban adédik egy konszenzus fiiggvény:;
tulajdonképpen pl. a pontozasra alapuld sportdgakban hasonlé torténik.
Egy stulyos ellenvetés a médszer ellen az alabbi profil kiértékelése:
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: : : X

Nyilvédnvaléan b(y) — b(x) = |A| — 1 — (¢t — 1) = |A| — t, azaz ha az
alternativak szama nagyobb, mint a csoport mérete, akkor az y alternativat
a csoport x elé helyezi. fgy az értékelés, ha més nem, nagyon érzékeny a
hibdkra, elfogultsagokra, esetlegesen manipuldcidkra.

Példa 3. Lexikografikus rendezés

Helyezziik z € A-t y € A elé, ha P;-ben x megelézi y-t. Ha Pj-ben x
és y esetleg azonos helyen van, nézziik P»-t és igy tovabb. Ez nyilvanvaléan
konszenzus fiiggvény, s igy matematikai szempontbdl semmi baj sincs vele.
A sz6 koznapi értelmében persze sz6 sincs konszenzusrodl, az egyes jatékos
diktdtor.

Nem konnyti tehdt minden igénynek eleget tevd konszenzus fuggvényt
talalni. Hasonlé megkozelitést alkalmazunk, mint a Shapley érték definicié-
janal; megprébalunk axiémakat adni egy megfelel6 konszenzus fliggvényre.
Az alabbi négy axiéméat 1951-ben Arrow fogalmazta meg.

Arrow axiémak

1. (A konszenzus fiiggvény és az egyéni értékelések pozitiv asszocidciéja)
Ha egy adott profilra a konszenzus fliggvény a-t b elé helyezi, akkor
ezt teszi a profil alabbi médositasa utan is:

(a) Az egyének értékelésében az alternativédk sorrendje a-t kivéve
nem valtozik.

(b) Minden értékelésben az a alternativa és barmely mas alternativa
sorrendje véaltozatlan marad, vagy a javara véltozik.

2. (Fiiggetlenség az irreveldns alternativatdl) Legyen A; egy tetszOleges
részhalmaza az alternativaknak. Ha egy profilt gy modositunk, hogy
minden egyén sorrendje az A; elemei kozott véiltozatlan, akkor a kon-
szenzus fliggvény ugyanazt a sorrendet adja A; elemei kdzott az eredeti
és a médositott profil esetében.

3. (A polgédrok szuverenitasa)

Barmely a és b alternativdkra van olyan profil, melyre a konszenzus
fliggvény a-t b elé helyezi.
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4. (Nincs diktétor)

Nincs olyan egyén, aki ha a-t b elé helyezi, akkor a konszenzus fliggvény
is ezt teszi, fliggetleniil a tobbi egyén értékelésétol.

Az Arrow axiémaék az igazsagossagot és az ésszerliséget prébéljak megra-
gadni. Ezért aztdn eléggé meglepd és némileg talan kiabrandito a kovetkezd
tétel.

Tétel 20 (Arrow) Hat > 1 és|A| > 2, akkor nem létezik az 1-4 axiomdknak
eleget tevd konszenzus fligguény.

Megjegyzés: Arrow tétele ravilagit dontéshelyzetek bizonyos csapdaira.
Egyik, gyakran megvalésulé megoldéds a diktator, egy masik valasztasi le-
hetOségek sziikitése kettére, rossz esetben egyre. A harmadik pedig, hogy
felkésziliink a csapdakra, és megprébaljuk feloldani a problémét minimalis
igazsigtalansag aran.
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