POZICIOS JATEKOK
PLUHAR ANDRAS

K1vONAT. A pozicids jatékok tobbnyire véges, kétszemélyes, zérusisszegi, teljes in-
formacios jatékok, amelyekben még kevert stratégidk alkalmazasara sincs sziikség.
A poziciés jatékok megadédsi modjuk miatt viszont matrixjatékként nem kezelhetSk
joOl, igy a vizsgalatukra valtozatos matematikai eszkztar alakult ki. Jelen attekintés
célja ezek véazlatos ismertetése, néhol kiterjesztése.

1. BEVEZETES

A pozicios jdték pontos definicidja nem adhaté meg, mindenféle jatékot beleérthe-
tiink, ahol a nyerés feltétele valamely alakzat eléréséhez/elkeriiléséhez kapcsolédik.
Els6 kozelitésben pozicios jdaték, vagy hipergraf jaték alatt a kovetkezot értjiik. Adott
egy F = (V,H) hipergraf, azaz H C 2V. A V halmaz elemei alkotjdk a tdbldt, mig az
‘H elemei az Un. nyerd halmazok. Két jatékos, a kezdo és a masodik, vagy I és I1,
felvaltva vélasztja a tdabla elemeit. Amelyikiik elsoként megszerezi egy nyeré halmaz
Osszes elemét az megnyeri a jatékot.

Az X jétékos nyer (dontetlent ér el) kifejezés alatt azt értjiik, hogy mindkét jatékos
tokéletes jatéka esetén ez lenne az eredmény. Ha a tabla véges, akkor hasznalhatjuk
az alabbi tételt:

1. Tétel. [Zermelo-Neumann, [12, 20]] Egy teljes informdcids, véges, kétszemélyes
jatékot vagy az eqyik jatékos nyeri vagy a jaték dontetlen.

Megjegyzés. A 1. tételre Zermelo adott bizonyitést!, igy tébbnyire Zermelo tétel-
ként, vagy un. jatékelméleti tertium non datur ? elvként hivatkozzak.

Példa 1. Tic-Tac-Toe. I és I felvaltva tesz egy jelet a 9 négyzetbdl allo, 3 x 3-as
tabla egy-egy mezdjére. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort, oszlopot vagy f6atlot,
az nyer.

Példa 2. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenzids valtozata, aminek a
tablaja 4 x 4 x 4-es kocka. A nyerd halmazok a sorok, oszlopok, lap és test f6atlok,
Osszesen 76 darab.

1991 Mathematics Subject Classification. 91A24, 90D42, 05C65.
A kutatdst tdmogatta az OTKA T034475 és T049398 pélydzata.
1Az elsé bizonyitds hidnyos volt, ezt kés6bb Kénig Dénes és Kalmar Laszlé javitotta ki, lasd [20].
2Azaz a harmadik eset nem létezik. Végtelen jatékokra més a helyzet, u. i. a kivdlasztdsi azidma
hasznélataval készithetd olyan jaték, amelynek kimenetele eldonthetetlen.
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Példa 3. Améba (5-in-a-row). Itt a tdbla a végtelen négyzetrdcs (a gyakorlatban
lehet a 19 x 19-es go tabla vagy flizetlap). A jatékosok felvaltva jelolik a mezdket, s
aki hamarabb képes ot, egymast koveté mezot vizszintesen, fiiggdlegesen vagy atlos
iranyban elfoglalni, az nyer.
Példa 4. k-améba (k-in-a-row). A fentihez hasonld, csak ebben k egymést kovetd
jel kell a nyeréshez.

A gyakorlatbdl tudjuk, a kezd&jatékos (itt I) eldnyos helyzetben van a fentiekben.
Ezt matematikai eszkozokkel is belathato, s6t sokkal dltalanosabban igaz:

2. Tétel. [Hales-Jewett, [31]] Bdrmely (V,H) hipergrdaf jatékban a kezdd nyer, vagy
dontetlen az eredmény.?

Bizonyitas: Ez az un. stratégia lopds médszerrel* kaphaté meg. Altaldnos poziciés
jatékokra Alfred Hales és Robert Jewett mondta ki a [31]-ben. Ha I nyerne, azaz
lenne nyerd stratégidja®, akkor I is haszndlhatnd ezt, hiszen a sajat, korabbi lépései
sohasem artanak. Vagyis I megfeledkezhet az elsé 1épésérdl, és ha a stratégia ezt
kérné, akkor tgy tehet, mintha éppen most 1épné meg ezt, és az esedékes 1épését
tetszolegesen helyezheti el. 0

Az 1. és 2. tételek sokszor megmondjak, mi lesz az eredmény, de arrédl keveset
arulnak el, hogyan jatszunk. Ez mar a példainkban sem egyszerii, altalaban még
kevésbé varhato. A tic-tac-toe konnyen lathatéan dontetlen, mig a tic-toc-tac-toe-t
I nyeri. Az utébbi igazolasahoz viszont 1500 éra gépidot hasznalt fel Oren Patashnik
a hetvenes évek végén, és megjegyezhetd nyero stratégiat eddig nem talaltak ré, lasd
[16, 42]. Az amébét (legaldbbis a go tablan) a kezd6 nyeri, a k-améba pedig dontetlen,
ha k> 8. A k= 6,7 esetén viszont nem tudjuk, mi az igazsag, lasd [2, 16, 28].

Altaldban sincs ez masképpen, sok kérdésre van j6 valaszunk, még tobbre vi-
szont nincs. A poziciés jatékoknak szamtalan meglep6 kapcsolata van a matematika
egymastol tavoleso teriileteivel; ezért is olyan nehezek és egyben vonzok a problémai.
Ezekre lathatunk tjabb példakat a tovabbiakban.

2. ToproLOGIA

Kezdjiik a hex jatékkal; ezt Piet Hein 1942-ben, lasd [34] és John Nash 1948-ban
talalta ki egyméasrol nem tudva. Egy hatszogekbol 4116, rombusz alaki n X n-es tablara
felvaltva helyezhet I fehér és I fekete korongokat. I célja egy Osszefliggs fehér 1t
létrehozasa az északnyugati és délkeleti, 11-é pedig egy fekete uté az északkeleti és
délnyugati oldalak kozott. A hex - ellentétben jénéhany csak matematikai szem-
pontbdl érdekes jatékkal - izgalmas, addiktiv jaték. Feladvanyokat kozolnek, ver-
senyeket rendeznek beléle; ilyenkor az n = 10 vagy n = 11 a tabla méret. (A legjobb
eredményt Kohei Noshita érte el, n < 8-ra ismert a nyerd stratégia, lasd [41].)

3Ha egyik fél sem nyer véges lépésben, akkor dontetlennek tekintjiik a jatékot.
4A médszert elészor John Nash alkalmazta a hex jaték vizsgalatéra, lasd [16, 26].
A stratégia egy f fliggvény, amely a tdbla egy allapotdhoz a teendd lépést rendeli.
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Az 5 x 5-0s hex tébla.

Az els6 definicionk értelmében a hex nem hipergraf jaték, hiszen a nyerd halmazok
nem egyformak a két jatékosra. Erdemes tehdt a (V. H1, Ha) asszimetrikus hipergraf
jatékot bevezetni, ahol értelemszertien az [ illetve I akkor nyer, ha a H; illetve a Hy
egy elemét hamarabb elfoglalja, ahol H;, H, C 2V.

Nyilvanvalonak tiinik, hogy csak az egyik jatékos nyerhet a hexben. Ez igy is van,
de ekvivalens a szintén egyszertinek t{iné Jordan-féle gorbetétellel ®. Szintén elSkel
rokonsaga van a topologiaban az aldbbi, in. hex tételnek:

3. Tétel. [Nash-Gale] Ha a hex tabla dsszes mezdjét kiszinezziik fehérrel vagy feketével,
akkor vagy lesz fehér északnyugati-délkeleti, vagy fekete északkelet-délnyugati it.

Azaz dontetlen még akkor sem lehetséges, ha a két jatékos erre torekedne. Kom-
binédlva ezt az eredményt a 2. tétel Gtletével (és felhasznalva, hogy a H; képe egy
megfelel6 tengelyes tiikrozésnél éppen a Hs) kapjuk, hogy:

4. Tétel. [John Nash, 1949] A kezdé jdtékos nyer a hexben.”

Visszatérve a topoldgiai kapcsolatokra, 1979-ben igazolta David Gale, hogy a hex
tétel és a Brouwer-féle fizpont tétel ekvivalensek, lasd [26]. Vele egyidében, téle
fiiggetleniil Lovasz Laszlé az un. Sperner lemmdbol vezette le a hex tételt klasszikus
konyvében, [40]. Ehhez hasonlé médon bizonyitottdk Hochberg és tarsai [35], hogy a
Sperner lemmé&bol kévetkezik az an. konnektor tétel. Késébb Chris Hartman foglalta
ossze egy nagyon gazdasagos ciklikus bizonyitdsban a kovetkezo eredményeket, lasd
[33]. Az egyszertiség kedvéért a 2-dimenzids eseteket mondjuk ki, az n-dimenzids eset
a fenti cikkben elérheto.

Legyen T az ABC haromszog egy haromszogezése, melynek a pontjai az alabbi
moédon szinezettek: (i) Az A, B és C pontok szinei rendre 1, 2 és 3. (ii) Az ABC
haromszog oldalain fekvo pontok az oldal egyik végpontjanak a szinét kapjak.

SEgy egyszerti, zart gorbe a sikot két - egy kiilsé és egy belsd - Gsszefliggd részre osztja.

TA tétel a poziciés jatékok talén legismertebb eredménye. Ugyanakkor egy tisztén egzisztencia
bizonyitds, amelyben a létezésén kiviil semmit sem tudunk meg a nyer6 stratégiarél. Nagyon nehéz,
in. PSPACE-teljes probléma megmondani, hogy melyik fé1 nyer, ha adott az n x n-es hex tdbla egy
részleges kitoltése, [48].
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Sperner lemma: 7-ben van olyan hidromszog, amelynek csicsai harom kiilonb6zo
szint kaptak.

Legyen G egy, a kiils6 oldalat kivéve, haromszog lapokbdl all6 sikgraf. Rogzitsiik a
kiilsé oldalon az x,y, z pontokat ebben a koriiljarasi irdnyban. Az [z, y] intervallum
az x-et, y-t és a koztiik 1évé pontokat jelenti. (Az [y, z] és [z, x] analég médon.) G
pontjainak egy C' részhalmaza konnektor, ha a C' altal feszitett részgraf 6sszefiiggo,
és tartalmaz pontot az [z,y], [y, 2| és [z, 2| intervallumok mindegyikéb6l.

Konnektor tétel: Ha két szinnel szinezziink a fenti médon definidlt G pontjait,
akkor abban lesz egy C egyszinti konnektor.®

Legyen e; = (1,0) és es = (0,1) a koordinatatengelyekkel parhuzamos egységvek-
torok, és az a,b € Z?, melyre a; < b; i = 1,2-re. A D(a,b) doboz pedig a kovetkezd
pontok halmaza: D(a,b) := {(x1,22) : a; < x; < b; és x; egész i =1,2}. D két
pontja szomszédos, ha mindkét koordinatajuk legfeljebb egy egységgel tér el.

Pouzet lemma: Ha egy f : D(a,b) — {£e;, £es} fiiggvényre minden = € D(a,b)-
re teljesiil az  + f(x) € D, akkor vannak olyan szomszédos = és y pontok, hogy

f(@) = =f(y).

A teljesség kedvéért jegyezziik meg, hogy a hex tabla felfoghat6, mint az elébbi
D. Ebben z,y € D akkor szomszédosak, ha z — y vagy y — = eleme {0, 1}?-nak, és
az egyik jatékosnak a D doboz alsé és fels6, a masiknak a jobb és bal oldalat kell
osszekotni. Hasonléan torténhet d-dimenzids hex tabla megadésa is.

Brouwer-féle fixpont tétel: Ha egy f folytonos fiiggvény az R? egységgombjét
6nmagdaba viszi, akkor van olyan x, melyre f(z) = x.

Cris Hartman az aldbbi utat adja a [33]-ben: Sperner lemma = konnektor tétel =
hex tétel = Pouzet lemma = Brouwer-féle fixpont tétel ¥ = Sperner lemma.

A konnektor tételt (és az y-jatékot) a hex tétel (hex jaték) dltalanos formajanak
tartjak, bar mint lathaté ekvivalensek. Az egyméasbol levezethetoség igazabdl mindkét
iranyban konnyi, amely az aldbbi dbran lathato.

A baloldal a 4-es y-jaték; vegyiik észre, hogy a szomszédsdg a grafon olyan, mint a
hexben a mezok kozott. A kézépso abran egy kitoltott hex tablat kiegészitettiink egy
csupa fehér ill. fekete pontot tartalmazé haromszoggel, amely egy lejatszott y-jatékra
vezet.

8Craige Schensted és Charles Titus, illetve Claude Shannon méar 1952-ben bevezette az tn. y-
jatékot. Ennek a tabldja a szabalyos hdromszog récs szintén szabalyos haromszog alakd darabja és
a cél egy konnektor megszerzése, ahol a haromszog csucsai a rogzitett pontok. A konnektor tétel
miatt az y-jaték nem lehet dontetlen, igy azt a 2. tétel miatt a kezdo nyeri.

9Természetesen a véges mddszerek csak e-approximéciét adhatnak. Azaz adott € > 0-ra olyan z
létezését, amelyre || f(z) — x|, < €. A fixponthoz még a szokdsos kompaktségi érvelés sziikséges.
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O

A 4 x 4-es y-jaték tabla. A kiegészitett hex tdbla. A t-re tikrozott y-jaték.

A konnektor tétel miatt van egy egyszinli konnektor, de ez egy egyszini nyerd
halmazt jelent az eredeti hex tablan. Végiil a jobboldali abran egy lejatszott y-jaték
tabldjat tiikrozzik a t-tengelyre, a szélsé sort félbevigva. Ezzel egy (szimmetrikusan)
kitoltott hex tablat kapunk. A hex tétel miatt létezd nyeré halmaznak az eredeti
tablabol kilogo részeit , visszatiikrozve” egy egyszinii konnektort kapunk.

Savszélesség. Hochberg és tarsai a [35]-ben a konnektor tétel felhasznalasaval a T,
az n oldaléll hdromszogracs (y-jaték tébla) sdvszélességére adtak alsé korldtot.’* A
savszélesség meghatarozasa mar specialis grafokra is nehéz feladat; valdjaban mar 3
maximadlis fokszamu fékra is NP-teljes, [29]. Meglepd tehat, hogy egy nem trivialis
esetben a jatékok segitenek ebben.

Forditott jatékok. A hex tétel felveti az un. forditott jaték, (a [16]-ben misére game)
lehetéségét. Altaldban egy forditott jatékban az nyer, aki az eredetiben veszitene.

A forditott hex sem lehet dontetlen, a stratégia lopas egy kifinomult véaltozataval
mutathaté meg az alabbi tétel a [38]-bol:

Misere hex tétel: A kezd6 nyer a forditott n x n-es hexben, ha n paros, kiillénben
a masodik nyer. Tovabba a vesztes félnek van olyan stratégidja, amellyel nem veszit
a tabla Osszes mezejének elfoglalasa el6tt.

Vegyiik észre, hogy az allitas masodik felébdl kovetkezik az els6; ezen alapszik az
emlitett stratégia. Megmutathatd, hogy gondolatmenet alkalmazhaté a forditott y-
jatékra is, ott a tabla pontszaménak, |V (7,,)|, paritasan mulik a nyerés, paros méretre
I, paratlanra Il nyer. Hasonléan definidlhatjuk a forditott hipergraf jatékokat,
amelyek, ha lehet, még nehezebbek, mint a normél valtozat, hiszen a 2. tétel sem
hasznalhaté rajuk.'t

WLegyen G = (V(G), E(G)) egy egyszerti graf. Az 1 cimkézés V(G) bijekeidja {1,...,|V(G)|}-
be. Az n sdvszélessége B(n, G) = max{|n(u) — n(v)| : uwv € E(G)}. A G graf sdvszélessége B(G) :=
min, {B(n,G)}. B(T,) = n+1, mig példaul a az n x n-es négyzetracsra, a P,, X P,,-re B(P, x P,,) = n.

"Ebben a sokkal altalanosabb kombinatorikus jdtékokra hasonlitanak, bévebben [16, 19].
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3. PAROSITASOK ES MATROIDOK

Nagyon hatékony eszkoz a jatékelméletben a parositas. Egy klasszikus feladatban
I és I1 egyforma érméket helyez egy koralaki asztalra. Az atfedés nem megengedett,
és az veszit, aki nem tud lépni. A kezd6 konnyen nyer a kozéppontba téve, majd az
ellenfél 1épéseit erre titkkrozve. (Persze ha az asztal nem kdzéppontosan szimmetrikus,
alig tudunk valamit.) Egy tengelyes tiikkrozéssel nyerheté a n x (n + 1)-es hex is a
kozelebbi oldalakat Gsszekotni kivand félnek, [16, 27].

A hipergraf jatékok parositasi stratégidi a [31]-bél szarmaznak. Alfred Hales és
Robert Jewett vezette be a H.J(n,d)-vel jelolt jatékokat, ahol n és d természetes
szamok. A H.J(n,d) tabldja egy d dimenzids kocka, amelyik n? kisebb kockabdl van
Osszerakva gy, hogy a nagy kocka minden éle mentén n kis kocka fekszik. Formalisan
a hipergraf alaphalmaza a d hosszu sorozatok, ahol minden koordinata egy 1 és
n kozott 16v6 egész szdm, azaz V(HJ(n,d)) = {1,..,n}% A hipergraf élei azon
n elemi részhalmazok, melyeknek elemei sorba rendezhetoek oly modon, hogy egy
rogzitett koordinatdaban az 1,2,...,n, az n,n — 1, ..., 1 vagy konstans értéket vesznek
fel a sorozatok. Persze a HJ(3,2) nem més, mint a tic-tac-toe, a HJ(4,3) pedig a
tic-toc-tac-toe.

Definicié: Egy x : V — {1,...,k} az F = (V,’H) hipergraf jo szinezése, ha minden
A € 'H halmaz képe legalabb kételemii. A minimalis k£, amelyre van j6 szinezés, F
kromatikus szdma, jele x(F).

Ha egy F hipergréfra a x(F) > 2, akkor a rajta értelmezett ott jaték nem végzidhet
dontetleniil. Az y-jaték mellett példaul a HJ(3,3) is ilyen. Masrészt a HJ(4,3)
példa arra, hogy I-nek lehet nyeré stratégidja egy F = (V, H) jatékban akkor is, ha
X(F) = 2.

Hales-Jewett tétel: Barmely n természetes szamra 1étezik olyan d > 0 egész, hogy
a HJ(n,d) jaték hipergrafjanak kromatikus szdma nagyobb, mint ketto.

fgy az a kérdés, milyen n és d mellett érhet el dontetlent 177 Ennek kimondasahoz
sziikség van az tn. K6nig-Hall tételre, 14sd [40].

Adott véges halmazoknak egy {A;}, véges rendszere. Egy S = {s;}/, C U™, A,
diszjunkt reprezentdns rendszer, ha s; # s;, 1 # j-re és s; € A; az i =1, ..., m esetén.
5. Tétel. [Kénig D.-Ph. Hall] A véges halmazokbol dllo {A;}7, halmazrendszernek
pontosan akkor létezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden I C {1,...,m}
esetén | Uier Ayl > |1].12
6. Tétel. [Hales-Jewelt] Ha eqy véges F = (V,'H) hipergraf jatékban minden G C 'H
esetén | Uaeg A| > 2|G|, akkor a jaték dontetlen.

Bizonyitas: Ha H = {A4, ..., A}, legyen H* = {Ay, A%, Ay, AS, .. A, A2} ahol
A; = A minden ¢ = 1,...,m-re. Konnyen ellendrizhetd, hogy az | Uacg A| > 2|G|

12K énig Dénes a tételt paros grafokra vonatkozé alakban mondta ki. Marshall Hall Jr. 1949-ben
beldtta olyan végtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont fokszdma véges, [32].
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feltételb6l kovetkezik, hogy minden G* C H* vélasztésra | Uaeg- A| > |G*|, azaz
a H* rendszerre alkalmazhaté az 5. tétel. Legyen a diszjunkt reprezentans rendszer
S ={ay,a},as,al, ..., an,a}. I1 kdvesse az alabbi stratégiat: Valahdnyszor I vélaszt
egy elemet S-bél (a;-t vagy a;-ot), akkor I1 vélassza a megegyez6 indexiit (a;-ot vagy
a;-t), kiilénben tetsz6legesen 1éphet. I nem szerezheti meg A; Gsszes elemét egyetlen
i =1,...,m-re sem, mert az a;,a; € A; koziil legalabb az egyiket I] szerzi meg. [J

Vegyiik észre, hogy a H.J(n, d) hipergrafban minden pont legfeljebb (37 — 1) nyerd
halmaznak eleme, ha n paratlan. Paros n-re ez a szam 2¢—1. fgy a 6. tételt alkalmazza
egybol kapjuk:

7. Tétel. [Hales-Jewett, 1963] A HJ(n,d) dontetlen, han > 3% —1 ésn = 2l + 1,
vagy han > 291 —2 ésn = 2l.

Parositasi stratégiaval ennél sokkal jobb korlat nem adhatd, mas modszerrel viszont,
ahogy azt latni fogjuk, igen. A forditott jaték a paritastdl (is) fiigg, I (I7) nem veszit
a fordftott H.J(n,d)-ben, ha d pdratlan (péros).*

A 6. tételt (Marshall Hall Jr. javitasaval) alkalmazhatjuk a végtelen tablén jatszott
k-amoébéara. Ez k > 15 esetén dontetlent ad. Ha d-dimenzids tablan jatszunk, akkor
ez a korlat k > 2(3%7 — 1) — 1, [44]. Hales és Jewett megadott egy parositdst, amely
k > 9-re dontetlent ad, de ez nem a 6. tételen alapul, [16].

Segédjatékok. Egy parositas nem mas, mint a tabla szétvagasa kisebb, konnyebben
attekintheto részekre. A résztablakon a jatékos egymastdl fiiggetlen 1j, segédjatékokat
jatszik, amelyek egyiittesen a céljahoz segitik.

Ennek egyik els6 példdja Shannon és Pollak otlete, amellyel a 9-amébéara adtak
dontetlen stratégidt. Ezt megjavitotta egy, a T. G. L. Zetters dlnéven'® szinre 1épé
holland matematikus csoport, belatvan, hogy mér a 8-améba is dontetlen, [16, 30].

T

A Shannon-Pollak parkettazas. A T. G. L. Zetters parkettazas.

I1, ha lehetséges, azon a résztablan/parkettan 1ép, mint . A Shannon-Pollak
parketta nyeré halmazait a vékony vonal jeloli; ez négy darab, harom elem halmaz.

BBA {1,...,n}? kocka kézéppontjira szimmetrikus lépésekkel ez elérhetd. Ha n péaratlan, I
elfoglalhatja a centrumot, kiilonben I1 jatszhat kozéppontos tiikrozéssel.

1Az 4lnév régi fogds a matematikdban, amikor gy véli egy szerzd, hogy tdmaddsoknak lehet
céltablaja a munkéja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nilli stb. A 7-amdba
kimenetele méig nyitott, a megolddja batran véllalhatnd. (Ilyen a 6-amoéba és a HJ(5,3) is.)
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A T. G. L. Zetters parketta nyer6halmazai a parketta harom sora, négy 45 fokos
atldja és a két, vékony vonallal jelolt par. Egy kis munkéval ellenérizheté, hogy (i) a
segédjatékokban nem veszit 117, (ii) ha I nem nyer legalabb egy segédjatékban, akkor
nem nyerheti meg a 9- illetve 8-amobat sem.

Valéjaban a fentiekben ertsebb allitasokat igazoltunk, mint amiket kimondtunk.
A kezdo jatékos akkor sem tud nyerd halmazt megszerezni, ha a mésodiknak nincs
lehet&sége ellentamadni. Azaz hidba szerez meg I egy nyero halmazt, a jaték folyik
tovdbb. Ez a pozicids jatékok un. épité-rombolo (Maker-Breaker) véltozata, ahol
az épit6 akkor nyer, ha megszerez egy nyeré halmazt, mig a rombol6 akkor, ha ezt
megakaddlyozza.'® Ha I romboléként nyer ebben az épit-rombolé valtozatban,
akkor dontetlene van az eredetiben is. Forditva ez nem igaz, a tic-tac-toe-t a kezdo
épitoként megnyeri. Definidlhaté egy épito-rombold jaték megforditasa is, nevezziik
ezt sumdk-hajcsar (Avoider-Enforcer) jatéknak. Ebben a sumdk nyer, ha elkeriili
nyero halmaz megszerzését, a hajcsar pedig akkor, ha ré tudja kényszeriteni ellenfélet
egy nyer6 halmaz elfoglalasara.

A parositasok és a tabla egyéb felosztasa hatékony moédszer 6nmagaban, vagy més
eszkozokkel kombindlva. Tovébbi példék talalhatéak erre a [8, 12, 14, 22, 45, 46, 49|
szamu irdsokban.

Savszélesség jaték. Legyen egy n pontu G graf savszélessége B(G), és a felek
felvéltva helyezzék G pontjaira a {1,...,n} szdmokat. Aki egy = pontot ¢g-val szdmoz,
ugy, hogy egy x-szel szomszédos pont y pont mar szamozott r-rel és |¢ — r| > B(G),
az veszit. Kozéppontos titkrozéssel a tablara és {1, ..., n}-re lathaté, hogy a Py x Py
racsra a kezdd pontosan akkor nyer, ha k > 1 és paratlan. Mas grafokra, mint pl. a
T}, nem ismert, hogyan kell jatszani, vagy az, hogy ki nyer.

Shannon-féle kapcsold jaték. Ez a jaték a hex, az y-jaték és a David Gale altal
kigondolt Brigit mintajara késziilt, [16]. Ezekben az 0sszekotés jatékokban pontosan
az egyik fél nyer, kézenfekvé hat, hogy épité-rombold formaban beszéljiink roluk. Ha
adott egy G gréf, akkor egy-egy élt'" vélasztva fordulénként az épité G egy feszitéfdjdt
akarja megszerezni, mig a rombolo célja az, hogy az épito éleibdl all6 részgraf ne legyen
Osszefliiggd.

8. Tétel. [Alfred Lehman, 1964, [39]] Tegyiik fel, hogy a rombold kezdi a Shannon-
féle kapcsolo jatékot. Egy adott n-pontiu G grdfra épité pontosan akkor nyer, ha G-ben
van két diszjunkt feszitéfa, Fy és Fy.

15A nyerés eldontése mind a normél, mind az épité-rombolé véltozatban PSPACE-teljes feladat,
ennek egyszerli bizonyitdsa taldlhaté a [17] dolgozatban.

169, 3mos kombinatorikai tétel lehet efféle elkertilhetetlenségi jaték alapja. A felsoroltak mellett a
Ramsey, a van der Waerden és a Hales-Jewett tételek jaték hatterét kutattdk nagy erdkkel, [4, 11].

I7A hex és az y-jaték szintén alapozhaté egy-egy grafra, de ott nem az éleket, hanem a pontokat
szerzik meg a jatékosok. Ez a latszdlag kis eltérés egy teljesen mas vilagba visz; itt képesek vagyunk
a nyerd stratégidk lefrasara.
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Bizonyitas: <: A jaték i-edik menetében F} és Fi fékrdl beszélink majd a G
grafban. (G; = G, F} = F, és Fy = F,.) Ha a rombolé az i-edik 1épésben nem az
E(F}) U E(FY)-bél vélaszt, akkor az épité barmit léphet. Ha mondjuk F}-bSl vesz
egy e; élt rombold, akkor az E(F})\ {e;} élek dltal feszitett részgraf pontosan két, Ci
és C%, komponensb6l 4ll. Az épité ekkor egy olyan f; € Fi élt valaszt, mely a Ci-t
osszekoti Ci-vel. (A fék alapvetd tulajdonségai a [40]-bdl felidézhetSk.) Mivel az f;
él két végpontja, x; és y; tobbé nem szakad el egymdastdl, hizzuk dssze az f; élt.'8
Konnyen lathatd, ha F7 és Fy diszjunkt feszitéfai a G;-nek, akkor az Fitt = Fj/f; és
Fytt = Fi/f; szintén diszjunkt feszitéfak Gy, -ben. Tovabba |V (G)|—1 = |V (G,
ezért |V (Gn_1)| =1, és az {f1,... fu_1} élek G egy feszitofajat alkotjak.

= Tegylik fel, hogy az épito nyer és lopja el ezt a stratégiat a rombold. A jaték
végére a rombold megszerzi az F)., az épité pedig az F,, feszitofa éleit, amelyek G-ben
vannak és diszjunktak. 0

Megjegyzés. A fenti érvelést eredetileg nem grafokra, hanem matroidokat adtak.
A matroidoknak sok egyenértékli jellemzése van, nekiink most a bdzis fogalma a
legkényelmesebb. A véges V' halmaz feletti B halmazrendszert egy matroid bdzisainak
nevezzik, ha

1. B nem-iires,

2.VABeB,Vaxec A\ Besetén 3y € B\ A, hogy {A\ {z}}U{y} € B.

Ezzel a 8. tétel dltaldanosabb formaban igy sz6l: Ha az épité-rombolé (V) B) pozicids
jatékban a rombolé kezd, akkor az épité pontosan akkor nyer, ha léteznek A, B € B
halmazok ugy, hogy AN B = (). Az élek torlése és kontrakcidja természetes matroid
miiveletek, a 2. axiéma mintha a fenti bizonyitdsra lenne szabva.'® A 8. tétel olyan
helyzetekben is miikodik, amikor parositéasi stratégia biztosan nem létezik. Vegyiik a
teljes grafot az {x,y, v, w} pontokon, és a ¢, z pontokat tigy, hogy ¢ szomszédos z-szel
és y-nal, z pedig v-vel és w-vel.

4. A VELETLEN MODSZER ES A SULYFUGGVENYEK

A véletlen modszerek a matematika legtobb agaban jelentOs szerepet jatszanak, a
kombinatorikaban és a jatékelméletben pedig alapvetét. Az inkabb a meglepo, hogy
viszonylag késén jelentek meg a pozicios jatékokban. Az attorést Erdés Pal és John
Selfridge 1973-as eredménye, lasd [24], hozta.?

8Az 4j grafban, Git1-ben x; és y; helyett egy 1j, z; pontot vesziink fel, melyet x; és y; Osszes
szomszédjaval kotliink dssze, jelben G,11 = G,/ fi.

19A 14tszat csal, hiszen a matroidokat mar Hassler Whitney [53] vizsgélta az 1930-as években.
Lehman tétele jelentésen ndvelte a matroidok elfogadottsagat. Ezt megel6zéen pl. William Tutte
néhany matroidokra vonatkozé klasszikus eredményét inkdbb grafokra mondta ki, [36]. Azdta viszont
a matroidok a kombinatorika, a kombinatorikus optimalizalds és a véges geometria fontos részévé
valtak.

20John H. Conway hires békés probléméja is lehetett volna volna a kezdet, [16]. Az ott hasznélt
sulyfiiggvénynek viszont nincs kézvetlen valdszintiségi jelentése, talan emiatt maradt visszhangtalan.
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9. Tétel. [Erdds-Selfridge, 1973] Tegyiik fel, hogy eqy F = (V,H) hipergrdf jaték
épitd-rombold vdltozatdban az épitd kezd, és 7y 44y 2=+ < 1. Ekkor a rombold nyer.

Bizonyitas: Legyen az épit6 i-edik 1épése z;, mig a romboldé y;, X; = {x1,..., 2},
Egy A € 'H halmaz sulya az i-edik 1épésben:

27 MARAD ha A(TT) =0
wi(A) o { 0 kulonben

Egy x € V elem silya w;(x) =Y ., wi(A), a potencidl pedig w; = Y , 4, wi(A).

A rombolé az tn. mohd algoritmust koveti, azt a z € V' \ (X; UY;_1) elemet veszi
az i-edik 1épésben, amelyre a w;(z) érték maximalis. Ez a w; > w;,1 egyenlGtlenséget
adja minden i-re. Valoban, w; 1 < w; —w;(y;) +w;(z;11), hisz a rombol6 i-edik 1épése
w;(y;)-vel csokkenti, mig az épit6 az i + 1-edik 1épése legfeljebb w;(x;11)-el novelheti
a potencialt, hisz pontosan azoknak az x;,i-et tartalmazé halmazok silyat duplazza
meg, amelyeknek nem eleme y;. A mohdé algoritmus miatt w;(y;) > wi(xiy1), 18y
adddik a potencial monotonitasa. Mésrészt wy; < 2wy mivel z; azon halmazok sulyat
duplazza, amelyeknek eleme.

Ezért a 9. tétel feltétele miatt w1 < 2w = 3 4 py) 2714+ < 1. Tegyiik fel, hogy
az épité megnyeri a jatékot, mondjuk a k-adik lépésben. Ez azt jelenti, hogy van
olyan A* € H, amelyre |A*| = A; (1), igy

1w > = Y wn(4) > w(A%) = 274D Z 90—
A€EE(H)

Azaz a feltevésiink, hogy az épito nyer, ellentmondésra vezet. O

Vegytik észre, hogy amig a 6. tétel csak a ritka, de tetszoleges méretii, addig a
9. tétel a siri, de legfeljebb exponencialis méretii hipergrafokra adhat eredményt. A
modszerek részben Gsszevegyithetéek, lasd [8, 11, 12].

A 9. tétel vezet a hatékony derandomizdciokhoz és a jatékok mélyebb megértéséhez.
Ez konkrétan éppen Erdds egy régi tételének bizonyitasabdl tiinteti el a véletlent, mely
szerint ha egy F = (V,'H) hipergrafra a > ,,, 2741 < 1, akkor x(F) < 2. Vegyiik
észre, ha V' pontjait egymastol fiiggetleniil, 1/2 — 1/2 valdszintiséggel szinezziik kékre
vagy pirosra®!, akkor az egyszinfi halmazok varhaté széma E = > AcH 2714+ Mivel
E < 1, lennie kell egy j6 szinezésnek, [1]. Ezért az 6sszes 2!V| darab kettd szinezésbél
legalabb egy jo.

Az F paramétereiben polinom id6ben is adhatunk egy j6 szinezést: jatszon mindkét
jatékos tgy, mintha rombolé lenne. A w;(A) sily annak a feltételes valdszintisége,
hogy A példaul kék lesz, ha az i-edik 1épéstol pénzfeldobdssal szineziink. A jatékok
vizsgalatahoz is kapunk egy vezérfonalat, amely sokszor segit.

2By egy érme ismételt feldobésdval elérhetd. A példa mutatja, mekkora ereje van a véletlennek.
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A véletlen heurisztika. Cseréljiik ki a két tokéletesen jatszo jatékost két teljesen
véletleniil jatszéra. Nagyjabdl ugyanaz lesz a végeredmény.??

A valészinliségszamitasi modszer és a pozicids jatékok elmélete kozt szoros kapcesolat
van. Lényegében minden mdédszernek az els6bol megvan a megfeleloje a masodikbol.
A 9. tétel, és foképpen a bizonyitasi modszere, az in. elsé momentum mddszer de-
randomizélésa. gy szdrmaztathaté a (jatékelméleti) méasodik momentum modszer,
Lovész lokélis lemma stb, [1, 9, 12].

A 9. tétel éles, vannak olyan F hipergrafok, melyre ), 271+ = 1 és az épitd
nyer. Legyen T,, egy m-szintes binaris fa, V= V(T,,) és A € H, ha A a gyokér és
egy levél kozti ut pontjaibdl all. (Az épité a gyokeret foglalja el, majd maradékbdl
mindig annak a részfinak a gyokerét, amelyiket elkeriilte a rombold.) Egy mésik
példa: V = UMz, yi} Uz, A€ Hhaz€ Aés|AN{x;,y}| > 0 minden i-re. (Itt
az épitd z-t veszi el6szor, majd ha a rombold egy {x;, y;} par egyik elemét valasztja,
akkor 6 a masikat.)

Beck Jézsef a [12]-ben vizsgalta a kérdezd-vdlaszto (Picker-Chooser) és vdlaszto-
kérdezd (Chooser-Picker) jatékokat. Itt a kérdezé (Picker) kivesz két elemet, legyenek
ezek {z;,y;} az i-edik forduléban, majd a vdalaszté (Chooser) donthet, az egyiket a
sajat, a masikat a kérdezo szinére festi. Az elsé helyen &all6 jatékos az épitd, mig
a masik a rombold szerepet kapja. A tapasztalat szerint a kérdezo helyzete nem
rosszabb, mintha egy épit6-rombold jatékot kellene jatszania. Ezt a heurisztikat fejti
ki Beck a [10]-ben, pontosabb forméjét pedig szerzétarsaimban a [21] dolgozatban
adjuk meg:

10. Sejtés. [Beck] A kérdezé nyeri a kérdezd-vdlaszté (vilaszté-kérdezd) jatékot az
F = (V,’H) hipergrdafon, ha épitd (rombold), mint mdsodik jatékos nyeri az épitd-
rombolo jatékot az F hipergrdfon.

Egyel6re csak néhany jatékra?® bizonyitott a 10. sejtés, lasd [10, 21], az dltaldnos
eset nem igérkezik konnytinek. Jdval kordbban, lasd [13], felvetette Beck Jdzsef a
kérdezd-véalaszto jatékhoz hasonld, az tn. megbizo-fest6 jatékot. Ebben a meghizé a
kérdezo, a fest6 pedig a védlasztd. A megbizd nyer, ha lesz egyszinli halmaz, kiilonben
a monoténiat keriild festé a nyers. A [13] tartalmazza a 9. tételt megbizé-festd
jatékokra; a bizonyitas a szokasos sulyfiiggvény maddszer.

Az érdekesség kedvéért most bemutatunk egy véletlen modszert hasznalé gondo-
latmenetet; hasonlét Joel Spencer hasznalt a véglegesités jaték (tenured game) el-
emzésben, [1, 50].

A 9. tétel megbizé-festd jatékokra. A festd nyer, ha )~ 4, 2L <1

22Természetesen a véletlen heurisztika csak elv, sokszor érvényes, néha nem. De barmely jaték
esetén célszerli megnézni, hogy mit jdsol. Véletleniil jatszani viszont csak ritkdn érdemes, 1dsd [15].

Zlyenek a késSbb emlitett Ramsey jdtékok. Tovéabbé még a 8. tétel, a 8-améba és a HJ (4,2)
valaszté-kérdez6 valtozata. A 9. tétel valasztd-kérdezd viltozatat egyelére nem sikeriilt teljes
erejében igazolni, bar ez a 10. sejtés egyik legérdekesebb specidlis esete.
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Bizonyitas: Szinezze a festo a kapott elemeket pénzfeldobassal. Nézziik meg, milyen
valdészintiséggel lesz egyszinti egy A € E(H) halmaz. Ha egy {z;,y;} C A, akkor nem
lehet egyszinti A. Ha |{x;,y;} N A| < 1 minden i-re, akkor ez a valészintiség 27141,

Ezért az egyszinli halmazok varhaté szdma E < 37, ., 2141 < 1 a megbizéd
barmely stratégiaja esetén. Ha a megbizénak lenne nyer6 stratégidja, akkor minden
jaték végén lenne egyszinii halmaz, azaz £ > 1. Mivel a jaték nem lehet dontetlen,
igy a 1. tétel miatt a festonek van nyero stratégiaja. 0

Elfogult jatékok. Strt grafokra is érdekessé teheté a Shannon-féle kapcsold jaték,
ha a rombol6é nem egy, hanem t6bb, mondjuk b élt vehet el egyszerre, [18]. Ha a
K,-en (n-pontu teljes graf) jatszunk, van egy by téréspont, azzal, ha b < by, akkor az
épit6, ha b > by akkor meg a rombol6 nyer.?* A fenti példdban by ~ n/logn, vagyis
az épito élei akkor kotik ossze a pontokat, ha ennél jéval kisebb a b, és akkor nem,
ha b >> by. Az épito altal megszerezheto részgraf méas P tulajdonsagai is érdekesek:
Hamilton kor vagy hosszi utak léte, [7, 9, 51|, a legnagyobb komponens mérete, [15],
az dtméré, [3] vagy a minimadlis fokszam, [9, 52].

Az egyik legfontosabb eszkoz a 9. tétel dltalanositdsa, Beck Jozsef, [5]. A (V) H, a,b)
hipergraf jaték szabalyaiban megegyezik a F = (V,H) jatékkal, csak az egyik fél,
(épité-rombolé valtozatban az épitd) a, a masik (rombold) pedig b elemet vehet for-
dulonként.

Erdés-Selfridge-Beck tétel. A (V,H,a,b) hipergraf jaték épité-rombol6 véltoza-
taban ha > 4, (14 b)1714V/* < 1, akkor a rombolé nyer.

Igazolni a korabbi sulyfliggvények kis modositasaval lehet. Ez a tétel is éles, azaz
a feltételben egyenlOséget irva mar nem igaz.

Felmeriil, honnan lehet megtippelni, mit varjunk egy-egy graf jatékban, azaz mi-
lyen a és b érték mellett érhet el az épito egy P tulajdonsdgot? Itt tjra a véletlen
heurisztika jatszik dontd szerepet, a véletlen grafokra alapozva, [1].

A G(n,p). A G(n,p) valdésziniliségi mez6 gy keletkezik, hogy az n pontu teljes graf
éleit egyméstél teljesen fiiggetleniil, p valészinfiséggel hagyjuk meg.?

A G(n,p)-re vonatkoz6 eredmények jo része arrdl szél, ha adott egy P monoton
graftulajdonsdg? akkor milyen py akkor egy G' € G(n, p) milyen fp(p) valészintiséggel
P tulajdonsagu? Ha P nem trividlis, akkor fp(0) =0, fp(1) =1, és fp(p) monoton
n6vo p-ben. Sok esetben van egy olyan pg kiszob, ami koriil ugrik fel fp majdnem
nulldrél majdnem egyre, [1].

A véletlen graf heurisztika. A P monoton graftulajdonsag elérését célzé, a K,
élein folyé épito-rombold jaték by toréspontja ott van, ahol a megegyezd élsiirtiséget

244 by pontos értékének kiszamitasa tobbnyire reménytelen, dltalaban csak becslések adhatok.

2530k més véletlen graf modellt is haszndlnak. A perkoldcid elméletben racsok éleit veszik p
valészintiséggel, az Un. kis-vildg grdfok leirasara egy hatvanytorvényt kovetd fokszam eloszlastak
koziil hiznak egyet egyenletes eloszlds szerint.

26A P attél monoton, ha egy G rendelkezik vele, akkor 1j élek véve G-hez megmarad P. Monoton
pl. az Osszefiiggdség, Hamilton kor 1éte, de nem ilyen Euler koré.
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adé po kiiszob értéke P-nek a G(n,p)-ban. Pontosabban, by ~ a(l — py)/po, vagy
po = a/(a+bo), [5].

Ez a heurisztika oly eredményes, hogy az a kiilonleges, ha nem ad jé eredményt.
Erre példa az 4tméro jaték, lasd [3]. Itt egy rogzitett d € N-re az épit6 azt szeretné, ha
arészgrafjanak dtmérdje " nem haladnd meg d-t. Jeloljiik ezt Dy(a, b)-vel, ahol a és b,
mint eddig. A véletlen graf heurisztika szerint az épitének nyernie kellene az Ds(1,1)
jatékot, hisz egy véletlen G € G(n,1/2) gréafra nagy valészintiséggel diam(G) = 2. Ez
nincs igy, a rombold nyeri a Dy(1, 1) jatékot, ha n > 4. (A rombold vesz egy zy élt,
majd parositast jatszik: az épité egy xz 1épésére yz-vel, az yz-re pedig xz-vel felel.)
Ugyanakkor, ha az épité két élt vehet 1épésenként, akkor majdnem helyreall a rend;
az épitd nyeri a Dy(2,b) jatékot, ha b < 0.25n7/(Inn)>" és n elég nagy, lasd [3].

Magukon a véletlen grafokon is értelmezheték poziciés jatékok, itt kovetjiik Milos
Stojakovi¢ és Szabé Tibor leirasat a [51)-bél. Adott egy (V,H, a, b) hipergraf jaték.
A (V,, Hp,a,b) véletlen jaték olyan jatékok valdsziniiségi mezéje, melyekre minden
x € V egymastdl fiiggetleniil, p valészintiséggel keriil Vj-be, és az H, = {W € H :
W c V,}. Ha példaul V = E(K,) és H a K, graf feszitéfai, akkor felteheté a
kérdés, milyen p értékekre nyer az épit6é (rombold) nagy valdszintiséggel a (V,,, H,, a, b)
véletlen jatékban? Mint a véletlen graf heurisztika alapjan ez varhato, lesz egy b”
toréspont, tovabba b* = O(pn/logn), feltéve hogy p > clogn/n, valamely ¢ > 0O-ra,
[51].

Egy pozicids jatékban a lépés joga is fiigghet a véletlent6l. Yuval Peres és tarsai a
[43]-ban egy olyan hexet vizsgalnak, ahol minden forduléban érmedobdassal dontik el,
hogy melyik fél léphet. Tobbféle alaki tabla definialhatd, de a véletlen heurisztika
hibatlanul jésol: ugyanakkora valdsziniiséggel nyer az egyik, mondjuk a fehér, a
tokéletesen, mint a véletlentl jatszo ellenfelek esetén. Meglepé modon az n x n
véletlen hex barmely allasdban az optimaélis stratégia polinom idében kiszamithato
és a valasztandé mez6 mindkét félre ugyanaz. A jaték szoros kapcsolatban van a
hatszogracs perkolacio elméletével és, hataratmenetben, a konform leképzésekkel.

Altaldban is beszélhetiink egy (V, H) jaték véletlen valtozatardl; erre kiterjeszthetd
a 9. tétel.

Erdds-Selfridge véletlen jatékra. Ha a (V,H) hipergraf jaték véletlen valtozatara
> aen 27141 < 1, akkor azt legaldbb 1/2 valészinfiséggel nyeri a rombolo.

Bizonyitas: Jatszon a rombolé gy, mint a 9. tételben. Ekkor E[w; 1] < E[w;] < 1
minden i-re, és ebbdl a Markov egyenlotlenség adja az allitast. 0

A masodik momentum mddszer. Egy G € G(n,1/2)-ben a legnagyobb klikk
mérete, w(G) a legtobb n-re nagy valészintiséggel egy k,, értékre koncentralddik,? [1].
Ez a k,, pontosabban a ¢, = k, —2 = 2log, n — 2log, log, n + 2log, e — 3 szam donto

2TBgy G graf dtméréje, diam(G) = max, ycv(g) d(x,y), ahol d(x,y) az = és y pontok kozti
legrovidebb 1t hossza.
28 A koncentracié bizonyitdsdnak eszkoze a mdsodik momentum médszer.
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szerepet jatszik a Ramsey jatékokban. Itt a felek a K, éleit veszik, és a cél (vagy éppen
elkeriilendé dolog) egy K, részgraf Gsszes élének megszerzése. Beck Jozsef belatta a
[10]-ben, hogy ¢, a Ramsey jatékok toréspont nagy n-ekre. Pontosabban ha ¢, nincs
nagyon kozel egy egészhez, akkor ¢ < |g,|-ra lesz egyszinii K,, mig ha ¢ > [g¢,],
akkor ez elkeriilhetd.2? A véletlen heurisztika megint jél miikodik, hisz a ¢, nemcsak
az épit6-rombold, sumak-hajcsar, de a kérdezo-valasztd jatékokra is érvényes. Szintén
a derandomizacié az 6tlet a fokszam jatékban, [3, 9, 52|, itt az épitd célja a K, éleibol
minden pontndl legaldabb n/2 — k élt megszerezni. Ha k > /nlogn, akkor az épitd, ha
k < \/n/24, akkor a rombolé nyer. Hasonld igaz kérdez6-vélasztd, vagy meghizo-festd
jatékokra; az utébbi also korlatja kiilonosen egyszerti.

A megbizo-fest6 fokszam jaték. Itt a festo akkor nyer, ha az lesz olyan x, melynél
a megbizé és festd altal vett élek kiilonbsége > k, ahol k elére adott. Ha k? = (g) =m,
akkor a festo nyer.

Bizonyitdas: (Beck otlete alapjan, 1dsd [9].) Az H a graf egy-egy pontjéra illeszked6
élek halmazai. Egy A € H-ra jelolje A;(F) ill. A;(M) a fest6 ill. a megbizé édltal
az i-edik fordul6 végéig elfoglalt elemeinek a szamét. Tovabba az A silya w;(A) =
Ai(F)=Aj(M) ésw; =Y 4 oqy wi(A). A w?(A) vdltozdsa (ha pont egy élét szinezziik)
w?, = wi(A) £ 2w;(A) + 1, ezért a festd mindig elérheti, hogy w; +2 < w;y1. A
jaték végén a wy, /o > m, ezért lesz olyan A*, melyre wfn/Q(A*) > m, Vagy Wy, 2(A*) >
vm = k. Ekkor viszont az egyik jatékosnak k-val tobb éle van az A*-nak megfeleld
pontnal, mint a masiknak. U
Ritka hipergrafok. Tegyiik fel, hogy egy F = (V,H) hipergrafban minden A € H-
ra az |A| > n és A legfeljebb d mésikkal éllel metszddik. Ekkor az tn. Lovasz-féle
lokalis lemm&bdl kovetkezik, ha d < 2773 akkor x(F) < 2, ldsd [1, 23]. Sokdig nem
volt azonban vilagos, hogyan talalhatjuk meg gyorsan (polinom idében) az F egy jo
szinezését. Kicsivel erosebb feltételek mellett Beck Jozsef leirt egy ilyen algoritmust
a [8]-ban. Ezek alapjan azt varnank, ha d nem til nagy (példaul d < 2/?), akkor az
épito-rombolod jatékot a rombold nyeri a H-n.

Altaldban ez a kérdés teljesen nyitott, de az un. majdnem diszjunkt hipergrafok
esetében tobbet tudunk. A F = (V,H) hipergraf majdnem diszjunkt, ha A # B =
|AN B| <1, minden A, B € H-ra. Ez teljestl a HJ(n,d) jatékokra; ekkor megmu-
tathatd, léteznek olyan ¢y, ¢y > 0 konstansok, hogy a rombol6 nyer, ha d < ¢;n?/logn,
mig az épité nyer, ha d > cyn?, 14sd [11, 12]. Ha F = (V,H) majdnem diszjunkt és
|A] < 3 minden A € H, akkor polinom idében eldéntheté az épité-rombold jaték,
lasd [37].

Ujrafelhasznalt jatékok. A malomhoz (Nine Men’s Morris) hasonl6 poziciés jatékok
az alabbiak. Adott egy H hipergraf és egy n paraméter. Az els6 n lépesben a szokasos
modon jatszanak a felek, majd utdnna a mér lerakott (sajét) jeleket lehet athelyezni.
Ha egy épito-rombolé F jatékban a rombolénak van nyerd parositasi stratégiaja, akkor

2Vegyiik észre, hogy ez lényegében teljesen pontos eredmény!
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ez hasznéalhat6 az RF ujrafelhasznalt valtozatban is.Y Nyitott kérdés viszont, hogy
altalanosithato-e a 9. tétel? Néhany, Kaplansky tipusi tjrafelhasznélt jatékra vannak
nem trivialis eredmények.

Kaplansky eredeti problémajaban az R? pontjait vehetik felvéltva a jatékosok,
k € N rogzitett. Az nyer, akinek el6szor k pontja egy olyan ¢ egyenesen, amin az
ellenfelének nincsen pontja. (Az épité-rombold véltozatban épitd akkor nyer, ha lesz
olyan ¢ egyenes, amelyen neki k pontja van, mig a rombolénak egy sem.) A [6]-ban,
tobbek kozt szerepel olyan c1, cy > 0 konstansok 1éte, hogy az n 1épésig tarto jatékot
a rombol6 nyeri, ha k > ¢y logn, és az épité nyeri, ha k < cylogn. Az épité nyerése
az R? egy alkalmasan vélasztott véges S halmazdn és az aldbbi tételen alapul. Itt
Ao(F) = max, yey [{A:z,y € A € H}|.

Tétel. [Beck, [6]] Az épit6 kezd6ként megnyeri a (H, p, q) épité-rombolé jatékot, ha

—l4]
3 (f%) > PR(p+ ) Da(H)V
AeH

Ha csak a vizszintes, fiiggdleges és +£1 meredekségili egyeneseken jatszunk, és p = 2,
q = 1 akkor vannak olyan c;,co > 0 konstansok, hogy az tjrafelhasznalt Kaplansky
jatékot a rombold nyeri ha k > ¢1 logn, mig az épité nyer, ha k < cylogn, 14sd [47].
Ugyanitt talalhaté, hogy az altaldnos esetben (azaz az R? Gsszes egyenesét tekintve)
a rombol6 nyer, ha k > 2n'/3.

Az utébbi eredmény Szemerédi Endre és William Trotter egy klasszikus kombina-
torikus geometriai tételén mulik.>* Egy illeszkedés egy (p, L) pér, ahol p € R?, L egy
egyenes és p € L.

Szemerédi-Trotter tétel. Vegylink n pontot és m egyenest a sikon, és legyen I az
illeszkedések szama. Ekkor I < c(n +m + (nm)??), ahol ¢ egy abszolit konstans.

fgy ha m azon egyenesek szama, amelyek mindegyike legalabb k pontjat tartal-
mazza egy n-ponti halmaznak, akkor m < con?/k3, ha k < /n, ahol ¢, konstans. Ez
garantalja, hogy a rombolénak mindig lesz egy olyan pontja, amelynek elmozditésa
nem befolyésol egy megfeleld sulyfiiggvényt, [47].
Alakzatok a sikon. Szintén a Kaplansky jaték motivalta az alabbi tipusu problé-
méakat, lasd [14]. Adott egy k pontbdl all6 D alakzat a sikon, és az épité akkor nyer,
ha megszerzi az Osszes pontjat valamely ¢(D)-nek, ahol ¢ az R? mozgdscsoportjdnak
egy eleme.

Tétel. [Beck, [14]] Az épit6 nyeri az alakzat jatékot a sikon minden véges D esetén.

Beck otletes konstrukcidval egyfajta véges racsot készit a D elforgatott, eltolt
példanyaibdl, majd a fent emlitett, [6]-beli tételt alkalmazza.®?

30A7z Rk-amébéat a rombold nyeri, ha k > 9. A k = 8-ra mér nem vildgos a helyzet.
31Ennek egy nagyon szép, a véletlen médszert hasznalé bizonyitdsat adta Székely Laszld, lasd [1].
327 jaték hossza ezzel a stratégigval éridsi mar akkor is, ha D egy szabdlyos 6tszog csicshalmaza.
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5. NYITOTT PROBLEMAK

Az eddigiekbdl talan az a kép alakult ki, hogy a hipergraf jatékok elmélete nagyjabdl
lezart, jelentos 1j eredmények nem varhatok. Attoréseket természetesen nem tudunk
igérni, de arrol szo sincs, hogy ne lenne meg ennek a lehetésége. Tomérdek jatékrol
alig tudunk valamit, illetve a PSPACE-teljesség miatt egészen kicsiny jatékok sem old-
hatok meg szamitogéppel.** Néhény megoldatlan kérdéssel koszontink el az Olvas6tol,
egy hosszabb listdért lasd [14].

1. Nyer-e a kezdo jatékos az b-amdbaban a végtelen tablan?

2. Ki nyeri az épit6-rombolé 6- illetve 7-amobat?

3. Jatszuk a 6-amobat a kovetkezo forméaban. Az kezdo jatékos egy elemet valaszthat,
azutan a jatékosok 2-2 elemet vehetnek felvaltva. Mi lesz a végeredmény?

4. Megnyerheti a kezd6 a HJ(5,3)-at? Mi a helyzet az épité-rombolé valtozattal?
5. Hogyan nyer a kezd6 a 10 x 10-es hexben?

6. Egy épito-rombold jatékban a végtelen négyzetracson épitd célja az alabbi D minta
egy ¢(D) példénya. D = oI’ és ¢ egy izometria. Nyerhet az épit6?

7. Az F = (V,’H) hipergrafra |A] = n minden A € H és [{A:z € A} < 2"3/n
minden z € V-re. Ki nyeri az épité-rombold jatékot F = (V, H)-n?

8. Egy d-regularis G graf éleit véve jatszik fokszamjatékot épité és rombold. El
tud érni épit6é d/2 — c/dlogd fokszamot minden pontra, ahol ¢ > 0, d-t6l és G-t6l
fliggetlen konstans? Esetleg d/3-at?

9. Az F = (V,H) hipergrafra }_ , ,, 27! < 1. Igaz, hogy ekkor a kérdezd nyeri a
valaszté-kérdezd jatékot F-en?

10. Az F = (V,H) hipergréfra > ,_,, 27 41*! < 1. Igaz, hogy ekkor a rombolé nyeri
az ujrafelhasznalt épité-rombolé jatékot F-en?

11. A K, élein jétszik (1 : b) elfogult jatékot épité és rombold. Epité akkor nyer,
ha megszerez egy feszit6fat. Mi a legnagyobb b(n) amelyre nyerhet? (Nyerhet, ha
b(n) = (1 —¢€)n/logn, e >0, n>n?)

14. F = (V,’H) majdnem diszjunkt hipergrafra |A| < 4 minden A € H-ra. El lehet
donteni polinom idében, hogy ki nyeri az épit6-rombolo jatékot F-n?

15. PSPACE-teljes probléma eldonteni, hogy ki nyer egy tetszoleges valasztd-kérdezo
jatékban?

16. Nyerhet a kezd6 a Kaplansky jatékban, ha k > 47

17. Nyerhet a kezd6 az alakzat jatékban a sikon egymillié 1épésnél kevesebbel, ha D
a szabalyos 17-sz6g cstucshalmaza?

33Az n. allapotgraf vizsgalatdra van sziikség; ennek nagyjabol O(N3%) pontja van, ahol N = |V|
a F = (V,H)-ra. Ez pl. a HJ(5,3)-ra O(3'2%) ponti grafot jelent, azaz reménytelen véllalkozds.
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6. SUMMARY

In the Introduction we define the Positional (or Hypergraph) Games, and the most
basic facts (Zermelo-von Neumann theorem, the Strategy Stealing argument) con-
cerning those. A few examples are also listed, such as the Tic-Tac-Toe, the Tic-Toc-
Tac-Toe, the 5-in-a-row, and its generalization the k-in-a-row.

Formally a Positional Game is defined as follows. Given an arbitrary hypergraph
F = (V,F), the first and second players take elements of V' in turns. The player,
who takes all elements of an edge A € F first wins the game.

In the second section (Topology) we mainly deal with the game of hex, the hex
theorem and its relatives. There is no draw in hex, and this fact is equivalent to the
Brouwer fixed point theorem, the Pouzet lemma, or that the y-game also cannot end
in a draw.

The central result of the third section (Pairing and Matroids) is the Hales-Jewett
theorem. It comes from the classical Konig-Hall theorem and the main consequences
of it are the bounds on the Hales-Jewett games. There are natural generalizations of
pairing strategies; one is the divisions of the board into pieces that can be used in
the k-in-a-row games. The other is a dynamic pairing that is based on matroids and
gives Lehman’s theorem.

The fourth section (The probabilistic method and weight functions) are devoted to
the variants of the Erdos-Selfridge theorem. The main issue is how to turn random
graph /hypergraph arguments into deterministic strategies. Here we discuss Maker-
Breaker and Picker-Chooser games, biased games, games defined on the complete
graph K, or even on the random space G(n, p). At the end of the section we mention
some problems involving infinite hypergraphs; those are the Kaplansky’s game, and
its variants/derivatives.

Finally we provide a list of open research problems.
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