KOZOSSEGEK ES SZEREPUK A KISVILAG
GRAFOKBAN

BARTALOS ISTVAN ES PLUHAR ANDRAS

KivoNAaT. Osszefoglalo irasunkban kisérletet tesziink a grafokra
kifejlesztett kozosségkeresd algoritmusok attekintésére, egységesi-
tésére és kiértékelésére. Bemutatjuk az eredményként elGalld ko-
z0sségi informacié felhasznalasat a grafos adatbanyaszatban és a
grafok segitségével végrehajthato modellezésben, melyeknek sikeres
gyakorlati alkalmazasai vannak.

1. BEVEZETES

A kisuvilag grdfok felfedezése jelent&sen megvaltoztatta, kibévitette a
grafelméleti kutatésok iranyat, lasd Barabési és Albert [2, 3]. Nem-
csak ezek a grafok kiilonboznek a kordbban vizsgalt grafoktol, hanem
a veliik kapcsolatban megfogalmazott kérdések és problémék is.

Nem konnyt feladat egy kisvilag graf felépitéséhez sziikséges infor-
maciok Osszegytijtése vagy éppen annak eldontése, hogyan készitsiink a
rendelkezésre 4llo adatokbol grafot, lasd Csernenszky és téarsai illetve
Hidalgo és tarsai [13, 23|. Ugyanigy, bar szamos probalkozas tortént,
nincs minden igénynek eleget tevé modell véletlen kisvilag grafok ge-
neralasara sem, lasd Cami és Deo [11].

A valos alkalmazasokban fellépé méretek miatt idGigényes algorit-
musok nemigen hasznalhatok, igy jobbara meg kell elégedni egyszeriibb
heurisztikakkal, melyek sokszor a fizikabol kélesonzott intuiciobol ered-
nek, lasd Barabasi, Bollobas, Newman cikkei [3, 5, 28]. A szokasos
jelolést kovetve egy G graf ponthalmazat V(G)-vel, élhalmazat pedig
E(G)-vel jeloljiik. Ha az utobbi rendezett parokat tartalmaz, akkor G
wrdnyitott, és az élek sulyozottak is lehetnek.

A legtobb tovabbi vizsgalat egyik alapvetd feltétele a graf pont-
jainak klasszifikacidja, csoportokba rendezése. Ez torténhet osztalyo-
zéassal, azaz V(G)-t felbontjuk {C;}", halmazok, un. klaszterek disz-
junkt unidjara. A mésik megkozelitésben nem kivanjuk meg sem a cso-
portjaink diszjunktsagat, sem azt, hogy egyiitt kiadjak V (G)-t. Ezeket
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az entitasokat szokés kozosségeknek hivni; mi itt kdzdsség alatt mindig
ezeket értjiikk, mig az osztalyozas elemeit klasztereknek hivjuk. Ren-
geteg eréfeszités tortént a klaszterek elGallitasara, vizsgalatara, illetve
alkalmazasara, részletesen lasd pl. Newman [28]. Annyit megjegyez-
nénk, hogy a klaszterek elgallitasara mind an. top down (feliilrsl lefelé)
és bottom up (alulrol felfele) épitkezd algoritmusokat javasoltak. Ezzel
szemben a kozosségek keresésére szolgald algoritmusok jobbara az alul-
rol épitkezést hasznaljak, azaz kisebb kozosségek novelésével probalnak
megfelels eredményhez jutni.

A klaszterezés (és igy a kozosségkeresés is) elméletileg megalapozha-
tatlan Kleinberg [25] eredménye szerint, ezért a sokszor kévetett prag-
matikus megoldas marad: vesziink egy ésszertinek ting algoritmust,
az eredményét definidljuk klasztereknek/kézosségeknek és megnézziik
hasznélhatosagat.

2. NEHANY ALGORITMUS

Héarom tipikus kézosségkeresd algoritmust tekintiink, melyek hasonlo
elven alapulnak. Az egyik elsd, ténylegesen hasznalt algoritmus az
N7t Csizmadia és tarsai ill. Pluhar [8, 15, 31, 32|. A k-klikk perkola-
ci6s algoritmus, a CPM, az els§ széles korben ismert modszer, melyet
Palla és tarsai [29] szintén valos feladatokra alkalmaztak. Az élek
klaszterezése a harmadik - f6ként elméleti érdekességii Pluhar, Evans
¢és Lambiote [31, 17].

2.1. Az N** algoritmus. [32, 15] Ez egy generikus algoritmus egy
tetszbleges
f:2V@%xvV(@E) -R

és ¢ : N — R fiiggvénnyel, ahol f(A,x) jelenti az A kozosség és az
x csucs kapesolatanak erdsségét. Csatoljuk z-et A-hoz, ha f(A,z) >
c(l4]).

A Build szubrutin lentrél felfelé épitkezve megadja a kozosségek I
halmazanak els6 kozelitését.
A Build pszeudoé kodja
begin(Build)
Input G, k, ¢ (max k-elemi c-kdzosségeket keresiink)
Let K := V(@) (kezdetben a csicsok a kdzdsségek)
Fori=1tok
VAe K, x € V(G) ha f(A,x) > c(|A|) akkor tegylik AU {x}-t K-ba.
Toroljiik az Osszes olyan A € K-t, amelyre A C B € K és A # B.
Print IC, ,,G legfeljebb k-elemi c-kozosségei.”
end(Build)
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A Build végrehajtasa utan a Merge-t hasznaljuk a majdnem azonos
kozosségek Osszeolvasztéasara. Legyen C olyan graf, amelyben V(C') =
K és (A, B) € E(C), ha AN B ,elég nagy”. Cseréljiik ilyenkor IC-t
(K\{A4,B})U{AU B}-ra. Ezutan a C elemei legyenck a kozosségek.
A tapasztalat az alabbi értékeket javasolja. Jelentse a nagy a 60%-at
a kisebb halmaz elemszaménak. Az f(A,x) értéke az = és A kozotti
egy ¢és ketts hosszisagu utak szamatol fiigg. Tehat hogy megkapjuk az
x-et tartalmazo kozosségeket, elegends keresni a N*+(z) := N(N(z))
halmazban, azaz legfeljebb a mésod szomszédok kozott.

Néhény hasonléo modszert sorol Fortunato [18].

2.2. k-klikkek perkolacidja. Roviden CPM modszer, [29]. Itt k €
N adott, mint az algoritmus paramétere. Miutan megtalaltuk az osszes
k-klikket G-ben, tekintjiik azt a Q) grafot, melynek csticsai ezen klikkek
és (A, B) € E(Qy) pontosan akkor, ha |[AN B| =k — 1. A kozosségek
Q) 0sszefliged komponensei klikkjeinek egyesitései lesznek.

2.3. Elek klaszterezése. [31, 17| Klaszterezziik valamilyen médon
az élek halmazat. Az egyes klaszterek éleinek végpontjai lesznek a
kozosségek.

Ezek a modszerek kiilonboznek a talalt kozosségek tipusaiban és a
szamitasi koltségeikben is. Jollehet az élek klaszterezését konnyt vég-
rehajtani, hasznalata mégis jelentds hatranyokkal jar. (pl. a kapott
kozosségek atfedése legfeljebb egy csicspont mélységt.)

Az N*TF és a CPM a legigéretesebbek algoritmusok; persze az imple-
mentaciok mindsége lényeges szempont. Kisvildg grafokon mindketts

majdnem linearis idében fut, ami természetes kovetelmény, ha valodi
feladatokkal foglalkozunk.!

2.4. Egységes szemlélet. Vegyiik észre, hogy a harom felsorolt al-
goritmus csalad végrehajtasa két lépésbél all. Elsszor egy F = (V, H)
hipergrafot hatéroznak meg, ahol V = V(G) és H C 2V. A H ele-
mei lesznek a kozosségek épitdkiver. A masodik lépésben H-t alkalmas
d tavolsagfiiggvénnyel ellatva M = (H,d) metrikus teret készitiink.
Ezutan valamilyen klaszterez§ algoritmussal M klasztereinek egy C
halmazat kapjuk. Végil a keletkezett klasztereket V' részhalmazaival
azonositjuk agy, hogy egy C; € C-re K; := Upgec, H, ahol K; kozosség
megfelel C; klaszternek.

1Bz csticsok millisit jelenti. Az NTT elérhets a Sixtep szoftverrel, mig a
klikk-perkoléciot a CFinder-rel probaltuk ki. Ezennel megkdszonjiik a programok
készitéinek, hogy tudoményos célokra elérhetévé tették a szoftveriiket.
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A fenti algoritmusoknél H elemei (az épitckovek) rendre kis stirtiségi
részgrafok, k-klikkek illetve élhalmazok. A koztiik levd kapcsolatot leird
D gratban pontosan akkor van él, ha a kapcsolat szoros. Az elsé esetben
(K;, Kj) € D, ha |K;NKj| elég nagy, a masodikban, ha |K;NK;| = k—1,
mig a harmadik esetben ez paraméter.

2.5. Kozpontisag alapu kozosségkeresések. Az el6z6 alfejezet
paradigméjaba bele nem ill6 megoldésok is lehetségesek. Costa [12] a
nagy rangu pontok koziil valaszt egy fiiggetlen halmazt; ezek lesznek a
kozosségek kozepei, majd p sugart gémboket képez koriilottiik. Tavol-
sag fliggvénynek a GG természetes metrikidjat hasznalja, amely a p pa-
raméter értékétsl fiiggden atfedésekhez vezet(het). Egy masik meg-
kozelitésben Kovacs és tarsai [26] elészor egy kifinomult hatas fiigg-
vényt szamolnak ki, amely a pontok kozpontisaganak mértéke. Ennek
alapjan nivofeliiletet képeznek, és a feliilet kiemelkedéseit azonositjak
mint kozosségeket.

3. KIERTEKELES

Mivel a kozosségek (vagy klaszterek) definicioi tobbé-kevésbé tet-
sz6legesek, Kleinberg [25], hasznossdguk mérésére is sokféle elgondo-
las sziiletett. Jollehet ez alapvets kérdés, a kutatok nézépontjai ter-
mészetesen eltéréek. Az aldbbiakban vazoljuk, hogyan lehet egy-egy
kozosség fogalom hasznélhatosagat megallapitani. Egy direkt modszer
kozvetleniil hasonlitja 0ssze az adodo kozosségeket és a grafrol meglevd
egyéb informéacionkat, mig az indirekt mdodszerek egy modell véltozo-
jaként kezelik a kozosségi informéaciot, és az elérejelzés pontositasdnak
a mértékén mérik ennek a hasznossagat.

3.1. Tapasztalatok és paraméterezés. ElGszor futtatni kell az al-
goritmusokat, meg kell kapni az eredményeket és esetleg matematikai
kovetkeztetéseket levonni bizonyos graf osztalyokrol. Nagyon fontos az
algoritmusok sebessége. Valodi sebességiiket nem kénnyd 6sszehason-
litani, mivel ez erésen fligg az implementaciojuktol és a tesztgrafoktol
(gyakorlati graf avagy elméleti konstrukeio).

Mindharom algoritmus gyors és altalaban is a 2.4 alfejezetben leirt
csalad algoritmusai hatalmas méret problémak megoldéasara képesek.
A 3.4 pontban még visszatériink erre a kérdésre és néhany eredményt
kozliink a futéasi idékrél és a megoldésok josdgarol, részletesen lasd
Griechisch és Pluhar [22].

A klikk-perkolacios modszer figyelemre mélté mind elméleti, mind
gyakorlati szemszogbdl nézve. Az Erdés-Rényi random grafok kapesan
alaposan megvizsgaltak Bollobas és Riordan [6] és a gyakorlatban is
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hasznalhatonak bizonyult, Adamcsek és tarsai [1]. Mindazonaltal a
CPM néha tal nagy kozosségeket ad és a paraméterezése is rejtélyes,
hiszen hogyan dontjiik el, milyen értéke legyen k-nak?

Az N*tT algoritmus meglehetSsen heurisztikus, elméleti vizsgalata
nem Kkivitelezhet6. F& elénye a sebesség, a kdzosségek kis atmérdje és
a meghizhatosag.

Az él-klaszterezd modszereket még kevéssé vizsgéaltak. Nyilvanvald
hatranyuk, hogy az altaluk kapott kozosségeknek legfeljebb egy kozos
elemiik lehet. Valodi grafoknal ez tul szoros feltétel.

Néhany benchmark grafon kiprobaltunk a CPM és az N*T* algo-
ritmusokat, a tapasztalatokat Zachary hires grafjan illusztraljuk, lasd
Zachary [35]. Ez a graf a barati kapcsolatokat irja le egy karate klub-
ban, amely éppen a vizsgalt idGszakban valt ketté. Az egyik rész (A)
a japan mesterrel maradt, mig a masik (B) az amerikai helyettesével
tartott. A CPM k = 3 esetén harom kozosséget ad, rendre 3, 6 és
24 mérettel, mig k = 4-re szintén harom kozosség keletkezik, melyek
mérete 4, 4 és 7. k = 5 esetén egyetlen 6 pontu kozosség lesz. Itt a
k = 3 és k = 4 esetek kozosségeinek kombinalésa tiinik jo6 megoldas-
nak, és a kozosségek ekkor az A és B halmazok belsejében hiizodnak.
Az N*tT algoritmus 12 kozosséget ad, rendre a darabszamok/méretek:
4/3,5/4,1/6 és 2/7. Egyet kivéve a kozosségek A vagy B belsejében
vannak. A szakadas egy lehetséges magyarazata igy éppen az A-t és
B-t 6sszekotd kozosség felbomlésa lehet.

3.2. Grafikus. A korai publikiciok altalaban a graf valamilyen vi-
zualis formaja alapjan hatarozzék meg a kozosségeket. A szem altal
végzett klaszterezések jonak bizonyultak. Az atlapolodo kozosségek
meghatarozasa mar nehezebb, mert a vizualizaci6 mar nem annyira
kézenfekvaé.

Egy lehet6ség a kiilonbozd klaszterezések, kozosségek Osszehason-
litdsara a graf lerajzolasa és a tetszés szerinti értékelése. A tapasz-
talat szerint a jo klaszterezések a szem szarara is kellemesek, az egy
klaszterbe keriil pontok tobbnyire kozel vannak egymashoz. A kdzos-
ségek vizsgalatara méar nem olyan egyszeri ilyen médon. Néhany 6tlet
segithet, pl. a kozosségek metszetgrafjanak a megjelenitése. Az I(G)
metszetgraftban G kozosségei a pontok és két pont akkor Gsszekotott,
ha a kozosségek metszete nem iires, azaz [(G) = (V(H), E(H)), ahol
V(H) = K és (C;,C;) € E(H) if |C; N C;| > 0. Hatranya ennek a
megkozelitésnek, hogy csak kis grafokon hasznalhato és a klaszterek
meghatarozasa mindig szubjektiv.?

2Grafok vizualizalasara a force directed algoritmus bizonyult a legjobbnak. Azon-
ban ez O(n?) id6t igényel, ami megakadalyozza hasznalatat, ha n milliés nagysaga.
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Ismét a Zachary grafot tekintve, lasd Griechisch és Pluhar [22], a
CPM egy nem o0sszefliggd H grafot ad. Az Nt altal adott H met-
szetgraf informativabb. Két stird részgrafbol all, melyeknek egy kozos x
pontja van, amely vagépont H-ban. Az z-nek megfelel egy négy pont-
bol allo Cy kozosség, amely a japan mestert (1), a helyettesét (33) és a
3 illetve 9 szamokkal cimkézett embereket tartalmazza. (Ez a kozosség
kiilénben az egyetlen, amelynek nem iires a metszete A-val és B-vel
is.) Co = K, \ e, az egyetlen hidanyzo él éppen a (1,33), ami érthetd.
Amikor a klub szakadasa megtortént, az elszakitotta 3 és 9 pontot, és
ezzel megsziint a Cy kozosség, amely addig kapocs lehetett a klubban.
Kis fantéziaval feltételezhets, hogy a eleve a 3-as és 9-es baratsaga

sz 0z

fesziilséget és megszakadt, akkor az a klub végét is jelentette egyben.

3.3. Véletlen kisvilag grafok. Sokféle modon lehet véletlen gra-
fokat generalni, melyek megragadjak a kisvilag grafok egy-egy lényeges
tulajdonsagat, lasd Barabasi és Albert, Cami és Deo |2, 11|. Ezek koziil
a Preferential Attachment (PA) és a Vertex Copy (VC) modellekrsl
szolunk részletesebben. Megjegyezziik, hogy mésfajta megkozelitések
is vannak, pl. a véletlen metszetgraf modellt vizsgélja Stark [34].

Mindkét modell rekurzivan definiélt; egy mar meglévs részgrafhoz
vesz hozzé egy 10j x pontot, de az x szomszédsagat masképp gen-
eraljak. A PA modellben az = pont k 1j élet hoz, ezeket egymastol
fiiggetleniil és véletleniil kotjiik a régi pontokhoz, egy y-hoz a d(y) fok-
szammal aranyos valoszintiséggel. A VC modellben egy régi s pontot
valasztunk egyenletes eloszlassal, és az j = ponttal az N(s) pontjait p
valoszintiséggel, egyméstol fiiggetleniil osszekotjik.

A tapasztalatok vegyesek és tobbet mondanak a modellekrél, mint a
CPM vagy N*t* algoritmusokrol. Az alabbiakban illusztraljuk a futasi
eredményeket két, nagyjabol egy kategoriaba tartozd grafhalmazon,
részletesen [22|. A grafok 100 ponttiak, a G; és H; grafokat a PA
modell adja, |[E(G1)| = 192, |E(H;)| = 358, mig a G5 and H, grafok,
amelyekre |E(Gy)| = 151 és |E(H2)| = 378, a VC modell szerint allitot-
tuk el6. A #C és #CO a klaszterek illetve kozosségek szamat jelenti,
mig a k fejléct oszlop a k méretd kozosségek szama. A CPM esetében
a k fejléct oszlop viszont a az algoritmus k paraméterére utal, amely
szerint a futas tortént. A klasztereket Newman modularitds maxima-
lizal6 heurisztikaja allitotta eld, lasd a kovetkezd alfejezetben.

3A metszetgrafokra a CPM hajlamos tul nagy kozosségeket adni. A lehetséges
javitas erre maximalni a kdzosségek atmérdjét az N TT-hoz hasonléan.
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Graph and Method | #C| #CO 3 |4 |56 |7 |>7
G, / CPM 10 |7 7

G, [ N*F 10(9 |5(0]0|2]1][1
G, / CPM 9 (17 |13 4

Gy /| NTT 9 |22 81712(14]1/0
H, / CPM 6 |10 |73

Hy / NTT 6 |37 |512]3[9|7]12
H, / CPM 6 |24 |4|8]6]|6

Hy / N+t 6 |26 |8|3|2[|5|1]|7

3.4. Modularitas. A Newman modularités [28] a G graf és kompo-
nenseinek alabbi fiiggvénye:

- 2m

1 kik;
Q=5 T[4~ ] e,

ahol m = |E(G)|, A;; a G adjacencia matrixa, k; az i-edik cstcs
fokszama, ¢; a komponense és 0(c;,c;) a Kronecker szimbolum. A
klaszterez6 algoritmusok alapulhatnak valamilyen matematikai vagy
fizikai heurisztikan, mint pl. edge-betweenness (EB), eigenvectors (EV),
label propagation (LP), spin glass (SG), walk trap (WT), vagy meg-
probéljak maximalizalni a modularitési fiiggvényt az Gsszes kompo-
nensek halmazan valamilyen moho algoritmussal.

A modularitasra adott formula altalanosithato kdzosségekre, Népusz
és tarsai [27], ha s;;-t frunk 0(c;,c¢;) helyett, ahol s;; valamilyen i
és j kozotti hasonlosdgi mérték. (Jelen esetben wu; az i-edik pont
valoszintségi eloszlasa a kozosségek folott és s;; = (u;,u;), de lehetne
barmely ||u; — u;|| norma is.)

Masrészt a kozosségek kdzvetlendil is megkaphatok a modularitasi fiig-
gvény értékének maximalizalasaval is, lasd [22|. Mivel egy kvadratikus
célfiiggvény maximalizalasat kell elvégezni, ez a megkozelités csak kis
grafok esetén lehetséges, bar igy is hasznos benchmark-okat ad. Egy
mésik 4t a optimum heurisztikakkal valo megkozelitése, csakigy, mint
a klaszterezés esetén. Egy maéasik tanulsag, hogy a klaszterek és a
kozosségek szerkezete nem mérhet§ ugyanazzal a mértékkel, ezért to-
vabbi silyozast kell hasznalni. Az algoritmusok tesztelésének ered-
ményeit a mar jol ismert Zachary grafon mutatjuk be. A klaszterezést
klikk-perkolacio (CPM) koveti, a klikkek mérete k = 3 and k = 4, and
NTF. A futasi id6k masodpercben adottak, #C mutatja a klaszterek
vagy kozosségek szamat (amelyiknek adott esetben értelmezett).
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Method | Modularity | Running time | #C
EB 0.4013 0.0100 )
EV 0.3727 0.0000 3
Gr 0.3807 0.0000 3
LP 0.4020 0.0000 3
SP 0.4063 1.1500 6
WT 0.4198 0.0000 4
CPM 3 |0.2438 0.012 3
CPM 4 | 0.2557 3
Nt 0.1947 0.6690 12

Algoritmusaink hasznalhatosagat olyan hal6zatokon ellenérizhetjiik,
amelyek kozosségei ismertek. MegfigyelhetSk a kiilonféle kozosségi hé-
lozatok (telekommunikécios, ismeretségi, Erasmus kapcsolatok grafja
stb.) mitkodése kozotti hasonlosdgok és majdnem minden algoritmus
hasznos észrevételeket eredményez. Megallapithato, hogy a kozossé-
geket hasznéld algoritmusok sokkal jobbak, mint a csak klasztereket
hasznalok.

3.5. Finomitasok, idé és rendezések. Végezhetiink a grafikus
modszerhez hasonld tanulményokat is, ha van valamilyen, az éleken
vagy a csucsokon értelmezett fiiggvényiink. Latunk néhény nagyon
szubjektiv, de mégis emlitésre mélto jelenséget.

i. Mindenekel6tt a klaszterek rendszerint joval nagyobbak, mint a
kozosségek és a szamuk is kevesebb.

ii. A kozosségek szama akar a hatvanytorvényt is kovetheti koveti,
bar ezt ellenérizni nem lehetséges.

iii. A kozosségek rendszerint a klasztereken beliil vannak és ezeknek
egy finom szerkezetét mutatjak. A forditott irany is elfordul, ilyenkor
a klaszterek adnak informaciot a kozosségekrsl. Azaz a legérdekesebb
kozosségek azok, amelyek elemei tobb klaszterhez tartoznak.

iv. A szocialis grafokban meggy6zdtiink a gyenge kapcsolatok sze-
repérdl Granovetter [20] és vizsgaltunk is néhény algoritmust. Az N+
altal kapott kozosségeken beliil szinte kizarolag csak erds élek van-
nak, mig a gyenge élek a kozosségek kozott vannak. A kisvilag grafok
masik tipusanal az tn. technikai grafoknéal* ilyet nem tapasztaltunk.
Adatainkat Hidalgo és tarsai [23] cikkébol vettiik. (A CPM nem adott
jo eredményt semmilyen k-ra, talan azért, mert til érzékeny a mérési
hibakra és a hidnyzo adatokra.)

4A szocialis grafoknal az (x,y) és (x,z) élek megléte megnéveli az (y,z) él
létezésének feltételes valoszintiségét, mig a technikai grafokban ilyenkor ez a
valoszintiség csokken.
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v. Szocidlis grafokban a csicsoknak természetes attributuma lehet
az az id6épont, amikor a csics csatlakozott a halozathoz. Ez a sor-
rend nem mutathaté ki, ha az egész halozat klasztereit nézziik, de
figyelemre mélté az egybeesés, ha csak egy kivalasztott cstics szom-
szédsagat tekintjiik. Ebben az esetben a klaszterek néha jellemezhetsk
valamilyen id6 intervallummal vagy térbeli korlattal. Megjegyzendd,
hogy a kozosségek atnyulhatnak a klaszterek hatarain.

3.6. Dinamikus grafok. Az alkalmazésokban felléps grafok fiigg-
hetnek az id6t6l, igy esetleg eldontents kérdés, melyik forméajukat hasz-
naljuk.® Az egyik alapvets feladat a kozosségek nyomonkdvetése, a
valtozasanak a leirasa. Erre Palla és tarsai [30] és Bota és tarsai [9]
kisérelte meg. A megallapitasok hasonlo és eltérs elemeket egyarant
tartalmaznak; az utobbinak sok forrasa lehet. Az egyik, hogy mig a
[30] kisérletei a CPM, a [9] szerz6i az N*T algoritmust hasznaltak.
Kiilénboztek az adatbézisok, a [30] az un. co-authorship grafot és egy
(amerikai) telefonhivasi grafot, mig a [9] egy banki tranzakcios gra-
fot és egy (magyar) telefonhivasi grafot elemzett. Végil a metodika
is kiilonbozott, a [30] szerz6i egyszeri axiomatikus feltételekkel él-
tek a kozosségekkel torténhets elemi eseményekre (valtozatlan marad,
eltiinik, kettévalik, egyesiil, né, zsugorodik), addig a [9] kisérletei meg-
mutattak, hogy az esetek egy jelentds része nem fér bele ebbe a keretbe.
Nyitott kérdéd, hogy az élek erGssége Osszefiigg-e azzal, mennyire val-
tozo kozosségekben huzonak az élek, lasd még az el6z6 alfejezet iv.
pontjat.

3.7. Silyozas. Silyozott grafokkal nehéz foglalkozni. Jollehet az in-
direkt médszerek numerikus eredményei megbizhatobbak, de ha ezeket
kiterjesztjik sulyozott grafokra, az eredmények még kevéssé ismertek
Bota [7].

Az alabbiakban az indirekt kiértékelés egy modelljét vazoljuk.® Az
infekcios modellek a valodi grafok alkalmazasanak kézéppontjaban all-
nak Boguna és Pastor-Satorras [4], de alkalmasat konstruéalni nehéz. Fé
szempontjai: (i) melyik modellt valasszuk, (ii) mik a lényeges véaltozok
és (iii) hogyan hatarozzuk meg a paraméterek értékét. Vizsgalataink
a banki szféra két problémajara koncentralodtak: 90 napot meghalado

SPéldaul a két egymas utani honapban a telefonhivasokbol elgallitott grafok él-
halmaza csak kb. 30%-ban egyezik meg.

6Mas megkozelitéssel egy esettanulmanyt vizsgalunk, amely bizonyitotta a
halozati modellek és a kozosségek hasznalhatosagat.
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nem fizetés, az un. hitel default és altalaban a késedelmes fizetés, Cser-
nenszky és tarsai |13, 14]. Hangsilyozzuk, hogy bar a két probléma
hasonl6, mégis vannak koztiik lényeges kiilonbségek.

A 16 hasonloség a fenti két folyamatban, hogy mindketts ragalyos,
azaz az Uzleti partnereket is megfertézheti. Mindazonaltal nagy gon-
dosséggal kell vizsgéalni a jelenségeket, hiszen az iizleti nehézségek nem
pusztan a kornyezetbdl adédhatnak, bels okaik is mindig vannak.”
Tehat a feladatunk az, ha egy problémara, pl. a hitel default ese-
tén, adottak egy-egy cég aprior: valoszintlségei, akkor becsiiljiik meg
az a posteriort default valoszintiségeket, amelyek egy fertézési folya-
mat utan értelmezettek. A valészintiségek kiilonbségét tekinthetjiik az
adott problémaban felléps hdalozati hatdsnak. A probléma jellege miatt
(azaz nincs felépiilés, a fertézés valosziniisége nem konstans az éleken)
kizéarjuk az epidemiologiaban amugy sikeres SIR vagy SIS modellek
hasznalatat. A célunknak legjobban a Fiiggetlen Kaszkad modell felel
meg.

3.8. Fiiggetlen Kaszkadd modell (IC). A Fiiggetlen Kaszkadrdl,
vagy a megalkotoi alapjan Domingos-Richardson modellrél lasd béveb-
ben Domingos és Richardson, Kempe és téarsai [16, 24|. Megjegyezziik,
hogy a modell egy ekvivalens valtozatat vizsgalta korabban Granovet-
ter [21].

Adott egy G élsulyozott graf, ahol a (v, w) élhez a p,,, valoszintiséget
tarsitjuk. Az infekci6 az alabbi médon torténik.

Az els6 1épésben a fert6zott csicsok F) halmazat tekintjiik aktivnak,
azaz Fl = Al-

Altalanosan a w € V(G)\ Fi_; cstics p = [Toca, , Pow valészintiséggel
fert6z6dik meg az i-edik 1épésben, és ekkor w € F;. A frissen fert6zott
pontok a rakovetkezd lépésben fertGzhetnek csupéan, azaz A; = F;\ F;_1.
Ha valamely i-re F; = F;_4, akkor leall a folyamat.

Megjegyezziik a pontok fert6zési valoszintiségének kiszamitasa nehéz
probléma, jobbara szimuldciokon alapul, lasd Kempe és tarsai, Cser-
nenszky és tarsai [24, 13].

3.9. Silyozas és optimalizalas. A megfelel§ modellhez az IC mo-
dellt modositanunk kell. Mivel az a posteriori fert6zési valoszintiségeket
lgyis szimulaciokkal becsiiljiik, kézenfevé a szimulacié részévé tenni
az apriori fertézési valoszintiségeket [14]. Ezzel a kezdeti fertzés 0-1
értékei helyett tesz6leges eloszlast hasznalhatunk. Nagyobb problémét
okoz a p,, élfertézési valoszintségek becslése, ezt az irdnyt a fenti

A gazdasag altalanos allapota figyelembe vehetd egy fiktiv ponttal, amely min-
denkivel Gssze van kotve.
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cikk mellett az alabbiakban publikaciokban kisérelték meg Goyal és
tarsai, Saito és tarsai [19, 33]; sajnos alapvetGen kiilonbozo feltevésekkel
dolgozva.

A megoldas a kovetkezSképpen torténhet. A szokisos modon tanulo
és teszt adatbazist vesziink fel. A p,, valészintségeket a tanulohal-
maz segitségével becsiiljiik, majd a teszthalmazzal mérjuk vissza. A
masik probléma, hogy a p,, valoszindségek becslése alulhatarozott
problémahoz vezet; itt azt feltételezziik, p, ., a v, w pontok és a (v, w) él-
hez tartozo attributumoknak valamilyen (szamunkra ismeretlen) fiigg-
vénye. Ezt néhény paraméter segitségével fejezziik ki, majd a paramé-
tereket optimalizaljuk, hogy minél jobban kozelitse a tanulohalmazban
megadott tényleges fert6zési folyamatot. Végiil meg kell valasztanunk a
célfiiggvényt, amely a becsléseink josagat méri. A Bota és tarsai [10] ku-
tatésaiban ez a szokasos normékat jelenti, mig az alkalmazéas jellege mi-
att a [14| az an. gain curve megkozelitést hasznalta. Ebben a graf pon-
tjait a modell altal (a teszthalmazon) szamitott fert6zési valoszintiség
szerinti forditott sorrendbe allitjuk. Legyenek ezek a valdszintiségek
wy >, ..., > w,. Definidljuk a nyereség (gain) fiiggvényt a

gain(z) = —Z?w o
2

i=1 Wi

formulaval és maximalizaljuk a

/ gain(z)dx

=1
értéket.

A p, ., élfert6zési valoszintiségek az alabb részletezendd attribtitumok-
bol lett felépitve. Szisztematikus kereséssel lettek kiprobalva a fiigg-
vények® illetve a paraméterezésiik. A végs6 aggregalasa a traszformalt
értékeknek hasonloan tortént, mig a legjobb paraméter értékek keresése
grid search altal tortént.”

3.10. Eredmeények. Itt egyetlen kisérletet emelnénk ki a sok lehet-
séges modell koziil. A részletes tanulmanyt, amely az OTP KKV szek-
tor adatbazisan alapult lasd [14]. A tranzakcios adatbazis 2008 augusz-
tus és 2009 &prilis (6 honapos) iddintervalluméaban régzitett adatin ala-
pult a tranzakcios graf, mig a fert6zési folyamat 2009 februar és aprilis
(3 havi) adatait hasznélta. A default események felvétele az alabbi két
intervallumban tortént: egy hosszabb 2009 majus és 2010 aprilis kozott

8Az alapfiiggvények: linearis, kvadratikus, logaritmus, exponencialis és szigmoid
9A tapasztalat szerint nagyobb feladatok megoldasat adhatja a numerikus de-
rivalas és a gradiens modszer megfelels kombinécioja, lasd [10].
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(12 honap), egy rovidebb pedig 2009 majus és 2009 julius kozott (3 ho-
nap).

A kovetkezd tapasztalatok adodtak:

I. A révidebb (3 honapos) default monitoron alapul6é modellek jobban
teljesitenek, mint a hosszabbon.

I1. Az élek iranyitasa lényegés vevi-elado formaban kell felvenni, azaz
ha x utal pénzt y-nak, akkor (z,y) € E(G).*°

III. Indirekt élek. Ha van x — z és z — y tranzakcio, de z nem ismert
(pl. nem kliense az OTP-nek), a fertézési modellben szerepet kaphat
(x,y) élként elszamolva, ahol az attributumokra a IV/ii hasznalando.

IV. A lényegesnek bizonyult valtozok illetve rajuk vonatkozo tapasz-
talatok:

(i) A kozosségi informécio. (Adott él tartozik-e kozosségbe?)

(i) Az (x,y) él 6rokli az x valtozoit (de y-ét nem).

(iii) A relativ forgalom szamit, azaz az élen kiildott transzfer és a
traszfer 6sszegének hanyadosa.

(iv) A kliens életkora. (Milyen oreg egy véllalat?)

(v) Viselkedés tipusu valtozok. (queuing, overdraft stb.)

Mindazonaltal a legerésebb valtozok az (i) és (iii) pontban emlitettek.

A modellek altal adott javitas az an. [lift segitségével értelmezhetdk.
A [14] szerint a defaultba es6 kliensek megtalalasaban a szektortol fiig-
géen 3-4, egyes szektorokban (a legkockazatosabb tigyfelek esetén) 10-
12-szeres lift adodik. A kozosségi hatas erds, ha (z,y) egy kozossé-
gen beliil futo él, akkor kb. haromszoros fertézési valoszintiséggel sza-
molandé, a hasonld, de kozosségen kiviil futé élhez képest. Hasonlo
eredményekrsl szamol be a [13] dolgozat.

4. KOSZONETNYILVANITAS

A kutatasokat az OTKA és a Magyar korméany és az Eurépai Uniod
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