Biivos négyzetek*

Szabd Péter Gabor

Ez a dolgozat a matematika egyik legrégebbi jatékaval a blivos négyzetekkel
foglalkozik. Bemutatunk néhany olyan mddszert, amelyeknek segitségével ma-
gunk is konnyen készithetiink biivos négyzeteket. A megszokott tipusu blivos
négyzeteken kivil szamos egyéb, kiilonleges tulajdonsagut is targyalunk.

1. Mi a biivos négyzet?

A régi kinai irodalom beszamol egy furcsa eseményrol, amely a hagyomény sze-
rint tobb mint 4000 évvel ezeltt tortént. A Lo foly6bdl egy orids teknbsbéka
maszott ki és a pancéljan a kévetkezd dbra volt 1lathato:
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1. abra. A legels6 biivis négyzet egy teknGsbéka hatan.

Ha az egymassal 6sszekdtott kis pontokat 0sszeszamoljuk, egy olyan szamtabla-
zatot kapunk, amelyben az egyes sorokban és oszlopokban, valamint a két
atléban 4ll6 elemek Gsszege mindig 15 lesz (2. dbra).

*A dolgozat a domaszéki Z5ldfas Katolikus Ifjusdgi Kozpont dltaldnos iskoldsoknak szer-
vezett nyari tdbordban 2001. augusztus 22-én tartott el6adds lejegyzett valtozata. A cikk
megirdsat tdmogatta az OTKA T 034350 pélyazat.
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2. dbra. A Lo-Shu biivis négyzet szdmokkal.

A matematikdban bivds négyzetnek nevezik az ilyen m x n-es tdblazatot.
Barmely oszlopban vagy sorban, illetve a négyzet atléiban all6 szamokat 6sszead-
va az eredmény mindig azonos. Ezt a kozos értéket bivds dsszegnek hivjdk. Az
alapprobléma olyan biivis négyzet készitése, amelyben az elsé n? darab pozitiv
egész szam szerepel. A dolgozatban mi is elsGsorban ezt a problémat targyaljuk,
és ahol ettdl eltériink azt ott kiilon jelezziik.

A teknésbéka hatan a matematikatorténet legrégebbrol ismert bilivis négyzete
volt 1athatd, amit Lo-Shunak neveztek el.

2. Hany 3 x 3-as biivos négyzet 1étezik?

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy az el6bb emlitetten kiviil vannak-e tovabbi
3 x 3-as bilivés négyzetek.

Ko6nnyen észrevehetjiik, hogy ha a Lo-Shu négyzetet elforgatjuk az dramutatd
jarasaval megegyezd irdnyban 90, 180 vagy 270 fokkal, akkor is biivis négyzeteket
kapunk:
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3. abra. A Lo-Shubdl forgatédssal keletkezd blivis négyzetek.



A négyzet fiigglleges, illetve vizszintes szimmetriatengelyére valamint a két
atléjara vald tiikrozéssel, tovabbi négy tGjabb bilivos négyzet adddik:

4. abra. A Lo-Shubdl tiikrézéssel keletkez6 biivis négyzetek.

A kiinduldsi biivos négyzetbél tovabbi 7 blivos négyzetet kaptunk. Vajon
van-e olyan 3 x 3-as blivos négyzet, amely nincs a fenti listdban?

A kérdés megvalaszolasahoz, dllapitsuk meg azt, hogy a 3 x 3-as esetben, mi
lehet a blivos Osszeg. Az elébbi példdkban 15 volt. Van-e amikor més értékkel
egyenl§?

Ko6nnyen lathatd, hogy nincs. Jeloljiik a blivos Osszeget x-szel. Mivel minden
sorban a szamok Osszege x, igy a tdblazat Osszes szdméanak Osszege egyrészt 3z,
masrészt 1+2+3+445+6+7+8+9=45. Tehat felirhatjuk a

3x =45

egyenletet, amit megoldva x = 15 adédik, vagyis 3 x 3-as blivés négyzetben a
blivos 6sszeg mindig 15 lesz. Ez az érték mindig hirom szdm Osszegeként 4l
eld. Ha figyelembe vessziik a lehetségeket, a

15=94+54+1=94+4+2=8+6+1=8+5+2
15=8444+3=74+6+2=7T+5+3=6+5+4

felbontasok lehetségesek. A bilivos négyzet kozéps6 szdma négy Gsszegben sze-
repel, igy az csak az 5 lehet, mivel csak az fordul el négy kiilonbozd fel-
bontdsban. A sarkokban szerepl6 szamok harom Osszegben szerepelnek, igy
azok csak paros szdmok lehetnek, mivel csak a paros szamok fordulnak el6 pon-
tosan harom Osszegben. Ezeket az észrevételeket alkalmazva kideriil, hogy csak
az elébb felsorolt 3 x 3-as blivos négyzetek léteznek.

Ha azt mondjuk, hogy az egymadsbdl forgatassal, tiikrozéssel megkaphaté
biivos négyzeteket nem tekintjiik kiilonbozoének — és a matematikaban ez szokasos
—, akkor valgjdban csak egyetlen 3 x 3-as blivés négyzet van, példaul az amelyiket
a teknds pancéljan taldltak.



3. Egy 4 X 4-es buivos négyzet Diirer Melankolia
cimii metszetén

4 x 4-es, a szimmetrikus eseteket nem megkiilonbdztetd blivés négyzet 880 van,
amelyekben a tablazat az 1,2,3,...,16 szamokkal van kitdltve. Egy francia ku-
tatd, Frénicle de Bessy (1605-1675) adta meg Oket. A leghiresebb koziiliikk az,
amely Albrecht Diirer (1471-1528) magyar szirmazdst németalfoldi festonek
Melankdlia ciml képének jobb felsd sarkaban is lathato (5. dbra):

5. abra. A. Diirer Melankdlia cimli metszetén egy 4 x 4-es biivés négyzet
lathatd, benne a mii 1514-es keletkezési datumaval.

Diirer négyzete biivés volta mellett, mas egyéb érdekes tulajdonsiggal is ren-
delkezik. A 34-es biivis Osszeget a megszokott médokon kiviil még tovdabbi 76
egyéb formaban is megkaphatjuk. Példaul a sarkokban 1év6 szdmok Osszege-
ként, a négy kozépsé szam Osszegeként, vagy az egyes sarkokban 1évo 2 x 2-es
négyzetekben 1év6 szamok Osszegeként. Kiilon érdekessége a képnek, hogy a
metszet keletkezési datuma, az 1514-es év is benne van a bilivés négyzetben,
az alsé sorban koézépen. Megfigyelhetjiik azt is, hogy ez a biivés négyzet Un.
szimmetrikus biivés négyzet, mivel a négyzet kdzéppontjira nézve szimmetriku-
san elhelyezkedd szdmok 6sszege dllandd, méghozza 17. Ilyen a Lo-Shu is, ott a
szimmetrikusan elhelyezkedd szdmok Osszege 10.



4. Az n X n-es blivos négyzetek

Az elébbi fejezetekbdl kideriilt, hogy egyetlen 3 x 3-as és 880 4 x 4-es blivos
négyzet van. De mi a helyzet a t6bbi esettel?

1 x 1-es nyilvan csak 1 van, amely Ggy néz ki, hogy egyetlen négyzetben egy
l-es van. 2 x 2-es bilivos négyzet — amirél konnyen meggy6zodhetiink — nem
létezik. A tobbi esetekre a pontos szdm nem ismert. Annyit azért lehet tudni,
hogy példaul 5 x 5-0s blivis négyzetbdl legalabb félmillié van.

A bilivos Osszeg az altaldnos n x n-es esetre viszont konnyen kiszdmolhaté.

Valéban, hiszen ha a bilivos 0sszeget most is x-szel jeloljiik, akkor az egyes
sorokban 1év6 szamok Osszege mindig x lesz. Mivel n sor van, igy a tabldzatban
16v6 szdmok Osszege egyrészt nz mésrészt 1+ 2 +3 +4 + ...+ n?. Felirhatjuk
tehat, hogy

ne=1+2+3+4+...+n>

A tovabbi feladat a jobb oldalon 4116 szamokat Gsszegezni. Jeloljiik a jobb
oldali Gsszeget S,-nel. Vegyik észre, hogy ha az S,, Osszeg ald a szamokat
forditott sorrendbe irjuk, akkor az egymads ald keriilé szamok Osszege mindig
n? + 1 lesz.

S, = 1 + 2 4+ 3 +4+...4n°-2 +n®>—-1 + n?
S, = n?2 +n’2-1 +n2-2 +...+ 3 + 2 + 1

28, =M+ 1)+ 2+ 1)+ @2+ 1) +...+ (02 +1) + (2 +1)+ (n? +1).

Tehat
28, = n%(n? +1),
amibdl
20,2
np = " (n* + 1),
2
_ n(n? +1)
N 2

adddik, vagyis az altalanos esetben a biivos Gsszeg @

A kovetkezd részben latni fogjuk, hogy ha n paratlan szdm, akkor van-
nak olyan eljarasok, amelyekkel egyszeriien lehet blivés négyzeteket eldallitani.
Tobb médszert is mutatunk majd ezekre az esetekre. Paros n-ekre ilyen konnyen
végrehajthatd, elegdns eljardsokat nem tudunk mondani. Akit mégis érdekel
hogyan lehet péaros n-re is blivos négyzeteket késziteni, javaslom olvassa el Bakos
Tibornak az irodalomjegyzékben megadott cikkét.



5. Paratlan szamu mezobol allé biivos négyzetek

Pératlan elemszdmu biivés négyzet készitésére sok mddszer ismeretes. FEzek
koziil a harom legismertebbet kozoljiik itt. Az eljarasok elnevezése nem mond-
haté egységesnek, kiilonbozé kényvek més néven emlitik Gket.

1. Bachet-féle mddszer (mondjdk piramis- vagy terasz mddszernek is)

A Claude-Gaspar Bachet de Meziriac (1581-1638) altal felfedezett eljaras két
1épésbdl all. Elészor a négyzetbfl kifelé piramisokat épitiink minden oldalra a 6.
abran lathat6 médon. Ezutan a legszéls6 baloldali négyzettol indulva kezdjiik
el 4tlésan frni a szdmokat 1-t6l n2-ig, minden mésodik 4tlét felhaszndlva. A
kiindulési négyzetiink minden masodik mezdjét igy kitoltottiik.

-
6 14
5 13 21
4 12 20 28
3 11 19 27 35
2 10 18 26 34 42
1 9 17 25 33 41 49
8 16 24 32 40 48
15 23 31 39 47
22 30 38 46
29 37 45
36 44
43

6. abra. A Bachet-féle mddszer els6 1épése a 7 x T-es tablazatra.

A misodik 1épésben a kiviilre épitett piramisokat “betoljuk” a nekik megfelels



helyekre. Példaul a jobboldali piramist eltoljuk a négyzet baloldaldig, aminek
kovetkeztében a piramis szdmai éppen a négyzet iiresen 4llé helyeire keriilnek.
Hasonléan megtessziik ezt a baloldali, a fels6 és alsé piramisokkal is. A végered-
ményként kapott szdmtdblazat egy szimmetrikus blivos négyzet lesz (7. 4bra).
A szimmetrikusan 4116 elemek Gsszege 50.
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7. abra. 7 x T-es blivés négyzet Bachet mddszerével kitoltve. Bejeloltiik
a masodik 1épésnek megfeleld elsd betolt piramist.

2. Szidmi mddszer (mondjdk kinai vagy indus, dtlés nyil és De la Loubere-féle
vagy Agrippa-mddszernek is)

Az 1-es szamot a legfelsé sor kozepébe irjuk. A kovetkezd szamot mindig
az utoljara lefrt szamtdl egyet jobbra és egyet 0l 1épve irjuk le. Ha a szabdly
végrehajtdsahoz ki kellene 1épniink a tablazatbdl, akkor a négyzet masik vele
parhuzamos oldalan folytatjuk az eljarast. Ha olyan mezoOre kellene l1épniink
amelyen mar van szam, akkor az utoljara leirt szam alé frjuk a kovetkez6 szdmot
és igy folytatjuk tovabb az eljarast, amig minden mez6 kitoltésre nem keriil.

A végeredményként kapott négyzet egy szimmetrikus biivos négyzet lesz.
A 8. 4brén a 7 x T7-es esetben a szidmi mddszerrel kitoltStt biivos négyzetet
lathatjuk.



30 39 48 1 10 19 28

38 47 7 9 18 | 27 29

46 6 8 17 | 26 35 37

3 14 16 25 34 36 45

13 15 24 33 42 44 4

21 23 32 41 43 3 12

22 31 40 49 2 11 20

8. dbra. 7 x T-es biivis négyzet a szidmi médszerrel kitoltve.

3. Lougrdsos mddszer (mondjik Moschopulos-féle mdédszernek is)

Ha n oszthat6é 3-mal akkor az 1 szamot a legalsd sor kozépsd négyzetébe
irjuk, ha nem oszthaté 3-mal, akkor barhova irhatjuk. A tovdbbiakban a léugrés
szabdlyai szerint haladunk, méghozza gy, hogy mindig kettd 1épilink {6l egyet
jobbra. Ha a négyzetbdl a szabdly szerint ki kellene lépniink, akkor a tablazat
vele parhuzamos mésik oldaldn folytatjuk a kitoltést. Ha a szabdly szerint olyan
mezére kellene 1épniink ahol mar van szdm, akkor az 1j szdm négy mezGvel
feljebb irandé mint az utoljira leirt szdm. A 9. dbrin lathatunk egy példét a
kitoltésre.

6. Tovabbi érdekes bilivos négyzetek

6.1. Tiikros biivos négyzet

Az els6 részben a 3 x 3-as bilivis négyzetet elforgattuk 180 fokkal. Ez olyan
mintha az egészet fejredllitottuk volna. Ha valéban elvégezziik a fenti miiveletet
akkor a szadmok is fejjel lefelé lesznek. Természetesen ott mi azokat képzeletben
helyreigazitottuk.



21 39 8 33 2 27 45
3 23 48 | 17 42 | 11 29
38 14 32 1 26 44 20
22 47 16 41 10 35 4
13 31 7 25 43 19 37
46 15 40 9 34 3 28
30 6 24 49 18 38 12

9. dbra. 7 x 7-es blivos négyzet a léugrasos mddszerrel kitoltve.

Van olyan biivés négyzet (most eltekintiink attdl, hogy az elsé n? szédmot
hasznaljuk fel), amely akkor is blivos marad, ha 180 fokkal elforgatjuk a kozéppontja
koriil, de a fejjel lefelé 4116 szamok tovabbra is értelmesek maradnak (pl. 96-bél
69 lesz vagy 16-bdl 91, stb.), sét az igy kapott négyzet is bilivos négyzet lesz.

Egy ilyen bilivés négyzet lathatd a 10. dbran.

96 11 89 | 68
88 | 69 | 91 16
61 86 18 | 99
19 | 98 | 66 | 81

10. abra. Tiikros blivos négyzet.




6.2. Dominékbdl all6 bilivos négyzet

A 11. 4bran egy 6 x6-0s blivis négyzet 1athatd, amely dominékbdl van 6sszedllitva.
A négyzetnek 13 a biivis Osszege.
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11. abra. 6 x 6-os biivos négyzet domindkbdl.

6.3. Bilivos négyzet a barcelonai Sagrada Familia katedréalison

A. Gaudi, a neves spanyol épitész leghiresebb alkotdsin a barcelonai Sagrada
Familia katedrélison is taldlhatunk egy biivés négyzetet. Kordbban méar mond-
tuk, hogy ha az 1-16 szamokkal toltiink ki egy 4 x 4-es blivés négyzetet, akkor
a blivos Osszeg 34 lesz. A 12. 4bran lathatd bilivos négyzetben a biivis Osszeg
33 (utalva a krisztusi életkorra), de itt a benne szerepld szdmok kozott van
ismétlédés.

12. abra. 4 x 4-es biivés négyzet a barcelonai székesegyhdzon.
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6.4. Bolyai Janos biivos négyzete

Kiss Elemér fedezte fel Bolyai Janos kéziratos hagyatékdban, hogy legnagyobb
magyar matematikusunk is foglalkozott biivos négyzetekkel. Az dltala megadott
3 x 3-as példat a 13. dbran lathatjuk. Az z,y és b helyére barmilyen szdmokat
is frunk, egy olyan biivos négyzetet fogunk kapni, amelyben a biivés Gsszeg 3b
lesz.

X y 3b-x-y
4b-2x-y | b | 2x+y-2b
x+y-b | 2b-y | 2b-x

13. abra. Bolyai Janos altal megadott blivos négyzet.

Dénes Jézsef vette észre, hogy Bolyai blivis négyzete szoros rokonsagban van
J. Chernick 1938-ban bizonyitott tételével: Minden harmadrendi biivés négyzet
harom valtozdéval megszerkeszthetd. Chernick az aldbbi példa megaddsaval bi-
zonyitotta tételét:

m-+u m-u-v m-+v
m-u—+v m m-tu-v
m-v m-+u+tv m-u

14. abra. J. Chernick blivis négyzete.

Lathatjuk, hogy ha ez utébbi blivis négyzetben elvégezzik az m = b, u =
z — b és v =2b— x — y helyettesitést, éppen Bolyai Janos blivis négyzetéhez
jutunk.

Az el6bbiek alapjan kénnyen megoldhatdk az aldbbi feladatok, amelyek a
Kozépiskolai Matematikai Lapokban lettek kitiizve. A feladatokat a megoldasuk
nélkiil k6zo6ljiik. Aki kedvet érez hozzd, prébalja megoldani Sket.
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1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy 3 x 3-as blivos négyzetben az elsé sor-
ban/oszlopban 4ll6 elemek négyzettsszege megegyezik a harmadik sorban/oszlop-
ban 4ll6 elemek négyzetdsszegével.

2. Feladat. Adjuk meg az aldbbi tablazat elemeit gy, hogy egy biivis négyzetet
kapjunk.

Koszonetnyilvanitas

Ezuton koszéndm Dr. Csendes Tibornak a Szegedi Tudoméanyegyetem docensének,
hogy a dolgozatot elolvasta és megjegyzéseivel segitette.
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