A Wilson-tételnek és megforditasanak bizonyitasa
Bolyai Farkas kéziratos hagyatékaban

Szabd Péter Gabor

1. Bevezetés

A Wilson-tételt, vagyis ha p primszam, akkor (p — 1)! + 1 oszthaté p-vel
mar Lagrange is bebizonyitotta 1771-ben. Igazolta az allitds megforditdsat is,
ami a tétellel egyiitt igy azt allitja, hogy p akkor és csak akkor primszam, ha
(p— 1! = —1 (mod p). Ezt ma mér a legtobb egyetemi szamelméleti kurzus
targyalja.

A kozelmiltban Kiss Elemér, marosvasdrhelyi matematikus Matematikai
kincsek Bolyai Janos kéziratos hagyatékdbol cimli kdnyve kapcsan figyelhettiink
fel ujra a Wilson-tételre. Kideriilt, hogy a tétellel és megforditasdnak bizonyité-
saval a két Bolyai is foglalkozott. Munkajuk apropéjat az adta, hogy Gauss a
Disquisitiones Arithmeticae-ben bar targyalta a Wilson-tételt, de annak meg-
forditasarol Bolyai Farkas szavaival élve “merdben hallgat”. Kiss Elemér konyvé-
ben megtaldlhatjuk Bolyai Janosnak a megforditdsra adott elegdns bizonyitasat,
valamint Janos utaldsait apja megkozelitésérol: “oly szép és fontos Wilson-
tétel forditottjat apdm és én is bebizonyitottuk”, “A Wilson-tan forditottjdnak is
szigori, bdr is nem rovid okdt adta.”.

Bolyai Farkas matematikai vonatkozasu kéziratos hagyatékara Oldh Anna,
fizikus hivta fel a figyelmem. A kéziratok kozott sikeriilt megtaldlni Bolyai
Farkasnak a Wilson-tételre és annak megforditdsara adott bizonyitasat, amit
a jelen dolgozatban tesziink kozzé. Matematikai szempontbol a mai olvasé
ujdonsagot talan nem fog taldlni a bizonyitasban, viszont maga a targyalas,
ahogy ezt 150 évvel ezel6tt Bolyai Farkas eléadta, mindenképpen kuriézumnak
szamit. Az eredeti kéziratok fénymaédsolata és azok kibetlizott valtozata mellett,
megjegyzésekkel segitjiik az olvasét. A lapok itt-ott sériiltek; azokat a részeket,
amelyeket a szovegkornyezet alapjan valdszintsitettiink szogletes zardjelek kozé
irtuk. Az itt kozolt oldalaknak a Teleki-Bolyai Konyvtarban a jelzetszamai BF
88/1, BF 88/1v, BF 88/2, BF 88/2v. Ezek az iratok a Magyar Tudomdanyos
Akadémia Koényvtaranak Mikrofilmtaraban is megvannak a 8030-as tekercsen.

Lassuk hét, hogyan is adta meg Bolyai Farkas, A’ Wilson theoremdjinak ’s
conversdnak is demonstraticjdt.



2. A kéziratok eredeti formajukban
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1. dbra. A BF 88/1 jelzetszamu lap.
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2. dbra. A BF 88/1 jelzetszdmu lap maésik oldala.



3. dbra. A BF 88/2 jelzetszamu lap.
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4. dbra. A BF 88/2 jelzetszamu lap masik oldala.



3. A kibetilizott szoveg

A’ Wilson theoreméjanak ’s conversdjanak is demonstratiéja

Elére bocsattatnak a’ Tentamenbol?

I. Ha b és a + egész s egymdshoz prim szdmok?, ’s b < a; és & fractio con-
Y p , 5 a

tinuaba?® fejtettve ki, az approximansok* %, %, %, %, %, %, ... s péld. % a’

végso, az els6 % a’ kovetkez6 % sat... Ekkor F = b,’s F' = a,’s EF' — E'F
azaz Fa — E'b = £1, és a(b — E) — b(a — E[')] = F1; és igy ax — by = *1re
vagy Flre ynak becse® lehet E' vagy a — E'.

II. Azonban EF' — E'F &’ szerint =-1 vagy +1, ha 4;tol (bezdrdlag) & paros
vagy paratlan szamadik. Es mind E' a’ +1re mind a — E' &’ Flre legkisebb +
becse ynak.

Jegyzés. Ott abg — abg = 0 &ltal arra a’ végre, hogy znek s ynak nem csak a’

aq); de itt arra nincs sziikség.

De ennek felette mind E' mind a — E' prim az ahoz és < a [’s] by az ma + 1
kép alé jon®, ha ax — b[y =] — 1, a’ mikor is by neveztessék -1rei [t4rs]ul[atn]ak.
Hogy [mind E'] mind a — E' prim az ahoz, latszik [...].

E'-nek és anak koz factora” nem lehet (1 et nem értve oda). Mert két szomszéd
approximans

(BF 88/1)

mans® alséjanak? koz factora volna ugymint E'nek és F'nek; és akkor balra
menve; mindeniknek A’ = 1 ig ugyan az factora volna.

Mert legyen két szomszéd approximédnsnak jobbfeldli alséja K' s balfeléli
I, ’s koz factoruk ¢, ’s K' = me ’s I' = nc; akkor mivel K' = I'i + H', lesz
K' =nic+ H' = mc; tehdt H' = (m — ni)c. Melyet balra A'ig folytatni lehet.

S a— E'is prim az ahoz. Mert legyen péld. 5 koz factora aban ’s a — E'ben;
’s legyen a = v5,’s a— E' = +5; lesz E' = v5 — 45 = (v — 7)5. Tehdt a E' nem
volndnak primek egymaéshoz.

Hogy pedig ax — byban ynak andl kisebb becse van -1re, és az edjetlen, az a
akar prim szdm magaban akar nem: latszik.

Mert ha % paratlan szamadik, gy y = E', s ax —bE’ = —1; ha pedig péros
szémadik, akkor az — [b](a — E') = —1; a’ mikor is (Tent. ) a’ 2dik formaban
g = 1 vétetik, ’s ¢ = 2 nem vetetthetik, mert akkor 2a — E' > a volna.

E’ és a — E' pedig kiilon[boznek]; mert ha egyenldk volndnak E’' [nem volna]
prim ahoz, mert a = 2E’ volna.

De hogy ynél nagyobb [...] nincs péld.

(BF 88/1v)



y + 1 abbdl is 14tszik, hogy ha ax —b(y+ 1) is = —1; akkor by —1’s b(y +1) — 1
is oszolnék aval, tehat by — 1+ b1 is oszolnék aval; mely nem lehet; mert b prim
lévén ahoz 1nek kellene legalabb akkoranak lenni mint a: akkor pedig a’ b tarsa
>[...]+:[...] negativ se lehet 1, mert az [el6bbi a legkisebb] becs (Tent..).

Legyen'® méar a = prim p. Ekkor y nem lehet = b, ha b < p — 1 vétetik.
Mert ha a b = p—n, a’ mikor is n > 1 lenne bb — 1 = p?> —2np+n? —1; ’s
n?—1=(m+1)mn-1);én+1’sn—1is < p. Tehdt a szorzds nem oszlik
pvel, ha p prim.

Innen mivel p prim ’s paratlan, ’s minden megel6z6 szdmokhoz prim (len
kiviil) minden az 1 és p — 1 kozti szdmok szdma, és minden az azok koéze -1rei
tarsulatnak szdma is paros rendre véttetvén bnek az 1 és p — 1 kozti szamok.
Tehat mivel mindenik tarsulat kétszer jon elé minden két egyenld tarsulatnak
csak edjiket véve lesz minden térsulatnak szorza[ta] = 1 + pp, mert mindenik
tarsulat ez 1 4+ mp [...]Jhez jarulvdn a pnek kisebb szdmokbdl [...] 1(p — 1); lesz
(14 pp)(p — 1) = ppp + p — pp — 1[= p(up—]p + 1) — 1; melyhez adattvin 1,
lesz p(up — pp+ 1). [Tehét] ha p prim, minden megeléz6 szdmok szorzata meg 1
oszlik pvel; azaz %ﬂ egész szam.

(BF 88/2)

Megforditva ha, M

azon becs nem egész szam.

Mert kerestessék minden az ahoz prim, andl kisebbnek -1rei tarsulata by, s
minden két = tarsulatbdl vétessék csak az edjik, s ha valamely az ahoz prim bnek
tarsa = b, minden bb kép ald jové tarsulat hagyassék ki; s a tobbi tarsulatok
szorzata legyen K. Tovabba minden bb kép ala jovo tarsulatbdl vétessék csak b,
s vétessenek minden az andl kisebb hozza nem prim szadmok; ’s legyen ezeknek
az emlitett bkkel egyiitti szorzatuk k. Latszik, hogy Kk minden az andl kisebb
szamok szorzata leend. Mert akdrmely az ahoz nem primek yja , s minden
bb képben is azon bnek nincs més tarsa, ’s ha a tarsulat kimaradt, b belément
s belé mentek az ahoz nem primek is mint szorzdk a szorzatba. )

Minthogy pedig minden tarsulat ma + 1 kép ala jon, tehadt K = pa+ 1. Es
, B ) [ 1.2.3..(a=1)+1 _ kypatk+l
igy Kk = kpa + k; melyhez azutdn, lesz - = .
egész szam; mert, % <l,s % egész szam.

Mert kban anak minden primfactora meg van legalabb annyiszor a’ hanyszor
aban van. Mert akdrmelyik péld. 2 legyen aban, az meg van kban, mert akkor
azon 2 nem prim az ahoz, tehat kban factor, ha pedig péld. dszer van meg azon
2 factor az aban; 297! < a és ahoz nem prim, tehét f...a k ban; s ahoz jarulvan
maga 2, vagy [...] factor 2: kban 2¢ factor leend. Edjetlen [...], ha a = 2.2 mert
akkor k = 2 nem oszlik 4[-el...] nem johetvén elé. De akkor latszik, hogy[1.2.3]
+1 nem oszlik 4el.

egész szam: ugy a prim. Mert ha a nem prim,

, mely nem

(BF 88/2v)



Megjegyzések a szoveghez

1. A Tentamen, teljes cimén Tentamen juventutem studiosam in elementa
matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidenti-
aque huic propria introducendi. Cum appendice triplici. Bolyai Farkasnak
1832-33-ban Marosvésarhelyen megjelent latin nyelvii munkaja. A kényv
els kotetének §41 és §42 részei a 424-457 oldalakon targyaljak a lanctortek
elméletének alapjait. Bolyai a kéziratban is ezekre a paragrafusokra hi-
vatkozik. A Jegyzés kezdetii szoveg a 452. oldalon taldlhaté megjegyzésre
utal.

eqymdashoz prim szimok = relativ primek

fractio continua = lanctort

approrimdnsok = a kozelitd tortsorozat tortjei

becse = értéke

by az ma+1 kép ald jon = by = +1 (mod a) [4, 184. oldal]
koz factora = kozos osztdja

mans, 6rszé

© % N ok W N

alséjdnak = nevezdjének

._.
e

Itt kezdddik a Wilson-tétel tényleges bizonyitasa, a kordbbi megjegyzések
csak felvezették azt.

2. “Ezt Janos talalta az enyim utan.”

Bolyai Farkas kéziratai kozott taldltunk egy olyan lapot is amelynek egyik
oldaldn a Wilson-tétel megforditasanak egy tjabb bizonyitasa olvashaté. Ezen a
BF 100/1v jelzetli lapon taldlhaté indoklds egészen biztos, hogy Bolyai Janostdl
szarmazik. Ezt onnan lehet tudni, hogy az indoklas pontosan megegyezik azzal,
amit Kiss Elemér talalt Bolyai Janos kéziratos hagyatékaban (hdrom kiilonb6z6
helyen is), tovabbd a lap aljan Bolyai Farkas ezt jegyezte fel:

“Ezt Janos taldlta az enyim utdn.”

Az eredeti kézirat fénymasolatat az 5. abran lathatjuk, annak kibet{izése
pedig a kovetkezo:

1.2..(p=1)+1
p=qa
egész szam, ha a prim. Tehdt volna

1.2..(p=1)+1 _ . . ooy
akkor ~ egész szam volna. Es igy

) . _ . , 1.2..(a—1)+1
nem lehet egész szdm ha p = qa (primet téve a). Mert ~=="—==

1.2..(p—1)—1.2...(a—1)

is egész szam, mert



1.2...(a—1)a(a+1)...(p—1)—1.2...(p—1) — 1.2...(a—)[a(a+1)...(p—1)—1]

= ~ is egész szam
volna. Az els6 factort nem osztja a, tehat a mésikat kellene osztania; mely is
nem lehet; mert a -1 el6ttit osztja s -1 et nem.

Ezt Janos taldlta az enyim utan.

(BF 100/1v)
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5. dbra. A BF 100/1v jelzetszdmu oldal, amely Bolyai Jdnosnak a
Wilson-tételre adott bizonyitasat tartalmazza.

Az itt targyalt iratok bdr nem tartalmaznak keltezéseket, mégis szinte biz-
tosra vehetdk, hogy az 1850-es évek elsé felében, vagyis Bolyai Farkas életének
utolsé éveiben keletkeztek. Ezt Bolyai Farkasnak egy 1853. november 15.-én
kelt levele [3] tAmasztja ald, amelyben kérdéssel fordul Vajda Dénielhez (Bolyai
Jénos egykori magantanitGjdhoz) és Szdsz Karolyhoz (aki a levél frdsa idején
marosvasarhelyi tandr), hogy ldtta-e mar a Wilson-tétel megforditasat, mert ha
nem, ndla “van valami”. A BF 100/1v lap maésik oldaldn a legkisebb dlprim, a
341 probaja taldlhato, amit Bolyai Janos taldlt és kozolt édesapjaval egy 1855.
majusadban irt levelében [4, 80. és 184. oldal]. A fenti kéziratok keletkezését
ezen datumok alapjan valdszintisithetjiik és helyezhetjiik el az id6ben.



Koszonetnyilvanitas

Eziton készoném Olah Anna Bolyai-kutaténak, hogy segitett a kibetiizésben
és mindig odaaddan tamogatta a munkamat. Kiilon k6szoném Dr. Kiss Elemér
akadémikusnak, hogy a marosvasarhelyi tartézkodasom alatt oly szivesen vezetett
végig a Bolyai-emlékhelyeken. Halas vagyok Dr. Kasa Zoltannak a Babes-Bolyai
Tudomanyegyetem egyetemi tandranak is, a CEEPUS-6sztondijas kolozsvari
utam soran nyujtotta segitségéért.
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