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Gorag elozmények

A matematika az Skori gorogok révén vale

bizonyit6, deduktiv tudomannya. Egyiptom

és Mezopotdmia matematikai targyi emlé-
kei arrél tantiskodnak, hogy az egyiptomi és

babiloni matematikusoknak a felmeriilé

aritmetikai és geometriai feladatok megoldd-
sdra csak afféle receptszer(, empirikus eljd-
résaik voltak. Egy szdmoldsi probléma kap-
csdn vagy példdul valamilyen tertilet, esetleg

térfogat meghatdrozdsdra vonatkozé kérdés

sordn a taldlt megolddst feljegyezték, és gyak-
ran tabldzatokba foglaltdk az azonos tipust

eredményeket. Sok érdekes matematikai

feladattal meg tudtak birkézni, viszont nem

végeztek olyan jellegli meggondoldsokat,
amelyek matematikai értelemben megmu-
tattdk, bebizonyitottdkvolna egy gondolatme-
net helyességét, vagy dltaldnositottak volna

a taldlt specidlis megolddsokat. Szimukra

elég volt, ha a lejegyzett példdk mds hasonld

feladatoknal eligazitasként segitették Sket.
Egyiptom ,kotélfeszit6i” tudtdk, hogy a3, 4
és s egységnyi oldalti hdromszoggel derékszo-
get lehet kijellni. Mezopotdmidbdl eléke-
riilt olyan agyagtabla, amelyen szdmos to-

vabbi pitagoraszi szimhdrmast is taldltak. A

Pitagorasz-tétel dltaldnos érvényességét azon-
ban az Skori gorogok bizonyitottdk be elsé-
ként.

A K. e. VL. szdzadban sziiletett gorog
matematika kezdeteirdl keveset tudunk. Az
elsé gorog matematikusok munkdssdgdrdl
csak késébbi forrasokbdl tdjékozédhatunk,
Thalész és Pitagorasz élete legenddkkal dtszdtt.
Ki ne hallott volna a hires torténetrél, misze-
rint Thalész dmulatba ejtette az egyiptomi
papokat azdltal, hogy egy foldbe szdrt bot
segitségével megmérte egy piramis magassd-
gat, vagy arrol, hogy Pitagorasz tigy megoriilt
azdta réla elnevezett tételének megtalaldsakor,
hogy utdna 6kordldozatot mutatott be az
isteneknek. Semmi bizonyosat nem lehet
azonban e torténetek hitelességérdl tudni,
még azt sem, hogy Pitagorasz adott-e egyal-
taldn bizonyitdst a szoban forgd tételre. A
derékszogli hdromszogekre vonatkozd neve-
zetes Osszefliggés rink maradt els igazoldsa
Euklidész konyvébél valo.

Euklidész Sztoikheia (Elemek) cim(i klasz-
szikus mestermtive Kr. e. 300 koriil {rédha-
tott. Az Alexandridban dolgozé Euklidész
alakja szintén homélyos, bdr a sok évszdzad-
dal késdbb élt Papposzrol és a még késBbbi
Proklosztél van néhdny hiradds réla. Nevét
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azonban ma mindenki ismeri, akit valaha is
megérintett a matematika. Euklidész rend-
szerezd munkdja, az Elemek Oridsi hatdssal
volt a tudomdnyos gondolkoddsra. Szerzéje
osszegytjtve és felhaszndlva el6dei eredmé-
nyeit, az akkor mdr régéta létezd indireke
bizonyitdsnak és az axiomatikus médszernek
alapjdn évszdzadokig példaértéki felépitésé
adta a geometridnak. Hasonl6képpen, a
nagy geométer, Apolloniosz kupszeletekrdl
irott Konikd-ja az alexandriai rendszerezd
tudomdnynak szintén nagyon értékes alko-
tdsavolt. A gdrog matematika aranykordban
azonban mindenck felett dlle Arkhimédész,
akit joggal az dkor legnagyobb tudésanak is
tartanak.

Az elsé matematikusokndl a tiszta elmé-
let és az alkalmazdsok még nem valtak kiiln.
Platén azonban mér csak kifejezetten a tiszta
matematika mellett dllt ki, azt tartotta egye-
diil mivelésre érdemesnek, elutasitva a sza-
bad emberhez nem mélté bajléddst a sok
szamoldst igényld alkalmazdsokkal. Arkhi-
médész viszont gydnyorli példdjaa tuddsnak,
aki egyszerre kivdldsdga az elméleti matema-
tikdnak, a fizikinak és mellette a technikai
alkalmazisoknak is. O az, aki még abba a
problémdba is gy belefeledkezik, hogy a
kirdly korondja tényleg szinaranybdl van-e
vagy esetleg csak valamiféle 6tvozet, hogy
amikor fiirdés kozben rdjon a megolddsra,
oromében rogvest azon csupaszon szalad
Siracusa utcdin a kirdlyhoz. Arkhimédész
matematikai munkdassiganak legértékesebb
része azonban mésfé] évezreden keresztiil
mégsem fejtett ki kdzvetlen hatdst, mivel
nem volt, aki azt szellemileg befogadja. Pél-
déul A médszerrél cim( pératlan értéki irdsdt
akésdbbi korok embere ahelyett, hogy tanul-
manyozta volna, inkdbb levakarta a pergamen-

161, hogy mds, valldsos szoveget irjon ra.

Tudoménytorténeti szempontbdl sem
gyakori, hogy egy tuddésnal nemcsak a kész
eredményt, hanem a hozzd vezetd utat is
tanulmdnyozhatjuk. Arkhimédész A mdd-
szerrél cim(i munkajaban betekintést enge-
dett a muhelytitkaiba, igaz, alig egy évszdza-
da ismerjiik csak ezt az irdsit, amelyet egy
palimpszeszten fedeztek fel. Nehéz mds szt
taldlni rd, mint, hogy gyonyort a médszer,
ahogyan egy mechanikai modellen keresztiil
jut el a felismeréstl a bizonyitdsig, és ltala
képes kiszdmitani egy parabolaszelet teriile-
tét vagy a gomb térfogatat. Az Eudoxosz éltal
felfedezett kimeritési modszert, mely az 6ko-
ri matematika csticsteljesitménye volt, Ar-
khimédész tokéletesitette, és alkalmazta leg-
eredményesebben. Kr. e. 212-ben Siracusa
ostromakor az 6reg tuddst lesziré rémai
katona, ha nem is végsé dofést adott az antik
matematikdnak, mindenesetre lezdrta annak
egy olyan periédusat, amely majd csak évszd-
zadokkal kés6bb a reneszdnsz idején tor is-
mét felszinre a matematika torténetében.

A matematika a kozépkori Eurdpdban
és Keleten

A gorég matematika alapvet8en geometriai
jellegti volt, még az algebrai és szimelméleti
gondolatok is geometriai kontosben jelent-
keztek. Bar a gorog geometridtdl az dltalinos
szabdlyok és képletek vildga idegen volt, az
Aritmetika cim( miivében a III. szézadban
élt alexandriai Diophantosz mar behatéan
foglalkozott az egyenletek megoldisdval, a
szamelméletben ma is nevét rzik a diophan-
tikus egyenletek. Az alexandriai matematikai
életnek az llamvalldssd vélt kereszténység
vetett véget. Hiptids, a kivalé matematikus-
ndt az alexandriai plispok dltal uszitott to-
meg 415-ben megdlte, majd egy évszdzad
mulva, 529-ben justinianus csdszér bezdratta
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az Gjjdalapitott athéni akadémidt. A keresz-
tény vildgbdl eltizott tudésok a Perzsa Biro-
dalomban taldltak 4j hazit.

A Rémai Birodalom bukésa utdn a ma-
tematika fejlédése Perzsidn 4t Indidba veze-
tett, onnan pedig arab kozvetitéssel vissza
Eurdépdba. A kézépkori Eurépa matemati-
kdjdt inkabb a tanulds jellemezte, mintsem
az Ujat alkotds, eredményei nem haladtak
meg sem az Skori gorogok, sem a Kelet ma-
tematikdjat. A kozépkorban a gorog mate-
matikai irodalom jelentds részét arabra for-
ditottdk, és az arab tudésok sokban tovibb
is fejlesztették az azokban foglaltakat. Az
indiai matematika tizes helyi éreékii {rdsmod-
ja és trigonometridja arab kozvetitéssel jutott
el Eur6pdba, ahogyan a kereskedSk révén az
arab tuddésok munkai mellett a gorogok
eredményeit is igy ismerhették meg az eurd-
paiak. Mindez azonban a XII-XIII. szdzad-
ban kezdédott el, a korai kézépkorban az
eurdpai matematika még alacsony szinvona-
lon 4llt. A szdmolds szabdlyait sok helyen a
kozépkor uralkodé filozéfiai irdnyzata, a
skolasztika megalapozdjénak, Boethiusnak
az aritmetikakonyvébdl tanultdk. Minden-
kor fontos volt, hogy az iristuddk bizonyos
egyhdzi tinnepnapok ddtumat helyesen szd-
mitsék ki. A VIII. szézadban élt angol szer-
zetes, Aleuin feladatgy(jteményét, a Felada-
1ok az ifjak elméjének élesitésére cim munkdt
szintén hosszti id6n keresztiil haszndltdk.

Az arabok hatdsdra az algebra kezdett
fokozatosan elvalni a geometridt6l. Az arab
matematika legnagyobb hatdsti munkaja a
VIIL és IX. szdzad forduldjan éle A-Hudrizmi

Al-kitdb al-muktaszdr fi-hiszdb al-dzsabr
valmukabala (Rovid konyv a helyrerakdsrol
és az Gsszevondsrol) cimi klasszikus konyve
volt, amelynek cimébél az al-dzsabr-bdl szar-
mazik az algebra szavunk. Al-Hvérizmi a

negativ szimokat még nem ismerte, igy az

elsé és masodfokui egyenleteknek hat kiilon-
boz4 alaptipusit valasztotta szét, és megmu-
tatta, hogy a kiilonb6z6 egyenletek hogyan

vezethet6k vissza a helyrerakds (al-dzsabr) és

az Osszevonds (mukabala) segitségével ezek-
re az alapfeladatokra. Goérog hatdst mutat,
hogy Al-Hvérizmi a megoldis geometriai

igazoldsat is sziikségesnek tartotta. A XI. és

XII. szdzad fordul6jan élt perzsa Omar Khaj-
jam még tovibb fejlesztette az egyenletek
megolddsdnak tudomdnyat, 6 mér bizonyos

harmadfokd algebrai egyenleteket is meg

tudott oldani kapszeletek segitségével. Az

arabok a parhuzamossdgi problémdt kivéve

més elméleti jellegli geometriai probléméval

nemigen foglalkoztak, a sikbeli és gdmbi

trigonometridban azonban sok szép ered-
ményt értek el, é pontos tabldzatokat készi-
tettek a kiilonbozd szogfiggvényekre.

Eurépdban a XII. sz-ban indult meg az
egyhdzi iskoldk egyetemekké fejlédésének
folyamata, Bologna utdn Pirizs és Oxford
egyetemei is megnyiltak. Az egyetemi okta-
tds igényelte a latin nyelvii tudoményos for-
ditdsokat, igy elkezdték a legfontosabb gorog
és arab nyelvii szovegeket 4tiiltetni latinra.
Ekkor forditotték el8szor Euklidész geomet-
ridjat és Al-Hvarizmi algebrdjat is latinra.

A kozépkor legkivalobb eurépai mate-
matikusa a XII. é XIII. szdzad forduléjin
éle pisai Leonardo (ismertebb nevén Fibonacci)
volt. Az arab vildgban kereskedéként tett
utazisai sordn ismerkedett meg az algebréval
és az indiai—arab szdmirds elényeivel. Hazatér-
te utdn 1202-ben irta meg Liber abaci (Kényv
az abakuszrél) cimi korszakalkoté munkajit.
Ilyen szinvonalt konyvet az aritmetikdrdl és
az algebrdrdl tobb mint kétszdz évig nem
irtak. Ebben a mivében szerepel nevezetes

feladata a nyulakrdl, melynek megolddsa a
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Fibonacci-sorozatra vezet. A Fibonacci-so-
rozat képzése egyszerli: 1,1, 2,3, 5,8, 13,.... és

igy tovabb, minden szdm az el8tte 1év6 két

szdm Osszege. A sorozat ma is olyan népsze-
rli, hogy kiilon folydirat, a Fibonacci Quar-
terly kozli a vele kapesolatos 4j eredményeket.
A tovibbiak szempontjdbél fontosnak tartjuk
megjegyezni, hogy egy alkalommal, amikor
a palermdi tudés, Magister Johannes nehezet

akart kérdezni Fibonaccitél, egy harmadfo-
ka egyenlet megolddsdt adta fel neki prob-
lémaként. Ennek a feladatnak 4ltalinos

megolddsdval azonban akkor még senki sem

boldogult, bar éppen Fibonacci volt az, aki

megmutatta, hogy az

X% +2X° + 10X = 20

egyenlet megolddsai nem fejezhetdk ki

euklideszi irraciondlisokként (vagyis

Va++/b

formaban). Ez abban a korban rendkiviil
szokatlan kérdésfelvetés és eredmény volt.
AXIV. szézad két matematikusa, 7homas
Bradwardine és Nicholas Oresme mér egy \j
korszak el8hirnokei voltak. Bradwardine-
nak 6ndllé matematikai eredménye nem volt
ugyan, de a continuumrdl és az infinitumrol
vallott nézetei olyan skolasztikus vitdkat in-
ditottak el, amelynek hullimai tovabbgyi-
rliztek a késébbi évszdzadokba is. A francia
Oresme tovabbvitte Bradwardine munkait,
eljutott a tortkitevdjli hatvanyokkal végzett
miiveletek szabdlyaihoz, és kozel jutott a de-

réksz0gli koordindta-rendszer fogalmahoz is.

A matematika a reneszdnsz kordban

AXV-XVI. szizadban az eur6pai matemati-
kdban is tjjdsziiletés toreént. A kényvnyom-
tatds feltaldldsdval megjelentek az els§ mate-

matikai tdrgyti nyomtatott konyvek: 1482-
ben Velencében az euklidészi Elemek latin
forditdsa, majd Appoloniosz Konikdja és
Diophantosz Aritmetikdja. Szimos Gn. arit-
metika (szdmtankonyv) is napvildgot ldtott,
amely a szdmols 0j szabdlyait igyekezett el-
magyardzni olvaséinak. Erdekességként
megjegyezziik, hogy a magyar szerz6t6l szdr-
maz6 elsé nyomtatott matematikakonyv is
egy aritmetika volt: Magister Georgius de Hun-
garia (Magyarorszégi Gyorgy mester) Arith-
metice summa tripartita (Az aritmetika hd-
rom részbdl all6 foglalata) cimdi latin nyelvii
munkdja 1499-bél, amely Hollandidban je-
lent meg. Nemcsak a kereskeddk igényelték
az ilyen jellegi munkakat, hanem, ahogyan
Gyorgy mester is irja konyvének elején, mun-
kdjdt papok figyelmébe is ajanlja, mivel olyan
feladatot is tdrgyal, amelybdl kideriil, hogy
akanonokok és a kdplinok miként osztozza-
nak az eklézsia jovedelmén. Az észak-italiai,
a dél-német és a francia kereskedelmi véros-
ok céheiben dolgozé tn. szimolémesterek
szdmdra szintén fontos volt, hogy az indiai—
arab szdmjegyekkel val6 szimoldsban ottho-
nosan mozogjanak. A matematika a rene-
szansz idején kezdett egyre inkdbb eltivo-
lodni a filoz6fidtdl, és kozeledett a természet-
tudomdnyok és az alkalmazdsok felé.

A XV. szdzad kdzepén Regiomontanus
(1436-1476) munkdssigival 4j fejezet kezds-
dotra matematika torténetében. Regiomonta-
nus neve eredetileg fohannes Miiller volt, la-
tinos neve Konigsbergre utal, mivel a mel-
lette fekvé Unfindenben sziiletett. ,Magyar
nevén” Ggy is szoktunk rd emlékezni, mint
Kirdlyhegyi Jdnosra, hiszen Budin is jart M-
tyas kirdly meghivdsra, hogy rendezze az
idekertilt gorog kéziratokat. Itt tartézkoddsa
alatt egy ideig a pozsonyi egyetemen tanitott,
és egy csillagdszati konyvet is irt.
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Regiomontanus 6 miive a De triangulis
ommnimodis libri quingue (Ot kényv minden-
féle haromszogekrol) cimet viselte. Ebben a
munkdjiban Regiomontanus el8szor fligget-
lenitette a trigonometridt a csillagiszattdl.
Eurdépdban ez volt az elsd ilyen munka, in-
nen szokds a trigopnometridt a matematika
killon dgaként tekinteni. (Megjegyezziik,
hogy az arab matematikdban Nasziraddin
at-Tiiszi mér a XI11. szdzadban megtette ezt,
de eredményei nem jutottak el Eurépiba.)

Tobb matematikatorténész is tigy gon-
dolja, hogyagdrogok utin Regiomontanusndl
jelent meg elséként optimalizaldsi, vagyis
sz8lséérték-szamitasra vezetd feladat a mate-
matikai irodalomban. Regiomontanus ki-
terjedt levelezést folytatott. Egyik levelében
az aldbbi maximalizalasi problémdt irta meg
Christian Roder erfurti professzornak 1471-
ben: A talaj mely pontjdrdl larszik egy fiiggdle-
gesen felfriggesztett rid a leghosszabbnak, vagyis
melyik pontbol lesz a legnagyobb a litdszige?
Regiomontanus megolddsa nem ismeretes,
a feladat azonban ma is kellemes probléma
lehet kozépiskolasok szamdra. Levelezésében
az algebrit geometriai feladatra alkalmazé
problémdi koziil akadt, amelyik harmadfoki
egyenletre vezetett, azonban ennek megol-
déséval nem tudott megbirkézni.

Regiomontanus' taldlta meg az 6todik
tokéletes szamor. Egy poritiv egész szdimot toké-
letesnek neveziink, ha az megegyezik a ndlé-
ndl kisebb osztéinak dsszegével (pl. a 6 toké-
letes szdm, mert 6=1+2+3). Euklidész az Ele-
mekben megmutatta, hogy ha p olyan prim-
egész szdm, amelyre 2 - 1 is prim, akkor a
27(2¢-1) tokéletes szdm. Az dkori gorogok
négy tokéletes szimot ismertek, ezek a 6, 28,
496 és a 8128. Az 6todiket Regiomontanus

' Regiomontanus életérd] és munkdssdgdrdl lisd még
Barlai Katalin tanulmdnyét — & szerkesztd megjegyzése

taldlta, ez a 33 550336. Jelenleg negyvennégy
tokéletes szdmot ismertink, szdmitdgépek
segitségével ma is folyik a kutatds Gjabbak
utdn. Tébb mint kétezer éve azonban senki
nem tudja, hogy vajon véges vagy végtelen
sok tokéletes szam van-e, illetve, hogy van-e
pératlan tokéletes szim. Euklidész elébbi

Jformuldja”, amint kénnyen beldthaté, csak
pérosat tud elééllitani.

A XV-XVI. szdzad fordul6janak nagy
matematikai enciklopédidja Luca Pacioli
(1445-1514) Summa de Arithmetica, Geometria,
Proportioni e Proportionalita (Az aritmetik-
nak, geometridnak, mértékeknek és ardnyla-
taiknak foglalata) cim, olasz nyelvii 6sszefog-
laldsa volt. A konyvben a mar emlitett toké-
letes szimokrol az szerepel, hogy azok csak
6-ra vagy 8-ra végzédhetnek, mert mig a szd-
nalomra méltok rendetleniil élnek, a jok és
tokéletesek megtartjak az el8irt rendet.

Pacioli summézatiban mér egy szérovi-
ditésekbdl all6 algebrai jelrendszerrel is taldl-
kozhatunk, ahol az ismeretlennek kiilon jele
van. A konyv sok érdekes feladatot tdrgyal a
félbemaradt kockajdték sordn valé igazsdgos
pénzelosztdstdl a kiilonbozd geometriai, pél-
ddul korpakoldsi feladatokig. Pacioli nagy

figyelmet szentel a kettds konyvelés ismerte-

I kép * Jacopo De Barbari: Luca Pacioli
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tésére is. Munkdjinak egy része magyarul is
napvildgot latott Konyves 16th Kalmin fordi-
tdsdban. Az eredeti konyv 1494-es kiaddsdnak
fakszimile valtozatdt a megjelenés soo. év-
forduldjén Magyarorszégon 4jbdl kiadtak.

Pacioli az algebrara az ars magna, a ,nagy
miivészet” megnevezést haszndlja, elkiilonit-
ve az algebrit az aritmetikdtdl. A kényv végén
azt irja, hogy a harmadfoku egyenletek meg-
olddsihoz ,,még nem létezik az algebra mu-
vészetében mddszer, mint ahogy nem létezik
a kor négyszogesitésének mddszere sem”.

Luca Pacioli irta, bardtja Leonardo da
Vinci kérésére a De divina proportione (Az
isteni ardnyossdgrol) cim(i munkajdt, amely
az aranymetszés nyoman kapta a cimét. Az
aranymetszés ardnydnak meghatdrozdsa a
kovetkezd probléma megoldésat jelenti:
osszunk fel egy szakaszt két részre gy, hogy
a rovidebb szakasznak a hosszabbhoz vett
ardnya megegyezzen a hosszabb szakasznak
a teljes szakaszhoz viszonyitott ardnyéval.
Ezzel a kérdéssel és ennek az , isteni ardnynak”
az alkalmazdsdval a miivészetben az dkori
gorogok kezdtek el foglalkozni. Luca Pacioli
is Euklidész Elemei nyomdn tirgyalta a kér-
dést, amely a reneszdnsz mivészetben nagy
szerephez jutott. A konyv szdmdra Leonardo
da Vinci rajzolta meg annak poliéder-dbriit,
cserében a matematikus szerzetes kiszdmol-
ta Leonardénak, hogy mennyi fémre van
szitksége egy lovas szobor elkészitéséhez.
Leonardo maga is szerette a matematikat, egy
helyen igy irt: ,,Aki nem matematikus, az ne
olvasson engem, mert én az vagyok minden-
kor az elveimben”.

A festészetben az aranymetszésen kiviil
persze sokkal fontosabb dolog is megjelent
a reneszdnsz idején. A festSk ekkor taldltak
1d egy a val6sg ldtszatdt kelt§ dbrazoldsi
modra: a perspektivdra. A médszer lényege

az volt, hogy a képen a pdrhuzamosoknak
egy pontban, az Gn. eltinési pontban kellett
metszeniiik egymast, és a kiilonb6zd irdnyt
parhuzamosok metszéspontjainak a horizon-
tdlis vonalba kellett esnitik. Ennek eredmé-
nyeként olyan képeket tudtak festeni, hogy
a festményrdl megéllapithat6vd valtak a tar-
gyak tényleges térbeli elhelyezkedési viszo-
nyai. A képszerkesztés festd-geométer meste-
rei kozote Pierro della Francesca miive lett a
legismertebb 6sszefoglaléja a perspektivatan-

nak.
A harmadfokii egyenlet megolddsa

A reneszdnsz matematika egyik legszebb ered-

ménye annak megmutatdsa volt, hogy van
dltaldnos megoldé eljdrds a harmadfoku
egyenletek gyokeinek algebrai meghatdrozd-
sdra. Ez meghaladta mind az antik, mind a
keleti tudésok ismereteit.

Elséfoku egyenleten az ax + & = 0 alaku
egyenletet értjiik, ahol # = 0. A megoldisa
egyszerli: x = - b/ a. A masodfoku egyenlet
alakja ax* + bx + ¢ = 0 ahol @ = 0. Megoldd-

sai az

x =btVb-qac
12 2a

megolddképlet alapjin hatdrozhaték meg.
Ezt minden kozépiskolds didk tudja (vagy
legaldbbis tudnia kellene). Ma azonban ter-
mészetesnek vesziink sok olyan matematikai
ismeretet is, amelyek kikristdlyosoddsihoz
és természetessé véldsdhoz val6jaban hosszi
id6nek kellett eltennie.

Kezdjiik azzal, hogy a negativ szimokat
Eurdépa matematikdja sokdig nem is ismerte,
ahogyan az arabok sem hasznltdk Sket. Meg
kellett bardtkozni ezekkel a korai hivatkozd-
sokban, hol ,fiktiv”’, hol ,,abszurd” szimok-
nak nevezett, hidnyt jelold értékekkel, amiket

még Descartesis ,hamis” szimoknak nevezett,
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bér azért mér szdmolt veliik. Tehdt a rene-
szdnsz idején az ax + b = 0 egyenlet inkdbb

igy jelent volna meg: ax = b, ahol a és & pozi-
tiv szamok. Igy jelent volna meg, ha lett

volna ,betliszimtan”. Persze kezdetben még

az sem vol, fel kellett el6bb tallni. Nagyon

fontos ezért a francia Frangois Viéte (1540~
1603) munkdssdga, aki bevezette a betliegytitt-
hatdkat és kidolgozta az algebrai mennyisé-
gekkel valé szdmolds szabdlyait. O az ismeret-
leneket magdnhangzékkal, az ismert meny-
nyiségeket massalhangzdkkal jeldlte. Erde-
mes megjegyezni azt is, hogy a megold6 el-
jérdsok nagyon sokdig geometriai és nem

algebrai megfogalmazasban jelentek meg. Ez

vezethetett oda, hogy a negyedfoku algebrai

egyenlettel voltak, akik nem is foglalkoztak,
hiszen a médsodfokd egyenletek a teriiletsza-
mitdssal, a harmadfoka a térfogatszdmitéssal

hozhat6k kapcsolatba, de mit jelentsen egy
negyedfoku egyenlet?

A misodfoku egyenlet dltalinos megoldé-
képlete tulajdonképpen egy eljdrds, algorit-
mus, amelynek segitségével a gyokok kiszd-
molhatdk az egyenlet egytitthatdi (2, 4, ¢), a
négy alapmiivelet és a gydkvonds véges szd-
mu alkalmazdsival. A harmadfoku, vagyis
azax? + bx* + ox = o alakd egyenletre (2 = 0)
hasonl6 éltaldnos megold$ eljards azonban
még a XV. szdzad végén sem volt ismeretes.
Bizonyos specidlis eseteit meg tudtik oldani,
de olyan médszert, amelyet minden esetben
sikerrel lehetett volna alkalmazni, nem ismert
senki. A keleti matematika is csak specialis
eseteivel tudott megbirkdzni, pedig sok
matematikus taldlkozott valamilyen feladat
kapcsdn azzal, hogy végiil meg kellett volna
oldania egy harmadfokui egyenletet. Persze
kérdés az is, hogy mit jelent megoldani egy
egyenletet. Sokdig ez azt jelentette, hogy meg
kellett szerkeszteni a megoldast. Az ékori

gorogoknél egy matematikai mennyiség 1é-
tezése annak megszerkeszthetGségét jelentet-
te. Mdr ndluk is felmeriilt olyan probléma,
amelynek megolddsa harmadfoku egyenlet
gyokének megszerkeszthetdségét igényelte
volna. Ilyen volt példdul a kockakett6zés
problémdja, vagyis adott kocka térfogatinak
dupldjdval megegyezd kocka oldalhosszanak
megszerkesztése. Az csak a XIX. szézadban
dertilt ki, hogy ez korzd és vonalzd segitsé-
gével megoldhatatlan feladat.

A reneszénsz idején tobbszor eléfordult,
hogy a matematikdban és a szimolds terén
jératosak matematikai pdrviadalokat vivtak.
Ezek afféle matematikai lovagi torndk voltak,
ahol az ellenfelek harmadfoku egyenleteket
kaptak, és az volt a nyertes, aki meg tudta
oldani az ellenfelei problémadit. Mivel dltald-
nos megoldé eljdrdst nem ismert senki, igy
ezek a ,matematikus lovagok” gyakran vala-
milyen egyedi 6tlettel probélkoztak.

A harmadfoku egyenletekre vonatkozé
dltaldnos megoldést taldn Scipione del Ferro
(1465-1526), a bolognai egyetem professzora
taldlta meg eldszor. Ferro az x* + ax = b ala-
ka egyenletek megoldéséra vonatkozo ered-
ményét azonban titokban tartotta, csak élete
vége felé vejének és egyik tanitvanydnak An-
tonio Maria Fiorénak drulta el. Fiore a titok
birtokdban 1535-ben matematikai parbajra
hivtaki Zartaglidt (1499/1500-1557). Tartaglia
eredeti neve Niccolo Fontana volt, aki egy
gyerekkori gégesériilése miatt kapta a Tarta-
glia (dadogés) cstfnevet.* Tartaglia tapasztalt
volt a matematikai parbajokban. Kezdetben
nagy 6nbizalommal fogott hozzd Fiore fel-
adataihoz, mivel azok az el6bb emlitett ti-
pust nehéz egyenletekhez tartoztak, amelyek-

* A fizika terén végzett tevékenységével Kovdcs Ldszlo
tanulmdnya foglalkozik cikkgy(ijjieménytinkben - 2

szerkesztd megjegyzése.
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16l ugy gondolta, hogy maga Fiore sem
tudja megoldani 8ket. Ahogyan azonban
kozeledett az 6tvennapos hatdridd lejirta
(ekkor kellett leadni a megolddsokat), Tarta-
glia arrdl értesiilt, hogy Fiore allitdlag birto-
kéban van egy ltaldnos médszernek, amely-
lyel tetsz8leges harmadfokui egyenletet meg
tud oldani. Tartaglia e hir hallatdn nagy am-
biciéval vetette bele magita munkaba, hogy
& is rdjojjon a titok nyitjdra. Tartaglidnak
nyolc nappal a hatdridé lejdrta el6tt sikeriile
megtaldlnia az dltaldnos megold6 eljarast, és
le is gy6zte ellenfelét a viadalon, aki egyéb-
ként Tartaglia egyetlen feladatit sem tudta
megoldani.

Tartaglia ezutdn természetesen maga is
titokban tartotta az jj eredményt mindaddig,
amig Girolamo Cardano (1501-1576) ki nem
csalta téle. Cardano kora egyik leghiresebb
orvosa volt, szabad idejében azonban sok
minden mdssal, igy matematikdval is foglal-
kozott. Nagyon sok konyvet irt, melyek egy
része nyomtatdsban megjelent, mdas részitk

2. dbra * Niccolo Fontana (Tartaglia)

kéziratban maradt meg, megint més részitk
megsemmistilt.

Cardano 1539-ben fejezte be elsé matema-
tikai témdja konyvét a Practica arithmetica
generalis (Az dltalanos aritmetika gyakorlata)
cim(i munkéjdt, é amikor megtudta, hogy
Tartaglia birtokdban van a ,nagy titoknak”,
szerette volna médszerét a konyvében meg-
irni. Gingyikin magyarul is megjelent mate-
matikatorténeti munkdjdban szé szerint is
olvashatjuk Cardanénak ekkor Tartaglidhoz
intézett szavait (igaz, a szerzé megjegyzi, hogy
ezek Tartaglia feljegyzéseibdl keriiltek el6,
amelyek tartalmdt Cardano kivdl$ tanitvd-
nya, Lodovico Ferrari nem mindenben ersi-
tette meg): ,, Eskiiszom Onnek az Ur Szent
Evangéliumdra, és nem csak egy igaz ember
szavdt adom Onnek, hogy soha nem publiked-
lom az On felfedezését, ha rim bizza, de igérem
azt is, & legyen igaz keresztény lelkiismeretem
az On biztositéka, hogy oly médon titkositom,
hogy haldlom utdn senki sem tudja majd elol-
vasni a feljegyzetteket. Ha On tigy gondolja,
hogy megérdemlem a bizalmat, akkor tegye meg
nekem ezt a szivességet, ha pedig nem, akkor
Jejezziik be ezt a beszélgetést.”

Tartaglia erre dllitdlag igy reagdlt: ,,Ha
nem fogadndm el az On eskiijét, akkor termé-
sgetesen rdszolgdlnék arra, hogy istentagaddnak
tartsanak.”

Tartaglia eldrulta médszerét, s6t megol-
désdt egy latin vers formdjiban adta 4t Car-
danénak. Megnyugtatd volt a szimdra, hogy
Cardanénak az Gjonnan megjelent kovetke-
z6 konyvében tényleg nem szerepelt a har-
madfoku egyenlet megolddsa. Tudni kell
azonban még azt is, hogy Tartaglia a megol-
déképletet mindennemi bizonyitds nélkiil
adta 4t Cardandnak, aki aztdn sok energidt
fektetett annak ellenérzésébe. Ez az akkori
matematikai irisméd mellett kordntsem volt
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trividlis feladat. Cardano rengeteget dolgozott
azon, hogy teljes egészében tisztdzza a har-
madfoku egyenletek megolddsanak médsze-
1ét, és — ldssanak csoddt! — néhdny év malva
egyik Gj konyvében mégis publikdlta azt.

1545-ben jelent meg Cardano Aris mag-
nae, sive de regulis algebraicis, liber unus (A
nagy mivészet, vagyis az algebra szabélyairdl)
cimi nagy, matematikatorténeti jelentdségli
munkdja, amelyet roviden csak gy szoktunk
emlegetni, hogy az ,Ars magna”. A konyv
az dltaldnos harmadfoki egyenletek megol-
désa mellett a negyedfokdakkal is foglalko-
zott, amelyek megolddsdra Ferrari eredmé-
nyeit is megtalljuk a kdnyvben.

Vizlatosan nézzitk meg, hogyan is oldot-
ta meg Cardano az x* + ax = b egyenletet.
Rogton az elején megjegyezziik, hogy nem
igy, ahogyan most fogjuk tdrgyalni, ez csak
otletében egyezik meg Cardano médszerével,
néla a geometria nyelvén volt megfogalmaz-
va az a megoldds, amelyet mi a mai algebrai
szimbolikdval ismertetiink.

Keressiik a megolddst x = 3 — ot alakban.
Ekkor x + o = 3, amit harmadik hatvdnyra
emelve % + 3x°0L + 3x07 + o = [ adddik.
Am az el6bbi egyenlet x° + 30x = B — o
alakra hozhatd, felhaszndlva, hogy 3x*or +
3x0¢ = 3303 Osszehasonlitva a kapott egyen-
letet a kiindulasival, most az mondjuk, hogy
az adott (2,6) szdmpdrhoz taldljunk olyan
(01,3) szdmpart, hogy teljesiiljenck a 308 = 2
és [ — o = b egyenlSségek, vagy ami ezzel
egyenértékd, a

B (o) =2 ésa B+ (o) =t

egyenletek. A mésodfoku egyenlet gyokei és
egylitthatdi kozti dsszefliggés alapjan, viszont
ez azt jelenti, hogy a }? é - of ésa szdmok az

3
yby-yo=o

az egyenlet megolddsai kell hogy legyenek.
Vagyis a feladatot visszavezettiik egy masod-
fokti egyenlet megolddsdra, tehdt

b .| @ b b &
&:?+ Z+ZT7 (& —(ﬁ:;- Z+2—7
feltéve, hogy B> ol Az eredeti egyenlet egy
megolddsa igy

_i/b [ af_\’/_b [0

A fentiekben csak a gondolat szelébdl
érzékeltettiink valamicskét. Az altaldnos
harmadfoku egyenlet megoldésakor szimos
fontos részletkérdés mertilt itt még fel, ame-
lyek sordn Cardano nemcsak negativ, hanem
komplex szdmokkal is szimolt.

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICI, PHILOSOPHI, AC MEDIC I,

ARTIS MAGNAZE,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qui & rotius operis de Arithmerica, quod
OPVS PERFECTVM
infariplic,eftin ordine Decimus,

Abes inhoclibro, ftudiofe Le&or, Rgguhg Alpebraicas (Trali, dela Col
(2 uocant) nouis adir ionib '!grb jbus ab Authorcita
locuplecatas,ut pro pauculi Igg eritis.iam {epuags ferine. Nes
g1 folum , ubiunus numerus alteri,aut duo unf,ucrum etiam,ubiduo duobus,
aut eresuni gquales fuering,nodum explicant.  Huncadt librumideo fcore
fim edere placuit,uc hoe abftrufifsimo, & pland inexhaulto totius Arithmerl
cx thefauroinlucem eruto, & quali in theatro quodam omnibus ad fpectan
dumexpofito, Lectores incitarérur,ut reliquos chm Perfectilibros, qui per
Tomos edeatur,tanto auidiusamplectantur,ac minore faftidio perdifcants

3. dbra » Cardano Ars Magna cimi konyvé-
nek cimlapja
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A harmadfoka egyenletek megolddsinak
fenti torténete a valdsignak egy gyakorta
mesélt lehetséges viltozata. Egyes matemati-
katorténészek szerint a dolog azonban egé-
szen mésképpen tortént. Annak kideritése,
hogy mi az igazsdg, még tovabbi kutatdsokat
igényel, feltéve, ha egyaltaldn valaha is kide-
riill. Ma mindenesetre az egyetemeken a
harmadfoku egyenlet megolddképletét Car-
dano formuldjaként szokds emlegetni.

A harmad- és negyedfokd egyenletek
megoldhatdsiga azonban wjabb kérdést ve-
tett fel a matematikusoknak: mi a helyzet az
otodfokud egyenlettel? Ott is van megoldé-
képlet? Ennek térgyaldsa azonban mar mesz-

szire vezetne benniinket, egészen a XIX. szd-
zadig, amikor is Niels Henrik Abel és Paolo
Ruffini megmutattak, hogy ott mdr remény-
telen dltaldnos gyokképletet taldlnunk, mert
biztosan nem létezik olyan. Sét, semmilyen
4-nél magasabb foku esetben sincs. Bizonyos
specidlis egyenletekre persze van algebrai
megoldis, csak minden esetben haszndlhat6
gyokképlet nincs. Azt, hogy melyekre van és
melyekre nincs, azt a Galois-elméletbd] tud-
hatjuk meg. De az mdr egy mésik torténet.

Kulcsszavak: algebra, geometria, harmadfoki
egyenlet, matematikatorténet, Cardano, Luca
Pucioli, Regiomontanus, Tartaglia
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