Kozelitd és szimbolikus
szamitasok haladoknak

3. eldadas

A sajatérték-probléma numerikus
megoldasa



Sajatertek, sajatvektor

Definicid . Legyen A n-ed rendd matrix. A

A

Cszamot az A sajatértekének hivjuk, ha

létezik olyan vUC",v#0 vektor, amellyel

AV = Av.

Ekkor v-t a A -hoz tartoz6 sajatvektornak
mondjuk.




Sajatertekek

 Egy A matrix sajatéertékei pontosan a

0,(1) =det(A-Al)

karakterisztikus polinomjanak a gyokei.

det(A—-Al) =

Ay~ / A, A5 e A,
dyq Ay, ~ / Ays e Ay,
ad, 11 A1 R - NN B / A,_1n

A A A n-1 ay, —




Sajatertekek

e Triangularis matrix sajatertekei a matrix
féatlojaban allo elemei.

» A karakterisztikus polinomot szokas az alabbi
alakban is felirni:

p() = (D" (N -a - - a A - a,)

* Egy p,(A) polinomhoz tobb olyan matrix is
megadhato, amelynek az adott polinom a
karakterisztikus polinomja. Ezek kozul
ktldndsen fontos a polinom kiséré matrixa.



Karakterisztikus polinom
kiserdé matrixa
Az alabbi
p.A)=(-D"N"-a A" -..—a_A-a)
polinomhoz tartozo kiséré matrix

‘o, a, a, - a
1 0 0 - O
C,=|0 1 " .
. . .00
0 -~ 0 1 0,



Osszefliggés a matrix sajatértékei,
determinansa és nyoma kozott

b) (-1)"a, =detA= |_| A
j=1



Bizonyitas

a) Irjuk fel )" egyutthatéjat, felhasznalva a
karakterisztikus polinom elobbi két,
valamint a gyoktényezos alakjat!

-1'(-a) = ()Y a, = ()" (-DA

Szorozzuk meg az eldbbi egyenléseget
(-1)"*-nel!

N N
a, = 2.4 :ZAJ'
= =



Bizonyitas

b) Tekintsuk a karakterisztikus polinomnak a
A = 0Ohelyen vett helyettesitési értékét!

(-1)"(-a,) =det(A-0I) = (-1)" |_l (=4))
j=
EbbGl kovetkezdleg
(D" a. =detA=[]A.

Innen rogton lathato az is, hogy egy matrix
akkor es csak akkor regularis, ha nincs O
sajaterteke. i



Peélda

2 1
A:(2 3) Sajatértékk: A, =1, A, = 4.

Karakterisztikus polinom: P,(A)=A°>—-51+4
tr(A)=2+3=5=A+1,=1+4
det(A) =4=AA, =104

5 -4
A karakterisztikus polinom kiseré matrixa: (1 0 j
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Hasonldsagi transzformacio

Definicio . Legyen A tetszdleges matrix,
pedig tetszoleges regularis matrix. Az

A~ TAT
hozzarendelést hasonldsagi transzformacio-
nak nevezzik. Azt mondjuk, hogy A hasonid
B-hez, ha |Iétezik olyan regularis T matrix,
hogy B=T *AT. Jele: A~ B.
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Hasonldsag

Allitds. Hasonlo matrixok karakterisztikus
polinomjailk megegyeznek és igy sajat-
értekeik Is azonosak.
Bizonyitas.
Legyen B=T "AT.
p.(A) =det(A—Al) =det[T (T AT - AT ™)

= detT det(T AT — Al )detT

= detT detT "det®B - AI)

= Pg(A)
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Az allitas megforditasa

o Az allitas megforditasa nem igaz. Az
alabbi A matrix sajatéertekei megegyeznek

az egységmatrix sajatertékeivel, a két
matrix megsem hasonloak.

4
Tt
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Hasonldsag

Allitas. Ha A~B és A egy sajatvektorrend-

szere {U,W,...l}}, akkor B sajatvektorrend-

szere felirhatd {4, \s:---Vy} formaban, ahol
v,=T u,  (I<j<n)

Bizonyitas.

Legyen U j az A tetszOlleges sajatvektora.

Ekkor D .
B(T "u,) =T "AT(T "u;)
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Bizonyitas (folyt.)

-1 —T-1 -1 —T-1
B(T™u,) =T AT(T ) =T*Au,
=T Au, =AT u,

A fenti egyenldség azt mutatja, hogy B
sajatvektorai, pontosan az allitasban
megfogalmazott moédon irhatok fel.
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A sajatértek-probléma
numerikus megoldasa
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Feladattipusok

e Hatarozzuk meg egy matrix 0sszes
sajaterteket.

e Hatarozzuk meg egy matrix 0sszes
sajatértéket es minden sajatertekéhez
egy-eqgy sajatvektort.

« Hatarozzuk meg egy matrix
minimalis/maximalis abszolut érteki
sajatertekét és hozza eqgy hozza tartozo
sajatvektort.
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A numerikus modszerek
fontossaga

Mivel egy matrix sajatéertékeinek a
meghatarozasanak problémaja ekvivalens
egy algebral egyenlet gyokeinek
megadasaval, igy a Ruffini-Abel tétel
miatt, nincs olyan véges, effektiv eljaras,
amellyel a sajatértékeket tetsz 6leges
matrix esetén pontosan meg tudnank
hatarozni.
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Sajatvektorok

o A tovabbiakban a hangsulyt a sajatértékek
kiszamitasara helyezzuk. Adott sajat-
értékhez tartozo sajatvektor, megkaphato
egy homogén linearis egyenletrendszer
megoldasaval. (Ha a sajatvektornak ismert
egy kozelitése, akkor a hatékonyabb
Inverz hatvanyiteracio is alkalmazhato.)
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Peélda

A:£2 1) Sajatértékk: A, =1, A, = 4.
2 3

A A-hez tartoz6 sajatvektor lehet minden
olyan| |vektor, amelyre v, +v,=0,aholV, # O,

A A-h6z tartoz6 sajatvektor lehet minden
olyan (jjvektor, amelyre v,=2v; ahol v, #Q
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Sajatertekek kozelitese
QR-transzformacioval
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QR-transzformacio

TetszOleges A matrix esetén képezhetd az
alabbi matrixsorozat:

A = QR
A<+1 = Rka

Q. ortogonalis matrix
R, felsd triangularis matrix.
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Tétel

AV, =QQ,..Q, ortogondlisésazu, =RR ...

felsd triangularis matrixokat bevezetve

a) A =(QQ,.. 'Qk—l)T A(QQ;...Q.)
:VkT—l'Aivk—l
b) A=V, U,.
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Bizonyitas

A bizonyitast k szerinti indukcioval vegezzuk.

k=1-re az allitas igaz.
a) Mivel a Q, ortogonalis matrix reguléaris és

A<+1 = Ql;r A<Qk

A<+l = Ql;r A<Qk
=Q (QQ:---Q)  A(QQ,...Q)Q

azindukciosfeltevésalapjarn

=(QQ,---Q)"'AQQ,...Q)
=V, AV..

igy
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b)

Bizonyitas

A1k+1 — Aipik
= AV U,
=AQQ,...Q)(RR.---R)
=(QQ,..-Q)ALRRL - R)

= QR+ Q)QuuRu(RRe4- - R)
:Vk+1U k+1

felhasznalva a V|, A ,; = AV, osszefiiggést.
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Parlett klasszikus
konvergencia-tétele a QR-algoritmusra

« Haaz A OOR™" matrixra teljesul, hogy sajatértékeit
alkalmasan indexezve |A|>|A,|>..]A,|>0 és megadhato az

Ai -et diagonalizalo olyan X matrix, amellyel
_1 _ . .
X"AX =D =diag{,,...,A.)

és létezik az X ' = LR felbontas, akkor

LimAk:lI(imRk:

A

[y

0
0

0

* *
A, *
0 A
0O --- 0

*

*

A

és ImQ =1I.

K - o
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A QR-algoritmus elonyel
» Mindig alkalmazhatd, mert minden matrixnak van
QR-felbontasa.

* Meg6rzi a szimmetriat.
Ha A, szimmetrikus, akkor

A<+1 = Rka = QI-(I- A<Qk
(A<+1)T — (QII A<Qk)T = A<+l

» A kerekitési hibakkal szemben stabilisan viselkedik.
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Eltolasos QR-algoritmus

* A QR-algoritmus konvergenciaja dontden
a sajatértékek elhelyezkedesétdl, a
| A |/|A; [hanyadosok nagysagatol fligg.

* A konvergencia jelentésen javithato az
eltolasos QR-algoritmus segitségevel.

Minden lepés el6tt meghatarozunk egy
alkalmaso,0Rkonstanst, es a kovetkezd

képletparokkal dolgozunk:
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Eltolasos QR-algoritmus

Az eltolt matrix ortogonalis triangularis felbontasa:

A —ol =QR

Forditott sorrendben 6sszeszorzas és korrekcio:

A<+1 = Rka T Ukl
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# Az eltolasos (.R transziorméacidét megvaldsitd Maple eljaras
# Az A=0.R felbontast a beépitett (RDecomposition eljaras adja

ELTOLT_QR_TRAFO := proc(A::'Matrix’(numeric), kKMAX::posint, epsilen: :positive)

local A1, Q1, Ri, MaxElem, i, k, j, n, feps, sigmak;
#option trace;
nse LinearAlgebra in
A1 := evalfiA); # lemasoljuk az A matrixot
feps := evalf(epsilen);
n := RowDimensiocn(A):
for k¥ from 1 while k<kMAX do
MaxElem := O:
for 1 from 2 ton do
for § from 1 to 1-1 do
if (abs(A1[1,3]) > MaxElem) then
MaxElem := abs(ai1[i,1]1);
end if;
end do;
end do;
#print(k, MaxElen);
if MaxElem > feps then
sigmak := Ai[n,n];
Q1,R1 := QRDecomposition(4l-sigmak*IdentityMatrix(n),fullspan);
Al := R1.01 + sigmak+*IdentityMatrix(n);
else return Al:
end if;
end do;
return Al;
end use:
end proc:
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Sajatertekek perturbacioja
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Sajatertekek perturbacioja

Feladat: JelGlje az A matrix sajatértékeit
A
aAA matrixszal ,perturbalt” A+ AA matrix
sajatértékeit A;,...,A. .
Adjunk felso korlatot a
A -4

eltéresekre.
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Sajatertekek perturbacioja
(Ostrowski-tétel)

» Legyenek az A[JR™" matrix sajatértékei

/]1, . ,An .Ekkor barmely & >0-hoz megadhat6
olyan ¢ >0 ,hogy ha a AAL R™"perturbalé matrix
normajara ‘AA“ <0, akkor aA,,...,A sajatértékei-
hez megadhat6 az 1,2,...,n egészek olyan J¢,---y ],
permutacioja, amellyel teljesil a

—~—~

ma Ai—A.‘sg

1<i<n J

egyenl6tlenseg.
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Sajatertekek perturbacioja

Egy explicit fels6 korlat a valtozasra:

A =7, <n((Al, +|A+aA], ) r Al

Abszolut norma.

A tovabbiakban feltesszuk, hogy tetszdleges
D diagonalis matrixra:

D] = mavd; |

1<j<n 33



Sajatertekek perturbacioja
(Bauer-Fike tétel)

e Ha az AOR™" matrix diagonalizalhato,
vagyis T7AT =D =diag(A,,...,A,) JC™

a T LJC™ regularis matrixszal, akkor
tetsz6leges AALIR™" perturbaci6 esetén
az A+ AA perturbalt matrix minden /]
sajatértékere igaz a

A = ;| < cond(TjaA

egyenlbtlenseq.

min
1<i<n
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Sajatertekek perturbacioja

« Ha az AOR™ matrix szimmetrikus, akkor
tetszéleges AAUR™ perturbacié esetén az
A+ DA perturbalt matrix A, sajatértékeire

min

1<i<n

A _;j‘SHAA“z'

Szimmetrikus matrixok sajatértékei mindig
jol kondicionaltak.
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

 Mutassa meg, hogy ha két matrix
sajatertekel megegyeznek és mindket
matrix diagonalizalhatd, akkor hasonloak.
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Gyakorlo feladatok

o KOzelitse az alabbi matrix sajatertekeit a
QR-algoritmussal.

(0 3 -5
4 -2 2
-4 3 -1,
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Gyakorlo feladatok

« Hatarozza meg az alabbi B(e)OR*és £ =0
esetben adddo B(0) matrix sajatértékeit es
sajatvektorait. Mit tapasztal?

0
ol
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