Kozelitd és szimbolikus
szamitasok haladoknak

0. eldadas

Kozelitések normalt linearis
terekben



Alapfeladat

Tekintstik a V normalt linearis térnek egy n
dimenzids G alterét és rogzitstuk G-nek eqgy
{0,,9,.... g, } bazisat. Tegyiik fel, hogy f OV .

Feladatunk f-nek a legjobb r-= Zag alaku p*
kOzelitéset meghatarozni, amelyre a
kOzelités hibdja minimalis , vagyis

[t = p*|<]f - p|
barmely pOG -re.



Alapkerdések

Vezessiik be a kovetkezd jeldlést: E,(f) =inf{|f - p|| pOG} .
Tehat p* pontosan akkor lesz a legjobb kozelités, ha

E<(F) =] f =P

A kit Gzott feladattal kapcsolatos alapvet 6 kérdések:
« Van-e olyan p*JG, amelyreE;(f) =|f - p*||?

. Egyerteimi-e p*?

. Milyen tulajdonsagok jellemzik p*-ot?

. Hogyan becsilhetd E.(f)?

. Praktikusan, milyen modon hatarozhaté meg p*?



Egzisztencia és unicitas



A legjobban kozelitd elem
egzisztenciaja

Tetel. AV normalt linearis tér tetszdleges f eleme-
hez |létezik V-nek az n dimenzids G altereben f-et
legjobban kozelité p* elem.

Bizonyitas.
E;(f) definiciojabol kdvetkezik, hogy megadhaté
olyan G-beli elemekbél &ll6 {p,} sorozat, amelyre

im ||t =p, [IFE(T)



A bizonyitas folytatasa

A haromszo6g-egyenldtlenséget felhasznalva
(TR el | L e
amib6l kovetkezéleg a{ p, } sorozat korlatos.
Vegyuk a p, =) B9 el6allitast, és igy a {B,} =
( §k>,ng>,...,ng>) korlatos venl<tor392rozatot, (a
sorozat korlatos, mert (ZB“)Z vektornormat
hataroz meg, igy a vektornormak
ekvivalenciaja miatt van olyan Y konstans,
hogy (jlggkfjmsyupk 1 és a {p,} sorozat korlatos).



A bizonyitas vége

A{p,} sorozat korlatossaga miatt kivalaszthato
belble egy konvergens részsorozat:

Bkl - B*-
Tekintsiik a p*=>.8g, 0G elemet! Mivel a { p}
részsorozatra
”pk| _p* |_) 01 Ilgy

[T =p* [T =Py, I+

0, P ll- Es(T)

ahonnan adodik, hogy p* az f-et legjobban

kOzelitd elem.



Unicitas

Az altalanos esetben az unicitas nem garantalt, igy

eléfordulhat, hogy egy elemnek vegtelen sok
legjobb kdzelitése van.

Példa. LegyenVv =R} G=R'=<g > ésf =€, Ha a
|| vektornormat hasznaljuk, akkor f-nek végtelen
sok legjobb kdzelitése van, hiszen tetszéleges
la| <1 mellett igaz, hogy

|f —ae| =1=E;(f).



Szigoruan normalt linearis ter

Definicid. A V normalt linearis tér szigoruan
normalt, ha tetszdleges a zérd elemtdl
kilonbozo f és h elemeére az

|f +h|=]f]+]h

egyenlésegbdl kovetkezik, hogy a ket elem
linearisan fluggo.




A legjobban kozelitd elem unicitasa

Tetel. Ha a V linearis ter szigordan normalt, akkor
tetszdleges f-hez legfeljebb egy G-beli legjobban
kOzelitd p* letezik.

Bizonyitas.

Tegyuk fel, hogy f-hez ket ktilbnb6z6 legjobban

kozelitd elem létezik p* és p**. Ekkor a
q*=1/2(p*+p*)

IS legjobban kozelité elem lenne.
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A bizonyitas folytatasa

Valoban, ugyanis az f elemet legjobban kozelitd
elemek a G altér konvex részhalmazat alkotjak. Ez
kdnnyen lathatd, mivel, ha )\ D[O,l], akkor

If—(Ap"+@-A)p ) IFIIA(F = p ) +@-A)(f - pT) |
<Af-p [+@-DIf-p |
=AEs (1) +(A-A)Es (1) = Eg(T).
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A bizonyitas folytatasa

Ekkor 1
Ec.(f)<|l f —q’|IH| f -E(DD+ ph) I

1 1
SEII f- IODII+§II f-p) = Es(f)
ami azt jelenti, hogy teljesul az
1 1 1 1
~—(f —p* Z(f —-o**) =l = (f - p* —(f —p**
II2( p)+2( p**) |l II2( p)II+II2( P**) ||
egyenldseg. A tér szigoru normaltsaga miatt

1 1
Z(f-p)=a=(f —-p**
2( P*) 2( p**)

12



A bizonyitas vege
1 1

“(fF-0Y=a=(f —p**
2( p*) 0(2( p**)

A-a)f =p -ap-
A fenti egyenl6segbol kovetkezdleg
a =1,
vagyis p'=p~,

ami ellenkezik kiindulasunkkal.
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Négyzetes kozelitesek
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Euklideszi tér

Definicido. AV linearis teret euklideszi téernek
(vagy linearis belsészorzat-ternek) nevezzik,
ha értelmezve van a ter tetszdleges f,h
elemeinek [f,h] belsd szorzata, azaz van olyan
[.]:vxVv - Rleképezés, hogy

(i) [f.f]=0és ha [f,f]=0, akkor f=0,

() [t,h]=[h,1],

() [t+g,h]=[f,h]+[g,h],

(iv) [af .h]=a[f,h], tetszbleges A skalarra.
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Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij
egyenlotlenseg

étel. Euklideszi térben tetszdleges f és h
elemekre

[f.h] <[, f1[h ]
Bizonyitas.
0<[f —th, f —th]=[h,hjt? =2, h] +[f, f]

Az el6bbi egyenl6tlenség minden t-re teljesdl,
ami csak ugy lehetséges, ha a t-re masodfoku
flggveny diszkriminansa nem pozitiv. 16



A bizonyitas vege
A(f,h])? -4 f,f][h,h] <0

[f,h]° <[f, f][h,h]

[f.h]<If,f1]hh]



Norma szarmaztatasa
belsd szorzatbOl

Tetel. Az [f|=+If.f1definicioval adott ||:V - R
leképezéssel V normalt vektortér.

Bizonyitas.

a)|f|z0, es halfl=0, akkor f=0 a bels6 szorzat
() tulajdonsaga miatt,

b)|of | =|a]|f| @ (Iv) tulajdonsag miatt,
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A bizonyitas vége

c) a haromszo6g-egyenlétlenseg a Cauchy-
Schwarz-Bunyakovszkij egyenldtienség
segitségével bizonyithato.

|f+h]"=[f +h, f+h]=[f, f]+2f,h]+[h,h] <
<(f, t1+2f[Ih|+[h bl = £ ] +[n])

[f+h]<lf[+]h]|
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Euklideszi tér

Tetel. Minden euklideszi tér szigoruan normalilt.

Bizonyitas. Ha f és g a ter ket tetsz6leges 0-t0l
kilonb6z6 eleme, akkor az alabbi egyenléségek és
egyenl6tlenségek teljestilnek:

| f+glP=[f+gllf+gl=[f, f]+2f g]+[g,q]<
<| FIF+21f, o1+l glP< Al fI+NlglD®

Itt vegig egyenldségek viszont csak ugy allhatnak,
ha f és g linearisan figgok. 20



,Geometrial” jellemzes
a legjobban kozelitd elemre

o Euklideszi terekben a p* legjobban kdzelitd
elemre ,geometriai” jellemzeés adhato. Az
euklideszi vektornormaval ellatott vektorter
esetében ez annak a szemléletes ténynek felel
meg, hogy f-et legjobban éppen a G alterre vald
merdleges vetllete kozeliti.

Tetel. Legyen V tetszdleges euklideszi ter, GaV
altere és f V-beli. A G-beli p* akkor és csak akkor
lesz f legjobb kozelitése, ha

[f-p*,g]=0 barmely G-beli g-re.
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Bizonyitas/Szuksegesség

Indirekt uton bizonyitunk. Legyen p* legjobban
kozelité elem. Tegyik fel, hogy van olyan gLIC |

amelyre [f —p-g]=/%0. Tegyik fel, hogy [|9]F1.
Legyenp"'=p +5d. Ekkor

I f-p™IF=ll f-p - BglI°=

=[(f -p)-B9.(f -p)-B] =

= f-p " -268f -pal+B%Ngl’=ll f - p I -p°

Ami ellentmondas, hiszen akkor p** meg jobb
kbzelités lenne. 22



Bizonyitas/Elegségesség

Tegyuk fel, hogy [f-p*,9]=0, barmely g O0G. Legyen
g=p*+h, valamilyen alkalmas G-beli h elemmel.
Ekkor

If=glF=llf-p -h|=

(f-p)-h(f-p)-h

f—p, f=p]+[hh

f=p IF +|[h|

Tehat valoéban p* adja a legjobb kozelitést.
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Két kdvetkezmeny

Kovetkezmeény . Egy euklideszi ter (linearis
belsdszorzat-tér) tetszbleges elemének pontosan
egy legjobb kozelitese letezik.

Kovetkezmény. A p* elem pontosan akkor
lesz f legjobb kozelitése, ha

[f-p,9]=0 (=12..n)
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Gram-matrix

Ha pD=kZ:;,akgk, akkor az el6bbi feltétel ekvivalens
azzal, hogy az (a,.a,...a,) vektor az alabbi
normélegyenletek megoldésa'

Zak[gkgl [f.a]  (i= ,N)
Arendszer alabbl matrixat a (9, 92 ----- gn) bazishoz

tartozd Gram-matrix nak nevezzuk.

9,0 [9,,9)] - [9,,0]
[0,,9,] [95,9,] -+ [0,:0,]

[9,,9.] [9:,9,] ... [0,:0,]
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Eszrevételek

* Valds V tér esetén a belsd szorzat szimmetriajabol

kOvetkezik, hogy G szimmetrikus, s6t az is bizonyithato,

hogy pozitiv definit matrix. A kdzelités hibajara ekkor az
alabbi adddik: (E;(f))2=[f-pT[f -p"=

=[1, 1101, Y agd =l f I Y alf,g,
+ Ha G valamely ortonormalt bazisara  irjuk fel a

normalegyenleteket, akkor az egyltthatomatrix az
egységmatrix lesz. Ekkor a; =[f,qg;]. (i=12,...,n)

 Ha G egy ortogonalis bazisara irjuk fel a
normalegyenleteket, akkor[ f gl
g =108 (=12 . n)
[9i, 9]
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Eszrevételek

« Veéges n dimenzios euklideszi terekre a legismertebb
példakat az R" terek adjak, s6t barmely n dimenzids
euklideszi tér izomorf R™-nel.

» Az alkalmazasok szempontjabdl legfontosabbak azok a
fuggvenyterek , ahol a tartbhalmaz elemei adott
tulajdonsagu fuggvenyek. Itt a belsé szorzat fogalmat
legtobbszor valamilyen integralfogalombdl vezetik le.

Példa. Vegylk az [a,b] intervallumon Lebesgue szerint
négyzetesen integralhaté fuggvények L,[a, b]terét. Két elem
bels6 szorzatat az alabbi integral adja:

b

[f(x),909] = [ f () g(x)dx

a
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Egyenletes konvergencia

Tétel. Ha folytonos fliggvenyekbdl allo f.(x)
flggvenysorozat egyenletesen tart f(x)-hez
[a,b]-n, akkor teljesll az euklideszi térbel

konvergencia Is: '
|f -1 :j(f(x)— f (X))2dx - O

e (Emlékeztetd: (+,)sorozatra azt mondjuk
egyenletesen konvergal f-hez, ha minden
pozitiv £€-hoz létezik egy n,ON Ugy, hogy
minden xOD; és mindennzn,-ra |f,(x-f(x)|<e.)
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Egyenletes kozelitések

29



Csebisev-approximacio
* Az f OC[a,b] folytonos fliggvenyt kozelitjuk

felirhatorx =299 alakl altalanositott
polinomokkal.
e AC[a,b]-t azonban mint normalt linearis
teret tekintjuk a
[g(3)]., = max|g(x)|

x([a,b]
maximum- vagy mas neven Csebisev-
normaval. Ezt a kdzelitést egyenletes vagy

Csebisev -approximacio nak nevezik. -



Unicitas

Pelda. Az f(x) =1és g(x) = x figgvenyek a C[-1,1]
ter elemei. Konnya latni, hogy

2=||f()+g(¥)|_=|f ()| +|a(x)| =1+1
viszont az f és g mégsem linearisan fliggdk, hiszen
nem teljestl az f(x) =ag9(x) , vagyis a tér nem
szigoruan normalt.

Az unicitas pontosan a Haar-alterek esetében
teljesdl.
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Alternalo sorozat

Definicio. Az a< x <X, <..<X, <X, <b értékek az
f(x) fuggvény p(X) G kozelitésének (n+1) tagu alternalé
sorozatat alkotjak, ha

sgne(Xx.;) = —sgne(x)
barmelyl<1 < n, vagyis az e(x)= f(x)-p(x) hibafiggvény
a szomszédos helyeken mindig ellentétes elgjeld. Az X -k
optimalis alternald sorozatot hataroznak meg, ha még

| (%) =l &(X) L.

Is igaz minden 1< < n+1-re.
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Korlat a legjobb kdzelités hibajara

Tetel (de la Vallée-Poussin). Legyen a p(x)
kOzelités egy tetszdbleges alternald sorozata

lkor asx <X <..<x <x.,<Db

min NI E.(f) <l e(X

min |e(x) < Eg(f) </l

o Itt killonGsen az also korlat igen hasznos, mivel
a segitsegével meg tudjuk itélni, hogy mennyire
J0 az adott ko6zelitd fiuggveény. A felsd korlat
kOvetkezik E;(f) definiciojabdl.
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Csebisev tétele

Tétel. A p"(x)OG fliggvény pontosan akkor
kOzeliti egyenletesen legjobban f(x)-et, ha
megadhatd hozza olyan asx <x, <..<x <x, <bh.

alternalé sorozat, hogy |&(x) [Fll&(X) |l.. minden
1<i1<n+1l-reés

sgne(x,,) =—-sgne(x) 1<i<n
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Peéelda

Pelda. Mi lesz az T (x)0C[a,b] folytonos fliggvenyt az
a,b] intervallumon egyenletesen legjobban
KOzelitd konstans fliggvény?

Megoldas.
Csebisev tétele szerint az

1(min f (X) + max f(x))

2 \ xa,b] x{a,b]

konstans flggvény, ugyanis ennek van két
optimalis alternalo pontja: a és b.
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

 |gazoljuk, hogy egy normalt linearis ter
akkor es csak akkor euklideszi tér, ha
barmely f és h elemére teljestl a

If+h|F -+ f =h["=2(] f [F +[Ih]F)

egyenldseg.
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Gyakorlo feladatok

* |gazoljuk, hogy az
IIz<IIp=§/ZIXj i p>1

J=1

normaval ellatott R" linearis tér akkor és csak
akkor linearis belsdészorzat-tér, ha

p=2.
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Gyakorlo feladatok

e Hatarozzuk meg az f(x)=In(x+1) valos
flggvenyt a [-0.5,0.5] intervallumon

egyenletesen legjobban kozelitd els6fokl
polinomot.
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