Kozelitd és szimbolikus
szamitasok haladoknak

5. eldadas

Interpolacios
flggvenykozelitések



Altalanositott interpolacio



Problémafelvetés

e A Lagrange-interpolérgiés formula:
R, (X) = Z ;L (X)

(X %) (X=X )(X = X)X %)
(% = %)% =% )X = X4q)-- (% —X,)

 Hogyan irhato fel a megoldas, ha a folytonos
figgvények Cla,b] terének egy véges dimenzios
< 0,(X),9,(X),...,0,,(X) > alterében keresiink
hasonlo kozelitd fliggvényt?

ahol L (x) =



Altalanositott interpolacios
polinom meghatarozasa

TekintsUk az alabbi paronkent kiilonb6z6 interpolacios

alappontokat
X, %,,..., X U[a,Db]

és f,, f,,..., T fliggvényériékeket.
Hatarozzunk meg olyan

(¥ =Y .0, (¥

altalanositott interpolacios polinomot , amely eleget tesz a

p(x|) - fi 1=12,....n

interpolacios feltételeknek.




Specialis eset

* Az el6bbi problémafelvetésben a Lagrange-
Interpolacio annak a specialis esetnek felel
meg, amikor a legfeljebb n-1-ed foku polinomok

<1 X..xX"*t>

alterében keressuk a megoldast.

* Milyen tulajdonsagok jellemzik az interpolaciora
alkalmas altereket?



Haar-altér

Definicid. A G n dimenzids alteret Haar-altérnek

nevezzUk, ha barmely p(x)0G, nem azonosan O
altalanositott polinomnak legfeljebb n-1 zérushelye

van [a,b]-ben.

 Haar Alfred (1885-1933) magyar matematikus, a
szegedi matematikai iskola egyik megalapitdja

VOlIt.



Csebisev-fele fuggvényrendszerek

Definicio . A Haar-altér bazisait Csebisev-féle
fugagvéenyrendszereknek nevezzuk.

Pelda Csebisev-fele fliggvenyrendszerekre:
¢ az {lX--- x”‘l} hatvanyfliggvény-rendszer,
¢ {le .....

* az {1sirxcox,...sini-Ixcos-1)¥ trigonometrikus
fUggvényrendszer al0,277) intervallumon.



Atfogalmazas

* A Haar-alteret ugy is definialhattuk volna, hogy
G Haar-altér, ha tetszdleges

< 0:(X),9,(X),...,9,(X) >
bazisat véve az ezzel felirt tetsz6leges nem

azonosan O L
p(X) = Zai g; (X)
1=1

alaku altalanositott polinomnak legfeljebb n-1
zérushelye van [a,b]-ben.



Haar-matrix

Definicio. A G altér {q,(x),q,(x),...,q,(X)} figgvenyeihez
és az X,X%,...,.X, U[a,b] pontokhoz tartoz6 Haar-
matrixon a

(ou(%)  Gp(%) .o 0,(X))
Gh(X) O(%) ... q,(X,)

\ql(xn) qz(xn) qn(xn)/

matrixot ertjuk.



Az altalanositott interpolacios
feladat megoldasa és a Haar-altér

Tetel. AGUC[a,b] n dimenzids alterre a kdvetkezd

harom allitas ekvivalens:

() G Haar-altér.

(i) G barmely {g,(x).9,(¥).....9,(x)} bazisahoz es
tetszéleges X, X,,...,X. [[a,b] alappontokhoz
tartozé Haar-matrix regularis.

(i) Az altalanositott interpolacios feladat
tetszdbleges alappontok és tetszdleges
flggvenyertekek eseten egyértelmden
megoldhato.
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Bizonyitas

Bizonyitas. i)=ii)
Legyen a{9.(x),9,(x),....9,(X)} bazisban felirt
P(x) =2 a,9,(X)
=1

altalanositott polinomnak n killonb6z6 zérushelye
X5 X55.05 X, ekkor n _

p(x)=2 ag(x)=0 (l<]<n)

=1

A megfelel6 Haar-matrixot veve, igy aHa =0 homogén
linearis egyenletrendszernek (91:95,...0,) megoldasa. Ez
azonban i) miatt csak a trivialis megoldas lehet, igy H
valoban regularis.
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A bizonyitas masodik része

I1) = 1i1) Adott alappontokhoz és fliggvényértékekhez
tartozo altalanositott interpolacios polinom meghatarozasa
ekvivalens az alabbi linearis egyenletrendszer

megoldasaval.
a,0,(%) +a@,9,(x) +...+a,9,(x) = f,
a,0,(%,) +a,0,(X,) +...+a,9,(x,) = 1,

algl(xn) + azgz(xn) Tt angn(xn) = fn

Mivel az egyutthatomatrix ii) alapjan regularis,igy a
megoldas egyerteimien létezik.
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A bizonyitas vege

iii) = i) Ha p(x) =0 a paronként kilonb6z6

X, %550, X; helyeken, akkor p(x) megoldasa az
ezen alappontokhoz ésaz f. =0 1=12,....n
értékekhez tartozo interpolacios feladatnak.
Viszont g(x) = 0 is megoldas. Igy azonban,
mivel ii) szerint a megoldas egyértelma:

p(x) =0
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Altalanositott interpolacids polinom

Haar-alterek esetében is felirhato az altalanositott
interpolacios polinom a Lagrange-fele
bazisfliggvények segitségével: p(x) = > f,L; (X)

1=1

(0,00 Gx) .. g(x))
O (X%1) O.(%y) ..o g,(X.)

det g,(x)  Q.(¥) ... 9,(%
gl(xi+1) gz(xi+1) gn(xi+1)

1

L. (X) =
() detH

\ gl(xn) gz(xn) gn(xn) Y, 14



Racionalis interpolacio

Adottak az n,m természetes szamok,

Xy, Xy5--, X0, L[ @, D] interpolaciés alappontok és
fo, f,,..., f ., fuggvényertékek. Hatarozzunk meg
olyan (%)= P.(X) _ aX"+a X"+ +a, X+a,

Gn(X)  BoX"+BX™ +.+ B X+ B,
racionalis interpolacios polinomot , amely eleget

t
eSSz az rn,m(xi) — fi i =01...n+m

interpolacios feltételeknek.

n
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Racionalis interpolacio

* Az interpolacios feltételek teljestilésehez
szikseges, hogy

pn(xi)_ f,qm(Xl) =0 i=01...n+m

legyen.

. Az Q;, B; ismeretlenekre ez egy n+m+1
egyenletbdl allé n+m+2 ismeretlenes homogéen
linearis egyenletrendszert hataroz meg.
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Trigonometrikus interpolacio

Adott az n=2m+1 termeészetes szam, a paronkent
killonbdzé Xy, X;5.--, X _, [1]0,277) interpolacios alappontok
esaz f,,f,,...,f _, fuggvényértekek. Hatarozzunk meg
olyan

m
5. (%) :%+Z(6\ coslx +h sinlx)
|=1
trigonometrikus interpolacios polinomot , amely eleget

tesz az Sn(xl) — fi i=01...,n-1

interpolacios feltételeknek.
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Trigonometrikus interpolacio

* Ekvidisztans alappontokat véve
x =% k=042,...,n-1

N
» Az S, (X) meghatarozéasa visszavezethetd olyan

P.(X) =5, + :Bleix + :BzeZiX Tt :Bn—le(n_l)ix

un. fazispolinom keresésere, amely teljesiti
az alabbi feltételeket:

pn(xk) — fk k:O,l,Z,...,n—l
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Hermite interpolacio
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Hermite interpolacio

Adott az n pozitiv egész szam, a paronként kalénb6zé
{x1,>r<]2,...,xn} alappontok, az M pozitiv egész szamok, az
m=> m konstans és az egyes alappontokhoz tartoz6

{£0,F%,..., £} értékek.

Hatarozzunk meg olyan legfeljebb m-1-ed foku

H (X)=a, X" +ax"+.+a. x+a,
Hermite-fele interpolacios polinomot |, amely eleget
tesz a | |

H!(x)=f' 1=12,...,n, j=0L...m-1
interpolacios feltételeknek.
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Specialis esetek

* A Lagrange-interpolacio
m=m,=...=m =1 (m=n)

 Taylor-polinom ( X koruli)
n=1

 Hermite-Fejer interpolacio
m=2n
m =2
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Egy linearis egyenletrendszer

— m-1 m-2
H (X)=a,x " +ax “+.+a, .X+a.,

1 2 0
agr!" +oqr] 4t a1 = f
— m— )
az el P A = S
f}
(}‘Tl ~— ”l"lﬂTrln + {?ﬂ - ))allm ’ i@ g = Ji{

1i—1—(m,— 1‘?_|_“' = f?'ifln—l

(M, — Dlagzy v
* Az interpolacids problema megoldasa ekvivalens egy

mxm-es egyutthatomatrixu linearis egyenletrendszer
megoldasaval.

22



Unicitas és egzisztencia
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Unicitas

Tetel. Tetszdlegesen megadott feltételrend-
szerhez legfeljebb egy azt kielégité Hermite-fele
interpolacios polinom létezik.

Bizonyitas.

Tegyuk fel, hogy van olyan feltételrendszer,
amelyhez két killonb6z6 H,(x) és H_(x) polinom
letezik. TekintsUk az alabbi kilonbségpolinomot:

S(X) = Hyp(¥) = H,(%)

24



A bizonyitas vege

Az S(x) kiulonbségpolinomnak minden alappont
zérushelye, s6t minden zerushely multiplicitasa
legalabb m .

SV(x)=H, (%) -Hy (x) =1’ -1’ =0
O<jsm-1

S(x)-nek tehat multiplicitassal szamolva legalabb
m zérushelye van. Masrészt azonban S(x)
fokszama legfeljebb m-1, igy nem letezhet ket
kalbnb6z6 Hermite-féle interpolacids polinom.
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Egzisztencia

Tétel. Tetszblegesen megadott feltéetelrend-
szerhez letezik azt kielegitdé Hermite-féle
interpolacios polinom.

Bizonyitas.

Az unicitastetel alapjan a megoldas akkor is
egyértelmu, ha olyan feltételrendszert
veszlnk, amelyhez a Ha =0homogeén linearis
egyenletrendszer tartozik.
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A bizonyitas

Az egyertelmiség miatt az egyenletrendszer
egyetlen megoldasa a trivialis megoldas:
a =0.
Ez viszont azt jelenti, hogy az egyenletrendszer
egyutthatdmatrixa regularis, vagyis
detH #0.

Ekkor azonban az egyenletrendszer tetsz6leges
jobboldali értékekkel is megoldhato.
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Hermite-Fejér interpolacio

« Specialis eset: m=2n, m =2, vagyis minden
pontban a fliggvényerték és az elsé derivalt
értéke van megadva.

Fejér Lipot (1880-1959) magyar matematikus, az
els6 magyar matematikai iskola megalapitoja volt
a budapesti tudomanyegyetemen.
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Hermite-Fejér interpolacio

o Allitas. A Hermite-polinom a Lagrange-féle
bazispolinomok segitségével a kdvetkezd
alakban irhato fel:

H, (X)=

D @ 2(x= X)L (X)L (¥) + D fHx=%) L (x)
=1 i=1

A bizonyitas behelyettesitéssel elvégezhetd.
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Példa az Hermite-Fejer
Interpolacidra
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Peéelda

ekintsuk az alabbi Hermite-Fejer
Interpolacios feladatot és hatarozzuk meg
a hozza tartozo interpolacios polinomot.

X | -1 1 2
y |1 -1 -29
Y| 5 =7 -43
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Megoldas
m=06
ao (-1 +a, (D" + a,(-1)* + a,(-D)* +a,(-D +a, =1
a,+al*+a,l+al’ +a,l+a. =-1
0’025 +01124 +C)’223 +C)’322 +a,2+a, =-29
50’0(_1)4 +4a,(-1)* +3a,(-1)* +2a,(-) +a, =5
5a,1" +4a,1’ +3a,1° + 2a;1+a, = -7
50'024 +40’123 +30222 + 2a32+a4 =43
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Megoldas

-a,ta,—-a,ta,—-a,+a. =1
a,+a ta,ta,ta,+ta. =-1
320, +16a, +8a, +4a,+2a, +a. =29
oa, —4a,+3a,-20,+a, =5
oa, +4a,+3a,+2a,+a, =7
80a,+32a, +12a, +4a,+a, = 43

Megoldasvektor: & = (2,—6,—4,9,1,—3).
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Megoldas

A keresett Hermite-Fejér interpolacios polinom:
H.(X) =2x> —6Xx* —4x> +9x* + X -3
x| -1 1 2
v |1 -1 -29
y | 5 -7 -43




A megoldas elballitasa Lagrange-
fele bazispolinomokkal

H2n(X)_
Zf (1-2(x=x)L’ (>§))L2(X)+Zf (X=X )L ()

L®= (X‘])éx‘z) 9= =D

L :6(2x—3> L= <2x—1> L0 :—12x

(L TN o PP L0

L= 4 9




Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

Mutassa meg, hogy ha a g(x) figgvény szigoruan
monoton [a,b]-n, akkor a

<1,9(x),g(x)*...,g(x)"™" >

Haar-alter az [a,b]-n.
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Gyakorlo feladatok

Adjuk meg az alabbi pontokhoz tartoz6 Hermite
interpolacids polinomot

X | -1 1 2
y |1 -1 -29
Yy | 5 -7 -61
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Gyakorlo feladatok

Készitsen olyan eljarast, amely Hermite
nolinom elballitasat valositja meg! Az eljaras
parameéterezés Hermint(x,y,yd) alaku
egyen, ahol az x és y vektor az adott
pontok x és y koordinataibdl all, és xd az y
derivalt koordinatait tartalmazza.

39



lIrodalomjegyzék

e John H. Mathews, Numerical Methods for
Mathematics, Science, and Engineering,
Second Edition, Prentice Hall, Englewood
Cliffs, 1992.

 Mihalykd Csaba — Viragh Janos, Kozelitd
és szimbolikus szamitasok. Feladat-
gydjtemeény, Typotex, 2011.

* Viragh Janos, Numerikus matematika,
JATEPress, Szeged, 1997.

40



