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Bevezeteés
A differencialegyenletekrol



Differencialegyenletek

» A differencialegyenletek olyan
egyenletek, amelyekben az ismeretlen egy
differencialhato flggveny, és az egyenlet a
flggveny és ennek derivaltja(i) kozott
teremt kapcsolatot.



Peéldak differencialegyenletre

 Differencialegyenletek
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Alkalmazasok

o Kulonb6zo problemaknak differencial-
egyenletben valé megfogalmazasa a
fizikdban, kémiaban, biologiaban,
mernoki tudomanyokban és szamos
mas tudomanyban alapvetd szerepet

jatszik.

* Pl. arezgo hur differencialegyenlete, a
hdvezetes differencialegyenlete, stb.



A differencialegyenletek tipusal

» KOzOnseges differencialegyenlet
az egyenlet egyvaltozos fuggvényre van
felirva

« Parcidlis differencialegyenlet
az iIsmeretlen flggveny tobbvaltozos és az
egyenletben szerepl6 derivaltjai parcialis
derivaltak



KOzOnseéges
differencialegyenletek
Példa
y' =y SIN X —COSX

n-ed rend Gnek nevezzuk a differencial-
egyenletet, ha a benne szereplo magasabb
rendd derivaltak kozott az n-edik a
legnagyobb. (A fenti példa egy masodrendu
differencialegyeniet.)



Altalanos megoldas

Az n-ed rendd k6zonseges differencial-
egyenlet altalanos megoldas a az a
flggveny, amely pontosan n szamu
egymastol fuggetlen konstanst (paramétert)

tartalmaz, és kielégiti az adott differencial-
egyenletet.



Partikularis megoldas

* Az n-ed rendl k6zdnséges differencial-
egyenlet partikularis megoldas aaz a
figgveny, mely legfeljebb n-1 szamu
egymastol fuggetlen konstanst
(parametert) tartalmaz, és kielégiti a
differencialegyenletet.

o Specialis esetben egyetlen paramétert
sem tartalmaz a partikularis megoldas.



Kezdetl feltételek

A differencialegyenlet valamely partikularis
megoldasanak kivalasztasahoz felteteleket
kell megadni.

 Egy n-ed rendi kdzonséges differencial-
egyenlet esetében meg lehet adni a
flggetlen valtozd egy adott értékhez
tartozo fuggvenyertekét, az elsd, masodik,
...,(n-1)-edik derivalt ertékeét. Ezek a
kezdeti feltételek .
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Linearis és nemlinearis
differencialegyenletek
 Linearis differencialegyenlet

az ismeretlen figgvény es annak differencial-
hanyadosa(i) csak linearis kifejezésekben
szerepel

 Nemlinearis differencialegyenlet
az ismeretlen fliggvényt vagy derivaltjat

tartalmazo tag nemlinearis kifejezésben is
elofordul
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Néhany nevezetes

differencialegyenlet
e Bernoulli-egyenletek

y +P(X)y =Q(X)y"

« Clairaut-egyenletek
y=xy +F(y)
* Ricatti-egyenletek

y =P(X)z° +Q(X)y + R(x)
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Néhany nevezetes

differencialegyenlet
* Euler-egyenletek

Xy +axy +Dby =c(x)
» Bessel-egyenletek
Xy"+(2K+)xy' +(@°x™ +B°)y =0
ahol k,a,r, g valosak es ar # 0.
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Autonom differencialegyenlet

* A kGzOnseges differencialegyenletet
autonom differencialegyenlet nek
nevezzik, ha a fuggetlen valtozot explicit
modon nem tartalmazza.

o Autonom rendszer peldaul a hires Lotka-
Volterra-egyenletrendszer, a ragadozo-
aldozat rendszer egyik legegyszeribb
modellje.
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Lotka-Volterra-egyenletrendszer

X (t) = ayx(t) —a,x(t) y(t)
y'(t) = —by(t) +b,x(t) y(t)

ahol a,,a,,b,,b, pozitiv konstansok, X(t)
és Y(t) aragadozo6 és aldozat egyedszam.
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Megoldasi mddszerek

« Analitikus megoldas meghatarozasa

pl. a differencialegyenletek klasszikus
elméletének alkalmazasa

o KOzelit 6 megoldas keresése
pl. Taylor-sor modszer

* A megoldas numerikus meghatarozasa
pl. Runge-Kutta modszerek
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Példak
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Peéelda

Hatarozzuk meg az alabbi differencial-
egyenlet altalanos megoldasat.

y(9+4x°)y =1
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Megoldas

Ha y' helyébe dy -et irunk és a valtozokat
szétvélasztjuk,dékkor az
dx

O+ 4x*

ydy =

egyenlethez jutunk. A két oldalt integralva:

2
y—:Earctg§+c
2 6 3

y:+\/éarctg§+c
+3 2 +C

vagyis
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Peéelda

Hatarozzuk meg az aladbbi egyenletnek azt a
partikularis megoldasat, amelyre y(0) =0.

e cosydx+ (1+e*)sinydy =0
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Megoldas

Irjuk &t az
e" cosydx+(1+e”)sinydy =0

egyenletet a kovetkezo alakba:
—sinyd _ €

COSY 1+ ¢’
ahol cos(y) #0.

X

dx
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Megoldas

Integralva a

X

—sinyd e
CoSYy 1+¢”

dx

egyenletet
In|cosy|=In(e* +1)+Inc

adodik, amibdél az altalanos megoldas:

cosy =c(e* +1).
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Megoldas

A partikularis megoldas meghatarozasa
Ha x =0, akkory =0¢és igy az

1=c(1+1)
egyenletbdl . 1
>
A keresett partikularis megoldas:
1

c;osy:E(eX +1).
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Peéelda

ekintsuk az
y(x)+a(x)y(x) =r(x), y(a)=b
feladat alabbi megoldasat.

Legyen X
Q(¥) = [ q(t)ct.

Ekkor
y' (X)€% + y(x)q(x)e”™ =r(x)e?™.
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Peéelda

Az el6bbiek alapjan

[y(x)e*™T =r(x)e>,

tehat

y(x) =™

y(x)e?™ ~b = [r(t)e*Vdt

b+ j r(t)e*®dt

a
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A megoldas

y(x) =€ b+ [r(t)e

a

» A fellepd integralokat altalaban csak
numerikusan lehet kiszamitani, ilyenkor

kozelit 6leg oldjuk meg a differencial-
egyenletet.



Néhany differencialegyenlet
megoldasa a Maple segitsegével
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Peéelda

Oldjuk meg a Maple segitségevel az alabbi
feladatokat!

a) y' = Xy
b) Yy =xy, y(0)=1
c)u"+awu=0, u0)=2, u'(0)=3
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Megoldas

a)
» ODE:=diff(y(x),x)=x*y(X)
ODE = y(x) = xy(¥
X
» dsolve(ODE,y(x))

y00=_c1d
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Megoldas

b)
» ODE:=diff(y(x),x)=x*y(X)
ODE = y(x) = xy(¥
X

> dsolve({ODE,y(0)=1},y(x))

2

y(x)=e?
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Megoldas

C)
» ODE:=diff(u(t),[t$2])+omega”2*u(t)=0

ODE := [;’tz u(t)] +aru(t) =0

»dsolve({ODE,u(0)=2, D(u)(0)=3},u(t))
u(t) = 3s n(gi) N
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Ellendrzés

»eval(subs(t=0,rhs(%)))
u(0) =2
> diff(rhs(%9%0),1)
3cos(at) —2sin(at)
»eval(subs(t=0,%))

u'(0)=3
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Peéelda

Oldjuk meg az alabbi masodrend U diffe -
rencialegyenletet a Maple segitségéevel.

(1+sin(x))?y" +cos(x) =0
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Megoldas

> de:=(1+sin(x))*2*diff(y(x),x$2)+cos(x)=0;

2

de:=(1+si n(x))zti(2 y(x)] +cos(x) =0

»dsolve(de);

sn(x) 1

cos(X) cos(X)

y(x) = + Clx+ C2

Ellen6rizzilk a megoldast!
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A megoldas ellendrzése

> diff(%,x$2):
%y(x): Zsin(x)3 +23in(x) _23in(x)3 1
X CoS(X) cos(x) cos(X)®  cos(X)

> simplify(%*(1+sin(x))"2);

2

<1+s'n(x))2[sz y(x)j = — cos(x)
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

« Oldja meg az alabbi differencialegyenletet
a Maple segitsegével.

Yy =4 y—2x
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Gyakorlo feladatok

« Oldja meg az alabbi differencialegyenletet
a Maple segitsegével.

y =sin(Xx+y)
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Gyakorlo feladatok

« Oldja meg az alabbi differencialegyenletet
a Maple segitsegével

, 2x—y+1)
(2
X
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