1. téma
Kdzelité (numerikus) szamitasok, hibaforrasok, hibabecsléke

Bevezetés

Mindenekebtt azt szeretnénk tisztdzni, hogy miért van sziks#gan
algoritmusok kidolgozasara, amelyek egy adott matida probléma
megoldasat csakkozelitik Miért nem olyan eljarasokkal foglalkozunk,
amelyekkelpontosanmeg lehet oldani a problémakat? A valasz sok esetb
természetes: mert bizonyos feladatok esetén ilyggrasok bizonyitottan
nincsenekTekintsik példaul a kdvetkételadatokat!

1. Hatarozzuk meg egy adaigebrai egyenlet gyokeidlgebrabal tudjuk, hogy

ha az egyenlet fokszama 4-nél nagyobb, akkor ariufbel tétel szerint nincs
olyan gyokképlet, amellyel az 06sszes gyokot egyszleges egyenlet
egyutthatoibélvéges Iépésbenpontosan meg tudnank hatarozni. Gyakorlati
szempontbdl nézve azonban a problémat, sok esetbemnincs is szikség. Egy
mérndk szamara elegehdehet, ha egy egyenlet gyokeit példaul négy tizede
jegy pontossagig ismeri. AZ szamara a gyokok egzakt megadasa érdektelen.
Természetesen merill fel a kérdés: Tudunk-e olygoriahust kidolgozni,
amellyel az igényének megfelelhetliink?

2. Analizistdl tanultuk figgvények hatarozott integraljanak kiszamitagat

Newton-Leibniz szabalyt hasznalva hatarozott irdkadgat ki tudtunk szamolni,
miutan a felhasznaland6 primitiv figgvényt felirtuBizonyos esetekben
azonban a primitiv fuggvényt elemi figgveényekkemneidjuk megadni (mert
bizonyitottannem lehet vagy a felirasanagyon komplikaltAz alkalmazasok
szamara azonban ekkor is sok esetben érdektelgy pootosanmi az integral

ertéke, elég annak egy kdzelitéseHogyan adhatunk meg ilyeneket?

3. Lineéaris algebrdbol mindenki megtanulta, hogylehet egy linearis
egyenletrendszert megoldanianultuk a Cramer-szabalyt, amely a gyokdket
determindnsok hanyadosakeént Aallitjas. elA gyakorlati életben, tapasztalt
szakembernek azonban nem jutna eszébe, hogy eghnalt nagymeérét
linearis egyenletrendszert a Cramer-szaballyal oaldmeg, a klasszikus
determindns szamolasi szaballyal. Linearis egyemdszerek megoldaséara
léteznek az alkalmazasok szamara a Cramer-szabalyatekonyabban
hasznalhat6 elimin4cids és iteracios modszerek.

Hibaszamitas, hibabecslés

Ha egy eljaras egy feladatot nem pontosan old rhegem az eredménynek
csak egy becslését, kozelitését adja, akkor mateanazempontbdl nézve az



eredmény hibas. Eqgy értékre adott becslés pergmeusikra lehet nagyon o, de
lehet gyenge is. Természetesen mertl fel, hogy mek ébecslésén tdl

szlUkséglunk van olyan mutatdszamra is, amellyeinilgppen jellemezhetjik a
becslés josagat.

Definicio: Legyen az x valés szamnak x' egy kozelitése. Aitk§zabszolut
hibaja az |[x-x'| érték. Ha egy kozelités abszolbhjfa nem nagyobb, mint egy
nem negati, akkore-t abszolut hibakorlatnak mondjuk.

Példak kulonbod miveletek elvégzésekor addédo abszolut hibak becslésér

Példa: Legyen|x -x,|<¢ (i=1,2). Milyen abszolat hibakorlatot tudunk adni az
x, €s x, 0sszeadasakor fellémbszolut hibara? Feladatunk tehat megadni egy
olyan értéket, amelynek felirasdban nem szerepedaefismeretlen)x, €és x,
pontos értékek és ag +x, - x, - x, | értéknél nem kisebb. A megoldas egyézer

| X+ % =% =X |:‘X1_X1+X2 _XZ‘S‘Xl_)(l‘+‘X2 —XZ‘S£1+£2
Kicsit nehezebb a dolgunk, ha ugyanezt a kérdéspezasra tesszik fel:

Példa: Legyen|x -x\|<¢ (i=1,2). Igazoljuk, hogy
‘X1X2 - Xixlz‘ S &6, +‘Xi‘£2 +‘XI2‘51.

A megoldas soran hamar kidertl, hogy a becsidlémitbnbséget alkalmas tagok
hozzdadaséaval és levonasaval kell ellatni. A kéakegpan az, hogy melyek
legyenek ezek a tagok, ha azt szeretnénk, hogybszokit hibakorlatban ne
szerepeljenek ag, ésx, ismeretlen értékek. Lehet példaul igy csinalni:

o, =] 0 = )06 =) b, =+, <
< e, +|xfe, + e

A kovetked példa megoldasadt elevenitsik fel a Lagrange-féle kdozépértéek
tételt. Lagrange-féle kozépérték téteHa az f valos flggvény az [a,b]
intervallumon folytonos és az intervallum belsejébrindenttt derivalhato,
akkor az a és b kdz6tt van legalabb egy olyany, heigy

f(b)-f(a)= f'(c)(b-a).



A kovetked példat meg lehetne oldani pusztan kdzépiskolaeistekre ta-
maszkodva. A Lagrange-féle kdzépérték tétel sagpisst azonban a megoldas
csak egy sor.

Példa: Igazoljuk, hogy hatx—x" <eg, akkor‘sin(x) —sin(x')‘ <eg.
Megoldas: A Lagrange-féle kozépérték tételt felhasznalva:
‘sin(x) —sin(x')‘ =|cos€)||x - X'k 1[F = &.
Az abszolat hiba mellett egy masik fontos fogalobeaslés relativ hibgja.

Definicio: Ha az x értéket x’-vel kdzelitjik, akkor a becsidativ hibdjan az

X=X grreket értjikHa egy kozelités relativ hibaja nem nagyobb, nggtreem

X

negative, akkore-t relativ hibakorlatnak mondjuk.

Hazi feladat: Adjunk relativ hibakorlatot a szorzasiweletekor elkdvetett
relativ hibara.

Hibaforrasok

Tekintstik at azokat a legfontosabb forrasokat, ahora feladatmegoldas soran
hibak szarmazhatnak.

Alapveten két & hibaforras osztalyt kilénboztetink meg: vanri@akklott
hibak és vannalszamitasi hibak

Oroklott hibak:

a) a gyakorlati problémak matematikai modelljeitéddpszor csakdzelitésen
valésagnak, igy a modellink mar eleve nem pontos,

b) a kiinduld (pl. mérésh szarmazd) adatok pontatlansagaadathiba

Szamitasi hibak:

a) gépi vagy embetévedégdurva hiba),

b) képlethiba (er6l akkor beszélink, amikor nem a tényleges matemiatik
modellel megfogalmazott feladatot, hanem annak expk kdzelitését oldjuk
meg),

c) kerekitési hibdelég csak arra gondolni, hogy szamitdgéppel valdkak

soran a lebegpontos szamokkal valé szamolas rogzitett szamddzgggyel
dolgozik).



Hibas eredményre nem feltétlenil csak hosszu ésygiolt” szamitasok soran
juthatunk. Szdmos példat lehetne emliteni olyantr@semikor viszonylag
egyszeil feladatok soran is hamis eredményt kaphatunk sagéppel végzett
szamolaskor a hagyomanyos letygogntos aritmetikat hasznalva.

Részlet E.Hansen és G.W. Walstglobal Optimization Using Interval Analysis
(2004) cinti kdnyveldl. Rump példaja.

ily valid. Using IEEE-754 computers, the following form (from Loh and
Walster (2002)) of Rump’s expression with xg = 77617 and yp = 33096
replicates his original IBM S/370 results.

£ (x, ¥) =(333.75 — xH)y® + x*(11x%y* — 121y* - 2)

+5.5}13+"—F—. (1.4-1)
2y

With round-to-nearest (the usual default) [EEE-754 arithmetic, the expres-
sion in (1.4.1) produces:

32-bit:  f (x0, ¥o) = 1.172604
64-bit: [ (xp, yo) = 1.1726039400531786
128-bit: [ (x0, yo) = 1.1726039400531786318588349045201838

All three results agree in the first seven decimal digits and thirteen digits
agree in the last two results. Nevertheless, they are all completely incorrect.
Even their sign is wrong.

Loh and Walster (2001) show that both Rump's original and the expres-
sion for f (x, v) in (1.4.1) reduce to:

E

|
Vo

I (xo, yo) = -2, (1.4.2)

L%

from which

[ (xg, yo) = —0.827396059946821368141165095479816...
(1.4.3)

with the above values for xp and wg.

A szamitastudomanynak van egy aga, amit ang®&aliable Computing
magyarul Megbizhaté szamitasakéven aposztrofalnak és ennek éppen az a
célja, hogy olyan moddszereket dolgozzon ki, amedgek garantalt
megbizhatésagu szamolasokat végezhetiink szamiglgé&jgy ilyen technika a
tobb mint félévszazada tanulmanyozott és hasarétlvallum aritmetika



Intervallum aritmetika

A mbdszer alapdtlete az, hogy egy valos szam helgbtan korlatos és zart
valés intervallummal dolgozunk, amedybiztosan tudjuk, hogy abban az adott
szam benne van. A hagyomanyos valds aritmetikat fglvaltia az
intervallumokkal szamoldintervallum aritmetika a valdés analizist az
intervallum analizis A hagyomanyos matematika mellett szokas inteuall
matematikarol is beszélni. A megbizhatosag kulds&sagu része, hogy egy un.
kifelé kerekitések nevezett eljarassal garantaljak, hogy a szgeépiiel vegzett
miveletek soran az eredmeényintervallumok inkdbb egysitk szélesebbek
legyenek, de a végeredmény garantaltan az adetvaitumban legyen benne.
Az alapntiveletek definidlasa az intervallum aritmetikaban:

X0 Yol X0, Yo =06 + %, Y+ Y, ]

[Xliyl]_[xzayz] =[X1—y2,y1—X2]

[X0 Vi % [Xo0 Yol =[MIN(XX;, X Yo, YiXer Y1Y2), MaX(XXa, X, Y20 VX V1Yo)]

Y[xy]=[1y.1X, hao[x,y]

X0 Yal /1% Yo ] = [0, Vi1 X1/[X,, Y, ]
Mas algebrai szabalyok érvényestinek ebben az efiikaiban, mint a valos
szamoknal megszokottiiveletek esetén. Peldaul itt az 6sszeadas és adsgyon
valamint a szorzas és az osztas nem invéretatei egymasnak.

Nem igaz, hogy a szorzas disztributiv az 6sszeadaéeve, csak egy un.
szubdisztribacios szabalyteljesul:A(B+C) 0 AB+AC, ahol AB,C valés
intervallumok. Lassunk néhany tovabbi furcsasagot!

Példa: Hatarozzuk meg aZ (x) =x(@-x) fuggvénynek az értékkészletét a [0,1]
intervallumon! A megoldas trivialis: f([0,1])=[0,4]. Szamoljunk azonban az
intervallum aritmetika riiveleteivel!

a) f([0,1])=[0,1]([1,1]-[0,1])=[0,1][0,1]=[0,1]. iy nem jon ki a pontos
eredmény! Prébaljunk meg most atalakitani egy k&diiggvényt, szorozzunk
bex-szel! Tehat tekintsik az(x) = x—x* ekvivalens alakot.

b) f([0,1])=[0,1]-[01)>=[0,1]-[0,1]=[-1,1]. Most sem jott ki! Raadasul mas
eredmény adodott, mint az &lszamolaskor.
c) Probaljuk most ébb teljes négyzetté kiegésziteni a fuggveényt, tekarik
azf(x)=-(x-1/2)* +1/4 alakot!

f ([01]) =-([01] - [L/21/2])* + [1/41/4] ={-1/21/2]* + [L/41/4] =

=[-1/40]+ [1/41/4] = [0/ 4]
Végre megvan! Igaz kdézben rajottiink arra, hogyraervallumos szamolasnal
xxx nem egyerdx*-tel. Vegyuk észre, hogy mindharom esetben a kapott
intervallum tartalmazza a pontos eredményt!



2. téma
Eliminaciés modszerek, trianguléris felbontasok

Linearis egyenletrendszenatrixos alakban val6 feliraséax=b, ahol A valos
matrix, b valés vektorx az ismeretleneket tartalmazo vektor. A tovabbiakioa
csak a kvadratikus matrixu linearis egyenletrenasdes| foglalkozunk.

Eliminacios modszerek, Gauss-eliminacio

Az eliminacidés mddszerek lényege az, hogy az ddwtris egyenletrendszer
helyett egyvele ekvivalensde markoénnyen megoldhatdinearis egyenlet-

rendszert hatarozunk meg. Ez utobbi egyenletrenidsegg eliminacios eljaras
végrehajtasa utan kapjuk meg.

A Gauss-eliminacié soran a linearis egyenletrendsmatrixat egy felss
triangularis matrixsza alakitjuk Ugy, hogy az eliminacid mindegyes
lépésében a matrixoatlojanak rendre kdvetkézeleme alatt minden elemet
kinullazunk. Tehat az

A%+ A,X, + BygXg Fot B X, =0y

a21X1 + a22x2 + a23x3 Tt a2an = b2

a31X1+a32X2 +a33x3 +"'+a’3n n :b3

anlxl + a"n2X2 + an3x3 Tt a"nan = bn
kiindulé egyenletrendszetbaz eliminacio az aladbbiak szerint jar el: lanem
0, akkor képezzik rendre az/a, hanyadost, majd rendre megszorozva ezzel a

hanyadossal az élsegyenletet a szorzatot levonjuk jadik egyenletbl
(j=2,...,n). Ennek eredményeként az elsszlopban a masodik elethkezdve
csupa 0 lesz. A kdvetkéz. Iépésben, ha a kapott egyenletrendsz&idjanaki.
eleme nem 0, akkor vele elosztjuk sori. elemét, majd ezzel a hanyadossal az
elébbi modon rendre kinulldzzuk az oszlopban aéfatld alatti értekeket
(i=2,...,n-1ésj=i+1,..,n).

A fenti eljarast végrehajtva végul egy olyan lineagyenletrendszert kapunk
amelynek matrixdelss triangularis (vagyis a éatlo alatt minden eleme 0). Az
ilyen linearis egyenletrendszereket \asszahelyettesitésnddszerével mar
konnyi megoldani. Az utolsé egyenlet mar csak egy egguék linearis
egyenlet, amibl x konnyen adoédik. Azx -t visszahelyettesitve az eggyel
felette allo egyenletbe, szintén kdnnyen adoddilk gzertéke. Majd ax, €sx,

ismeretében az-2. egyenletBl x _, adodik, és igy tovabb.

A Gauss-eliminacio ﬁveletigénye:% n®+0(n%).



Jordan-eliminacio

A Jordan-eliminacio soran a legutoljara kapottdine egyenletrendszer matrixa
az egyseégmatrixigy a megoldas rogton leolvashato. Ez az eliniisaeljaras
hasonl6 a Gauss-eliminaciéhoz, itt is minden Iépasdemeket nullazunk ki, de
nemcsak adatlo alatt az adott oszlopban, hanem a folotté lelemeket is.
Miel6tt a kinulldzast elkezdjuk, elosztjuk az aktualjyenletet adatiéban 1€
egyutthatoval (ha az nem 0), hogyatféban a végén csupa 1 legyen.

Az eljaras niveletigénye:n® +O(n%).

Az elébbi két algoritmus végrehajtasa soran vilagos, hagy aktudlis
egyenletnek adktliéban allo eleme, az Ufselem fontos szerepet tolt be az
eljardsban. Ha az rendre nem 0, akkor rendben raezgigoritmus, de ha 0,
akkor O-val nem tudunk osztani, igy helyette églémet kell valasztani, ha
tudunk. Ennek két modja hasznalatos:

a) részlegesdelemkivalasztassorcserével az aktualis egyenlet helyett olyant
valasztunk, hogy &€&lem ne legyen 0.

b) teljes Helemkivalasztassor és oszlopcserét is hasznalhatunk ahhoz, Aogy
féelem ne legyen 0. Ekkor az oszlopcserék miatt goriinus soran, és a
visszahelyettesitéssel kapott vektorban visszadlékhni az ismeretlenek helyes
sorrendjét.

A Jordan-eliminaciét hasznalhatjuk regularis maitkixinvertalasara is. Az
invertalas nivelete felfoghaté Ggy isnmint n darab lineéris egyenletrendszer
szimultan megoldasaeg lehet mutatni, hogy(n®) mivelettel egy regularis
matrix inverze Jordan-eliminaciéval meghatarozhato.

Triangularis felbontasok

Definicio. Az A kvadratikus matrixriangularis felbontdan (dekompoziciéjan)
azA=MR alaku eballitast értjuk, ahoR felss triangularis matrix. HM

» alsé egység-triangularis matrix (vagyis olyan nxatriamelynek
féatlojaban minden elem 1 és &@flo folott minden elem 0), akkdiR
felbontasol beszélink (mas jeldlésben LU-felbontas).

* R', akkorCholesky-felbont&él beszélink.

LR-felbontas

Egy kvadratikus matrixnak nincs, pontosan 1, vaggtelen sok LR-felbontasa
is létezhet.



a) Az A :((1) (3 matrixnak nincs LR-felbontasa.

b) A B=(1 Oj:(l Oj( ! (ﬁ a matrix egyetlen LR-felbontasa.
10 1 1)l0 O

1) (1 1Y), .. . , I
c) A C=(0 j:( Oj( 0 j barmilyen valox-re teljesul.
01 x 1){l0 1-x

Allitas. Regularis matrix LR felbontasa egyértélm

Bizonyitas. Ha lenne két kulonb&@zfelbontasaA-nak pl. A=LR =L,R,, akkor

mivel A regularis, igy a determindnsok szorzastéddhpjanL,,L,,R,R, szintén

regularis matrixok, vagyis mind invertalhatdak. Eseerint teljestlnie kell az
;'L =R,R"

O0sszefliggésnek is. A baloldalon egy alsé egysagegularis matrix all, a jobb

oldalon egy fel§ triangularis matrix, és ez csak ugy lehet, hogyniiadkéet

oldalon az egységmatrix van. Ez azonban azt jeiénteogyL, =L,, R =R,.

Egy kvadratikus matrix LR felbontdsa megkaphaté auss-eliminacid
segitségével is. Az aldbbi egyenletrendszer megaldé(3,2,-1,1)
X =X, 3%, +2X, =0

2%, +8%, +5x, =3

- X +7X, +4X,+4x, =11

3X, — X, +13x, +12x, =6
A Gauss-eliminacioval valé megoldas az alabbi 1épés keresztil jut el a
vegs felss triangularis matrixu linearis egyenletrendszerig:

A A A Ay
1 -1 3 2|0 1 -13 2|0 1 -13 2|0 1 -13 2|0
2 0 8 53/ |0 2 21|30 2 213 |0 2 2 1]3
-1 7 4 4|11, |10 6 7 6|11 |O O 1 3|2, |0 O 1 3| 2
3 -1 13 12| 6 0 2 46|6 0 0 253 (00 0 -1|-1

Az egyes lépések algebrailag is leirhatok egy-egyeliminaciés matriszal
valo beszorzassal:

1 000 1 0 00 10 0 0
-2 100 0 1 00 01 00
M, = M, = M, =
1 010 0 -310 00 1 0
-3 001 0 -101 00 -21
A =MA, Ay =MLA, A=MA (%)



Egy rovid kitebként nézzik meg az eliminaciés matrixokkal valonsaias
néhany tulajdonsagat.

Definicié: Az M;OR™" matrix eliminacios matrixna M, =1 +m%, ahol m¥
egy olyan valos vektor, amelynek az ¢lsomponense (1< j<n).

Az M, eliminacios matrix inverzem, =1-m%/. Az M, €s azM, (j<k)
eliminacios matrixok szorzatarm®e + nf ¢ .

Visszatérve az ébb harom (*) egyekséghezA, =M A, =M ,M,A =M ,M,M,A
adadik. Mivel egy eliminaciés matrix mindig invehaté (hiszen determinansa
1), igy igaz azA=M;'"M;'M;'A, egyenbség is. Lathattuk, hogy eliminaciés
matrixokat konny invertalni és Osszeszorozni. Agl,'M,'M;' szorzat also
egység-triangularis matrix lesz, igy adldi egyenbség megadja A egy LR
dekompoziciéjat is:

1 -1 3 2) (1 00 0y1L -1 3 2
2 0 8 5[ |2 1000 2 2 1
-1 7 4 4| |-1310[0 0 1 3
3 -11312) (3 12 100 0 0 -1

Van azonban olyan algoritmus is, amellyel rendebbin kiszamolhatjuk az
LR felbontast. Ezt az eljarast szokgsarketta algoritmusnak” is hivni. Az
eljaras formalizalhato két formulaban:

j_l ..
M = By -Z‘Il ok (k=j,j+1,...,n)
p:

1 it . .
1, =r(aij —pZIiprpj) (i=j+1,...,n)  (j=1,2,...,n)
ii =1

Az eljaras ugy rikodik, hogy ebszor a fenti formulak alapjan meghatarozzuk
azR matrix el$ sorat, majd ak els) oszlopat, utdna & masodik sorat, majd
masodik oszlopat és igy tovabb (mintha parkettaieminénk le). Példa.
Hatarozzuk meg az@bi matrix LR-felbontasat a parketta algoritmusshl

Cholesky-felbontas.

Csak szimmetrikus matrixnak létezik Cholesky-feltdsa. Valoban, hiszen ha
A=R'R, akkor A" =(R'R)" =R"(R")" = R"R= A, tehatA szimmetrikus.

Allitas: Tetszleges A szimmetrikus regularis matrix Choleskyefethsa az R
sorainak efjelétsl eltekintve egyértelinh



Bizonyitas. Tegyik fel, hogy A-nak van két kulonkbZholesky-felbontasa:

A =R/R, =R}R,. Mivel a felbontasban szeréphinden matrix is regularis, igy
(RI)"RI =R,(R)™. lit a bal oldalon als6, a jobb oldalon feltriangularis
matrix all, ami nyilvan csak agy lehet, ha mind eatik egy D diagonalis

T -1

matrixszal azonos. Ekkav’ =pD" = (R}) "R (R,(R)") =(R)" R(R)" R=,
ami azt jelenti, hogyl, =+1. TehatR, =DR, ésR; = R{D.

Algoritmus pozitiv definit matrix Cholesky-felbors@nak megadaséra:

Cholesky(A,R)
1. A afelbontandd matrix

2. R ajobboldali fetstriangularis matrix
3. n=Msor(A)

4. forj=1ton

5. do

6 i =8,

7 fol=1toj-1

8 do

9. M= =1

10. od
11. r, =sqrt(r;)
12. fork=j+ 1 ton

13. do

14. M =y

15. forl=1 toj-1
16. do

17. Mo =T Ty T
18. od

19. My =150 T5
20. od

21. od

22. return R

Példa.Az algoritmust hasznalva az alabbi felbontast nggiik:

4 2 -2 4 2 0 0 0Y2 1 -1 2
2 10 5 2| |1 3 0 0/03 2 0
-2 5 6 -3/ |-12 1 0/00 1 -1
4 2 -3 6 2 0 -11J00 0 1

10



3. téema
Matrixok sajatértékei és sajatvektorai, kozelit modszerek

A matematika tobb tertletén (pl. differencialegytek megoldasakor) hasznos
egy x - Ax leképezés (aholaDC™,xOC") olyan vektorainak ismerete,
amelyeket a leképezéssajat hatdsvonalan hagy meg. Az ilyen vektorokafaz
matrix sajatvektoainak hivjuk. Az iranya és a nagysaga valtozhagktornak,
igy csak azt koveteljuk meg, hogy eleget tegyenAaz Av egyenbségnek,
valamilyen 4 komplex szammal. Pontosabban tehat

Definici6. Az AOC™ matrixnak A0C sajatértéke, ha létezik olyamdcC”
zérovektortol kulonb@zvektor, amelyre

Av=Av

A v vektort ekkor az A matrix sajatértékehez tartozo sajatvektornak mondjuk.

Példa.A @ :j matrixnak két sajatértéke vam:=1 és i, =4.

A ) -hez tartoz6 sajatvektor lehet minden ol{%hj vektor, amelyrey, +v, =0.

2

A 1,-h0z tartozé sajatvektor lehet minden ol){%/hj vektor, amelyrev, =2v,.
2

Természetesen leszamitva aibl két esetben a zérdvektort.

Tétel. A A0C akkor és csak akkor sajatértéke azC™ matrixnak, ha a

det(A-A11)=0
Bizonyitas
a) Ha A0C sajatértéke azaOC™ matrixnak, akkor van olyarvz0 vektor,
amelyre Av=Av. Mindkét oldalbdl levonvaiv-t, kapjuk az Av—-Av=0
Osszefluiggést, majd-t kiemelve (A-Al)v=0 adodik. A feltételiink szerint
ennek a homogén linearis egyenletrendszernekiam trivialis megoldasa, igy
az egyenletrendszer matrixnak determinansa 0 kgl kegyen.

b) Ha a tételben szerépldeterminans 0 valamilyen OC értékre, akkor az
(A-Al)v=0 homogén linearis egyenletrendszernek van nem &aligvi
megoldasa. A1 azonban egyben sajatértéke is amak, hiszen az ébbi
atalakitasokat visszafelé végrehajtva éppeaz Av odsszefliggés adodik egy
v#0 vektorra.
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Definicio. A det(A-Al) A-ra nézve n-edfokd polinomait, (1) -val jeldljuk és
A karakterisztikus polinomjanak nevezzik.

1

Példa. A @ ;] matrixnak a de(z;/] 3_A]:A2—5)| +4 a karakterisztikus

polinomja.

Megjegyzeések.

a) Egy matrix sajatértékei a karakterisztikus pmijanak gyokei.

b) Az algebra alaptételébkovetkezik, hogy (multiplicitassal szamolva) egy
nxn-es matrixnak pontosansajatérteke van a komplex szamtestben.

c) A Ruffini-Abel tétel szerinlh>5 esetén nincs altalanos megoldo képlet egy
polinom gyodkeinek algebrai megadasara. Nem |étebilan végesalgoritmus,
amellyel egytetsslegesmatrix sajatértékefpontosarmeg lehetne hatarozni.

Tétel. Egy felg vagy alsé triangularis matrix sajatértékei megegyek a
matrix Fatlojaban allé elemekkel.

Bizonyitas. Ha A als6 vagy fel§ triangularis matrix, akkodet(A - Al) értéke
eppen a déatlobeli elemek szorzata, amely egyben a karaktéqis polinom
gyoktényeds ebdallitasa is, igy gyokei ax féatlobeli elemei.

Definicio.

a) AzA matrix nyoma a m:iaﬂ érték.(A tr jeldlés az angol tracesbered.)
i=1

b) AzA matrix spektralsugarao(A) = max| -

I<i<n

c) Az A matrix spektruma sajatertekeinek halmaza.

Példa.A [2 ;j matrix nyoma 5, spektralsugara 4.

TetsBlegesAOC™ matrixra trA= ZA és detA= |‘1|A

Vektornormak

Definicio: Egy ||.||:R" - R leképezést vektornormanak mondunk, ha
(i) |]v]|>0 , mindenv # 0-ra.

(i)) || av]|=|al||Vv||, barmelya valds szamra és v vektorra.

(iil) vy +v,| < v +|v.| barmelyv,,v, vektorra.

A vektornormak egyik fajtaja p-norma (p pozitiv egész szam)

12



M, [z\vf]ﬂp

A p=1 esetberi]. = 3|y

A p=2 esetbemruklideszi normardl szoktunk beszélni.

Gyakran hasznéalatos még a

M. = TIE‘X'V | vektornorma is.

Matrixnormak

Definicio. Egy ||.||:R™ - R leképezést matrixnormanak mondunk, ha
(i) ||A|>0, ha A nem a zéromatrix.

(ii) |aA| =|a| A|, ahola tetsBleges valds szam.
(iii) ||A +A|<|A]+]|A], barmelyA, A, valés matrixokra.
(iv) |AB|<]|AB|, barmely A,B valos matrixokra

Minden vektornormabdl szarmaztathatunk matrixnorazadlabbi médon:

I (I,
A= S“"W( A, = A,

Kénnyen lathatd, hogy azl egységmatrixnoz minden szarmaztatott
matrixnormaban az 1 érték tartozjkf=m iﬂX” =1.

Nevezetes matrixnormak

1A, = e, (=maxSTa|| - (oszlopnorma)

4. = e[ =maa |- (somorma)
n on 1/2

IA|. = (ZZMK Fj (Frobenius-norma)
i=1 k=1

|A, :”EE‘(’,ﬂaﬂ (maximum-norma)

Definicié: Egy ||~ matrixnormat _kompatibilisnek mondunk eg},
vektornormaval, ha minden A valds matrixra és xore& teljesil az

[A4, <[[Al,x, egyenstlenség.

13



Tétel. Barmely méatrixnormahoz megadhaté vele kompatibdigdornorma.

Bizonyitas. Legyen || matrixnorma. Egy vele kompatibilis vektornormat igy
definialhatunk:|x|, =|X]| _, ahol X = xe[ . Tényleg vektormat kapunk igy, mivel
a)[x>0, hax#o.

b) o], =|ar(xel)|  =lal|xel | =allx],
©) [x+ v, =[xe +yel| =[xl +|ve], =Ix, IV,
A bevezetett vektornorma kompatibilis lesz az addttrixnormaval, mivel

[, =|Axg ] < (A, |x], = (A1,

Tétel. Egy A matrix spektralsugara nem lehet nagyobb valam
matrixnormanak A-ban felvett értekénél, vagyis) <|A .

Bizonyitas. Ha azt igazoljuk, hogy barmelyAIC™ matrix barmely A
sajatértekére|A|<|A|, akkor készen vagyunk, hiszen ekkor specialisan a

spektralsugarra is fennall az egyildnség. Ez viszont igaz, hiszen asbdli
tétel szerint minden matrixnormahoz megadhat6 kehapatibilis vektornorma,
igy|A||x|, =[x, =|AX, <A, amit |x|, >0-val leosztva a bizonyitand¢ allitast

kapjuk.

Tetsdleges valés A kvadratikus matrixrga|, = (o(A"A)*, ahol |Al,
szarmaztatott matrixnorma. Ha A szimmetrikus, akkar = o(A), igy a ||,
normat szokaspektralnormaak is mondani.

A sajatértékeknek a komplex szamsikon valo elh&blgesét jellemzi a
Gersgorin tétel. Legyen ADC™ tetszleges matrix,r, = Yja,| (i=1..n) és

j=Lj#i

D, ={z0C:|z-a|<r} (i=1...n). Ekkor azA matrix minden sajatértékére fennall,

hogy A DLnJ D, . A D, koroket Gersgorin-kdroknek nevezik.

i=1

Definicié. Legyen AOC™ tetsdleges matrix, T pedig te®dleges regularis

L, A T—lAT ; ; L, . L, .,
matrix. Az — hozzarendelést hasonlésagi transzformacionak
nevezzik. Az A matrix hasonlo a B-hez (jel6lés prdB)étezik olyan regularis
T matrix, hogy

B=TAT.

14



Tétel. Ha A~B, akkop, (1) = p;(1), igy sajatértekeik is megegyeznek.

Bizonyitas: Ha A~B, akkor létezik olyanT regularis matrix, amelyr@=T"AT.
Ekkor p,(A) =det(A-Al) =detTT*ATT = AITT ™) =det (T AT -ANT ™) =
det(r) det(r AT - A1) det(T ) =det(T'T ™) det( *AT - Al) = det®-I) = p; ().

L (s P | , 11
Az elobbi tétel megforditasa nem feltétlendl teljesidzien {0 2} es a[o 1]

matrixok karakterisztikus polinomjaik megegyezneiégsem hasonlok.

Mivel nem létezik olyan algoritmus, amely minden trixak valamennyi
sajatértekét véges szamu |épésben pontosan memtraarigy kilondsen
fontosak az olyan eljarasok, amelyekkel jol tudgikelitenioket.

Hogyan tudnank ilyen algoritmusokat kitalalni?

Az alapdtlet lehet hasonlé ahhoz, mint amit lineaegyenletrendszereknél
hasznaltunk: Probaljuk meg olyan alakra hozni arim@{ hogy a sajatértekek
onnan mar kdnnyen leolvashatok legyenek.

Tipikusan a triangularis matrixok olyanok, amely#kranézésre le tudjuk
olvasni a sajatékeket, hiszen azok megegyeznekdolhan allo elemekkel.
Linearis egyenletrendszerek eliminacioval valo nd@eanal fontos szerepet
kapott, hogy meg tudtunk adni a kiindul6 egyentediezerrelekvivalensolyan
linearis egyenletrendszert, amelynek megoldasa egdszeii volt. Ehhez a
felsd triangularis matrix egyenletrendszerhez egy olgyenletrendszer-
sorozaton keresztul jutottunk, amelyben barmely le&gyenletrendszer
ekvivalens volt egymassal.

A sajatérték probléma kozdlitnegoldasanal azdadbi ekvivalencia fogalmat a
hasonlosag helyettesiti. Itt is definialhatunk -egietben — egy matrix sorozatot,
ahol a sorozat barmely két eleme hasonldé egyméaéhax sorozat hatarértéke
egy fel$ triangularis matrix, amelynek édtlojaban a kiinduldsi matrix
sajatértékei vannak.

A sorozatot a matrix trianguléris felbontasaivdimiélhatjuk:

A=M,R
A =RM; =M,R,

A, =RM; = MR,

15



Tétel. Az LR-algoritmus konvergencia-tétgleizonyitas nélkuit)

LegyenA OR™ olyan regularis matrix, amelynek sajatértékei wald €s
egyszeresek. Tegyuk fel, hogytadjuk allitani az alabbi sorozatot, vagyis
minden lépésben Iétezik a matrix LR triangularibdatasa:

A=LR

Au = RL.
Legyen az X matrix -t diagonizalo, vagyisk A X =diag(4,,4,,....A,) €s létezzen
az X-nek és ax™"-nek LR triangularis felbontasa.

Ekkor az{A}7., {R}:, és{L};., matrixsorozatok konvergensek és

Al * * * *
O /12 * * *

II(imAk:II(imRk: 0 0 A, * * |, LimLkzl.
0O 0 .. 0141

Tétel. Az R"R- algoritmus konvergencia-tétdleizonyitas néelkut)

LegyenA OR™ pozitiv definit méatrix. A Cholesky-felbontasonpaikb alabbi
sorozat A =R R

A<+1 = RthI
konvergal egy olyan diagonalis matrixhoz, amalysajatértékeit tartalmazza,
mindegyiket annyiszor amennyi a multiplicitasa.

Megjegyzeés.

A triangularis felbontasoknak egyéb alkalmazasaikainnak.

a) Ha A-nak ismert az LR felbontasa, akkor az Aknbaris egyenletrendszer
helyett tekinthetjik az Ly=b, Rx=y egyenletrendsket, amelyeket mar
pusztan visszahelyettesitéssel megoldhatunk.

b) Ha A-nak ismert az LR felbontasa, akkor A defadnsa is kénnyen

meghatarozhatd, hiszen az nem lesz mas, mint a@fidvjiban €% elemek
szorzata.
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4. téma

Egyenletek és egyenletrendszerek kozdlitnegoldasa iteracios
modszerekkel

Skalariteracio

Definicio: Legyenx, valos szam, f valos egyvaltozos figgveny! Az
X = f(X)
X, = f(x)
X, = f(X,)

X, = f(X.4)

sorozatot az f figgvény kezdponthoz tartozo iteraciésorozatanak nevezziik.

Lassunk egy egyszepeldat! Legyenf (x) =ax+b €sx, valos szam. Ekkor
X =ax,+b

X, =a’x, +ab+b

X, =a’x, +a’b+ab+b

x =a"x, +(@""+a"? +..+a*+a+1)b

n

1-a

Aty —Jja'x, + b, ha a#1l
Tehatx, =13 % "7,
X, +NDb, ha a=1

Természetesen merdl fel a kérdés, hogy mikor lemzvdrgens az é&bbi
sorozat, ha tart a végtelenbe. Nem nehéz belatni a kovétkez

L b ha Jak1
1-a
limx, = Xos ha a=1b=0

n- oo
nincs véges hatarérték  kulonben

Amire kiléndsen érdemes felfigyelni az az, hogy|dlal, akkor a hatarérték
fluggetlen azx,-t6l. Tehat barmilyen kezghontbol is indul ki a sorozat, az

mindig egy konstanshoz, asz=%b—hez fog tartani. Azq,9 pont az y=x €s

y=ax+b egyenesek metszéspontja, tehat megoldas=(@& egyenletnek.
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Definicio: Az x=f(x) egyenlet megoldasait f fixpontjainak rei.

Tétel: Legyen konvergens az f valds flggvény egy itesmidzata és tartson s-
hez. Tegyuk fel, hogy f folytonos és értelmezétintanya zart. Ekkor s
fixpontja lesz az f-nek!

Bizonyitas: s=limx =lim f(x_)=lim f(x,)= f(lmx )= f(s).

Természetesen felmedikérdések:

1. Létezik-e fixpontja eg§fliggvénynek?

2. Egyértelni-e a fixpontjaf-nek?

3. Barmely kezdpontbdl kiindulva a fixponthoz konvergél-e dziteracio-
sorozata?

Ahhoz, hogy biztositsuk, hogy az iteracié-soroZaitdosan létezzék aiznek,
feltesszik, hogyR. 0D, . Az ebbbi allitAsbdl kitint, hogy sztkségiink vain

folytonossagéara és arra is, ho@y zart legyen. Ha feltennénk azt is, hogy
D, korlatos, rogton kovetkezne az, hofypek biztosan létezik fixpontja. Elég

csak meggondolni a korlatos zart intervallumon timhps flggvények
tulajdonsagait.

Tétel: Az f:[ab] - [ab] folytonos fliggvénynek Iétezik fixpontja.

Bizonyitas: Legyen g(x)=x-f(x). Mivel a<f(a) és f(b)<b, igy g(a)<0 €s
g(b)=0. Ha g(a)=0, vagy g(b)=0 akkor készen vagyunk, drisakkor vagya

vagy b fixpontja leszf-nek. Tegyuk fel, hogy @j<0 és gf)>0. A Bolzano-tétel
szerint azonban ekkor létezik olyaponta ésb kozo6tt, hogy gf)=0. Ez viszont
pontosan azt jelenti, hogyfixpontjaf-nek.

Ha nem tesszik fab, korlatossagat, akkor nem biztos, hogy |étezikdixpaf-
nek. Ha aD, korlatossagat elvetjik, deé@juk, hogyf teljesitse a Lipschitz-
feltételt, akkor viszont az @bi harom kérdésre igennel valaszolhatunk. Vagyis:

Ha az f folytonos flggvényreR, OD,, D, zart és f teljesiti az
[f(x)-f(x)|sL|Ix -x,| Lipschitz-feltételt, ahob<L<1, €s x,x,0D,, akkor f-
nek pontosan 1 fixpontja van, és barmelydD.-re f iteraciésorozata a
fixponthoz konvergal.
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Nemlineéris egyenletek megoldasa fixpontiteracioval

Az egyenletek és egyenletrendszerek gyokkeresés@nalllémaja vissza-
vezethet alkalmas fliggvények fixpontjanak meghatarozasara.

Tétel: Az f(x)=0 egyenletnek s gyoke, akkor és csak akioa, g(x)=x+h(x)f(x)
fluggvénynek s fixpontja, ahol h egy olyan valég¥égy, amelynek nincs valds
zérushelye.

Bizonyitas: Has gytke az %)=0 egyenletnek, akkord(=0, igy g€)=s+h(s)0=s,
tehats fixpontja g-nek. Ha s fixpontja g-nek, akkors=g(s)=s+h(9)f(s), tehat
f(s)=0. Igys zérushelyd-nek.

Ha ah figgvénynek aZ derivaltjanak a reciprokanak az ellentettjét vAjak,
akkor az érilimddszerhez jutunk. Ha a derivalt helyett azt fazgy
differenciahdnyadosaval helyettesitjiuk, akkor jkteha széimodszerhez.

Erint 6modszer (Newton-mddszer)

Az x.., =X, —% sorozattal kozelithetjuk d¢x)=0 egyenlet egy gyoket.

Tétel: Az x,, az f figgvényhez gz, f(x,)) pontban huzott éridhek és az x-
tengely metszéspontjanak abszcisszaja.

Bizonyitas: Legyen az éririt egyenletey=mx+b. Az egyenlet meredeksége
f'(x.), igy y=f'(x,)x+b. Mivel az egyenes atmegy &z, f (x,)) ponton, igy
f(x)="f'(x)x +b.Tehat b=f(x)-f'(x)x. Az érinb egyenlete igy
y=f'(x)x+f(x)-f'(x,)x,. Az x, zérushelye eleget kell, hogy tegyen az

0=f'(x)x. + f(x,)~-f'(x)x 0Osszefuggésnek, andibx ., =x —% adodik.

n

Példa: Négyzetgyokvonas Newton-maodszerrel

A c pozitiv szam négyzetgytkét meghatarozni, nem mmés, az f(x) =x*-c
pozitiv gyokét kiszamolni. Ax, =1 kezdsértéket és c=2-t valasztva

2
X, —C . s -z
X = Xy =1 = 1(Xn +£j iteracio-sorozattal az

2X _E X

n n

X, =1.00000000 x, =1.50000000 x, =1.41666667x, =1.41421569
x, =1.41421356itt mar minden Kiirt jegy pontos.
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Szebmodszer

X — X
X..=x —f(x n__“nil
n+1 n ( n) f()(n)— f(Xn_l)

szebnek az x-tengellyel vett metszéspontjanak abszgmsdeszx.., .

Cttaz(x,, f(x)) és(x,, f(x_,)) pontokat dsszekét

Linearis egyenletrendszerek megoldasa iteracioval

Az Ax=a négyzetes matrixd linearis egyenletrendszert elt@ns
atalakitasokkal hozzulk=Bx+b alakra. Valasszunk alkalmag kezdsvektort

majd képezzik az ,, =Bx, +b iterdciésorozatot.

Tétel (bizonyitas nélkll): Az x. =Bx +b iteracidé globdlisan konvergal az
Ax=a egy megoldasahoz, ha(B)<1. (Az ebbbi feltételt lehet azzal is
helyettesiteni, hogy van olyan ||.|| matrixnormag ||B||<1.)

Kérdés: Hogyan allitsuk &l az Ax=a linearis egyenletrendszéiba vele
ekvivalensx=Bx+b linearis egyenletrendszert?

Tekintsik A-nak egy A=R-S reguléaris szétvagasat, ahBl regularis matrix.
Ekkor (R-S)x=a
Rx=Sx+a
) x=R7'Sx+R™a
lgy
B=R'S, b=R™a.

A tovabbiakban feltesszik, hody erdsen regularis, vagyié regularis és a
féatlojaban nincs nulla. Hogyan kaphatjuk m&gegy regularis szétvagasat?
Tekintstik azA=D-L-U, ahol D diagonalis matrixL alsé triangularislJ felss
triangularis matrixok.

a, 0 ... O 0 0 ..0 0 -a, .. -&,
p=| D %= 0 I BT
0 0 .. a e, -a, .. 0 0 0 .. 0
Jacobi-iteracié: R=D, S=L+U
- i X, =D} (L+U)x,, +Da

Gauss-Seidel-iteracioR=D-L, S=U
Ekkor
— 1\
N X, =(D-L)"Ux,, +(D-L)"a

— 11
b,=(D-L)"a 20



5.téma
Polinomok zérushelyei

1. Feladat: Adjunk meg olyan sikbeli tartomanyt, anely tartalmazza egy
adott polinom legalabb egygydkét!

Tétel: Legyen p(x) egy polinom és legyen z nem zérusag\derivaltjanak.

Ekkor p-nek van legaladbb egy gyoke a z k(’jﬁl'lol(zz))'| sugaru korben.

Bizonyitas: p gyoktényeds alakjat differencialva kapjuk a

p'(2) = Nz) , N2) +..+ n2) dsszefliggést, amit felhasznalva
Z-X, Z—X%, Z-X,

] S SO S I S S P I S SO

|p(z)| ‘z ><1 Z-X, _‘z—xl‘ ‘z—xz‘ ‘z—xn_ m|n|z X|

I<isn

Ebdl addéddan mar kdvetkezik az allitas:

p(2)
p'(2)|

z-x|sn—=t

1sin
Példa: A p(x) =x*+x*>+2x*+4x-8 polinomnak az

=LX, ==2,%, =2i,X, =2
a gyokei, amelyek kozul egy benne van egy origailk8rsugaru kérben.

2. Feladat: Adjunk meg olyan sikbeli tartomanyt, anely tartalmazza egy
adott polinom dsszes gyokét

Tétel: Jeldlje a p(x) =a,x" +ax" ™ +...+a,,x+a, polinom gyodkeit,x,,....x, .

Ay
a,

a

all=s.

71+ ’
a,

Lol

Ekkor u=maxx|< max{1+ o

I<i<n

3|

Bizonyitas: Minden gyokre igaz, hogy = i AR BV g I
Y= ao aOXI 8 § 8
& %

a,

p+
a,

an—1

a,

igy igaz au" <| 2y + |2 u" T+ L+
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a |
8
Tegyuk fel, hogyu >1, ellenke® esetben a bizonyitas trivialis.

Tudjuk, hogy <J.

<5-1 (i=1,...,n-1) é%ﬁ
2

Felhasznalva az &@bi eredményeket, igy

U <O@-Du"+( O -Du"?+..+(0-Du+(0-1)+1

U< (5—1)/”’ _11+1, amibdl mar kdonnyen adaodik az allitas.
/wl_

Példa: Az elobbi példabeli polinomra a tétel azt adja, hogy remdyok benne
van egy origo korili max(2,3,5,8)=8 sugaru korben.

Ezek a tételek arra is hasznalhatok, hogy ha edwngm zérushelyeinek
meghatarozasara iteraciés modszert hasznalunkr akkorozat kezigblemének
kivalasztasaban segitséglinkre lehetnek az olyatontanyok, amelyelt
biztosan tudjuk, hogy a polinomnak van zérushelye.

6. tema
Fuggvénykozelitések, Lagrange interpolacio, legkibb négyzetek
modszere

Ebben a témakdrbenpalinom-interpolacids feladattdbglalkozunk.

Probléma: Adott n darab paronként kulonbog,,x,.....x,} Un. interpolaciés
alappont és azf,f,,...f } értékek. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb n-1-kd fo
P,(x) interpolacios polinomot, amely eleget teszPdx) = f, interpolaciés

feltételnek

Lagrange interpolacio
Az elébbi feladat egyérteltren megoldhato.
Definicié: Mindeni<i<n-re definialjuk az

L.(x) = (X = X)(X = X,)eee(X= X (X = Xiyg )en(X— X))
: (Xi =X) (% = %1 )% = %0 ) (X = %)

un. Lagrange-féle bazispolinomokat.
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Tétel:
(i) Minden L, pontosan n-1-ed foku polinom

(i) Az alappontokban felvett értékekrex, ) =5, teljesul.

Bizonyitas:
(i) A neved konstans, mig a szamlaléban eg$-ed foku polinom van.
(i) Hai=k, akkorL (x) =1, killébnben 0.
Tétel. Az interpolaciés probléma megoldhato és egy lebesénegoldasa a
P09 =Y L (X)
i=1

Lagrange-féle interpolaciés polinom.

Bizonyitas.Az elébbi allitas (i)-Bl kovetkezik, hogyr,(x) legfeljebbn-1-ed
fokd polinom. Az ebbbi allitas (ii)-®l kovetkezik, hogyP,(x) = f,.

Tétel. Tetsdlegesen valasztott alappontok és fliggvenyértékaltéresaz
interpolacids probléma megoldasa egyértlm

Bizonyitas. Tegyik fel indirekt médon, hogy két kilonibmegoldas |étezile
esP’. Képezve as=P-P’ polinomot vilagos, hog$-nek minden alappontban 0
az értéke. Ez azt jelenti, hogy legalabérushelye van, ami azt jelenti, hogy
legaldbbn a fokszdma. Ez azonban ellentmond S konstruk@a@&jamivel abbol
meg az kovetkezik, hogylegfeljebbn-1-ed fokau.

Példa.Legyenek adva a (-1,10), (0,7) és (1,6) pontokeksilk meg hozzajuk a
Lagrange-féle interpolacios polinomot.

REL= R = IR =
G SRR R
A
AN
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Legkisebb négyzetek modszere

Adott m pontpar(x,y,) (i=1,...,m) Szeretnénk ezeket a pontokat a Descartes-
féle koordinatarendszerben e§ytggveny grafikonjaval j6l kdzeliteni. Ak
fliggvény ittn szamu linearisan flggetley) fuggveny linearis kombinaciojanak
kell lennie. Tehat

f=>a,9,,ahola, OR.

j=1
Feladatunk igy azr, ertékek alkalmas megvalasztasa. A legkisebb négjyze
modszerének lényege, Ggy megvalasztant aket, hogy
\/i[iajgj(x)—yj minimalis legyen.

i=1 \_j=1

Ehhez az sziikséges, hogy mindem<n-re

aiai;(;ajgj(xi)_yij =0
Ez utobbi egy linearis egyenletrendszeraazkre, amit megoldva felirhatjuk a
keresettf fliggvenyt. A legegyszébb eset an=2 , g,(x)=1 és g,(x) = x, tehat
amikor linearis fuggvennyel kézelitink. Ekkor (\g&sa nem kell tudni fefi
ezeket a képleteket)

ijxzzm:yi-ixiixyi _mgx yi—i&iyi

a. = i=1 i=1 i=1 i= i=1 i=1
L=

m m 2 B m m 2
mZﬁ-(Z&j mZ%-(Z&J
i=1 i=1 i=1 i=1
Példa: Legyenek adva az (1,4), (2,6), (3,7), (5,8), (¢§)10,9) pontok. A
legkisebb négyzetek mddszere abl specialis fliggvényvalasztassal egy
egyenessel, az un. regresszios egyenessel kdizelit.
a =480 4,237~ 043
86 86
Az egyenes egyenlete igy y=4.82+0.43Xx.

a,
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7. téma
Numerikus integralas, interpolacios kvadrataraformulak,
Newton-Cotes formulak

A klasszikus analizisben egy hatarozott Riemanegidlt a Newton-Leibniz
szaballyal szoktunk kiszamolni, a jol ismert algpké segitségével:

jzf(x)dx= F(b)-F(a)

aholF azf un. primitiv figgvénye.

AY

| —

- fx)

>
a b x

El6fordulhat azonban olyan eset is, amikermeghatarozasa nagyon nehéz
feladat, vagy éppeR nem is irhato fel zart alakban. Tovabbra is adizsa
eszkoztaran belul maradva vannak olyan ,trikkok’ebpmket néha sikerrel
alkalmazhatunk ilyen esetekben is:

- az integralandé fuggvény sorba fejtése, majd dagmmkénti integralasa,
- parcidlis integralas,
- helyettesitéses integralas, stb.

A gyakorlati életben azonbansérdulhatnak olyan feladatok is, hogy nemcsak
az F, de maga az integralandé fuggvény képlete sinoghatédrozva, hanem
helyette pl. egy gépi szubrutin van csak adva.géia hogy ilyenkor az analizis
elébbi eszkozei helyett mas eljarasokat kell kitaldFontos szerepet jatszik az
is, hogy a gyakorlat szamara altaldban nincs sgl&giontos értékre elég annak
egy hagyon jo kozelitése is.

Definicio: Tegyuk fel, hogy létezik az integralja az f-nekaaz] intervallumon.

A Qn(f)zZn:wifoq) sulyozott dsszeget kvadratura-formulanak hivjukbefine
i=1

szerepd w szamokat a formula_sudlyainak, az helyeket kvadratura-
alappontoknak hivjuk.

A kvadratura-alappontokrdl mindig feltesszik, hogg [a,b] intervallumban
vannak és paronként kulonkek.
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Interpolacios kvadratura-formulak

Alapétlet: Kozelitsik az figgvényt polinommal (hiszen azok jol integralhgio
igy azf integraljat is polinom integraljaval.

Vegylnk feln alappontot az [a,b]-ben és kozelitsiink az ezekdudazo P, (x)

Lagrange-féle interpolaciés polinommal. Az integeikdkor az aldbbi mdodon
alakul:

a i=l

jf(x)dxszn(x)dx:jzn:f(xi)Li(x)dx=if(xi)jLi(x)dx

b
Ha most bevezetjik az = j L. (Xdx sulyokat, akkor kidertl, hogy tényleg egy

kvadratura formulat kaptunk.

Definicio: Egy Qn(f):zn:vvif(xi) kvadratura formula interpol4ciés kvadratura-
i=1

formula, ha megkaphat6 a fenti moédon, vagyis appatjaira felirt Lagrange-

interpolacidés polinom kiintegralaséaval.

Newton-Cotes-formulak

A Newton-Cotes-formulak specialis interpolaciés dnatra-formulak,
méghozza azt a specialis esetet jelentik, amikordarab ekvidisztans
alapponthoz tartoz6 Lagrange-polinom integralj&éedelitiink.

Legyen a kivalasztott alapponta< x, <x, <...<X,_, <X, <b.

Attol fuggéen, hogy az integralas hatarai szerepelnek-e arpwiicios alap-
pontok kdzo6tt vagy sem, két esetet kilonboztetiiag:m

A nyitott formulakesetén a hatarok nem alappontok, ekkor
h=—, a=x,-h, b=x_,+h €S x=x,+ih 0<i<n-1

A zart formulakesetében a hatarok is alappontok, ekkor

h:b;?, a=x,, b=x_, €S x, =x,+ih  0<i<n-1.
n_

Miel6tt definialnank pontosan a Newton-Cotes formulalsstolnunk kell a
véges differenciakrol is.
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Definicié: Adott x, alappontokhoz ég, flggvényértékekhez tartozdf, i-ed
rendi véqges differenciakat a kovetkerkurzioval értelmezzik:

(i) &°f, =f,
(i) Af, =07, —A7f,

Ilgazolhato, hog f, -Z( 1)’ ( J e

fo
Af,

f, Nt
Af,

fa

Tétel (bizonyitas nélkal): A Lagrange-féle interpolacios polinomot véges
differenciadkkal az aldbbi modon irhato fel:

P.(¥) = R,(% +th) = f,@A fo
i _n—l i bt
jP (%, +th)dx= IZ( ]A fodx—i;A foﬂde

a 1=0

Hat szerinti integralasra tériink at, akkor két kuldrbitegralt kell felirni:

(i) nyitott formulak esetén az=x, +th helyettesités utan

-1 bl -1t
A f dx=h) A'f dt
Sanff o]
(i) zart formuldk esetén szintén az x, +th helyettesitést elvégezve
n-1 b t n1 n—lt
A f dx=h) A'f dt
S pergen (]
Néhany specidlis formula
Nyitott formula

n=1 (érin-formula)

b-a _a+b
Ty AT

<b

z > (x, +th)dx= th'ij -b- af(xo)J'ldt—bTf(a+bj2:(b—a)f(a+bj
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Zart formula
n=2 (trapéz-formula)
h=b-a a=x,<x=b

Z[Pz(x0 +th)dx= hiZ:lO:Ai fo.(l[(:]dt =(b- a)( f (xo):[ldt + Afojj(adtj =

1

= (b- It 1= o-
=(b a)(f(x0)+2Afoj (b a)[2

1
@+ f(b)j .

28



