1. Ortogonalis transzformaciok, sajatértékek meghairozasa QR-
transzformacioval

Korabban két triangularis felbontassal is megisméhettiink: az LR-
(vagy LU) illetve a Cholesky-felbontassal. A tovédiban egy Gjabb,
meghatarozasat tekintve stabilisabb dekompozicitagink foglal-
kozni, az Un. ortogonalis triangularizacioval.

1.1 Definicié.A Q kvadratikus matrix ortogonalis, dQ=QQ" =1 .

Vegyik észre, hogy egy ortogonalis matrix mindigguléris
(kovetkezik a determinansok szorzastétéllebigy Q ortogonalitasa
ugy is definialhatd, hog® olyan négyzetes matrix, amelynek inverze
megegyezik a transzponaltjaval.

Az ortogonalis matrix elnevezésnek az a magyarazatgy
ortogonalis matrix sor- ill. oszlopvektorrendszenandig ortonormalt
vektorrendszer lesz (Gondoljuk meg!), vagyis bemmeden vektor
egységnyi hosszusagu és keét kulordbdektor skalarszorzata 0 (azaz
a vektorok meaflegesek egymasra).

Az ortogonalis matrixok tavolsagtarto transzfornddandukalnak.

1.1 Tetel.TetsZleges Q ortogonalis matrixra €s x vektofkg =[x, .
Bizonyitas. [Qx; = (Qx)' (@) = x"Q"Qx=x" (QTQ)X =x"x=|X[.

1.2 Definicio. A Q kvadratikus matrixot _elemi tukdzmatrixnak
(vagy masnéven Householder-matrixnak) mondjuk, hd @agy
felirhatd Q=1-2qq" alakban, ahol g olyan vektor amelys& = |q|; =1.

Az elnevezés onnan adodik, hoggz! esetben, azx - Qx
transzformacié am-dimenzidos euklideszi térnek egy normalisu
origon atmef hipersikra valo tikrozését adja.



1.1 Példa.irjuk fel a [£ £J normalisu origbn atmeénegyenesre

vald tukrozést megado elemi tukéoanatrixot és szamoljuk ki a
segitségével az (5,3) koordinataju pontnak éblelegyenesre vald
tukorképének a koordinatait.

Megoldas.
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2
A megadott pont tukdrképének koordiné(éii: ;}@ :@

Vegyik észre, hogy a kapo) matrix egy szimmetrikus és
ortogonalis matrix. Ezek altalaban is teljéstilajdonsagai az elemi
tukrozs matrixoknak.

1.2 Tétel.Minden elemi tiikr@z matrix szimmetrikus és ortogonalis.
Bizonyitas.LegyenQ elemi tikro®d matrix.

Szimmetria:Q" =(1-2qq") =17 -2(q")' " =1 -2qq" =Q.

Ortogonalitas:
Q'Q=QQ=(1-2qq" )l ~2q9")=1-2qq" -2qq" +4qq"qq" =1 -4qq" +4q(g"q)q" =

1.3 Tétel.Legyenek x és y azonos hosszaségu de kuldmedrorok
az euklideszi térben. Ekkor @= =2 I _y” €és Q=1-2qq" formulakkal

megadott elemi tiikrozés x-et y-ba viszi.
Bizonyitas.Konnyen lathato, hogly; =q"q tényleg 1.

Hatarozzuk meg @x vektort!
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1.4 Tetel.LegyenQor™ egy elemi tikraz matrix. Ekkor az alabbi
particionalt formaban megadott

(I OJ o
T=| . _|OR
o Q

matrix is elemi tiikréz matrix lesz.

Bizonyitas. Ha Q egységmatrix, akkof is egységmatrix lesz, igy az
allitas ekkor igaz. H@=1-2qq", aholq egységnyi hosszusagu, akkor
bevezetve aq’=(00..0.4q.q,...q,) Mkomponeng vektort kdnnyen
lathatd, hogyq' hossza is egységnyi lesz €s1-2qq7, tehatT is
elemi tikro®d matrix.

1.3 Definicio.Egy A matrix ortogonalis triangularizaciojan A-naly

A=QR dekompozici¢jat ertjuk, ahol Q ortogonalis, felsd
triangularis matrix.

Tudjuk, hogy nem minden kvadratikus matrixnak leheigadni az
LR-felbontasat, ahogyan Cholesky-felbontasa sinic&lem négyzetes
matrixnak. Viszont minden matrixnak van ortogondliangularis

dekompozicioja, amelyet megkaphatunk elemi tikrazatrixokkal

végzett szorzasok segitségével.

1.5 Tétel. Minden A n-edrend valés kvadratikus matrixhoz meg-
adhatok olyanq,q,...Q,, elemi tikr6Z matrixok, hogy aza, = A,

A =Q A rekurzioval szamitotta matrix 1,2,...,j-dik oszlopaban
minden $atlo alatti elem 0 lesz. Specialisan igy, felss triangularis
alaku lesz.

Bizonyitas. A bizonyitast szerinti indukciéval végezziik.



A j=1 esetben hasznaljuk fel dz3 Tétet az x=Ag=a €s y=|4|,e
valasztassal. Igy @,A, Szorzas elvégzése utan kapattmatrix el$
oszlopaban a masodik elgihkezdve, minden szam O lesz.

Tegyuk fel, hogy az allitas teljesul az éeisesetre! Aza matrixot

.. U. B, . g o
irjuk felA :(04 c]] particionalt alakban, ahal, OR™, B OR*"7,
j j

O OR" M és ¢, OrR™»h Az 1.3 Tétet felhasznalva van olyan
S, OR™ ) elemi tukrod matrix, amellyel szorozva agc, matrix
el oszlopadban a masodiktél kezdve minden elem 0. IVazel.4
Tétel szerintQH:[cl)ZT (s):] szintén elemi tukré@matrix lesz, igy az
Aj+1=Qj+1Aj:((|)ZT ‘S’][g EHE s,.Bcj:J matrix mar aj+1-dik oszlo-
paban is fel§ triangularis lesz.

A fenti tétel valdban dekompoziciét ad, hiszen igy=90,.,Q,,..QA,
ahol rR=A_, fels triangularis matrix,Q, ,Q, ,..Q ortogonalis matrix,
aminek Q inverze (vagyis az &bbi szorzatmatrix transzponaltja) is
ortogonalis lesz, igh=QR. A fenti dekompozicios megadasi modot
szokas Householder-algoritmusnak is nevezni. (Alst&cott
Householder (1904-1993) amerikai matematikus.)

1.2 Példa.Hatarozzuk meg a Householder-algoritmussal az alabb
matrix ortogonalis-triangularis felbontasat

(i3

Ekkor csak egy elemi tikrézmatrixra van szikség, amely azdels
oszlop Batlo alatti elemét kinullazza. Legyedx 34)™ ésy=(50)". Igy

Megoldas.
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Egy specialis eset:
Regularis matrixok ortogonalis triangularizacidja

Ha a felbontando matrix regularis, akkor mas mogomegadhatjuk
annak egy ortogonalis-triangularis felbontasat.

A Cholesky-felbontason alapul6 eljaras.

Mivel A regularis, igy &= A"A matrix pozitiv definit, tehat léteziB-
nek kanonikuse=R'R Cholesky-felbontasa. Legyen=ArR*. Ekkor
az A=QR ortogondlis triangularis felbontas lesz. ValobhiszenR
felsd triangularis matrix, masrés@ ortogonalis, mivel

Q'Q=(AR") (AR")= (R*) ATAR" = (R*) BR™ = (R*] (R'RIR™ = (R")'R" JRR?) =

1.3 Példa.Hatarozzuk meg a Cholesky-felbontason alapulé &dgal
az alabbi regularis matrix ortogonalis-trianguldelbontasat

(3 2]
A= :
4 5

Megoldas.
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Vegyiuk észre, hogy a Householder-algoritmus és aleSky-
felbontas ,nagyon hasonl6” matrixokat adott, a kill§ég csak
eléjelekben van. Altalaban is igazolhaté ez a tulagfma regularis
matrixok ortogonalis triangularizaciéjanak.

1.6. Tétel Regularis A matrix ortogonalis triangularizaciéja Q
oszlopainak és R sorainalks@léwl eltekintve egyértelin

Bizonyitas. Tekintsik A két kiulonbos felbontasat: A=QR =Q,R,.
Mivel A regularis, igy a felbontasban szeteplinden matrix regularis
lesz, ezértQlQ =R,R™. Itt a baloldal ortogonalis, a jobb oldal fé&ls
triangularis matrix lesz, ami csak ugy lehet, handkét oldalon
ugyanaz aV diagonalis matrix all. MivelV diagonalis, ezért a
féatlgjaban minden elem csak 1 vagy -1 lehebesqQy, R, =VR.

1.1 Megjegyzés

a) Ha ismertA=QR dekompozicidja, kbnnyen megkaphdtiet A|.
Ehhez elég meggondolni, hogy egy ortogonalis mateterminansa

csak +1 vagy -1 lehet. Ekkor viszdmitA = |i||rﬂ. .

b) Ha ismert aAx=a linearis egyenletrendszer egyutthatomatrixanak
A=QR felbontasa, akkor tekintve a

Qy=a

Rx=y

egyenletrendszerekek konnyen meghatarozhatd, kihasznalga
ortogonalitdsat {=Q"a, majd a szokasos visszahelyettesitéssed
megkaphato).



1.2 MegjegyzésAz elemi tikrod matrixok mellett az ortogonalis
matrixoknak fontos osztalyat alkotjak az un. eldargaté matrixok
IS. Itt csak a 2x2-es esettel foglalkozunk.

1.4 DefiniciOA 2x2-es

g=| oA sina
-sinag cosa

matrixot elemi forgaté matrixnak nevezzik, ahol < 2n.
Kdnnyen lathatd, hog$ ortogonalis.

Egy A matrixot megszorozvasel

SA= cosa sina\a,; a,)_ * *
—-sing cosa \a, a,, a, cosa —a, sina *

Azt szeretnék, hogya,cosa-a,sina=0. Ez elérhet egy ilyen
valasztassal:

cosr=——1__, sing:=—2_, amennyibena’+a%#0, ha 0 akkor
Vall+a21 Vall+a21
a=0.

Innen mar kdénnyen adodik az elemi forgaté matrixokasznald
ortogonalis dekompozicié.

1.4 Példa.Hatarozzuk meg az alabbi matrix QR-felbontasat elem
forgatdo matrixok felhasznalasaval

Megoldas.
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Miert 'forgatd’ matrix?

Ha az &,y) koordinataju ponj szoget zar be agtengellyel és azt az
origo korul -a széggel elforgatjuk, akkor az igy kapott poxity)
koordinatai(zcod{s-a) zsin(8-a)) lesz, ahok=/x* +y? = /x?+y? . igy

. . X . .
X'= z(cosa cosp +sinasin ) = z(cosa — +SII‘10’X) = Xcosa + ysing
2 2

. : X . :
y'=z(sinffcosa —cosfsing) = Z(Xcosa——sma) = ycosa — xsina
z y;

A QR-algoritmus

A QR-algoritmust rekurzidval adjuk meg. LegyerA. Ha A =QR,
akkor A, =RQ, ahol @ ortogonalis,rR felsd triangularis matrixok
mindenix1-re.

Az eldbbi mddon definialt matrixsorozat egymast kdveatlemei
hasonlok lesznek egymashoz. Valoban, hiszen har és A, =RQ,

akkor mivelr =Q™A, igy A,, =Q*AQ.

1.7. Tétel(A QR-algoritmus konvergenciatétglda A sajatértékeire
IA|>[4,|>...>[4|>0 és van olyan A-t diagonizal6 X matrix, hogy
X AX = D =diag(4,,1,...4,) €S létezikx*-nek LR-felbontasa, akkor az
{A}{R} és{Q,} matrixsorozatok konvergensek és

* * e *

b
i

* DY *

, ésLikaﬂ.

O s

limA =limR, =

K- oo K- o

e O O

A QR-algoritmusnak egyik &hye, hogy az algoritmus sosem akad el
amiatt, hogy egy matrixnak nincs QR-felbontasa, ehiaz mindig
letezik. Az algoritmusnak masik églye, hogy a kerekitési hibakkal
szemben stabilisabban viselkedik, mint az LR ill. Cholesky-
felbontason alapul6 eljaras.



2. Egyenletrendszerek kdzel&t megoldasa, relaxaciés modszerek,
tobbvaltozés Newton-maodszer, fliiggvényminimalizalas.

Korabban tanultuk a linearis egyenletrendszerelekidzmegoldasat
adé Jacobi- (J-moOdszer) és Gauss-Seidel-iterac®snddszer)
eljarasokat. Ezen modszerek Kkiterjesztéseként afuy most a
Jacobi-féle relaxacios, illetve a szukcessziv lak@cios modszert.

Tekintstik az Ax=a linearis egyenletrendszef erésen regularis

egyutthatomatrixanak A=£D—(L+U +(1— ij felirasat, ahol D

w w
diagondlis, L als6 triangularis,U felss triangularis matrixok (a
féatlbban minden elem 0) és>o0 valds paraméter (Un. relaxacios

parameéter).
Jacobi-féle relaxacios modszer (JOR-modszer)

A-nak azR-Sregularis szétvagasaban legyen

R=1D, s=L+U +(1— jD.
w w

igy azx=Bx+b iteracios formulaban
By = aD‘l(L+U +(1—1JD], illetve b, ,, =aD™a.
w

Szukcessziv tulrelaxacios médszer (SOR-mddszer)

Ekkor R:C%D—L, S:U+(é—jD, gy By, =(D-al)™(aU +(L-w)D),

b, =D -Lw)a.

Természetesen aziebi relaxaciés modszerekre is teljesiilinek a Jaco-
bi- ill. a Gauss-Seidel iteracional tanult konverga-kritériumok.

2.1 TételErgsen regularis egyutthatomatrixd Ax=a linearis
egyenletrendszerre a JOR- vagy SOR-mddszer akksa&sakkor
konvergens, ha

1) o(B)<1.

i) van olyan ||.|| matrixnorma, amelyre ||B||<1.



Az iterdcios modszerekkel kapcsolatosan megfogdiataz tobb
olyan ,relativ’ konvergencia-kriterium is, ahol agyik modszer
konvergencidja a masik modszer konvergencidjatavorgga utan.

2.2 Tétel Legyen Ax=a egy ésen regularis egyutthatbmatrixu
egyenletrendszer. Ha a J-mddszer konvergens, akdswleges
0<a <1 relaxaciés paraméterre a(w)-modszer is konvergens lesz.

Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy(s, ., )<1.
Nem nehéz latni, hogg,, =B, +1-«)I (Gondoljuk meg!).
Ha B, sajatertékeir,, ,,...1,, akkor viszonts,,, x (1<i<n) sajatértékei
felirhatok . = w, +1-w alakban (Gondoljuk meg!). igy azonban

| =|a, +1-dd <|at | +1- of = A | +1- w< w+1-w=1,
tehats,,, spektralsugara téenyleg 1-nél kisebb, vagyig«-modszer
Is konvergens lesz.

A relaxacidos modszerek esetén a konvergencia sgégsteltétele
hogy a relaxacios paraméter 2-nél kisebb pozitwrslegyen.

2.3 TételMinden «. >0 relaxaciés paraméter eseténai< o8, )-

Bizonyitas. Vegyuk eszre, hogys,, féatléjaban minden elem-«
(Gondoljuk meg!). Ekkor viszont, ha,,, sajatértéken,,,,...1,, akkor

tr(B,,,) =n-«) €s ez azt jelenti, hogm—QS_Zn:Mi 1<no(B,,,,), amikdl a

bizonyitand6 egyefitlenségn-nel valo leosztassal kovetkezik.

2.4 Tétel Minden« >0 relaxacioés paraméter eset@nd < p(B, )-

Bizonyitas. Hatarozzuk meg a By, matrix karakterisztikus

polinomjanak a 0 helyen felvett ertekét.
Ps,,, (0) =det(B,) = det® - al) ™ det(@J + (L~ w)D) = de+D (1-w)"detD = (1- w)".
Mivel p, (0) egyben &,,, sajatértékeinek a szorzata is, igy
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T =)'

Ebb| viszont i-af" = Ill||Ai|s(,o(Bs(w)))" kévetkezik, amibl n-dik gyokot

vonva a bizonyitando egyéilenséget kapjuk.

A 2.3 Tétel és a2.4 Tétel kdzvetlen kdvetkezménye (Gondoljuk
meg!), hogy mind a JOR-, mind SOR-moOdszer esetélen
konvergencia szikséges feltétele, hogy.<2.

Vannak olyan tételek is, amelyek elégséges feltétmlnak a
konvergenciara. Fontosak azok az eredmények islyaknelyan
optimalis « értéket adnak, amire az iteraciés matrix spekigisa
minimalis lesz, mivel a konvergencia ekkor lesegglyorsabb.

2.5 Tétel Tegyuk fel, hogy a, matrix minden sajatértéke valds és
1>A,21,2..2 2, . Ekkor

a) az v :zﬁ értékre a JOR-modszer konvergens
b) ha a#ax, akkorp(BJ(m )< P(Byy) s
c) a JOR-mdbdszer akkor és csak akkor konvergenss ba 1_2/1 :

n

Bizonyitas

a) Mivel B, =aB,+@-w)I, IQy a B,, mMatrix ug=wl +Q1-w
sajatértékeire (lasd 2.2 Tétel bizonyitasat)y, = u, =...2 4, is teljesul.

|gy p(BJ(w)) = max{iul|’|:un|) .
L= 2 A, 41~ 2 N,
2_0\1+)\n) 2_ 0\1+)\n) 2_0\1+)\n)
2 2 A, =\,

M = oAt = =W~

T2-0 A T 2=+ A,) 2-QgFA,)

1 w* -ra is teljesiil a relaxaciés paraméterre vonatkamzin sziikséges feltétel, miszerint az csak 2-rsélbki
pozitiv szam lehet. Ehhez elég azt meggondolniy o, féatldjaban minden elem 0, igy a matrix nyoma, és
egyben a sajatértékek 6sszege is 0 kell, hogy feg@sszevetve ezt a tételnek a sajatértékekre karat
feltételével, kovetkezik, hogh, = 0és A, < 0. Ekkor viszont all az is, hogik,, <1—A,, vagyis W <2 .
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Tehat
P(B; @) = max(lu, *|,u, *1)=

A A, :2)\1_()\1+}\n)<2_)\1
2_0\1+)\n) 2_ 0\1+)\n) 2_)\
vagyis a JOR-modszer konvergens.

_An:1
-\,

1

b) Definialjuk azf, (w) = (4 -)w+1| flggveényeket, minder<i<n-re. Az
optimalis «* értéket, vagyis ahol &,, spektralsugara minimalis az
o = minmax(f,(@), (@) képlet hatarozza meg. Itt a maximum akkor lesz
minimalis, haf () = f (v), azaz

2—(f+ﬁn)'

Ha «* <, akkor p(B, ) =| f,(@) P f,(«*) = o(Byy) -

Ha « <a*, akkor p(B,,) =l f,(@) Pl f,(a*) | (B, -

-((A, ~Dw+1) = (A, ~Dw+1, VagyiSw=

c) A JOR-madszer pontosan akkor konvergensp®g,) <1. Mivel
p(B,.,) =max{w|.|)), 1gy a spektralsugar akkor lesz 1 alatt,flia <1.

Ez pedig akkor teljestl, han, -nw+1)<1, vagyiso<w<

n

Nemlinearis egyenletrendszerek

El6sz6r az egyvaltozds analizédbismert differencidlas fogalmat
altalanositjuk.

2.1 DefinicibAz F:DOR" - R" leképezés (Fréchet-)differencialhato az

x 0D helyen, ha létezik olyamor™ matrix, amellyel
im |F (x* +h) = F(x*) = AH| _
[h i
Ekkor az A matrixot az F figgvény x*-beli derivéttak mondjuk és
ra az F'(x*) jelélést hasznaljuk. Az F figgvényfeliéncialhatd D-
ben, ha barmely0b helyen létezik F'(x*). Ekkor értelmezett az

F'(9:DOR" - R™ derivalt fliggvény.

Megjegyzés
1.Az ebbbi definiciét kimondhattuk volna

12



o [FO)=FO0) - Aly =)

0
T Ty

alakban is.
2. Az m=n=1 specialis eset ekvivalens a differencialhatos@ddsns
definiciojaval:

Ihi[r(l)lF(x*-l-h)_Tl(‘lT*) -FA9hl_

3. Ha azA=F'(x*) létezik, akkor egyérteltn 5t A megegyezik a
parcialis derivaltak helyettesitési értékgilalldé mxnes fliggvény-
matrixszal (n=n esetén a Jacobi-matrixszal):

a, :{%} (F komponensenkenti &llitdsat felhasznalva).
I dija

2.1 PéldaHatarozzuk meg az alabbi figgvény derivaltjat:

2

FR LR, |:(x)=(x1 +X2].
X, ‘|'X3
Megoldas

F'(x):(

2x, 1 0
0 1 1)

Tobbvaltozés Newton-modszer

A tbbbvaltozos éririmodszert az egyvaltozés modsagr=x, - :(();k))

képlete helyett az,., =x - (F'(x))*F(x,) iteracios sorozattal hatarozzuk
meg. Lathatd, hogy a derivalt matrix elemeit a retdd parcialis
derivaltakba valox=x, helyettesitéssel kaphatjuk meg. Fontos azt is

észrevennink, hogy ez a formula csak akkor alkdtaitézha az(x,)
matrix regularis.

2.6 Tétel(A Newton-modszer lokalis konvergencia-tétele)

Legyen azrF:DOR' - R leképezésnek-op zérushelye. Tegyik fel,
hogy vannak olyans,y,s,0c pozitiv konstansok, hogy:%, do <1,
s,(x) 0D, tovabba F folytonosan differencialhas x+) -ban és
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a) |(F'09)7|< 8 barmelyxos,(x) -ra,
b) [F'(u)-F'v)| < YJu-v| barmelyuvos,(x) -ra.
Ekkor  tetsdleges x,0S,(x*) kezdiértéket valasztva az
%o =% —(F'(x))'F(x) képlettel definialt iteraciés sorozat a
kovetkedket teljesiti (ON*)

() x. 080,

(i) x - x* és x* az F egyetlen zérushelye) -ban,

(iil) Je] = ole",

(iv) o= (efe))* , ahol e =x -x* (a hibavektor).

2.1 PeldaKdzelitstik az alabbi egyenletrendszer egyik gyakeét
(-0.6, 0.6) kezdértékkpl kiindulva a Newton-mddszerrel
x®—3xy* =1
3x’y-y*=0

Megoldas.A Jacobi-matrix és inverze:
- — 2 _\,2
30,3, = {XZX no y“] J_l(Xn,yn):m{f;Xni//: Xzix_"yy”ﬁj
x, =—-0.400Qy, =0.8629  x, =-0.500Qy, = 0.8660
x, =—-0.5047)y, =0.8564 x, = —-0.4999y, = 0.8660
x, = —0.4998 y, = 0.8660
A kezdbértéktl fluggéen az eljarassal kozelitibkt az

egyenletrendszer gybk{':%,gj ( ; */2_} (10)

A Jacobi-matrix invertalasanak elkerilése végettlgrast sokszor az
alabbi médon szokas hasznalni a gyakorlatban:

. INPUT: x,¢.

. k=1

. SOLVE F'(x,)s, =-F(x,) for s,
Xisp = % T 5

. k=k+1

A %, x| <& then stop

. goto 3

N oo hwNE
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Numerikus differencialas

A derivaltak meghatarozisara alagest harom modszert szoktak
hasznalni:

a) ,Kézzel” valo derivalas
b) Numerikus differencialas
c) Automatikus derivalas

a) A ,kézzel” valo derivalt meghatarozasakor a\asi szabalyokat
alkalmazzuk és kiszamoljuk a derivalt figgvényt.

2.2 PéldaHatarozzuk meg az(x)=(x-1)?> képlettel megadott valos
fliggvény derivaltjat az =2 pontban.

MegoldasMivel f'(x) =2(x-1), igy f'(2)=2.

b) A numerikus differencialasoran a derivalt értéket differencia-
hanyadossal kozelitjuk (ahslvalamilyen kicsi szam):

Fo0 =1 X9 ~f(¥)

5
2.3 Példa Kozelitsik az €bbi példdban megadott flggveny
derivaltjat azx = 2pontban numerikus differencialassak.01).

Megoldas
f(2+0.01)- f(2)_ (2+0.01- ¥-2 3

f'(2)=
@ 0.01 0.01

=2.01

c) Az automatikus derivalassoran egyudtt szamoljuk az adott
flggvényre ismert kiszamitasi eljarast az egyésatetekhez tartozo
derivalasi szabalyokkal. A valtozéhoz egy elempéndelink,
amelynek el§ komponense a flggvényértéknek, a masodik a derival
értékének felel meg.
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2.4 PéldaHatarozzuk meg az &dbi példakban szergplfliggvény
derivaltjanak értékét az=2 pontban automatikus derivalassal.

Megoldas

Rendeljik az valtozéhoz a (2,1) szampart. A 2 anek a 2 pontban
vett helyettesitési értéke, az derivaltjanak értéke.

Az f(x)=(x-1? fuggvénybenx-bdél levonunk 1-et. Az 1l-et is szam-
parral helyettesitjuk (1,0). Azx-1 kivonast igy elvégezzik a
szamparokon, ahol az élkomponensen ez 2-1-et fog jelenteni, a
masodik komponensen 1-0 adodik (mivelg)'=f'-g'). Az eddigi
részeredmeény tehat (1,1).

A négyzetre emelés soran azodelomponens értéeke 1 marad, a
masodik komponens 2 lesz, miej)'=f'g+fg".

Az eredmény tehat (1,2), amebjbaz el$ komponens azf
helyettesitési értékét adja, a masodik komponederiaalt értéke az
x =2 pontban, vagyis 2.

Fluggvényminimalizalas
A lokalis minimum létezésénakssrendi szlikseges feltétele

2.7 Tétel Ha az f:rR" - R flggvénynek az x' pontban lokalis
szélgértéke van, akkor f(x)=0 (koordinatas alakban%(x):o
(i=1,..,n) mas jelolésben grd@x’)=0 vagy of (x) =0).
2.2 Példalegyenf (x,x,) = x* +x¢ -3xx, . Ekkor

af _ 2 _ i = 2 _

a(xl,xg)—:gxl 3%, 5 axz(xwxz) 3%, =3X%.

Az f flaggvénynek lokalis szélértéke a (0,0), és az (1,1) pontban
lehet.

Masodrend szikséges feltétallokalis minimum |étezéséhez

2.8 TételHa az f fliggvénynek az x’ pontban lokalis minimwaa,
akkor f'(x)=0, és f’(x’) (az un. Hesse-matrix)opitiv szemidefinit.
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2.3 PéldaAz elbbbi példaban

i=12
" _ azf(xl’xz) _(6x -3 -maAtri
f (xl,xz)_(—a)gaxj J,: _(_3 GXJ (Hesse-matrix)

gy a (0,0) pontbanf"(o,O):(_o3 _OBJ. Ez a matrix nem pozitiv

szemidefinit, (sajatéertekei kulonbdzlsjeliek: 3, -3). Tehat a (0,0)
pontban a flggvénynek nem lehet lokalis minimuma @,1)

pontban: f @y =(_63

féminorja pozitiv, igy az (1,1) pontban dzfiiggvénynek lokalis
minimuma lehet.

_63) Ez a matrix pozitiv definit, mivel mindkét

Masodrend elégséges feltétal lokalis minimum létezéséhez:

2.9 Tetel Legyen f(x)=0. Ha f’(x’) pozitiv definit, akkoraz f
fuggvénynek az x’ pontban lokalis minimuma van.

2.4 Példa: Az elbbbi példabeli figgvénynek g4,1) pontban lokalis
minimuma van, meift’(1,1) pozitiv definit.

Megjegyzés:Ha az edbbbi tételberf”’(x’) indefinit, akkorx’-ben nincs
lokalis széléértékef-nek. Haf”’(x’) pozitiv vagy negativ szemidefinit
(de nem definit), akkor a tételeindbsemmilyen kdvetkeztetés nem
vonhato le. Természetesen ebben az esetben is zsggiatnank a
magasabb reridderivaltakat, azonban a megvizsgalandd adatok nagy
Szama miatt, ez az ut gyakorlati/szamitastechraskampontbdl nem
megfeled.

A fentieklsl egyértelnien kitinik, hogy az egyenletrendszer
megoldas és az optimalizalas, mint problémak kéziitos kapcsolat
van. Amennyiben egyf tdbbvaltozos fliggvénynek keressik a
szélgértékeit és a Newton-moédszert azx) =0f(x)=0 egyenlet-
m} , amif Hesse-
0x;0X -

9% |4

rendszerre alkalmazzuk, akker(x) =02 f(x) :{

matrixa.
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3. Folytonos fliggvények kozelitései, négyzetes eégyenletes
kozelitések.

Tekintstik aV normalt lineéris térnek egy dimenziésG alterét és
roégzitstikG-nek egyg,,9,.....9,} bazisat. Tegyuk fel, hogyov .

Feladatunk f-nek a legjobb p:Zn:aigi alaku p* kozelitését

meghatarozni, amelyre a kozelités hibaja minimahgyis
|t -p*|<|f - p|, barmelypOG-re.

Vezessik be a kovetk&zelolést: g, (f)=inf{|f - p|| pOG}. Tehat p*
pontosan akkor lesz a legjobb kozelitesgh@) =|f - p*|.

A kittizott feladattal kapcsolatos alapy&erdések:

() Van-e olyanp*0G, amelyreg,(f) =|f - p*|?

(ii) Egyértelnti-e p*?

(i) Milyen tulajdonsagok jellemzig*-ot?

(iv) Hogyan becsulhéte,(f)?

(v) Praktikusan, milyen modon hatarozhatd m&g

3.1 Tétel (A legjobban kozelét elem egzisztenciajah V normalt
linearis tér tetséleges f eleméhez létezik V-nek az n dimenzios G
altérben f-et legjobban kdzelip* elem.

Bizonyitas

E.(f) definiciojabol kovetkezik, hogy megadhatéo olyan b&i
elemekiél allo {p,} sorozat, amelyr%@onf—pk IE E, (f). A haromszdg-

egyenbtlenséget felhasznalvgp, k|If |+ ||+ p , amil®Bl kdvetkedleg
a{p,} sorozat korlatos.
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N n 1/2
vektorsorozatot (a sorozat korlatos, m @Bi(k)zj vektornormat
hataroz meg, igy a vektornormak ekvivalencigja tmvain olyany
konstans, hog isfkfj <vylln. | és a{p} sorozat korlatos). Az}

sorozat korlatossdga miatt kivalaszthato 6leel egy konvergens
részsorozat:

Bk| - B* .
Tekintsuk ap*=>pig, 0Gelemet! Mivel ap, részsorozatrgp, - p*|l- C,

gy |1f-p*Ik|lf- p<l_||+ lp- p*lb E (¢, ahonnan adddik, hogy p* az f-et
legjobban kozelit elem.

Az altalanos esetben az unicitas nem garantéiprelulhat, hogy egy
elemnek végtelen sok legjobb kdzelitése van.

3.1 PéldaLegyenv =R?, G=R'=<¢ > €S f =¢,. Ha a||_vektornormat
hasznaljuk, akkof-nek végtelen sok legjobb kdzelitése van, hiszen
tetsdleges|a|<1 mellett igaz|f -ae|_ =1=E.(f).

3.1 Definici6 A V normalt linearis tér_szigordan normalt, ha
tetszleges O-t6l kulonb@z f és h elemére a haromszog-
egyendtlenségben fennalldrs +n|=|f|+|h] egyendsegldl kovetkezik,
hogy a két elem linearisan figg

3.2 Tétel (A legjobban kdzel@ elem unicitasaHa a V linearis tér
szigortan normalt, akkor teidleges f-hez legfeljebb egy G-beli
legjobban kozeldt p* |étezik.

Bizonyitas

Tegylk fel, hogy két kilonbézlegjobban kozelft elem létezik p* és
p**. Ha ez igy lenne, akkor g*=1/2(p*+p**) is legppan kozelid
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elem lenne, mivel egy f elemet legjobban kddebtemek a G tér
konvex részhalmazat alkotjak. Valoban, hiszen ekieort|o,], akkor
I = Ap*+@L=A)p*) |I=lIA (f = p*) + L=A)(f - p**) |I<
SAMIF=p*l[+ @A) [If- p**[EAE (F)+ (-MN)E ()= E (f)
Ekkor
1 1 1
EsO=lif-a*lFllf-2 (pr+p ) kS Nf-pr I 1= pIF & O
ami azt jelenti, hogy teljesul a
1 * 1 _Nn** _1 —n* _l — Nn**
15 E=p)+ S =p™) IS E =PI I+ 11 = p)
egyenbseg. A tér szigorl normaltsaga miatt azonban
1 *) — 1 **
SE=p) =a(f-p™) .
Ez azonban azt jelentené, hogy p*=p**, ami ellenkeza
kiindulasunkkal.

Négyzetes kozelitések

3.2 Definicio A V linearis teret_euklideszi térnek (vagy lineéris
belsiszorzat-térnek) nevezzik, ha értelmezve van &t&sleges f,h
elemeinek [f,h] bels szorzata, azaz van olydn:vxv - R leképezés,

hogy

(i) [f.f]=z0 és ha[f, f]=0, akkor f=0,
() [f,h]=[h,1],

(i) [f+g,h]=[f,h]+[g,h],

(iv) [af ,.h] = o[ ,h].

Euklideszi-térben  teljesil a  Cauchy-Schwarz-Bunyakéi
egyenbtlenséqg.

3.3 TételEuklideszi térben tetgleges f és h elemekre

[f.h] <f, f1[h.n].

Bizonyitas

0<[f —th, f —th]=[h,h}t? —24 f,h] +[f, f]
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Az eldbbi egyenbtlenség mindent-re teljestl, ami csak ugy
lehetséges, hare masodfoku fliggvény diszkriminansa nem pozitiv,
tehat

A(f,h)2-4f, fl[hh <0, amil®l gyokvonassal a bizonyitand6 egyé&nl
lenséget kapjuk.

3.4 Tetel Az |f|=[f,f] definicioval adott||:v - R" leképezéssel V
normalt vektorter lesz.

Bizonyitas

a) [f|=z0, és hgf|=0 akkorf=0 a bel$ szorzat (i) tulajdonsaga miatt,
b) af|=|a] f| a (iv) tulajdonsag miatt,

c) a haromszog-egysditlenség a CSB-egyeftlenség segitségével
bizonyithato

|f +h||2 =[f +h,f+h]=[f, f]+2[f,h]+[h h] <[f, f]+2|f[|h]+[h h] =Q|f||+||h||)2.
3.5. TetelMinden euklideszi tér szigortan normalt.

Bizonyitas. Ha f ésg a tér két tetsdegesO-tdl kilonbod eleme,
akkor az alabbi egyeftlensegek teljesilnek:

If +af" =[f +o][f +a] =[f.f]+2[f.0] +[a.d| <[]’ + 2[*.d|+|d"<(| f+|d)". Itt veqig
egyenbsegek viszont csak ugy allhatnak,flésg linearisan figgk.
Euklideszi terekben @* legjobban kdzeltt elemre ,geometriai”
jellemzés adhat6. Az euklideszi vektornormavaltettar" vektortér
esetében ez annak a szemléletes ténynek felel imegy f-et
legjobban éppen @ altérre valé meieges vetllete kozeliti.

3.6. TételLegyen V tetsgiteges euklideszi tér, G a V altere és f V-beli.
A G-beli p* akkor és csak akkor lesz f legjobb kt&se, ha

[f-p*,g]=0 barmely G-beli g-re.
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3.7. TételA V euklideszi tér tetdleges f elemének pontosan egy G-
beli p* legjobb kozelitése létezik.

Végesn dimenzios euklideszi terekre a legismertebb pe&talz r®
terek adjak, & barmelyn dimenzids euklideszi tér izomorf-nel.

Az alkalmazasok szempontjabdl legfontosabbak azok a
flggvényterek, ahol a tartbhalmaz elemei adott jdalessagu
fuggvények, a bets szorzat fogalmat pedig valamilyen
integralfogalombdl vezetik le.

Példaul, ha a Riemann-féle integralfogalmat hasznabhz [a,b]
intervallumon folytonos fliggvényekre definialjuk a

[f (9,900] =] f (0 g(xdx
bels) szorzatot, akkor euklideszi teret kapunk, amelyigazolhatd az
alabbi tétel.

3.8 Tétel Ha folytonos flggvényeéb allo f (x) fliggvénysorozat

egyenletesen tart f(x)-hez [a,b]-n, akkor aZbbl euklideszi térbeli
konvergencia is igaz:

I -1 = [(F(9=f,(9)?dx - 0.

(Emlékezted: (f )-re azt mondjukegyenletesen konvergé&hez, ha
minden pozitive-hoz létezik egyn,ON Ugy, hogy mindemnxop, és
mindennzn,-ra|f,(x) - f(x)|<e)

Egyenletes kdzelitések

Az foOCab) folytonos flggvényt kozelitjok egy rogzitett

sitott polinomokkal. Ac[ab]-t azonban mint normalt linearis teret
tekintjik a [g(»)], =maxigc)| maximum- vagy mas néven Csebisev-

normaval.
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A fenti kozelitést szokds egyenletes vagy Csebagmroximacio
néven emlegetni.

A 3.1 Tétel alapjan a kozelit elem |étezése garantalt. @a,b] tér
azonban nem szigordan normalt, igy az unicitasr@g mem
mondhatunk semmit.

3.2 PéldaAz f(x=1 és g(x)=x fuggvények a C[-1,1] tér elemei.
Konnvi latni, hogy

2=[f0+ax)|, =[f ), +|a(9|, =1+1
viszont azf és g megsem linearisan fugkg, hiszen nem teljesul
azf(x)=ag(x), vagyis a tér nem szigoruan normalt.

A kozelitv elem unicitdsa pontosan a Haar-alterek esetébjesiie
(Haar Alfréd (1885-1933) a szegedi matematikai lsk@gyik
megalapitdja volt.)

3.3 Definici6 A G n dimenziés alteret Haar-térnek nevezzik, ha
barmely p(x0G, p(x) hem azonosan 0 altalanositott polinomnak leg-
feljebb n-1 zérushelye van [a,b]-ben.

3.9 Tétel Legyen G=<g,(x),9,(x)....9,(x) > a C[a,b] tér n dimenzids
altere. Tetsdleges fOClab)-re a p*(xOG egyenletesen legjobban
kozelit fuggvény pontosan akkor lesz egyértelha G Haar-altér.

A G Haar-tér bazisait Csebisev-féle fliggvényrenasaek nevezik.
Néhany példa Csebisev-féle fluggvényrendszerre:

szer a[o2n) intervallumon.
Hermite-féle interpolacio
Az alapprobléma:
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Adottak az{x,x,....x,} paronként kulénbdrzalappontok, azm,m,,...m }
1-nél nem kisebb szamok, am:im konstans, és az egyes

i=1

alappontokhoz tartozfs°, ... f," | értékeki=12,...n.

Hatarozzunk meg egy olyan legfeljelat>-1-ed fokla H, (x) Hermite-
féle interpolacios polinomot, amely eleget tesz a

HD(x)=f] i=12..n j=0L..,m-1

interpolacios feltételeknek, ahoh®(x) a H, (¥ polinom j-edik
derivaltjanak az =x, helyen vett helyettesitési értékét jeloli.

Ha specialisamm =m, =...=m_ =1 (vagyism=n), akkor a Lagrange-féle
interpolacios problémahoz jutunk.

Ha n=1, akkor a Hermite-féle interpolacios polinom az koruli
Taylor-polinomot adja.

Ha a polinomotH, (x) =ax™*+ax™?+..+a,, alakban keressuk, akkor az

interpolacios feltetelek az aldbbi kvadratikus matr linearis
egyenletrendszert adjak:

Xyt +axy i+ +a, =1

m

m-1 m-2 —f0
X, +ax, “+..+a, =f

(M=o X >+ (M= 20, X7+ o, = )

(M, —DlorxT My = fm-?
A Hermite-féle interpolaciés probléma egyértén megoldhato,
vagyis tetsélegesen adott interpolacios feltételrendszerhezdigin

megadhaté pontosan egy Hermite-féle interpolacwsm@m, amely
azt kielégiti.
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Abban a specidlis esetben he=2n €és m =2 @<i<n), vagyis ha a
flggvényertek és az élderivalt erteke adott minden pontban, akkor
Hermite-Fejér interpolaciordl is szokas beszélnkkd a H,, (x)
interpolacios polinom felirhaté a Lagrange-féle isgalinomok
segitségével a kovetkémaodon:

Ho0(9 = 3 62 0= 2= X)L, (O)E R+ Y. FH =X)L (9

4. Numerikus integralas, Gauss-kvadratura, kvadratia-
sorozatok konvergencigja

Legyen p [a,b]-n értelmezett nemnegativ, folytonos fliggvény,
amelynek [a,b]-ben véges sok zérushelye van. Kisukli az f
fuggvény rogzitett [a,b] intervallumhoz és rogzitettp Un.
sulyfiggvényhez tartozo6

() =] £ ()p(Rdx

integraljati (f)=Q,(f) :iwi f(x) alakua kvadratura-formulaval.

Az ilyen sulyfiggvenyes integralok bevezetése t8hbmpontbdl is
hasznosnak bizonyult. Ha sok olyan integralt kelsz&mitani,
amelyek tartalmaznak egy kozos tértez2rdemes ezt venni suly-
fuggvénynek. Illyen jelley problémakkal talalkozhatunk a
valésziiség-szamitasban, de sok gyakorlati fizikai és kémia
problémanal is.

Felfoghatok ezek a kérdések ugy is, mint a korablbamult
interpolacios kvadratura-formulak altalanositadagl as korabban a
o(x) =1 specialis esettel dolgoztunk.

A tovabbiakban azt prébaljuk meghatarozni, hogyyelela ,legjobb”
kvadratura-formulak, mennyi lehet a rendjik maxisal.

Adott kvadratura-formula pontossagat Rzf)=1(f)-Q,(f) képlethiba
segitsegével definialjuk. A formula pontigs)-re, har (f)=o.
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4.1 Definicié A q,() kvadratura-formula_rendje r, ha barmely leg-

feljebb r-ed foku p(x) polinomra az pontos, de wiyan r+1-ed foku
g(x), amire marr (q)# 0.

4.1 Tétel A @ () n alappontos kvadratura-formula rendje legfeljebb
2n-1 lehet.

Bizonyitas Legyen w,(x)=(x-x)(x-%,)...x=%,), ahol x,x,,...x
kvadratura-alappontok. Tekintsik ay,(x)=(w,(x)* 2n-ed foku
polinomot. Mivel

0<J(@,(9F dx=1(0) % Q,(@) = 3. w (@, ()" =0,

igy erre mar nem lesz pontos a formula.
4.3 Definicio Adott [a,b] intervallumhoz és sulyfiUggvényhez tartozé

maximalis rend kvadratlra-formulakat Gauss-féle kvadratira-
formulaknak nevezziik.

4.2 Tétel Az [a,b] intervallumhoz és a(x) sulyfiUggvényhez tartozé
tetszleges n alappontos, () interpolaciés kvadratura-formula rendje
akkor és csak akkor 2n-1, ha barmely legfeljebb-adlfokd p(x)

polinomrafp(x)wn(x)p(x)dx:o, vagyis ha az alappontokra feli«f(x) n-

ed fokd polinom ortogonalis barmely legfeljebb edl-fokd p(x)
polinomra.

(f(x) és g(x) ortogonalis, ha [f,g]=0, ahol [f,gj]t(x)g(x)p(@dx.)

4.2 Definicio. A rogzitett [a,b] intervallumhoz ésp(x) suly-
flggvényhez tartozé ortogonalis polinomrendszem@mok olyan

{DO(X), pl(X) ,,,,, pn(x),..}
sorozatat értjuk, amelyben

() p,(x) n-ed fokd polinom

(it) [p, .= PP, (0p(¥dx=0, haizn
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4.3 Tétel Tetszlegesen rogzitett [a,b] intervalluny(x) salyfiiggvény
€s pozitiv n egész szam eseign Gauss-kvadratira

(i) egyértelnden létezik és rendje 2n-1,

(i) alappontjai a p,(x) n-edik ortogonalis polinonx,x,.,...x, gyokei,

stlyait aw :T#(:?(X)p(x)dx integralok adjak.

KvadratUra-sorozatok konvergenciaja

A numerikus integralasi feladatok tobbsegénélesinem ismeretes,
hogy melyik formulat kell alkalmazni a kivant possag elérésehez.
Ezért altalaban kvadratira-formuldk egy sorozagdszik, s ilyen

sorozattal szamitjuk ki a kozelitéseket, mig cshlkem érjuk az

integral adott hibahataron beltili értékét.

4.4 Tétel Tetsdleges [a,b] intervallumhoz ég(x) sulyfliggvényhez
tartoz6 Gauss-kvadraturdk sorozata konvergeng,(f) - I(f)
tetszleges f C[a,b]-beli folytonos fliggvényre.

A Newton-Cotes formulak sorozata azonban Aaltalabaem
konvergens.

5. Differencialegyenletek

A differencialegyenletekolyan egyenletek, amelyekben az
ismeretlen egy differencialhato figgvény, és azeetpt a fliggvény
és ennek derivaltja(i) kozott teremt kapcsolatétdRul:

y'+6y+9y = 2™
(Itt az egyszdibb irdasmod kedvééy(x) helyett csak/-t irunk).
A problémak differenciadlegyenletben vald megfogadsa a

fizikdban, mérnoki tudomanyokban, a kdzgazdasagmanés még
szamos tudomanyban alap¥stzerepet tdltenek be.
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A differencidlegyenletek kébftipusat alkotjak &6zdnségeés a
parcialis differencidlegyenletek. A k6zonséges differenggnletek
esetében az egyenlet egy egyvaltozos fuggvényréeliava, parcialis
differencidlegyenlet esetén az ismeretlen figguwébpvaltozés és az
egyenletben szergpterivaltjai parcialis derivaltak.

Kdzonseéges differencialegyenletek

n-ed rendinek nevezzik a differencidlegyenletet, ha a benne
szerepd magasabb retidderivaltak kozott am-edik a legnagyobb.

Az n-ed rend kozonséges differenciadlegyenldiltalanos
megoldasaaz a fluggvény, mely pontosan szaml egymastol
fliggetlen allandot (paramétert) tartalmaz, és azamokielégiti az
adott differencialegyenletet.

Az n-ed rend kozonséges differencidlegyenigartikularis
megoldada az a fuggvény, mely legfeljebl-1 szamu egymastol
fliggetlen allandot (paramétert) tartalmaz, és azamokielégiti az
adott differenciadlegyenletet. Specialis esetberettgy paramétert sem
tartalmaz a partikularis megoldas. Altalaban (denneiindig) az
altalanos megoldas tartalmazza az 6sszes parikut@@goldast is,
melyet Ugy kaphatunk, hogy a paramétereknek konkrétkeket
adunk. A  differencialegyenlet  partikularis  megoladak
kivalasztasahoz feltételeket kell megadni. Begd rend kbzonséges
differenciadlegyenlethez meg lehet adni a fliggetéitozé egy adott
értekéhez tartozé fuggvényértéket, azéelnasodik, ..., r{-1)-edik
derivalt értékét. Ezeket nevezzikezdeti feltételek. Amennyiben
mind azn szamu adatot megadjuk, a partikularis megoldas fogm
paramétert tartalmazni.

Elsérendii (linearis) egyenletek

Elssrendi differencidlegyenleéil beszélink akkor, ha ag (az
ismeretlen fuggvény) és derivaltjai csak legfeljebel$ hatvanyon
szerepelnek és nem szerepel az egyenletben ilggaadk szorzata.

Elsérendi differenciadlegyenletek kdzebitmegoldasa
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Picard iteraciés modszere

Tekintstik azy =f(xy) elrend: differencialegyenletet az(x,) =y,

kezdeti feltétellel. A differencidlegyenlet partilatis megoldasa
fokozatos kozelitéssel az alabbi moédon hatarozinaig.

Ha azy = f(xy) egyenletben szeréplf (xy) flggvény valamilyen
x=x,|<a,
|y—yo| <b

tartomanyban korlato§ (x y) < k) és folytonos, tovabba eleget tesz az
(6 ¥2) = F Oy <My, -y

Lipschitz-féle feltételnekNl pozitiv konstans), akkor az

Y, (X) = Y(%o) + [ £t y(x,))dt,

X e . X X

Ya(¥) = Y0%) + [ (8 yor (D)t

fliggvénysorozah - » esetén a differencialegyenksty(x) megolda-
sahoz konvergal 612—x0|<min(a,%j.

5.1 Példa Hatarozzuk meg az/'=xy differencialegyenletnek az
y(0)=1 kezdeti feltételt kielégit partikularis megoldasat Picard-féle
maodszerrel.

Megoldas

Mivel az f(x,y)=xy figgvény tetsdleges végex esy értékre korlatos
és eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek, hiszen

%y, = x| =Xy, = vi| <My, = yil,
ezért az eljaras alkalmazhato.

X2

X t2 X
X)=1+|tOdt=1+|—| =1+—.
=i framsie | 2%

X 2 P 2% 5 4
Y2(X)=1+J‘t(1+t—jdt=l+{t—+t—} 1+ X4 X
0 2 2 8], 2 8
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% 2 ¢4 2 4 6% 2 4 6
ys(X)=1+J-t 1+ 5 4 U gz e by U] o X X X

0 2 8 2 8 48] 2 8 48

X 2 4 6 2 4 6 8 2 4
0=t {1 g [ T e

0 2 8 48 2 8 48 384 2 8

Teljes indukcidval igazolhat6, hogy
_x21x221x23 lx_zn
y“”‘*“i*ﬁﬂ?}*ﬁfzj*“+m(zj-

igy a kezdeti érték feladat megoldasa:

XZ

. n 1 X2 k © 1 X2 k
yY() = lim y, () = im _(_j _ _(_] o
e “*w;k! 2 ;kl 2
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