Algoritmusok és adatszerkezetek gyakorlat — 04

Dinamikus programozas

|
ﬁ Dinamikus programozas )

A rekurziv algoritmusok sokszor azért lasstiak, mert bizonyos részproblémakat tobbszor is
kiszamolnak. FEzt tudjuk elkeriilni azzal, ha az egyszer mar kiszamolt részmegoldésokat

eltaroljuk és ujra felhasznaljuk.

A tobb id6t tobb tarra ,,cseréljik”: a rekurziéval egyébként exponencidlis id6 alatt
megoldhato problémakat polinomidében megoldhatjuk. Ehhez viszont el kell taroljuk a

részproblémak megoldésat.

A megoldas 1épései altalaban a kovetkezok:

e Adjuk meg a rekurziv megoldast (alap- és rekurziv eset).

e A rekurzi6 alapjan épitsiik fel ,,lentrol felfelé”: az algoritmus kezdjen az alapeset-

tel, majd a teljes megoldasig egy jo sorrendben szamolja ki a részproblémékat.

- A részproblémak beazonositasa: milyen kiilonbozé rekurziv hivasok

johetnek széba? Milyen inputokat kaphat a program?

- Az adatszerkezet kivalasztasa a részproblémak megoldasainak me-
morizalasahoz: A legtobb esetben minden részprobléma azonosithaté néhany
egész szammal, igy pl hasznalhatunk egy tobb dimenzios tombot. Néha viszont

ennél bonyolultabb adatszerkezetre van sziikség.

- Id6- és tarigény: A lehetséges részproblémak szama ad egy tarigényt.
Az id6igényt a részproblémak szamanak és a részproblémék kiszamolasdhoz
szitkséges idonek a szorzataként kapjuk.

- Részproblémak kozotti fliiggéségek azonositasa: Az alapesetek kivételével

az Osszes rekurziv részprobléma fiigg a tobbitol. De melyektdl? Jé taktika:

rajzold le egy egyszert példan!

- J6 kiértékelési sorrend megadasa: Olyan sorrendbe kell rendezni a
részproblémakat, hogy minden probléma mire sorra kertil, addigra minden,

amitol figg, mar ki legyen szamolva.

A DP nem csak tablazatkitoltés! Ha az adatszerkezet megvalasztdsa, a rekurziv osszefliggés

L vagy a hivési sorrend rossz, az egész algoritmus rossz!
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1. Feladat Jelélje P(n) azt a szdmot, ahanyféleképpen mehetiink fel egy n 1épcséfokbél allé
1épcson, ha egyszerre csak 1 vagy 2 lépcséfokot 1éphetiink. Adjunk egy dinamikus programozasi

eljarast a P(n) érték kiszamitasara!

Megoldas

Az el6z6 éréan a rekurziv algoritmushoz megadtuk az Osszefiiggéseket:

e P(1) =1 (ha egy 1épcsd van, egyféleképpen mehetiink)
e P(2) =2 (ha két 1épcsé van, vagy kétszer egyet 1épiink, vagy egyszer kett&t)

e P(n)=P(n—1)+ P(n—2), han >3 (utolsé 1épésként egyet vagy kettot léphetiink)

-

Ezek alapjan a kovetkezo dinamikus programozasi eljarast adhatjuk meg, ahol egy T tombot

toltink ki, T'[i] a P(i) értékét tartalmazza:

Algoritmus:

int P(int n){
int T[n+1];
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[tt| futtatva az el6z6 éran megirt rekurziv algoritmust, lathatjuk, hogy észrevehetoen sok

szamitast spéroltunk meg mar ezen a kicsi inputon is.

2. Feladat Jelolje R(k,n) azt a széamot, ahanyféleképpen eljuthatunk egy k x n méretii
sakktdbla bal als6 sarkabol a jobb felsd sarkdba, ha csak a jobbra vagy a felfelé szomszédos
mezore 1éphetiink. Adjunk meg két dinamikus programozasi eljardst (egyet négyzetes, egyet

linedris tablazatkitoltéssel) az R(k,n) érték kiszamitasaral

Megoldas

Az el6z6 6ran megadtuk a rekurziv algoritmusokhoz az Osszefiiggéseket. A kovetkezd

osszefiiggések allnak fent:

o R(k,1) =1 (csak felfelé mehetiink)
e R(k,n) =1 (csak jobbra mehetiink)

e R(k,n)=R(k,n—1)+R(k—1,n), han,k > 2 (az els6 1épés jobbra vagy felfelé térténhet)

\
v
\ 4
\ 4

Ezek alapjan a kovetkezd dinamikus programozasi eljarast adhatjuk meg, T[i,j] az R(i, j)

értékét tartalmazza:

Algoritmus:

int R(int k, int n){
int T[k+1, n+1];

for(int j = 1; j <= n; j++)
T[1, j] = 1;
for(int i = 2; 1 <= k; i++)
T[i, 1] = 1;
for(int 1 = 2; i <= k; i++)
for(int j = 2; j <= n; j++)
Tli, j] =T[i-1, j] +T[i, j—1];

return T[k, n];
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https://visualgo.net/bn/recursion

Példa 5 x 4-es tédblara:

Linearis tablazatkitoltéssel: elég mindig megtartanunk az aktualis sort, és abban update-

elni az elemeket annyiszor, ahdny sor van.
int R(int k , int n){
int T[n+1];
for(int j = 1; j <= n; j++)
[

for(int i = 2; 1 <= k; i++)
0 ; J <= n; j+)
+ T[j —11;

—
—
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T[] =T[j

return T[n];

Alapeset

(=)be(+]

Megjegyzés: mivel itt arrdl van szo, hogy egy n + k 1épésbdl allé sorozatban ki kell valasztani,
hogy melyik n legyen a ,felfele” 1épés (a tobbi k lesz a ,,jobbra”), igy R(n,k) értéke éppen
<(”’:k)> lesz, amit konstans tarban O(n) id6 alatt ki lehet szdmolni, nem kell ez a n -k id6igény,
a feladat célja most csak az altalanos mdédszer bemutatasa, a kovetkezo feladatra ilyen ,,triikk”

MAr nincs.
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3. Feladat Adott egy k x n-es tdbla. Minden mez6re meg van adva egy c¢;; pozitiv szam, ami
a mezorol begytjtheto érték. Egy jatékos a bal alsé sarokbdl szeretne eljutni a jobb felsd sarokba
ugy, hogy csak jobbra és felfelé léphet a szomszédos mezére. Az utja sordn Osszegyujtheti a
mezokrol az értékeket. Mennyi értéket tudunk 6sszeszedni maximalisan? Hogyan hataroznank

meg ezt az utat, amin a maximélis értéket szedhetjiik 0ssze?

Megoldas

Az el6z0 algoritmust annyiban kell médositanunk, hogy nem a lépések szamat, hanem az addig

osszeszedheté maximum értéket kell eltaroljuk.

Algoritmus:

int R(int k, int n, int C[][]){
int T[k+1, n+1];
T[1,1] = C[1,1]
for(int j = 2; j <= n; j++)
T(1, §] = T[1,j-1] + C[1,j];
for(int 1 = 2; i <= k; i++)
T[i, 1] = T[i-1,1] + C[i,1];
for(int i = 2; i <= k; i++4)
for(int j = 2; j <= n; j++)
T, ] = mac{T(i-1, j], T[i, j-1}+C[i j];
return T[k, n];

L,

4. Feladat Mindjirt eljon az idS, és megmutatod tokéletes tanctudasod! Holnap lesz az a
tancverseny, amire egész életedben késziiltél - kivéve azt a nyarat, amikor a bacsikdddal Forks-
ban vampirra vadasztal. Szereztél egy el6zetes példanyt az n dal listdjardl, amit a versenyen
ebben a sorrendben fognak lejatszani. Nagyon jol ismered az 0sszes dalt, az Gsszes birdt és a

sajat képességeidet.

Minden k-ra tudod, hogy ha eltdncolod a k-adik dalt, pontosan S[k] pontot fogsz kapni, de
utdana a tanctér szélén lihegve a kimeriiltségtol probalsz életben maradni, igy pihenned kell
W k] szamot (azaz nem téncolhatsz a k + 1. szamtdl a k + Wk|. szdmig, azaz a k + Wk] + 1.
szam a kovetkezO, amin tancolhatsz). Az a tdncos nyeri a versenyt, akinek az este végére a

legtobb pontja lesz, szoval el akarod érni a leheté legmagasabb pontot.

Adj meg egy hatékony algoritmust, amely megadja, mennyi a maximélisan elérheté pont. Az

algoritmus inputja két témb: S[1...n] és W[L...n] és azoknak mérete n[]

LA feladatot innen loptam.

5 Gelle Kitti


http://jeffe.cs.illinois.edu/teaching/algorithms/notes/05-dynprog.pdf

Megoldas

El6lrol hatrafelé most nem fogunk tudni szdmolni. Hiszen ahhoz, hogy megtudjuk, hogy ha
az els6 szamot eltancoljuk, majd piheniink, mennyi pontot szedhetiink még 6ssze, ahhoz tud-
nunk kéne, hogy a maradék szamot letdncolva (és pihenve) mennyi pontot tudunk &sszeszedni.

Ezeknek az Osszege lesz a végeredmény, ha az els6 szamot kivalasztjuk.

Az alapesetiink tehat az utolsé tanc. Arrdl tudjuk mennyi pontot ér és nem fiigg tovabbi
tancoktol. A rekurziv eset pedig héatulrdl elére megy: az i. lépésben el kell dontentink,
hogy eltancoljuk az i. szamot vagy sem, azaz hogy megéri e az 7. szam pontjait bezsebelni
és varni, vagy varjunk most és tancoljunk a kévetkezon. Megjegyzés: a ciklus lefelé megy, igy

a ,,kovetkezd” tanc pontjai mar rendelkezéstinkre allnak.

int Dance(int S[], int W[], int n){
int D[n+1];
D[n]=S[n];
for (int i=n—1;1>0;i——){
if (i +W[iJ<n){
D[i]=max{S[i]+D[i + W[i] + 1],D[i+1]};
}
else D[i]=max{S[i] ,D[i+1]};
}

return D[1];

S| —13 1 5 4 3 6 5

W | - 1 2 2 4 1 3 0

1 0 1 2 3 4 6 7

Dl - | - | =-|—-]—-]1—-1]1-15
Alapeset

(= )+

Erdekesség: ha meg akarod tudni, mi az a linearis rekurzid, és Py
hogyan szamolhatoak ki a nagy Fibonacci szamok gyorsan, kattints a

nyuszira:
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http://www.inf.u-szeged.hu/~kgelle/?q=linear_recursion
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