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A kurzus teljesitési kovetelményei

Gyakorlat

Harom kisdolgozat 66 pontért kb. a 4., 7. és 10. gyakorlaton
Egy nagydolgozat 28 pontért utolsé héten eldadason
Pontszdm: két legjobb kis- plusz a nagydolgozat pontszdma
Ha > 16, a gyakorlat teljesitve. Ponthatarok: 16, 22, 28, 34.
Egyébként a nagydolgozat javitdsa elsé vizsgaidépontban

Ha igy mar > 16, a gyakorlati jegy elégséges

Ha igy sem, a gyakorlat és a kurzus nem teljesitett

Vizsga

o Tiz kiskérdés 3 — 3 pontért, minimum: 12

Egy esszé 30 pontért, minimum: 7 (szébeli)
Ponthatarok: 19, 30, 41, 51




Az el6adés felépitése

A kiszamithatdsag- és a bonyolultsagelmélet kialakulasa
Turing-gépek. A kiszamitas RAM modellje.

Problémak egymashoz viszonyitott nehézsége: a (hatékony)
visszavezetés

Eldonthetetlen problémak

Bonyolultsagi osztalyok

Teljesség, nehézség; NP-teljes problémak
Approximacid, pszeudopolinomialis algoritmusok,
parametrizalt komplexitas

PSPACE-nehéz problémak

Randomizalt algoritmusok

Parhuzamositas

Kriptografia




A kiszamithatosag elméletének kialakuldsa

1900: Hilbert 10. problémaéja (a 23-bdl)

Adott p(zy,...,z,) egész egyiitthatds polinom, létezik-e
(egész értékii) zérushelye.

1928: Hilbert

Taldljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus
tetszbleges formuldjardl elddnthetjik, hogy tautolégia-e.

Megjegyzés

Algoritmusbdl sokkal kevesebb (megszamlalhatéan végtelen) van,
mint eldontési problémabdl (kontinuum) — Cantor, 1874 —, emiatt
a problémék tilnyomé tobbsége megoldhatatlan.




A kiszamithatosag elméletének kialakuldsa

Mi az, hogy valami kiszamithat?

1931, Godel: Primitiv rekurziv fliggvények

e f(n)=0;
° s(n)=n+1;
o mi(my,. .. 1) = m;

o f/n, gi/k,....gn/k = h(x) = f(g1(x), ... gn(®));
o f/k, g/(k+2) =
h(07 w) :f(m)’
h(n+1,z) = g(n, h(n,x), x).

a primitiv rekurziv fuggvények.




Néhany primitiv rekurziv fiiggvény

Példak
e add(0,z) = z, add(n + 1, z) = add(n, z) + 1 — dsszeadas
e mult(0, z) = 0, mult(n + 1, z) = add(mult(n, z), z) — szorzas

e pow(0,z) =1, pow(n + 1, z) = mult(pow(n, z), z) —
hatvanyozas

o faktorialis, kilonbség, egyenlGség tesztelés, eldjel, egészosztas,
maradék, stb




A kiszamithatosag elméletének kialakuldsa

Mi az, hogy valami kiszamithato?

1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények

A primitiv rekurziv figgvények konstrukcioi, plusz:
o f/(k+1)= h(x) =miny,>o{n: f(n,z) =0}

az altalanos (parcialis) rekurziv fliggvények.

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n) =n+1
A(m+1,0) = A(m,1)
Alm+1,n+1) = A(m,A(m+1,n))
l.
5)4(1, 1) = A(0, A(1,0)) = A(1,0) +1=A(0,1)+1=2+1=3.
2 pontért jovo hétre szamitsuk ki A(5,1)-et.
Az Ackermann-fiiggvény nem primitiv, de altalanos rekurziv
fuggvény.




A kiszamithatosag elméletének kialakuldsa

Mi az, hogy valami kiszamithato?
e 1931, Godel: Primitiv rekurziv fiiggvények
e 1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények

@ 1930-as évek eleje, Church, Kleene, Rosser (Princeton):
A-definialhatésag

1935: AMS New York-i 6sszejovetele

Church tézise: Az iltalanos rekurziv figgvények (matematikai
fogalom) megfelelnek az algoritmikusan kiszamithaté figgvény
fogalmanak (intuitiv fogalom).

1936: Kleene

Az altalanos rekurziv fliggvények megegyeznek a A-definidlhaté
fuggvényekkel.




A kiszamithatosag elméletének kialakuldsa

1936: Turing

Bebizonyitja, hogy a Turing-gép
@ https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
@ https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
@ https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiFOAHN4

ekvivalens a A-definidlhatésaggal, és megfogalmazza azt a tézist,
hogy a Turing-gép megfelel az algoritmussal
kiszamithatoé fiiggvényeknek.

A Church-Turing tézist tapasztalati tények és matematikai
eredmények tamasztjak ala:
@ Minden intuitiv értelemben megoldhaté problémardl sikertilt
kimutatni, hogy azok megoldhaték a matematikai
modellekben is.

o A matematikai modellek ekvivalensek.



https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiF9AHN4

A kiszamithatosag elméletének kialakuldsa

Ezek utan. ..

1936, '37: Church, Turing

Nem létezik olyan algoritmus, mely a predikadtumkalkulus
tetszbleges formuldjardl eldontené, hogy tautolégia-e.

1971: Matijasevic
Hilbert 10. probléméja algoritmikusan megoldhatatlan.
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Kiszamithatosag és bonyolultsag

Kiszamithatésagelmélet

Melyek az algoritmikusan megoldhat6 problémak?

Bonyolultsagelmélet

Melyek a gyakorlatilag megoldhaté problémak? (eréforrasigény)

1971: Cook
P és NP osztilyok, NP-teljesség, SAT NP-teljes

1972: Karp
Ramutat az NP-teljes problémdak valtozatossagara.

1973: Levin
Tobb kombinatorikus probléma ,univerzalis a kimerité keresésre”.
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Tovabbi bonyolultsagi osztalyok és szamitasi moédok

o L, NL, PSPACE, EXP, ...
o Valoésziniiségi modellek

@ Parhuzamos szamitas

stb.
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Mit jelent az id6igény?

Az aladbbi tabldzat megadja,

hogy adott futasidejii algoritmus adott
szamitasi kapacitasi architektiran mekkora inputra fut még le egy napon

beliil.
C64 Cray Y-MP | mai GPU | Tianhe-2 | Féld bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 1013 [ 4.32 x 1017 [ 2.94 x 10%T | 8.64 x 10%
nlogn | 275G | 2.1x102 | 8.1 x 10 | 4.5 x 10" | 1.17 x 10%2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n> 4420 44.208 756k 14.3M 95M
2 36 46 58 71 79
1.1™ 264 336 426 518 578
n! 14 16 19 22 24

Amig Moore torvénye (nagyjabdl) igaz, addig a polinomidejii
algoritmusok egy-egy Ujabb év elteltével konstansszor tobb adattal
tudnak adott idon beldl elbanni.




Aszimptotikus jelolések

Definicid
Legyenek f, g : N — N fliggvények.
e f(n) = O(g(n)), ha létezik olyan ¢ > 0, hogy
f(n) < c¢- g(n) majdnem minden n-re.

o f(n) = 2(g(n)), ha g(n) = O(f(n)).

o f(n) = ©(g(n)), ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)).

Ha f(n) = O(g(n)), de g(n) # O(f(n)), annak jele

f(n) = o(g(n)). (és w hasonléan.)

15000000

] o 0602

12000000

uuuuuuu

uuuuuuu

10007 + 3000 = O(0.6n2)
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Aszimptotikus jelolések

Hatarértékkel

Ha hmn%o%. .

e ...=0, akkor f(n) = o(g(n))
e ... < 00, akkor f(n) = O(g(n))

Példa
Ha p(n) és g(n) polinomok (pozitiv féegyiitthatéval), akkor

e p(n) = O(q(n)) pontosan akkor, ha p fokszama legfeljebb
akkora, mint ¢-é;

e p(n) = O(q(n)) pontosan akkor, ha fokszamaik megegyeznek.
Legyen a € N, a > 1. Ekkor p(n) = o(a").
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A P osztaly, informélisan

Definicié
Egy probléma a P osztalyba esik, ha megoldhat6 polinom
idSigényii (vagy O(n*) idéigényii) algoritmussal.

A Cobham — Edmonds tézis

e Egy algoritmus akkor ad gyakorlatilag kielégitdo megoldast
egy problémara, ha polinom id&igényi.

e Egy problémat akkor tekintiink gyakorlatilag
megoldhatonak, ha a P osztalyba esik.
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Néhany ellenvetés

Elfogadhaté-e egy O(n'%) iddigényii algoritmus?
A konstansok nagysaga.

Kisméretli adatokon egy exponencialis algoritmus is jobban
viselkedhet, mint egy polinomidlis.

Legrosszabb eset helyett a varhaté viselkedés vizsgalata is
indokolt lehet.

A P osztilyba es6 egyes problémék hatékonyan
parhuzamosithaték, mig masok (valésziniileg) nem.

Ugyanakkor

A gyakorlatban el6fordulé P-beli problémak rendje kicsi. PI. a
linearis programozas alapfeladatat megoldé elsé polinomidejii algoritmus,
az ellipszoid médszer (1979, O(n° - L)) a szimplex médszer
(1947) exponencialis futasidejii algoritmusanal a gyakorlatban
lassabban futott. A szintén polinomidejii projektiv modszer (1984,
O(n*®L?log Lloglog L)) azonban mér a gyakorlatban el6fordulé
problémak esetében is gyorsabbnak bizonyult a szimplex médszernél.

A P osztaly elegans matematikai elmélethez vezet.
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Osszefoglals

Megismertiik Hilbert tizedik problémajat.
Megismertiik a primitiv rekurziv és az altalanos rekurziv fliggvényeket.

Megismertiik az Ackermann-fliiggvényt, ami altaldnos rekurziv, de nem
primitiv rekurziv.

@ Kleene tétele: altaldnos rekurzié = A-kalkulus.

@ Turing tétele: A-kalkulus = Turing-gép.

@ Church-Turing tézis: algoritmus = Turing-gép, altalanos rekurzid,

A-kalkulus.

Church tétele: nincs algoritmus, mely input elsdrendii logikai formulardl
eldontené, hogy tautolégia-e.

Matijasevic¢: Hilbert tizedik probléméaja eldonthetetlen.
Megismertiik az O, €2, ©, o, w jeleket.
Cobham-Edmonds tézis: hatékony algoritmus = polinomidej.

P: a polinomiddben eldonthet6 problémak osztalya.
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