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Memo: els6 kiszamithato teljes probléméink

Emlékezziink: egy C-beli probléma C-teljes, ha minden C-beli
probléma visszavezetheto ra.

A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-beli.

Tétel
A HALOZAT-KIELEGITHETOSEG probléma NP-teljes.

Kovetkezmény (Cook tétele)
A SAT probléma is NP-teljes.




SAT NP-teljességérol

Mivel a SAT probléma NP-teljes,

@ ha polinomidében megoldhaté lenne, akkor P = NP.
(Ebben persze lehet hinni. De eddig még senki nem oldotta
meg polinomidében. . .)

e Nem ismert rd szubexponencialis algoritmus.
@ llyenkor bevethetdk (a teljesség igénye nélkiil):
o heurisztikak
randomizalt algoritmusok alkalmazisa
o a kovetelmények relaxaldsa. .. (pl. nem az dsszes, de
minél tobb kléz egyszerre torténd kielégitése)
... majd a relaxdlt kdvetelmények approximalasa
vagy olyan specidlis esetek keresése, melyre van hatékony
algoritmus.




A kielégithetoség valtozatai

A SAT problémanak vizsgdlhatjuk specialis eseteit, pl:
o klézonként csak konstans sok literdlt engediink meg
@ csak specialis (pl. Horn) alaki klézokat engediink meg

Definicié
Legyen £ > 1. A ESAT a SAT azon specidlis esete, amelyben
minden kléz pontosan k (nem feltétlenil kiillonbozé) literalbdl all.
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3SAT

Allft4s
3SAT NP-teljes, és igy k > 3 esetén kSAT NP-teljes.

Bizonyitas
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3SAT

Allftas

Legyen p =ci1 AcaA...... A ci, konjunktiv normalformaji formula.
Minden ¢; kl6zhoz legyen ¢ az el6z8ekben adott kifejezés, ahol
minden kifejezésben (i valtozékat hasznalunk.

Ekkor ¢ akkor és csak akkor kielégithetd, ha ¢’ =] Ach A ... AC
az.
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Mivel SAT <p 3SAT és 3SAT € NP, ezért SAT NP-teljességébil
kovetkezik, hogy 3SAT is NP-teljes.




2SAT

A 2SAT problémara viszont adhaté hatékony algoritmus.
Legyen ¢ egy 2 — CNF' (minden kldz két literalbdl &ll).

A G(yp) graf
@ csticsok: a p-ben el6fordulé valtozdk és negaltjaik.
o élek: ia,ﬁ) él < @V P vagy fVaa o tagja (azazha o —
vagy 5 — @ a ¢ tagja.)
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2SAT

Példa
Legyen
p=(xVz) AN (—xVy) A (hyV-z) A (zVi).

Ekkor G(¢p):




Tétel
A ¢ formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha nincs olyan x
valtozd, amelyre létezik G(p)-ben irdnyitott Ut x-bSl —x-be és
vissza.

Otlet

Minden él egy implikaciénak felel meg.

fgy ha ¢1-bél ¢y elérhetd, akkor ¢ |= (41 — £3).

Ha x-bél is elérhetd —x és forditva, akkor ¢ = (x +» —x), igy ¢
kielégithetetlen.

Ha nincs ilyen véltozd, akkor ciklusban:

e valasszunk egy olyan / literalt, amibél nem érhetd el 7 és
melynek még nem adtunk értéket;

o allitsuk 1-re /-t és minden belle elérhet6 literalt,
komplementereiket pedig nullara;

amig minden véltozénak értéket nem adtunk (nem lesz itkdzés, ha
nincs olyan x, akibdl —x elérhetd és viszont). Az igy kapott
értékelés kielégiti o-t.




2SAT

Példa

p=(xVz) A (txVy) A (myV-z) A (zVi).

003020,

Viélasszuk el8szor z-et. G(p)-ben z-bdl elérhetd —x.

igaz-ra allitjuk —z-et és t-t, hamis-ra x-et és —t-t.

Ezek utan valasszuk mondjuk y-t. y-bdl nem érhetd el —y, tehat
ai=y.

igaz-ra allitjuk y-t és —z-t, hamis-ra pedig —y-t és z-t.

A kapott értékadas kielégiti -t.
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2SAT

Kovetkezmény
25AT € P.
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Horn-formulak és Horn-atnevezheto formulak

Egy kléz Horn-kléz, ha benne maximum egy pozitiv literal
szerepel.

Egy CNF Horn-formula, ha benne minden kléz Horn-kléz.

Egy CNF Horn-atnevezheto, ha bizonyos valtozéi
komplementalasaval Horn-formulava teheté (vagyis ha van véltozék
egy olyan X halmaza, hogy minden x € X-re = helyébe —z-et, -z
helyébe x-et irva a formuldba, az eredmény Horn-formula lesz).

Példa
ez A (—mxVy) A (myVz) A (-yV —z) Horn-formula.
e (zxVy) N (—zV -y) Horn-atnevezhetd.
o (mzV-y) AN(—zVy) A (zV-y) A (zVy) nem
Horn-4tnevezhetd.
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Horn-formulak és Horn-atnevezheto formulak

Tétel

Horn-atnevezhetd formulak kielégithetésége polinom idében
eldonthetd.

Otlet
Az egységrezolicid alkalmazisa ezekre a formuldkra teljes:

amig taldlunk egy egyetlen literalbdl 4ll6 {¢} kldzt:
£ értékét 1-re allitjuk;

toroljik az Osszes, (-t tartalmazd kldzt;

a maradék klézokbdl toroljiik az ¢ literalt.

Ha kozben megkapjuk az lres klézt, a formula kielégithetetlen;
ellenkezd esetben kielégithetd.

Az algoritmus (ésszerli reprezentacidval) linedris id6ben
végrehajthaté és Horn-atnevezhet6 formuldkra helyes.

113



Horn-formulak és Horn-atnevezheto formulak

Megjegyzés
Az is polinom idében eldontheté egy CNF-rdl, hogy
Horn-atnevezheto-e.

Megjegyzés
., Keverni” nem tudjuk a két hatékonyan eldonthet6 specidlis esetet:

NP-teljes a kovetkez6 probléma: adott egy olyan CNF, melyben
minden kléz

@ vagy max. két literdlbdl all,
@ vagy haromelem{i negativ kldz,

kielégitheto-e?

Otlet: 3Sat < ez

Viltozdénként (z V &) A (—z V &) és ehhez hozzd minden eredeti
klézban a pozitiv = literdlokat —z-re cseréljiik
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Az eloforduldsszam csokkentése

Azt is prébélhatjuk korlatozni, hogy egy valtozé (vagy egy literdl)
hanyszor fordulhat el6 legfeljebb a formulaban.

Tétel

NP-teljes a kovetkez6 probléma: adott egy 3CNF, melyben
minden véltozd legfeljebb haromszor szerepel, kielégithet-e?

P-ben van a kovetkez6 probléma: adott egy CNF, melyben minden
véltozo legfeljebb kétszer szerepel, kielégithet6-e?

15



NP-teljes grafelméleti probléméak

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ
Adott: G = (V, E) irdnyitatlan graf, K szdm.
Kérdés: Létezik-e K elemii fliggetlen csicshalmaz?

Tétel
A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ probléma NP-teljes.

Bizonyitéas

Vilagos, hogy a probléma NP-ben van. Megmutatjuk, hogy 3SAT
visszavezethetd a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ-ra.

Legyen ¢ a 3SAT egy példanya, o = c1 A ... Acp. A G graf alljon
m darab haromszogbol, melyek a ¢; tagoknak felelnek meg, s
melyek cslcsai a ¢;-kben 1évé literdloknak felelnek meg. Ezen kiviil
még kossiink dssze éllel minden ellentétes literalt. Végiil
legyen K = m.

@ kielégithet6 < G-ben létezik K elemii fiiggetlen csticshalmaz.

v
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FUGGETLEN CSUCSHALMAZ

Példa
Legyen

o= (xV-yVz) A (mxVyV-z) A (mzVyVz) A (mxV-oyVz).
Ekkor a G graf:
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NP-teljes grafelméleti probléméak

KLIKK
Adott: G = (V, E) irdnyitatlan grif, K szam.
Kérdés: Létezik-e K elemii klikk (teljes részgraf)?

Tétel
KLIkK NP-teljes.

Bizonyitas (visszavezetéssel): gyakorlaton.
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NP-teljes grafelméleti probléméak

CSUCSLEFEDES
Adott: G = (V, E) irdnyitatlan graf, K szam.

Kérdés: Létezik-e olyan K elemii csticshalmaz, hogy minden

él illeszkedik a halmaz egy csticsahoz?

Tétel
A CSUCSLEFEDES probléma NP-teljes.

Bizonyitas (visszavezetéssel): gyakorlaton.
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NP-teljes grafelméleti probléméak

Tétel
A HamiLTon-UT probléma NP-teljes.

Otlet
,,Ertékvélaszté” gadget:

oo o—o

(Balrdl jobbra ha megy egy Hamilton-ut, akkor valasztanunk kell
a ,fenti" és a , lenti” Gtvonal koziil egyet.)
= mint egy értékadas — ilyen gadgetbdl véiltozénként lesz egy
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Otlet
»XOR" gadget:

Minden Hamilton-it egy olyan grafban, ami ezt a gadgetot
feszitett részgrafként tartalmazza, a kovetkez8k egyike ezen a
grafon beliil:

S, L

Hogy atlathatdbb legyen a rajzunk, ezt a gadgetet igy rajzoljuk:

O R

21



Otlet

A XOR gadgettel egy grafban olyan Hamilton-kort kerestink,

melyben ki tudjuk kotni bizonyos élparokra, hogy a két él

kozil a keresett Hamilton-kor pontosan egyen haladjon &t.

A teljes konstrukcié a 3SAT < HAMILTON-UT visszavezetéshez:
e minden véltozéhoz létrehozunk egy értékvalaszté

gadgetet, az x;-hez tartozd két parhuzamos élt x;-vel ill.
—x;-vel cimkézzik:;

e minden klézhoz létrehozunk egy haromszoget, az
£V ly V 03 kldzhoz létrehozott haromszog éleit rendre £1-gyel,
lo9-vel és f3-mal cimkézziik;

o az ellentétes literdlokkal cimkézett élek kozott XOR gadgetet
hozunk létre;

o az értékvilasztd gadgeteket lancba kotjik;

@ a hdromszogek cslicsaibdl, az utolsé értékvalasztd csticsbdl és
még egy plusz cslcsbdl pedig egyetlen nagy klikket készitiink;

o végiil az el6zd pontbeli plusz csticsbdél még egy (j csticsba
[épunk.




Osszefoglalés

Definidltuk a kSAT problémakat, ahol k > 1 egész.
Lattuk, hogy SAT < 3SAT, igy 3SAT is NP-teljes.
Megadtunk egy polinomidejii algoritmust 2SAT eldontésére.

Definidltuk a Horn-atnevezheté formuldkat és megadtunk egy
polinomidejii algoritmust, ami eldonti, hogy egy input Horn-atnevezheto
formula kielégithet6-e.

A 3SAT-ot visszavezettiik a kdvetkezd problémara: input egy CNF,
melynek minden kléza vagy harom negativ literdlt tartalmaz, vagy
kételemii, kielégithets-e? igy ez (a két hatékonyan elddnthetd specidlis
eset , keveréke”) is NP-teljes.

Definidltuk a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ, KLIKK és CSUCSLEFEDES
problémakat.

Lattuk, hogy 3SAT < FUGGETLEN CSUCSHALMAZ, igy ez utébbi is
NP-teljes.

Gyakorlaton I4ttuk, hogy FUGGETLEN CSUCSHALMAZ < KLIKK és hogy

FUGGETLEN CsUCSHALMAZ < CSUCSLEFEDES, igy ezek is NP-teljesek.

Vazlatosan megnéztiik, hogy 3SAT < HamiLTon-UT, igy ez utébbi is
NP-teljes.
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