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Néhany tovabbi NP-teljes kozismert probléma

Szdmos tovébbi kozismert probléma is NP-teljes, mint példaul:

o Adott egy, az ETERNITY II szabdlyainak megfelelé
csempehalmaz. Kirakhaté-e a csempékbdl szabdlyosan egy
négyzet?

e Adott az AKNAKERESO jaték egy részlegesen kitoltott
tabldja. Be lehet-e fejezni a kitoltést, hogy konzisztens legyen?

o Adott a SUPER MARIO jaték egy pélydja. Végig lehet-e rajta
jutni?

Adott a FLOOD-IT jaték egy palydja. Megoldhaté-e?

Adott egy részlegesen kitoltott SUDOKU tabla. Konzisztens-e?
Adott a TETRIS jatékban elemek egy érkezési sorrendje és egy
K szam.
o El lehet-e tuntetni K sort?
o Le lehet-e az elsé K elemet pakolni anélkiil, hogy betelne a
tabla?
o Lehet-e K-szor eltlintetni egyszerre négy sort?




NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

Az EGEsz ERTEKU PROGRAMOZAS egy masik specidlis esete:

HATIZSAK

Adott: n elem mindegyikének w; stilya és c; értéke, valamint W
és C.

Kérdés: Kivilaszthaté-e ismétlés nélkiil néhany elem tgy, hogy
Osszértékiik > C és osszsilyuk < W?

Tétel
A HATIZSAK probléma NP-teljes.

Otlet

A RESZLETOSSZEG problémdban az a; értékekbdl rendre
készitsiink egy targyat w; = ¢; = a; sullyal és értékkel, tovabba
legyen C' =W = K, a célszam.




HATIZSAK

Algoritmus a HATIZSAK eldontésére

A kovetkezd rekurziv Osszefliggéssel szamithaté T'[i, w], ami a
legfeljebb az elsé ¢ targy felhasznaldsaval egy w kapacitasd
hatizsakkal elérhet6 maximalis haszon:

0 hai=0
Tli,w] =< T[i —1,w] i>0,w<w

max{7T[i — 1,w],¢; + T[i — L,w —w;]} i>0,w>w
Ez ad egy O(n - W) id6igényii algoritmust, ami nem polinom,
mert az input mérete n(logw; + logc;) + log W.

Felfoghatjuk Ggy is, hogy az algoritmusunk akkor polinomidejii, ha
az inputban a stlyokat undrisan reprezentaljuk, vagy ha a stlyok a
targyak szdmanak egy polinomjaval korlatozhatdak.

Ez vezet el az algoritmikus bonyolultsdgelméletben a
pszeudopolinomialitas fogalmahoz.




Pszeudopolinomialis algoritmusok, erds/gyenge
NP-teljesség

Pszeudopolinomidlis algoritmusok

Legyen A egy probléma. Egy A-t eldontd algoritmus
pszeudopolinomialis, ha tetszéleges (a,...a,,) inputon a
futdsideje (’)((ZKKm a,—)k>, valamely konstans k-ra.
(Emlékezziink vissza: az input mérete ", . loga; volt!

Ha egy NP-teljes probléma eldonthet6é pszeudopolinomiilis
algoritmussal, tgy gyengén NP-teljesnek, ha pedig uniris
véltozata is NP-teljes, akkor erosen NP-teljesnek nevezziik.

Atfogalmazds

Ha egy er6sen NP-teljes problémara van pszeudopolinomidlis
algoritmus, akkor P = NP.




Pszeudopolinomialis algoritmusok, er6s NP-teljesség

Példa
e A HATIZSAK probléma gyengén NP-teljes.
o A TSP probléma viszont er6sen NP-teljes.

e Pozitiv egészek faktorizdldsara van pszeudopolinomidlis
algoritmus, de nem ismert ra polinomide;j.

A gyengén NP-teljes problémdk mindazon példanyai gyakorlatilag
megoldhaténak tekinthetéek, melyekben az inputon érkezd szamok
értéke korldtozhaté az input méretének egy
polinomfiiggvényével.

(Pl. a HATIZSAK vagy a PARTICIO sok ,,kisméretii” targy esetén.)

PARTICIO
e Input: a4,...,a, pozitiv egészek.
o Kérdés: Van-e I C {1,...,n}, melyre 3., a; = M"

A probléma (gyengén) NP-teljes.




Relaxacio

A HATIZSAK probléma egészértékii programozasi feladatként

felirva:
n
E wiz; < W
i=1

n
Zcil'i 2 C
=1

0 S ZT; S 1
Egy ILP feladat LP-relaxacidjat kapjuk, ha az egészek helyett a
valésak korében oldjuk meg. (Azaz elhagyjuk az ,,x; egész’

feltételt.)
Mivel LP € P, a relaxdlt feladat hatékonyan megoldhaté.




TOREDEKES HATIZSAK
e Mint a HATIZSAK, de a targyak torhetdk: az i-edik targy
xi-ed része, 0 < x; < 1 egy c;x; értékd, w;z; sulyd targy.
o Erre a feladatba a hatékony moh@ algoritmus optimalis.

o Kérdés, hogy mennyire jol , kozeliti” az eredeti
(fliggvény)problémat?
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Approximacio

A kovetkezdkben olyan optimalizalasi problémdkra prébalunk
adni hatékony kozelito algoritmusokat, melyeknek eldontési
véltozata NP-nehéz.

Az f fiiggvény minimalizalasi/maximalizélasi probléma, ha

f(I) = argmingcg(p) c(s) / arg max,eg(r) c(s) alakd, ahol S(I) az
I inputhoz tartozé lehetséges megoldasok (nemiires) halmaza,
¢ pedig minden megoldashoz egy valds koltséget/értéket rendeld
fuggvény.

Ha f egy optimalizalasi probléma, a > 0 egy konstans, A pedig
egy olyan polinomidejii algoritmus, melyre A(I) € S(I) minden I
inputra agy, hogy

AW D)
v {C(f(f))’C(A(I))} =

akkor A egy a-approximalé algoritmus f-re.
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CSsUCSLEFEDES

Emlékeztetd

Input: G = (V, E) graf, K > 0 egész.

Output: van-e olyan, legfeljebb K méretii X csiicshalmaz G-ben,
melyre igaz, hogy G minden élének legaldbb az egyik végpontja
X-beli?

Optimalizéldsi valtozat

Input: G = (V, E) graf.

Output: mekkora a legkisebb lefogé csicshalmaz G-ben?
(megoldas: egy lefogd csticshalmaz; koltsége: a mérete)

Természetesen ha az optimalizalasi véltozatra lenne egy hatékony
mddszer, akkor az eldontésire is. Mivel az eldontési valtozat
NP-teljes, igy az optimalizalasi védltozatra sem ismert hatékony
algoritmus.
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CSsUCSLEFEDES

Tekintsiik a CSUCSLEFEDES-re a kdvetkezd egyszerli algoritmust:
e Legyen X = ().
@ Amig van él G-ben:

o Vilasszunk egy tetszoleges e élt.

o Vegyiik be X-be e mindkét végpontjat.

e Vegyiik el G-bdl az osszes, e barmelyik végpontjara illeszkedd
élt.

o Adjuk vissza X-et.
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CSsUCSLEFEDES

Példa

N

Az algoritmus altal visszaadott érték 4. (Lehetne 6 is. Az optimum
3.)




CSsUCSLEFEDES

Tétel

Az el6z6 félidn szereplo algoritmus egy 2-approximalé algoritmus a
CSUCSLEFEDESte.

Otlet
o Az algoritmus nyilvan egy lefogd csticshalmazt ad vissza.

o Ha az X halmazba rendre az ey, eo, ..., e élek végpontjai
kerliltek bele, akkor eq, ..., e egy parositas G-ben,
mindegyikiiknek legalabb az egyik végpontjat le kell fogni,
vagyis a minimum legaldbb k.

o Az algoritmus altal visszaadott eredmény pedig 2k.

A CSUCSLEFEDESre a mai napig nem ismert ennél jobb
approximdcioés algoritmus.
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TSP

Tétel

A TSP probléma nem kdozelithetd: nincs a-approximalé
algoritmus, csak ha P = NP.

Otlet

Tegylik fel, hogy van egy a-approximalé A algoritmus TSP-re.
Akkor A-t felhasznalva meg tudjuk oldani a Hamilton-kort a
kovetkezdképpen: a G = (V, E) grafbdl készitsik V' x V-n az
alabbi D(G) tavolsagmatrixot:

d _{1 ha (u,v) € E;

L V] -a+ 1 egyébként.

Ekkor ha van Hamilton-kér, az optimum [V]; ha nincs, az optimum
legalabb |V| -« + 1.

v
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TSP

Otlet befejezése
Ekkor a kovetkezo algoritmus:

Ha A(D(G)) < |V|-a+ 1, fogadjuk el G-t, egyébként utasitsuk el

eldonti a Hamilton-kor problémat, polinomidében.

igy varhatdéan (hacsaknem P = NP) nincs approximalé algoritmus
sem TSP-re.
Kereshetlink viszont olyan specidlis esetet, amire van.
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METRIKUS TSP

A probléma
Input: egy D tdvolsdgmatrix, ami teljesiti a
haromszogegyenlotlenséget:

Vi,j,k: Dij+ Djr > Djg.
Output: a minimalis osszsulyd kordt silya.

Bonyolultsag

Az eldontési probléma tovabbra is NP-nehéz.
(llyen matrixot allitottunk elé a Hamilton-kor TSP (E)-re vald
visszavezetésekor.)
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METRIKUS TSP: 2-approximal6 algoritmus

Algoritmus
o Allitsuk elé (Prim vagy Kruskal algoritmuséval, példaul) D
egy minimalis feszitofajat.
o Kettdzziik meg a fa éleit.
o A kapott multigrafnak vegyiik egy Euler-korvonaldt.

o A korvonalbdl hagyjuk el a kordbban mar meglatogatott
csticsokat.

o Adjuk vissza az igy kapott kor oOsszsulyat.

Kozelités
A fenti egy 2-approximalé algoritmus a METRIKUS TSP-re.
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METRIKUS TSP: 2-approximal6 algoritmus

Példa

O

O
O




METRIKUS TSP: 2-approximal6 algoritmus

2-approximalas

Az algoritmus 2-approximdld, ez a kovetkezokbdl all ossze:

egy tényleges korut koltségét adja vissza;

barmilyen koritbdl elhagyva egy élt egy feszitofat kapunk = a
minimalis feszit6fa Osszsulya kisebb, mint a minimdlis korité;
az élek kett6zésével kapott grafban ill. annak az
Euler-korvonaldban az élek osszsiilya tehat kisebb, mint
kétszer a minimalis koruté;

a mar latott pontok kihagydsaval a
haromszog-egyenlotlenség miatt nem novekszik az
osszsuly.

3

Megjegyzés: 5-approximalds

Az élek kett6zése helyett egy ,,ugyesebb” mddszerrel kaphatunk
egy %—approximélé algoritmust is.
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Osszefoglalss

Megismertiik a pszeudopolinomialis algoritmusokat.

Adtunk egy pszeudopolinomiilis algoritmust a HATIZSAK
problémdra.

Megismertiik a gyenge és az eros NP-teljességet.

A HATIZSAKrS| belattuk, hogy gyengén, mig a Tsp(E) erbsen
NP-teljes.

Megismertiik a gyengén NP-teljes PARTICIO problémat.
Felirtuk a HAT1ZSAK probléma LP relaxdcidjat.
Megismertiik az a-approximalé algoritmusokat.

Megadtunk egy 2-approxim3lé algoritmust a CSUCSLEFEDES
problémara.

Megmutattuk, hogy a TSP probléma nem kozelitheto.
Megismertiik a METRIKUS TSP problémat, megmutattuk,
hogy er6sen NP-teljes és adtunk ra egy 2-approximald
algoritmust.
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