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Savitch tétele

Egy algoritmus
e Input: irdnyitott graf, mondjuk G[1..N][1..N] szomszédsagi
matrixdval
o Output: 7
function F(z,y,d)
if d == 0 then return (xr == y) OR G[z][y];
for z=1...N do
if ¥(z,2,d — 1) AND ¥(z,y,d — 1) then return TRUE

return FALSE
return F(1, N, [log N1);




Savitch tétele

A fiiggvény
Az f(x,y,d) hivds pontosan akkor ad TRUE-t, ha a G grafban van
2-b8l y-ba legfeljebb 2¢ hosszil tit.

o d == 0: legfeljebb egy hosszi (t, vagyis x == y vagy van él
x-bol y-ba;

e d > 0: ha van z-b8l y-ba egy legfeljebb 2¢ hosszi dt, akkor
ennek felezépontjaba, z-be van 2-bdl egy legfeljebb 241
hosszi Ut és z-bdl y-ba is, ez akkor teljesil, ha f(z,z,d — 1)
és f(z,y,d — 1) is TRUE-val tér vissza.

A belépési pont

Az f(1, N, [log N) hivés tehat akkor ad TRUE-t, ha van legfeljebb
2Mog NT > N hosszii tit 1-bdl IN-be, vagyis egy
(determinisztikus) algoritmus az ELERHETOSEG problémira.




Savitch tétele

Tarigény
e Az f fiiggvény egy példdnydnak tarigénye O(logn), hisz csak
az x, y, d, z valtozdékat deklaralja, mindegyik 0... N kozti
értéket vesz fel;

@ a hivasi verem mélysége [log N| = O(logn), legfeljebb ennyi
példdnya van egyszerre f-nek a memdridban;

tehat a teljes tarigény O(log®n).

Ezzel beldttuk Savitch tételét:

Tétel

ELERHETOSEG € SPACE(log?n).




Kovetkezmény

NSPACE(f(n)) € SPACE(f?(n)),
ha f(n) > logn.

Otlet

Az ELERHETOSEG problémat a nemdeterminisztikus program
konfiguracioés grafjan oldjuk meg.

Kovetkezmény

PSPACE = NPSPACE.

Kovetkezmény

NL ¢ PSPACE.

(Hiszen NL C SPACE(log® n) C SPACE(n) Savitch tétele és a
tarhierarchia tétel szerint.)




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nemdeterminisztikus algoritmus

e Input: graf, G[1... N][1... N] szomszédsagi matrixaval.

function UT(s,t, d) o A fiiggvény
ii=s: visszaadhat
while d > 0 do ACCEPT-et, ha s-bdl ¢
if i == ¢ then return Ac- d 1épésen belil
CEPT elérheto.
J :=nd(N); e Egyébként mindenképp
if NOT G[i][j] then return REJECT-et ad vissza.
REJECT

: ' e Tarigény: O(logn).
1:=7;
d:=d-1;




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nemdeterminisztikus algoritmust hivé algoritmus

e Input: graf, G[1...N][1..

function T-IN-SK(s, t, prev, k)

check := 0;
foru := 1...N do
if UT(s,u,k — 1) then
check := check +

if Gu][t] then re-
turn ACCEPT
if check
return REJECT
THrOW ERROR;

prev then

. N| szomszédsagi matrixaval.

e Ha prev az s-bél
legfeljebb k — 1 [épésben
elérhetd cstcsok szama,
akkor:

@ ha s-bol t legfeljebb &
|épésben elérhetd, akkor
az eredmény ACCEPT
vagy ERROR, lehet
ACCEPT;

@ ha nem, akkor az

eredmény REJECT vagy
ERROR, lehet REJECT.




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nd algoritmust hivé algoritmust hivé algoritmus

e Input: graf, G[1... N]|[1... N] szomszédsagi matrixaval és s

cstcsa.
prev = 1;
fork .= 1...N do
current := 0;
fort .= 1...N do
if T-IN-SK (s, ¢, prev, k)
then
current = current +
L;
prev = current;

return prev;

o Az algoritmus
visszaadja az s-bdl
elérhet6 csiicsok
szdmat, vagy
ERROR-t dob; van,
mikor a szdmot adja
vissza.

o Mindezt logaritmikus

tarigényben.




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Belattuk az Immerman-Szelepcsényi tételt:

Tétel

Van olyan nemdeterminisztikus algoritmus, mely
logaritmikus tarban kiszdmitja az input graf megadott
csuicsabdl elérhetd csiicsok szamat.

Nemdeterminisztikus fliggvénykiszamitds: minden szdlon vagy a
helyes eredményt adja vissza, vagy REJECT-et; tovabb3 van olyan
szal, mikor a helyes eredményt.




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Kovetkezmény
NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)),
ha f(n) > logn.

Otlet

A konfiguracids grafban el6szor nd kiszamitjuk az elérhetd
konfiguracidk szamat, aztan nd mindet megprébaljuk elérni. Ha
annyit értiink el, amennyi csak elérhet6 és egyik sem elfogadé,
akkor ACCEPT, kiilonben REJECT.

Kovetkezmény

NL = coNL.

10



A logaritmikus tarban vald visszavezetés

A polinomidejii visszavezetésre nézve P minden nemtrividlis eleme
. P-teljes”.

Bevezetiink egy (formailag) ,,gyengébb” visszavezetést, melyet a P
osztalyon belul alkalmazunk problémak egymashoz viszonyitott
nehézségének definialasara.

Az f fliggvény az A eldontési problémanak a B eldontési
problémadra valé logaritmikus tarigényii visszavezetése, ha

o f kiszamithaté logaritmikus tarban és
o tetszdleges I inputra A(I) = B(f(I)).

Ha létezik A-nak B-re val6 logaritmikus tarigény(i visszavezetése,
annak jele A <, B: A logtdrban visszavezetheté B-re.
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A logtaras visszavezetés

Logaritmikus térigény(i (tehat mindenképp offline) algoritmusnak
legfeljebb 20U°87) azaz polinom sok konfiguricidja lehet adott
input esetén;mivel a visszavezetés nem eshet végtelen ciklusba, igy
polinomidében meg is kell alljon.

Vagyis ha A <, B, akkor A <p B is.

Megjegyzés
Nem ismert, hogy <, és <p egybeesnek-e. .. (ha igen, akkor
L=P)
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Nehézség, teljesség

Legyen C problémdk egy osztilya. Az A probléma C-nehéz a
logtaras visszavezetésre nézve, ha minden C-beli probléma
logtarban visszavezethetd A-ra.

Ha még A € C is, akkor A egy C-teljes probléma a logtéras
visszavezetésre nézve.

Megjegyzés

Nem ismert, hogy a logtaras visszavezetésre nézve NP-teljes
problémak ugyanazok-e, mint a polinomidejii visszavezetésre nézve
NP-teljesek.

(A SAT egy NP-teljes probléma a logtdras visszavezetésre nézve
is; az Osszes hatékony visszavezetés, melyet eddig lattunk, egyben
logtéras is volt.)
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A logtaras visszavezetés tranzitivitasa

Tétel

A logtarban valé visszavezethetGség tranzitiv: ha f az A-nak B-re,
g pedig a B-nek C-re valé logtaras visszavezetése, akkor az fog
Osszetett fliggvény az A-nak C-re vald logtaras visszavezetése.

A gond

Legyen My az f-et, M, pedig a g-t kiszdmité program.

Az nyilvan igaz, hogy I € A & f(I)e B < g(f(I)) e C.
Csakhogy ha M¢(I)-t munkaregiszterekbe irjuk, sokkal hosszabb
lehet, mint log(|])!
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A visszavezetés tranzitivitasa

A triikkk

Nem taroljuk el M} teljes outputjat, csak a legutolséként irt
output regiszter sorszamat és a belekeriilt értéket.

e [JIT]ITTTTIT]

(feg)w) [TTTTTTTTTIT]

M -nek szuksége van egy nagyobb sorszamu regiszter
tartalmara: folytatjuk M szimuldldsat.

M -nek szuksége van egy kisebb sorszamu regiszter
tartalmara: elolrél kezdjiik My szimuldldsat.
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P-teljesség, NL-teljesség

Kordbban lattuk, hogy P (igy NL) barmely két nemtrividlis
problémadja hatékonyan visszavezethet6 egymasra, igy a
polinomidejli visszavezetésre nézve ezen osztalyokon beliil a
teljesség” fogalma értelmetlenné valik.

Azt mondjuk, hogy egy probléma NL /P-teljes/nehéz, ha a
logtaras visszavezetésre nézve az.

Tétel
A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-teljes.
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Az ELERHETOSEG probléma NL-teljessége

Tétel
Az ELERHETOSEG probléma NL-teljes.

Otlet

Azt mdr lattuk, hogy ELERHETOSEG € NL.

Az NL-nehézséghez mint kordbban, az elérhetoségi modszert
alkalmazzuk: egy nemdeterminisztikus, O(logn) térkorlatos gép
konfiguracids grafjaban megoldva az elérhetdségi problémat a
kezdokonfiguraciotdl az elfogaddig, készen vagyunk.

Kovetkezmény

Az ELERHETETLENSEG probléma NL-teljes.

Hiszen az Immerman-Szelepcsényi tétel szerint NL = coNL.
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Logaritmikus tar

Tétel
A 2SAT probléma NL-teljes.

Otlet

Azt mér tudjuk, hogy 2SAT € NL. Tekintsiik az
ELERHETETLENSEG egy példanydt. Minden csticshoz rendeljiink
egy x valtozdt. A 2SAT azon ¢ példanyat készitjiik el, mely az
Osszes —x V y tagokbdl all, ahol (z,y) él, tovabbd az s és —t
tagokbdl, ahol s a kezddcstics és t a cél.

igy @ kielégithet6 < s-bol nem érhetd el ¢.

Emiatt a 2SAT komplementere is NL-teljes.
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Osszefoglalés

Megismertiik Savitch tételét és kovetkezményét.

Megismertiik az Immermann-Szelepcsényi tételt és
kovetkezményét.

Megismertiik a logaritmikus tarigény( visszavezetést és hogy
mi motivalja a bevezetését.

Lattuk, hogy a logaritmikus tarigényli visszavezetés tranzitiv.

Kimondtuk, hogy a HALOZAT-KIERTEKELES probléma
P-teljes.

Beldttuk, hogy ELERHETOSEG, 2SAT és komplementereik
NL-teljesek.
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