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A kurzus teljesitési kovetelményei

Gyakorlat
@ Harom kisdolgozat 6-6 pontért kb. a 4., 7. és 9. gyakorlaton

@ Ha a két legjobb kisdolgozat dsszege kevesebb, mint 6 pont (pl. 5.975),
akkor a gyakorlat nem teljesitett.

e Egy nagydolgozat 28 pontért utolsé héten eléadason

e Pontszam: két legjobb kis- plusz a nagydolgozat pontszdma
e Ha > 16, a gyakorlat teljesitve. Ponthatarok: 16, 22, 28, 34.

o Egyébként a nagydolgozat javitasa elsé vizsgaidopontban

e Ha igy mar > 16, a gyakorlati jegy elégséges

e Ha igy sem, a gyakorlat és a kurzus nem teljesitett

Vizsga
o Kiskérdérdések dsszesen 50 pontért
e Ponthatédrok: 21, 26, 31, 41, sz6ban megvédeni




eldadas felépitése

A kiszamithatdsag- és a bonyolultsagelmélet kialakulasa

Turing-gépek. A kiszdmitds RAM modellje.

Problémak egymashoz viszonyitott nehézsége: a (hatékony) visszavezetés
Eldénthetetlen problémak

Bonyolultsagi osztalyok

Teljesség, nehézség; NP-teljes problémak

Approximacié, pszeudopolinomidlis algoritmusok, parametrizalt komplexitas
PSPACE-nehéz problémak

Randomizalt algoritmusok

Parhuzamositas

Kriptografia




Warm-up

pirosviradg: 20

check this

sargavirdg: 1 (oh my so clever lulz)

°
o kékvirag: 5
°
°

célfuggvény (lol): 26



https://www.facebook.com/szteinfosmemek/photos/a.1696325810393867/2607557512604021/?type=3&permPage=1

Warm-up

95% of people cannot solve this!

® + b + ® =
2% 9% ¥R
Can you find positive whole values

for .; 8&,; and?)?

check this
@ aima: 154476802108746166441951315019919837485664325669565431700026634898253202035277999
@ banin: 36875131794129999827197811565225474825492979968971970996283137471637224634055579
@ anandsz: 4373612677928697257861252602371390152816537558161613618621437993378423467772036
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https://www.quora.com/How-do-you-find-the-positive-integer-solutions-to-frac-x-y+z-+-frac-y-z+x-+-frac-z-x+y-4/answer/Alon-Amit

A kiszamithatésag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. probléméja (a 23-bol)

Adott p(z1,...,x,) egész egyitthatos polinom, létezik-e (egész értékii)
zérushelye.

D 23+ 23 + 23 — 39622:2 — 3901232 — 3x2x3 — 3x1:1:2 — 3:):2:133 — 3:1:2:62 — br1x213.
p3 1+ @3+ 3 il 2 L 5 2% 5

9 L P 1A% 307 _306? _3@7 Vv _3@ 87 _3klv — 3 VT Js@ e\,
1928: Hilbert

Talljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus tetszéleges
formulajardl eldonthetjiik, hogy tautoldgia-e.

Megjegyzés

Algoritmusbdl sokkal kevesebb (megszamlalhatbéan végtelen) van, mint elddntési
problémabél (kontinuum) — Cantor, 1874 —, emiatt a problémék tllnyomé
tobbsége megoldhatatlan.




A kiszamithatésag elméletének kialakuldsa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?

1931, Godel: Primitiv rekurziv fliggvények

e f(n)=0;
e s(n)=n+1,
o mh(w1,...,xx) = a4

o f/n. gi/k,....gn/k = h(x) = f(g1(z),... gn(@));
o f/k,g/(k+2)=
h(07$) = f(w)a
h(n+1,z) = g(n,h(n,z),x).
a primitiv rekurziv fliggvények.




Néhany primitiv rekurziv fiiggvény

Példak
e add(0,z) =z, add(n + 1,2) = add(n, x) + 1 — dsszeadas
e mult(0,2) = 0, mult(n + 1, z) = add(mult(n, x), x) — szorzas
e pow(0,z) = 1, pow(n + 1,z) = mult(pow(n, z), z) — hatvanyozas

o faktoridlis, kiildonbség, egyenléség tesztelés, eldjel, egészosztas, maradék, stb




A kiszamithatésag elméletének kialakuldsa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?

1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények
A primitiv rekurziv figgvények konstrukcioi, plusz:

o f/(k+1) = h(x) =min,>o{n: f(n,z) =0}
az altalanos (parcidlis) rekurziv fiiggvények.

Példa: Ackermann-fliggvény

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)

Am+1,n+1)=A(m,Alm+ 1,n))
pl. A(1,1) = A(0,A(1,0)) = A(1,0)+1=A(0,1)+1=2+1=3.
Az Ackermann-fliggvény nem primitiv, de altalanos rekurziv figgvény.




A kiszamithatésag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?
e 1931, Godel: Primitiv rekurziv fliggvények
o 1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények

@ 1930-as évek eleje, Church, Kleene, Rosser (Princeton): A-definidlhatésag

1935: AMS New York-i 6sszejovetele

Church tézise: Az altaldnos rekurziv fiiggvények (matematikai fogalom)
megfelelnek az algoritmikusan kiszamithaté fiiggvény fogalmanak (intuitiv
fogalom).

1936: Kleene

Az altalanos rekurziv fiiggvények megegyeznek a A-definidlhaté fuggvényekkel.




A kiszamithatésag elméletének kialakuldsa

1936: Turing

Bebizonyitja, hogy a Turing-gép
@ https://wuw.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
@ https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
@ https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiFOAHN4

ekvivalens a A-definidlhatésaggal, és megfogalmazza azt a tézist, hogy a
Turing-gép megfelel az algoritmussal kiszamithato
fliggvényeknek.

A Church-Turing tézist tapasztalati tények és matematikai eredmények
tamasztjak ala:
e Minden intuitiv értelemben megoldhaté problémardl sikeriilt kimutatni, hogy
azok megoldhaték a matematikai modellekben is.

@ A matematikai modellek ekvivalensek.



https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiF9AHN4

A kiszamithatésag elméletének kialakuldsa

Ezek utan. ..

1936, '37: Church, Turing

Nem létezik olyan algoritmus, mely a predikatumkalkulus tetszSleges
formuldjardl eldontené, hogy tautoldgia-e.

1971: Matijasevic
Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan.




Kiszamithatosag és bonyolultsag

Kiszamithatosagelmélet
Melyek az algoritmikusan megoldhaté problémak?

Bonyolultsagelmélet
Melyek a gyakorlatilag megoldhaté problémak? (eréforrasigény)

1971: Cook
P és NP osztalyok, NP-teljesség, SAT NP-teljes

1972: Karp

Ramutat az NP-teljes problémak valtozatossagara.

1973: Levin

Tobb kombinatorikus probléma ,,univerzalis a kimerit6é keresésre”.




Tovabbi bonyolultsagi osztalyok és szamitasi moédok

o L, NL, PSPACE, EXP, ...
e Valdszinliségi modellek

o Parhuzamos szamitas

stb.




Mit jelent az id6igény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejii algoritmus adott szamitasi ka-
pacitast architektran mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

S

“,
L

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fo6ld bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10™ [ 4.32 x 10T7 [ 2.94 x 10T | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x10'? | 8.1 x 10" | 4.5 x 10¥ | 1.17 x 10%2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n3 4420 44.208 756k 14.3M 95M
2n 36 46 58 71 79
1.1m 264 336 426 518 578
n! 14 16 19 22 24

Amig Moore térvénye (nagyjabdl) igaz, addig a polinomidejii algoritmusok egy-egy

Gjabb év elteltével konstansSzor tobb adattal tudnak adott idén belil elbanni.




Aszimptotikus jelolések

Definici6
Legyenek f,g: N — N fuggvények.

o f(n) = O(g(n)), ha létezik olyan ¢ > 0, hogy f(n) < c- g(n) majdnem
minden n-re.

o f(n) = Q(g(n)), ha g(n) = O(f(n)).
o f(n) = ©O(g(n)) ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)).
Ha f(n) = O(g(n)), de g(n) # O(f(n)), annak jele f(n) = o(g(n)). (ésw

hasonléan.)

| 10000 #3000 0,607
12000000

9000000

uuuuuuu

0 1000 2000 3000 4000 5000

1000m + 3000 = O(0.6n2)




Aszimptotikus jelolések

Hatarértékkel

f(n)
g(n) "

e ...=0, akkor f(n) =o(g(n))
@ ...< 00, akkor f(n) = 0O(g(n))

Ha lim,, o

Példa
Ha p(n) és ¢(n) polinomok (pozitiv féegyiitthatéval), akkor
p(n) = O(g(n)) pontosan akkor, ha p fokszdma legfeljebb akkora, mint ¢-é;
o(

° n
@ p(n) = ©(g(n)) pontosan akkor, ha fokszdmaik megegyeznek.
Legyen a € N, a > 1. Ekkor p(n) = o(a™).




A P osztaly, informalisan

Definicid

Egy probléma a P osztalyba esik, ha megoldhaté polinom id8igényii (vagy
O(n*) idéigényii) algoritmussal.

A Cobham — Edmonds tézis

e Egy algoritmus akkor ad gyakorlatilag kielégit0 megoldast egy
problémara, ha polinom idGigényii.

o Egy problémat akkor tekintiink gyakorlatilag megoldhaténak, ha a P
osztalyba esik.




Néhany ellenvetés

id6igényl algoritmus?

Elfogadhaté-e egy O(n')

A konstansok nagysaga.

o Kisméretii adatokon egy exponencialis algoritmus is jobban viselkedhet, mint
egy polinomialis.

Legrosszabb eset helyett a varhaté viselkedés vizsgélata is indokolt lehet.

o A P osztalyba esé egyes problémak hatékonyan parhuzamosithatdk, mig
masok (valésziniileg) nem.

Ugyanakkor

e A gyakorlatban el6fordulé P-beli problémak rendje kicsi. Pl. a linearis
programozas alapfeladatat megoldé elsé polinomidejii algoritmus, az ellipszoid
maodszer (1979, O(nf - L)) a szimplex modszer (1947) exponencislis
futasidejii algoritmusanal a gyakorlatban lassabban futott. A szintén polinomidejii

projektl'v modszer (1984, O(n3°L? log Lloglog L)) azonban mar a gyakorlatban
eléfordulé problémak esetében is gyorsabbnak bizonyult a szimplex médszernél.

@ A P osztily elegdns matematikai elmélethez vezet.

@ Fontos informacidkat szolgaltat a hatékonyan megoldhaté problémdak szerkezetérél.




A kiszamitas modelljei

De milyen architektiran polinom?
A kiszamitasnak szdmos (matematikai) modellje létezik:
e Altalanos rekurziv fiiggvények
e A-kalkulus
o Turing-gép
@ RAM (Random Access Machine)

20



A RAM gép

RAM gép
rendelkezik végtelen sok regiszterrel

e a regiszterek tipusai: Input, QOutput és Working (munka-)regiszterek,
minden tipus regiszterei 0-t6l indexeltek

minden regiszter egy nemnegativ egész szamot tartalmaz

cimzési médok:
e k — konstans
o I[k], O[k], W[k] — direkt
o W[WIk]], W[I[k]] stb. — indirekt

21



A RAM gép

RAM gép

program: utasitasok egy véges sorozata

minden utasitas rendelkezik egy sorszammal (egy sorszam legfeljebb egy
utasitashoz tartozhat...)

elemi miveletek:

e := — értékadas (bal oldalon nem szerepelhet konstans)

o +,— — Osszeadas, kivonas (a — b eredménye 0, ha a < b)
e JZ r,f —har==0, ugrds az £. sorszam( utasitasra

]

HAvTr, ACCEPT, REJECT — megallas
a programszamlalé (PC) pozitiv egész, 0-rdl indul
e a gép egy lépésben végrehajtja azt az utasitast, melynek sorszdma a PC
tartalma
o a feltételes ugrast kivéve minden Iépés utan eggyel n6 a PC
e ha nincs ilyen sorszamu utasitas, a szamitas megall

929



A RAM gép

@ a szamitds tetszbleges pillanataban csak véges sok regiszter értéke nem 0
e inicializalas:
e az input az I[1], I[2], ..., I[m] szdmsorozat, ahol I[m + 1] az elsé O-t
tartalmazé input regiszter
e a tobbi regiszter tartalma 0

@ az output
o ACCEPT/REJECT (vagy true/false, vagy 1/0), ha a megéllas egy
AcCCEPT/REJECT utasitas végrehajtisakor kovetkezett be

e az O[1], O[2], ..., O[k] szdmsorozat, ahol O[k + 1] az els& 0-t tartalmazd
output regiszter, egyébként

Az M RAM gép az aj, . .., a,, inputon szamitott outputjat M (@1, ..., Q)

jeloli; ha M nem all meg ezen az inputon, annak jele M(al, eey am) =N

0.JZ 0,0

929



Feltételek, ugrasok

if L== R gotoY
1. X=L+1
. X =X—-R
. JZ X,6
X =X-1
5.JZ X,Y
ahol X egy masra nem hasznalt munkaregiszter.
Feltétel nélkili ugrés, <, >, <, > relacidk szerinti feltételek hasonlé médon

B w N
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Stack memoéria, fliggvényhivasok

Ha egy SP munkaregisztert (pl W[0]-t) kineveziink stack pointernek, és

figgvényeinket mindig rogzitett paraméterszammal definialjuk, akkor
lokélis valtozékat hasznald rekurziv (most: ,6nmagukat hivd") fliggvényeket is
irhatunk a megszokott médon

e WISP]| := k, ahol k az a programsor, ahova a fiiggvényhivas utan vissza kell
térniink

o SP egyesével novelése mellett a paramétereket sorban bemasoljuk W[SP]-be
@ ugrunk a figgvény belépési pontjéra

o a fliggvény a verem tetején megtaldlja a paramétereit, a sajat lokalis valtozéit
ezek tetejére hozza létre

@ visszatéréskor a megfeleld értékkel (paraméterszam-lokalis valtozék szdma)
csokkenti SP-t és a megfeleld, a veremben letérolt cimre ugrik vissza

a5



Heap memoria is kell?

A munkaregiszterek kettéosztisaval (pl. paratlan sorszdmiak a stack, parosak a
heap meméridhoz tartoznak) tobbféle memériat is lehet kezelni

@ kineveziink egy regisztert heap counternek

@ dinamikus memodriafoglalasnal visszaadjuk a heap counter értékét mint
~Cimet” és megnoveljik a heap countert a foglalni kivant mérettel

@ memoria-felszabaditas: nincs ra sziikség
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Strukturalt programozas

while F' do (R)

1. if FF ==0 goto 4
2. R
3. goto 1

do (R) while F'
1. R
2. if FF==0 goto 4
3. goto 1

fori:=1...N do (R)
1l.i:=1

2. while i < N do (
3. R

4. i=i+1)

7



Aritmetika

Legmagasabb bit O(log V) 1épésben

function HIGH(N)
if N == 0 then return 0
a:=1
whilea+a< Ndoa:=a+a
return a

Pl. HigH(42) = 32

Parités O(log” N) 1épésben

function ODD(NN)
a:=0
while ¢ # N do
N:=N-a
a :=HIGH(N)
if a == 1 then return 1
return 0

Pl.
42— 42 —-32 =10
10— 10—-8=2
2—2-2=0
return 0

IR



Aritmetika

Felezés O(log N) 1épésben

function HALF(V)

r:=0

while N > 1 do
a:=1
whilea+a+a+a <N do

a:=a+a

N:=N-a—a
r:=r-+a

return r

Pl. HALF(45)
Nila/|r
4511 |0
451 2 | 0
451 4 |0
451 8 | 0
45116 | 0
13|11 |16
13| 2 |16
13| 4 | 16
51120
5| 2|20
11122

return 22
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Aritmetika

Szorzas O(log® b) 1épésben
Pl. Murr(15,11)

function MULT(a,b) a b -
ri=0 15 [11] 0
30 5 15

while b > 0 do
if obD(b) then r:=r+a 60 | 2 | 45
b:= HALF(b) 120 | 1 | 45
a:=a+a 240 | 0 | 165
return r return 165 )
Szorzas rekurzivan Szorzas tail rekurzivan
function MULT(a,b) function MmuLT(a,b,r)
if b == 0 then if b == 0 then
return 0 return r
if opD(b) then if opD(b) then
return MULT(a + a,b/2)+a return MULT(a + a,b/2,r + a)
return MULT(a + a,b/2) return MULT(a + a,b/2,r)




Aritmetika

Duplazés / shift left konstans sok lépésben

R[] := R[]+ R[]

2k elballitasa

Inicializalds 1-gyel, majd k darab shift left — ©(k) 1épés (!)

Az {1,...,k} halmaz részhalmazaival végzett miiveletek

e k darab regiszterben, mindegyikben 0 vagy 1 a karakterisztikus fliggvénynek
megfelelen

o elem beszlrasa, torlése, lekérdezése konstans iddben

21



Problémak eldontése

Definicio

Eldontési probléman egy tetszéleges L C N* halmazt értiink (azaz
szamsorozatok egy halmazat).

Definicié
Az M RaM-gép eldonti az L problémat, ha tetszdleges I = ay, ..., a,, inputra
Accepr ,hale€L;
M(T) = { REJECT , egyébként.
Definicié

Az L probléma eldonthet0, ha van 6t eldonté RAM-gép.

Definicio

R jelsli az 6sszes eldonthetd probléma osztalyat.

29



Az input mérete és a futasido

Futasidé egy adott inputon: 1épésszam

Az M Rawm gép idoigénye az aq, ..., a,, inputon a megillasig
végrehajtott utasitdsok szama, ha M megall a4, ..., a;,-en; egyébként a gép nem
all meg és idGigénye végtelen

Az input mérete

Az ay,...,a,, input mérete az a; szdmok binaris reprezentacidinak
m

hosszanak dsszege (azaz > (1 + |loga;])).
i=1

Altalaban n jeldli az input hosszat.

A gép idSkorlatja
Az M Rawm gép idokorlatja az f(n) : N — N fiiggvény, ha tetszéleges n
méretli inputon legfeljebb f(n) Iépésben megall.
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A P osztaly

Definicié

P jelsli az 6sszes polinomidoben eldonthetd probléma osztilyat, azaz
melyek eldonthetdek O(n¥) idékorlatos RAaM-géppel, valamely konstans k-ra.

Megjegyzés

Ha RAM-gép helyett Turing-géppel definidlndnk az R és a P osztalyokat, akkor is
ugyanezeket az osztilyokat kapnank: a bonyolultsagelmélet fiiggetlen a
valasztott architektaratol.

(Mindaddig, amig az architektira realisztikus.)

Megjegyzés
A tovabbiakban problémaink inputjainak nem csak szamsorozatokat, de grafokat

és egyéb véges matematikai struktirakat is megengediink; ez nem gond, mert
minden ilyen struktira kédolhaté szdmsorozattal.

24



Polinom id6ben eldontheté problémak

ELERHETOSEG

e Adott: egy G = (V, E) irdnyitott graf.
Feltehetjiik, hogy V = {1,2,...,n}.
o Kérdés: létezik-e 1-bdl n-be vezetd iranyitott at?
o Modszer:
Q S = {1}.

© Jeldljitk meg az 1 csiicsot.
@ Amig S nem iires:
@ Vailasztunk egy i € S cslicsot.
0 S = S—{i}.
Q@ j = l.n
Ha (i,j) € E és j nem megjelolt,
akkor S := S U{j} és jeldljik meg j-t.
e Ha n megjeldlt csics, adjunk ACCEPT valaszt,
kilonben adjunk REJECT valaszt.
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Polinom id6ben eldontheté problémak

Néhény kimaradt részlet
@ A bemenet megadasa — pl. szomszédsagi matrix
(Figg a modelltdl, de lényeges szerepet nem jatszik.)
@ S reprezentalasa

o sor: szélességi keresés
e verem: egyfajta mélységi keresés

Hatékonysag
@ A matrix minden elemét legfeljebb egyszer hasznaljuk fel.

e Ha az egyszerii miiveletek (S egy elemének kivélasztasa, megjeldlése, stb.)
konstans id8igényliek, akkor O(n?).
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Figgvényproblémak

Fiiggvényprobléma egy tetszbleges f : N* — N* leképezés.

Az M RaM-gép az f fiiggvényproblémat szamitja ki, ha M (1) = f(I)
tetszbleges I inputra.

Az f fuggvényprobléma rekurziv, ha van &t kiszamité RAM-gép.

Megjegyzés

Mint korabban, a rekurziv fiiggvények osztalya sem valtozik, ha RAM-gép helyett
(példaul) a Turing-gép lenne a valasztott architektira.

Q7



Az utazoiigynok probléma

Tsp

o Adott: az 1,2,...,n varosok és barmely két i, j varos tavolsdga: d; ;.

o Kérdés: taldljunk egy, az dsszes varost pontosan egyszer érintd legrévidebb
korutat.

Eldéntési véltozata: TSP(E).

o Trivialis moédszer: az ésszes 21! ) lehetséges korut megvizsgalasaval.
o Dinamikus programozassal: O( -n?) id8igény

Nem ismert, hogy Tsp megoldhaté-e polinom idejii algoritmussal.
(NP-teljes probléma.)
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Melyik a nehezebb?

MAZE vs SOKOBAN




Turing-visszavezetések

Legyenek A és B eldontési problémak.

B legalabb olyan nehéz, mint A, ha létezik olyan hatékony médszer,
azaz f rekurziv fiiggvény, mely az A tetszbleges z bemenetéhez
hozzarendeli a B egy f(x) bemenetét (példanyat) Ggy, hogy az A-nak x akkor és
csak akkor ,igen” példanya, ha B-nek f(x) ,igen” példanya.

Jelben: A <p B, A Turing-visszavezetheto (vagy rekurzivan
visszavezethet8) B-re.

Ekkor:

@ ha van egy B-t eldont6 algoritmusunk, akkor A-ra is van:

function A(z)
return B(f(x));

o igy tehat ha A < B és A-rél tudjuk, hogy eldonthetetlen,
akkor B is az kell legyen.
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Hatékony visszavezetés

Az f fliggvényre tovabbi megszoritasokat tesziink.

Definici6
Azt mondjuk, hogy az A probléma (polinomidében) visszavezetheto a B

problémara, ha létezik olyan polinomidoben kiszamithatoé f figgvény,
hogy minden x bemenetre

r€A & f(x) € B.

Jelben: A <p B.
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HAMILTON-UT <p TspP(E)

HAMILTON-UT
e Input: G iranyitatlan graf.

e Output: van-e G-ben Hamilton-Gt (minden csiicsot pontosan egyszer érintd

at)?
Példa
HAMILTON-UT visszavezethetd TspP(E)-re.
dl1]2[3]4]5] Tehat: d;; = 1, ha
1]ol1]2]1]1 (i,7) él volt G-ben, 2
) ® [2[1[0[1[1[2]| eayébként; a célérték
3l271l0l2]1 N 41, ahol N a varosok
41111121012 szdama. Ekkor ha van
) 51112111210 Hamilton-at G-ben, an-

nak Osszkoltsége N —
1, a két végpontjat
bsszekdtve (ennek silya
1 vagy 2) egy legfel-
jebb N + 1 stlyd kéru-
+1ink van  MA<feldl ha




TATAMI <p SAT

e Adott egy n x m-es téglalap, melyet 2 x 1-es domindkkal (forgatni ér)
szeretnénk lefedni.

o A lefedésnek hogy ,szép” legyen, tatami lefedésnek kell lennie: négy
dominé nem taldlkozhat egy sarkon.

@ Néhany dominé eldre fel van rakva a tablara.

e Adjunk meg egy tatami lefedését a tablanak, melyben a megadott domindk a
megadott mddon szerepelnek!

o Elddntési valtozat: létezik-e ilyen lefedés?

[ .'-1}

source: https://canadam.math.ca/2013/slides/Erickson.Alejandro.Tatami.pdf
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TATAMI <p SAT

A tablan minden szomszédos mezoket 0sszekoto élhez rendeliink egy
valtozét, pl.

® p;; legyen az 7. sor j. oszlopabdl jobbra mend él,
e ¢;; pedig a felfele mend él,

amilyen i, j-kre ilyen élek vannak. Pl. egy 6 x 5-6s tablan:

Pe,1 P6,2 P6,3 P6,4 D6,2 Pe,4
45,1:495,2:953:45,4:45.5 g51
P51 P5,2 P5,3 P54 ) ) P53
4,1 94,2943 4,4-G4.5 Az elképzelés: Q4.2 445
P4,1 P4,2 P4,3 P44 azokat a valtozdkat
43;1-93,2-93,3:43,4- 435 (éleket) allitsuk 1-re, |43;1 q3,3-143;4
P3,1 P32 P33 P34 amiket egy dominé
42,1:92,2:-42.3:492,4: 42,5 fed | 42,2 42,5
P2,1 P22 P23 P2,4 ed le. P2.3
q1,1-41,2:91,3:41,4:41,5 q1.1

P11 P12 P1,3 P14 P12 P14




TATAMI <p SAT

Azt kell megfogalmaznunk, hogy mikor felel meg egy értékadas egy
megoldasnak, vagyis egy tatami lefedésnek.

e Minden mezot lefed legaldbb egy dominé: vagyoljuk a ra illeszkedé éleket

e Minden mez6t legfeljebb egy dominé fed: az egy mezére illeszkedd éleket
nand kapcsolatba hozzuk: —(z A y), azaz (—x V —y)

o A tatami feltétel: minden ,sarok mellett” van igaz valtoz6 — ezeket is
vagyoljuk
A fenti feltételeket pedig Osszeéseljik. Részlet:
@ (pa2VqaaVpsi1Vgsa)—ad. sor2. mezéjét fedi egy domind;
@ —pyoV qa2) — ezt a mezbt nem fedi egyszerre fentrdl és jobbrdl egy domind;
® (p3,1V@g21Vpe1Vagea)—a?2. sorl. oszlop sarkdn nem érintkezik négy sarok

Plusz: az elére megadott domindknak megfelel6 valtozdkat 1-re allitjuk
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PAROSITAS <p SAT

PAROSITAS
e Input: G = (V, E) paros graf.
e Output: van-e G-ben teljes parositas?

SAT

@ Input: konjunktiv normalform4ji (itéletkalkulus-beli) formula.

e Output: kielégithets-e?

A visszavezetés
Gyakorlaton.
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Visszatérve. ..

MAzE <p SOKOBAN

Jobb alsé sarok mellé rakni az egyetlen l1adat, amellé a lyukat.

Nem ismert, hogy SOKOBAN <p MAZE (mely esetben ,egyforma nehezek")
vagy sem.
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Univerzalis RAM-gép

Dacéra egyszer(i szintaxisanak, a RaM-gép is Turing-teljes szdmitasi modell:
minden ,,hagyomanyos” programozasi nyelven megvaldsithatd algoritmusra létezik
RAM program is.

igy példaul RAM interpretert is irhatunk RAM nyelven. . .

Tétel

Létezik olyan U univerzalis RAM-program, amelynek ha adott egy M
RAM-program és annak egy x bemenete, gy viselkedik, mint M az z-en, vagyis
UM;z)=M(x).

Természetesen M kédolva adott U szdmara (utasitasok,
témbcimzések. . . szamokkal).

AR



A megallasi probléma — els6 eldonthetetlen problémank

MEGALLAS
@ Input: M program, x input.
e Output: Megéll-e M az z-en futtatva?

Tétel
A MEGALLAS probléma eldonthetetlen.

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy MEGALLAS eldénthetd egy M, programmal.
Legyen D a kévetkezé (RAM-programot vard) program:
D(M) = if My(M; M) then ~ else halt.
Ekkor:
D(D) =/« My(D;D) = ,igen" < D(D) #/,

ami ellentmondas.
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Visszavezetés: eldonthetetlenség bizonyitasa

Ha mar ismeriink egy eldonthetetlen problémat, masokrél is meg tudjuk mutatni,
hogy eldonthetetlenek.

Hogyan?

Azt hasznéljuk fel, hogy ha
o A eldonthetetlen és
o A<g B,

akkor B is eldonthetetlen.
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MINDENEN MEGALLAS

Allitas

Az alabbi probléma algoritmikusan eldonthetetlen.
o Adott: M Ram-program.
o Kérdés: M megall-e minden bemenetén?

Bizonyitas

Adott M és x esetén legyen M, olyan program, hogy az M, minden y inputjara:

My(y) = M(x).
(azaz: M, tetszOleges y input esetén futtassa M-et z-en.)
lgy

M(z) #, < M, megall minden bemenetén.

Ez az M;x — M, hozzarendelés kiszamithatd, tehat rekurziv visszavezetés; és
mivel az eldénthetetlen MEGALLAS problémat visszavezettiik erre a problémara,
ez is elddnthetetlen.
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URES INPUTON MEGALLAS

Legyen URES INPUTON MEGALLAS a kovetkezd probléma:
@ Input: egy M program.

e Output: megéll-e M az ires inputon (azaz mikor minden input regisztert
0-val inicializalunk)?

Eldonthetetlen!

Visszavezetjitk r4 a MEGALLAS problémat.
Adott M-hez és x-hez legyen M, az a program, ami tetszbleges y inputra
@ ha y az ires input, akkor futtatja M-et x-en;
@ egyébként mondjuk megall.
Ez az M, az M;x parbdl elkészithetd és nyilvan
M megdll z-en < M, megéall iires inputon.
Tehat MEGALLAS < URES INPUTON MEGALLAS, igy ez utébbi is
eldénthetetlen probléma.
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Mit lattunk eddig?

A MEGALLAS, MINDENEN MEGALLAS és URESSZON MEGALLAS problémak
eldonthetetlensége szerint. ..

@ Nincs olyan algoritmus, mely inputként kap egy JAVA forraskodot és
hozza egy inputot, és megvélaszolja, hogy a megadott program megall-e a
megadott inputon;

@ nincs olyan algoritmus, mely inputként kap egy forraskédot és
megvalaszolja, hogy a program eshet-e végtelen ciklusba egyaltalan, vagy
akar csak azt, hogy paraméter nélkil elinditva végtelen ciklusba fog-e esni!

A helyzet azonban ennél sokkal rosszabb. ..




Rekurziv felsorolhatosag

Definicié
Egy A probléma rekurzivan felsorolhaté (vagy Turing-felismerhets), ha van
olyan M RAM-program, amire
ACCEPT ,hazed
M(z) =9 " " egyébkeént.
A rekurzivan felsorolhaté problémak osztalyat RE jeloli.

Nyilvan R C RE. (Hiszen egy RAM programot ACCEPT-t8l kiildnb6z8 vélasz
helyett végtelen ciklusba egyszerii kiildeni.)
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Rekurziv felsorolhatosag

Tétel

Bizonyités
Az eldénthetetlen MEGALLAS probléma rekurzivan felsorolhaté, pl. azzal a

RAM-programmal, mely futtatja az univerzalis RAM-programot az input M;x
paron, majd ha az megall, ACCEPT valaszt ad.
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A ,rosszabb helyzet”: Rice tétele

Rice tétele

A rekurzivan felsorolhaté problémak egyetlen nemtrivilis tulajdonsaga sem
donthetd el algoritmikusan.

Vagyis: ha ) # C C RE a rekurzivan felsorolhaté problémék egy nemtrivilis
osztalya, akkor a kovetkez6 probléma eldonthetetlen: adott egy M program,
igaz-e, hogy L(M) € C?

Masképp mondva: automatikusan semmi nemtrivialisat nem tudunk
eldénteni egy program viselkedésérol a forraskédjanak ismeretében.

Ezért valnak sziikségessé példaul kommentek, tervezési mintdk hasznalata,
statikus és dinamikus tesztelés. . .
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Tovabbi eldonthetetlen problémak

Hilbert 10. probléméja

o Adott: p(z1,...,x,) egész egyiitthatés polinom.
o Kérdés: Létezik-e egész értékii zérushelye?

Tétel (Matijasevic)

Hilbert 10. probléméja algoritmikusan megoldhatatlan.

Post megfelelkezési problémaja
o Adott: uy,vi,...,u,, v, € 2%

o Kérdés: Létezik-e olyan iy,...,ix (k >0, 1 <i; <n) sorozat, hogy

Uiy oo o Ujy, = U4y -+ . Vg, ?

Tétel (Post)

A fenti probléma algoritmikusan megoldhatatlan.




Post megfelelkezési problémaja

Példa
PI: (1” ), (01), (110)—nek van:

00 00 11
110 /01 110
11 00 11

)

0
100

)

R



Egy dominé probléma

o Adott: Dominé tipusok véges halmaza.
o Kérdés: Kirakhaté-e ezekkel a domindkkal az egész sik hézagmentesen?

U1
Tipus: Ug us |, u; € TF.
Uy
A domindk nem forgathatdak. |

Tétel J

A dominé probléma algoritmikusan megoldhatatlan.
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Egy megoldatlan probléma

o Adott: m pozitiv egész szam.
o Kérdés: Kongruens-e m?

Tehat azt kérdezziik, hogy létezik-e olyan derékszogli haromszog, mely oldalai
racionalis hosszisaglak és melynek teriilete m.

Példa
1, 2, 3, 4 nem kongruensek. 5 kongruens (Fibonacci):
3 20 41
a==,b=—, c=—
2 3 6

Nem ismert, hogy a probléma algoritmikusan eldéntheté-e.
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Allitas
Ha A rekurziv, akkor A is az.

Otlet

Az ACCEPT és a REJECT sorok cseréjével.

Allitss

Egy A probléma pontosan akkor rekurziv, ha A és A rekurzivan felsorolhaték.

Otlet

o A rekurziv = A rekurzivan felsorolhatd
A rekurziv = A rekurziv, igy A rekurzivan felsorolhaté

o Tegyiik fel, hogy A és A rekurzivan felsorolhaték. Ekkor A felismerhetd egy
M, A pedig egy M programmal. Szimulaljuk M-et és M-et parhuzamosan!
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coC

Definici6
Legyen C problémak egy osztalya. Ekkor
coC = {L:LecC}

Példak
@ coR: azon problémak, melyek komplementere rekurziv

@ coRE: azon problémdak, melyek komplementere rekurzivan felsorolhaté
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R, RE és coRE viszonya

Kovetkezmény

RE #

coR
coRE
RE N coRE
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Nemdeterminizmus

Lattunk ra bizonyitékot, hogy minden , realisztikus” szadmitasi modell szimulalhaté
RaAM-gépen, lényegi idGigény-romlas nélkiil.

Most bevezetiink egy nemrealisztikus szamitasi modellt.

Egy nemdeterminisztikus RaM-programban
e tobb kiildnbdzé programsor is kaphatja ugyanazt a sorszamot

o egy lehetséges futas minden Iépésében a PC Altal kijeldlt sorszamd
lehetséges utasitisok egyike hajtédik végre

o (utdna a PC eggyel nd vagy ugras esetén a megfelelé értékre all be)

A program elfogadja az inputot, ha van olyan lehetséges futas, mely
ACCEPT utasitéssal terminél, egyébként elutasitja azt

https://www.youtube.com/watch?v=1ufECeWtN34
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Nemdeterminisztikus generalas

Egy bit

N ok ek
B SIS
Il
=)

Egy n-bites szam

function ND(n)
1.r:=0
2. if n==20 return r
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Példa: HAMILTON-UT

o Input: G = (V, E) (irényitott) graf. Feltehet8, hogy V = {1,...,n}.
o Output: Van-e G-ben Hamilton-at (azaz minden csiicsot érintd (t)?

fori:=1...ndo
Wi] :=ND(1 + [logn])
fori:=1...n—1do
if (W[i], W[i+1]) ¢ E then REJECT
fori:=1...ndo
for j:=1...ndo
if W[j] == i then BREAK

if j > n then REJECT
ACCEPT |
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Nemdeterminisztikus id6igény

Egy nemdeterminisztikus program idOigénye f(n), ha barmely n méretii
inputon tetszoleges lehetséges futis f(n) lépésben véget ér.

HAMILTON-UT iddigénye
Az el6z6 félia algoritmusanak idéigénye példiul négyzetes:
e nemdeterminisztikusan general n darab, egyenként = log n-bites szdmot, ez
nlogn lépés;
@ (determinisztikusan) ellenérzi, hogy az n szdm ebben a sorrendben valéban
egy séta-e a grafban, ez n 1épés;

o (determinisztikusan) ellendrzi, hogy minden cslics eléfordul-e a sétaban, ez n?
[épés.

Megjegyzés

Az utolsé ellendrzés hatékonyabban is elvégezhetd, most a pszeudokédd
egyszeriiségét tartottuk szem el6tt.
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Példa: SAT

o Input: konjunktiv normélforméja formula
o Output: kielégithets-e?

Algoritmus
@ minden valtozénak nemdeterminisztikusan beallitjuk az értékét 1-re vagy 0O-ra
(linearis idSigény);
e determinisztikusan ellenérizziik, hogy a kapott kiértékelés kielégit-e (linearis
idSigény);
@ ha igen, ACCEPT, egyébként REJECT vélaszt adunk.
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Példa: 3 — SZINEZES

o Input: G = (V, E) (iranyitatlan) graf.

o Output: kiszinezheté-e G helyesen, vagyis adhatunk-e minden csticsnak
egy-egy szint egy haromelemii szinhalmazbdl, hogy szomszédos csiicsok
kiilonb6z6 szint kapjanak?

Algoritmus

@ minden csicsnak nemdeterminisztikusan adunk egy szint az {R, G, B}
halmazbdl;

e determinisztikusan ellendrizzik, hogy a kapott szinezés helyes-e;
e haigen, ACCEPT, egyébként REJECT vaélaszt adunk.
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Az NP osztaly

Az NP osztalyba mindazok a problémak tartoznak, melyek eldonthetk
polinom iddigényii nemdeterminisztikus programmal.

Azaz, L € NP, ha van olyan M polinom idékorlatos nemdeterminisztikus
program, melyre

@ ha z € L, akkor M-nek létezik elfogad6 futadsa z-en, és
e ha z ¢ L, akkor M-nek minden futdsa elutasitja z-et.

Példa

HAMILTON-UT, SAT és 3 — SziNEzES NP-beli problémak.

Mivel minden f(n) idSigényli program felfoghat6 f(n) id8igényii
nemdeterminisztikus programként is, igy nyilvan P C NP.
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Polinomidoben verifikalhatosag

Az el6z6 példidkban az algoritmusok mind a kdvetkezd sémara épiiltek fel:
@ nemdeterminisztikusan generaltak valami , bizonyitékot” arra, hogy az input a
problémanak egy IGEN példanya, majd
o determinisztikusan ellendrizték, hogy tényleg j6 bizonyitékot sikeriilt-e
generalni.
Ez a séma pontosan karakterizalja az NP osztalyt!
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Polinomidoben verifikalhatosag

Tétel

Egy L probléma pontosan akkor van az NP osztalyban, ha létezik egy olyan
K C N* x N* relacié ,inputok” és ,tandk” kozt, melyre a kdvetkezok fennallnak:
o létezik olyan k konstans, melyre ha (z,y) € K, akkor |y| < |z|* (azaz az
egyes inputokhoz tartozé tandk ,révidek”);
e K polinom id6ben elddnthetd (azaz van hatékony algoritmus, mely az x,y
parra eldénti, hogy y az z-hez tartozd tani-e);

@ z € L pontosan akkor, ha y : (x,y) € K (azok az inputok a probléma IGEN
példanyai, melyekre van tand).

A HAMILTON-UT problémanél egy grafhoz tartozé tand pl. maga egy
Hamilton-Gt: linearis méretii és konny(i ellendrizni, hogy tényleg Hamilton-(t
vagy sem, és — nyilvdn — pontosan az IGEN példanyokra van ilyen tanu.
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Hatékonysag

Hatékonyak ezek a ,,polinomidejii” algoritmusok?

ONEDOES NOT smu# -

%

SIMULATE l'ljﬂﬂTIDETEBMIHISTIB-PBﬂEBﬁM IN
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Nehézség, teljesség

Legyen C (elddntési) problémak egy osztélya.
e Az A probléma C-nehéz, ha C minden eleme visszavezethetd ra.
e Hamég A € Cis, akkor A C-teljes.

Eszrevétel

Ha egy NP-teljes probléma polinomidében eldénthetd, akkor (és csak akkor)
P =NP.

(Hiszen akkor NP barmelyik probléméja eldonthetd egy polinomidejii
visszavezetés és egy, a fenti problémat eldént6 polinomidejii algoritmus

sz

by |



C-nehéz problémak keresése

Eszrevétel

A hatékony visszavezetés tranzitiv.

Ezért hogy megmutassuk egy A probléma C-nehézségét, minddssze vissza kell ra
vezetniink egy masik, ismerten C-nehéz B problémat. Hisz ekkor

@ minden C-beli visszavezethetd B-re,
o B visszavezethetd A-ra,

ezért (tranzitivitas!) minden C-beli is visszavezetheté A-ra.

Csakhogy. ..
... az elsO C-nehéz problémat hogy kapjuk?

brd =



Visszavezetésre vald zartsag

Definicid

Azt mondjuk, hogy egy C bonyolultsigi osztily zart a visszavezetésre, ha
valahanyszor A <p B és B € C, mindig teljesiil A € C is.

Allités
Az eddig latott bonyolultsagi osztilyok (P, NP, R, RE) zartak a visszavezetésre.

4

Ha C zart a visszavezetésre és A egy C-teljes probléma, akkor C-ben pontosan az
A-ra visszavezethetd problémak vannak (C = {B: B <p A}). Tehat A
reprezentalja az egész osztalyt!

Megjegyzés
P barmely két nemtrividlis A, B elemére igaz, hogy A <p B.
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Els6 RE-teljes problémank

MEGALLAS RE-teljes.

Legyen A € RE egy tetszileges probléma, amit felismer az M RAM-program.
Akkor tetszbleges x inputra

reA & (M;z) € MEGALLAS,
hiszen ha M az A problémat ismeri fel, akkor pontosan az IGEN példanyain &l
meg (ACCEPT valaszt adva), igy az © — (M;x) leképezés egy (hatékony)
visszavezetése A-nak a MEGALLAS problémara.

igy ha MEGALLAS < A valamely A problémara, akkor A is RE-nehéz:
e MINDENEN MEGALLAS
o UREs INPUTON MEGALLAS
o EKVIVALENCIA
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RE-n kiviil

Ha C,C’ zartak a visszavezetésre, A pedig egy C-nehéz és C’-beli probléma, akkor
ccCc.

Lattuk, hogy MEGALLAS < EKVIVALENCIA.
Az is igaz, hogy MEGALLAS < EKVIVALENCIA, tehdt EKVIVALENCIA RE-nehéz
€s coRE-nehéz is egyszerre.

Mivel RE # coRE (emiatt persze egyikiik sem lehet része a masiknak, hisz ha pl.

RE C coRE, akkor coRE C cocoRE = RE, mely esetben egyenléek), ez azt
jelenti, hogy EkvivaLENCcIA nem RE U coRE-beli probléma!

Azaz sem olyan algoritmus nincs, mely felismeri, ha két program ekvivalens, sem
olyan, mely felismeri, ha két program nem ekvivalens.
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Logikai hal6zatok

Definicio

Halbzat: kérmentes iranyitott graf,

a csucsok cimkézettek: A, V, —, igaz, hamis, z;
A, V cimke esetén a cslics befoka 2,

— cimke esetén a cstcs befoka 1,

igaz, hamis, z; cimke esetén a cstcs befoka 0.

Altaldban megkéveteljitk még, hogy pontosan egy cstics kifoka legyen 0.

Amennyiben a véltozék koézill az x1,...,x, fordulnak elé a halézatban
(legfeljebb), akkor a hélézat kiszamit egy {igaz, hamis}” — {igaz, hamis}
Boole-fliggvényt.
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HALOZAT-KIERTEKELES
o Adott: viltozémentes halézat.
o Kérdés: igaz-e az értéke?

HALOZAT-KIELEGITHETOSEG
o Adott: halézat.

o Kérdés: a valtozéknak lehet-e ligy értéket adni, hogy a halézat értéke igaz
legyen?

SAT

o Adott: egy konjunktiv normalformaji (itéletkalkulus-beli) formula.
o Kérdés: kielégitheté-e?

Allitas

HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT.

0



A visszavezetés

Minden g cstcsnak feleljen meg a g valtozé.

g cimkéje x
g cimkéje igaz

g cimkéje hamis

g cimkéje V:

g
/N
g1 g2
g cimkéje A:

g
/N
g1 g2
g cimkéje —:
g
T

g1
g kimend kapu

—
—
—

x 4> g, azaz (—z V g) A (x V —g)
)
g

g < (g1Vge), azaz
(mgVag1Vga)A(=g1Vg)A(mg2Vg)

g+ (91 N\ g2), azaz
(mgVg1) A(=gVg2) A(=g1V g2V g)

g <> (—g1), azaz
(=g V=g1) A1V g)

9
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HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT

A keresett formula: a fenti formuldk konjunkcidja.

Adott haldézathoz a formula elkészithetd linearis idében.
Tovabba a halézat akkor és csak akkor kielégithetd, ha a formula az.

9



HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT példa

Példa

@ @ ©

(g1 < x1) A (g2 > x2) A (g3 < x3)
A (91> (91N g2)) A (g5 <> (92V g3)) A
(96 <+ (mg4)) A (g7 <> (95 A g6)) A gr-
CNF alakban:

(mg1Var)A(g1V—x1) A (—g2Vaz)A
(g2 V—x2) A(—g3 Vas) A(gsV—as) A
(m94 V g1) A (g2 V g2) A (ga V —g1 V
—=92) N (2g5V 92V g3) A (gsV—g2) A(gsV
=93) A (—g6V—94) A(g6Vga) A (mg7V
95) N (g7 V ge) A(g7V —g5V =g6) Agr-

k2



Elso6 kiszamithato teljes problémaink

Emlékezziink: egy C-beli probléma C-teljes, ha minden C-beli probléma
visszavezethetd ra.

Eddig még csak eldonthetetlen, RE-teljes probléméakkal taldlkoztunk: a
MEGALLAS ilyen volt.

S Ae—

A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-beli.

A

Tétel
A HALOZAT-KIELEGITHETOSEG probléma NP-teljes.

Kovetkezmény (Cook tétele)
A SAT probléma is NP-teljes.

R4



SAT NP-teljességérol

Mivel a SAT probléma NNP-teljes,

@ ha polinomidében megoldhaté lenne, akkor P = NP.
(Ebben persze lehet hinni. De eddig még senki nem oldotta meg
polinomidében. . .)

e Nem ismert ra szubexponencialis algoritmus.

o llyenkor bevethetdk (a teljesség igénye nélkil):

heurisztikak

randomizalt algoritmusok alkalmazisa

o a kévetelmények relaxalasa. . . (pl. nem az &sszes, de minél tdbb kléz

egyszerre torténd kielégitése)

... majd a relaxalt kévetelmények approximalasa

vagy olyan speciélis esetek keresése, melyre van hatékony algoritmus.

kA



A kielégithetdség valtozatai

A SAT problémanak vizsgilhatjuk specialis eseteit, pl:
o klézonként csak konstans sok literalt engediink meg
o csak specialis (pl. Horn) alakd klézokat engediink meg

Definicid

Legyen k > 1. A kSAT a SAT azon specidlis esete, amelyben minden kl6z
pontosan k (nem feltétlenil kilonb6z8) literalbdl all.
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3SAT

Allitas
3SAT NP-teljes, és igy k > 3 esetén kSAT NP-teljes.

Bizonyitas
e AR AR
fl\/fg = 61\/62\/62
£1V£2V£3 — 61\/62\/63
V1NVl b3V by — (fl\/ﬁg\/.’lj)/\(—\x\/&g\/&l)

(61 \/62\/%‘)/\("3)\/63\/24)/\
(my VLV )N A (muV L1 VL)

VeV ...V,

1

7



3SAT

Allités
Legyen p =c1 Aco A...... A ¢k konjunktiv normalformaja formula.

Minden ¢; klézhoz legyen ¢} az el6z8ekben adott kifejezés, ahol minden
kifejezésben (j valtozdkat hasznalunk.

Ekkor ¢ akkor és csak akkor kielégithetd, ha ¢’ =c] Ach A ... A ¢, az.

Mivel SAT <p 3SAT és 3SAT € NP, ezért SAT NP-teljességébdl kovetkezik,
hogy 3SAT is NP-teljes.

KRR



2SAT

A 2SAT problémara viszont adhaté hatékony algoritmus.
Legyen ¢ egy 2 — CNF (minden kléz két literalbdl all).

A G(p) graf

@ csiicsok: a p-ben eléforduld valtozdk és negaltjaik.

o élek: (a, ) él < @V B vagy BV @ a p tagja (azazhaa — Bvagy B — @ a
¢ tagja.)

y

RO



2SAT

Példa
Legyenp = (M V 2z) A (mzVy) A (myV-z) A (zVi).

Ekkor G(¢p):




Tétel

A ¢ formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha nincs olyan x valtoz6, amelyre
létezik G(p)-ben irdnyitott Ot z-bdl —z-be és vissza.

Otlet

Minden él egy implikaciénak felel meg.

igy ha £1-bdl ¢y elérhetd, akkor ¢ = (€1 — £3).

Ha x-bél is elérheté —x és forditva, akkor ¢ = (x <> ), igy ¢ kielégithetetlen.
Ha nincs ilyen valtozd, akkor ciklusban:

e vélasszunk egy olyan / literalt, amib3l nem érhetd el £ és melynek még nem
adtunk értéket;

o allitsuk 1-re /-t és minden belGle elérhetd literalt, komplementereiket pedig
nullara;

amig minden véltozénak értéket nem adtunk (nem lesz (itkdzés, ha nincs olyan z,
akibdl —z elérhetd és viszont). Az igy kapott értékelés kielégiti -t.

a1



2SAT

Példa
p=(nxVz) A (—xVy) A (myV-z) A (zVi).

OxOJON0

Vialasszuk el6észor z-et. G(p)-ben z-bél elérhetd —x.
igaz-ra allitjuk —x-et és t-t, hamis-ra x-et és —t-t.

Ezek utdn valasszuk mondjuk y-t. y-bdl nem érhetd el —y, tehat o :=y.

igaz-ra allitjuk y-t és —z-t, hamis-ra pedig —y-t és z-t.
A kapott értékadas kielégiti o-t.

Q9



2SAT

Kovetkezmény
25AaT € P.
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Horn-formuldk és Horn-atnevezheto formulak

Egy kléz Horn-kloz, ha benne maximum egy pozitiv literal szerepel.

Egy CNF Horn-formula, ha benne minden kléz Horn-kléz.

Egy CNF Horn-atnevezheto, ha bizonyos valtozéi komplementalasaval
Horn-formulavé tehetd (vagyis ha van valtozék egy olyan X halmaza, hogy
minden x € X-re x helyébe —xz-et, —x helyébe z-et irva a formulaba, az eredmény
Horn-formula lesz).

v

Példa
ez A (mzVy) A (myVz) A (-yV -z) Horn-formula.
o (zVy) A (—zV —y) Horn-atnevezhetd.
o (mxV-y) A(mzVy) A (xV-y) A (xVy) nem Horn-tnevezhetd.
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Horn-formuldk és Horn-atnevezheto formulak

Tétel

Horn-atnevezhetd formulak kielégithetésége polinom iddben eldénthetd.

Otlet

Az egységrezollcio alkalmazésa ezekre a formulékra teljes:
amig taldlunk egy egyetlen literalbdl allé {¢} klézt:
o [ értékét 1-re allitjuk;

toroljiik az osszes, -t tartalmazé klozt;

a maradék klézokbdl toroljiik az £ literalt.

Ha kézben megkapjuk az lres klézt, a formula kielégithetetlen; ellenkez6 esetben
kielégithetd.

Az algoritmus (ésszerli reprezentécidval) linedris id6ben végrehajthaté és
Horn-atnevezhetd formulakra helyes.
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Horn-formuldk és Horn-atnevezheto formulak

Megjegyzés

Az is polinom idében eldontheté egy CNF-rél, hogy Horn-atnevezheto-e.

Megjegyzés
»Keverni” nem tudjuk a két hatékonyan eldénthet6 specialis esetet:
NP-teljes a kdvetkezd probléma: adott egy olyan CNF, melyben minden kléz
@ vagy max. két literalbdl all,
e vagy haromelemii negativ kléz,

kielégithet-e7?

Otlet: 3Sat < ez

Viltozénként (zV &) A (—x V &) és ehhez hozza minden eredeti klézban a pozitiv
x literdlokat —Z-re cseréljiik

4

96



Az elofordulasszam csokkentése

Azt is probalhatjuk korlatozni, hogy egy véltozd (vagy egy literdl) hanyszor
fordulhat elé legfeljebb a formulaban.

Tétel

NP-teljes a kovetkez6 probléma: adott egy 3CNF, melyben minden véaltozd
legfeljebb haromszor szerepel, kielégithet6-e?

P-ben van a kdvetkezé probléma: adott egy CNF, melyben minden véltozé
legfeljebb kétszer szerepel, kielégithetd-e?

qQ7



NP-teljes grafelméleti problémak

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Létezik-e K elemii fiiggetlen csiicshalmaz?

Tétel
A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ probléma NP-teljes.

Bizonyités

Viladgos, hogy a probléma NP-ben van. Megmutatjuk, hogy 3SAT visszavezethetd
a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ-ra.

Legyen ¢ a 3SAT egy példanya, o = c1 A ... Ay A G graf alljon m darab
haromszogbol, melyek a ¢; tagoknak felelnek meg, s melyek csiicsai a c;-kben
lévd literaloknak felelnek meg. Ezen kiviil még kossiink dssze éllel minden
ellentétes literalt. Végiil legyen K = m.

@ kielégitheté < G-ben létezik K elemi fiiggetlen csicshalmaz.

OR



FUGGETLEN CSUCSHALMAZ

Példa

Legyen p = (zV-yVz) A (maVyV-z) A (teVyVz) A (mxV-yVz).

Ekkor a G graf:




NP-teljes grafelméleti problémak

KLIKK
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Létezik-e K elemii klikk (teljes részgraf)?

Tétel
KLIKK NP-teljes.

Bizonyitas (visszavezetéssel): gyakorlaton.




NP-teljes grafelméleti problémak

CSUCSLEFEDES
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.

Kérdés: Létezik-e olyan K elemii csiicshalmaz, hogy minden él illeszkedik a

halmaz egy csilicsahoz?

y

Tétel
A CSUCSLEFEDES probléma NP-teljes.

Bizonyitas (visszavezetéssel): gyakorlaton.




NP-teljes grafelméleti problémak

Tétel

A HaMILTON-UT probléma NP-teljes.

Otlet
,Ertékvalaszté” gadget:

o 0o O

Balrdl jobbra ha megy egy Hamilton-at, akkor valasztanunk kell a ,fenti” és a
J gy egy
Jlenti” Gtvonal kozill egyet.)

= mint egy értékadas — ilyen gadgetbdl valtozénként lesz egy




Otlet
2XOR" gadget:

Minden Hamilton-(t egy olyan grafban, ami ezt a gadgetot feszitett
részgrafként tartalmazza, a kovetkezék egyike ezen a grafon beliil:

m m
® @
Hogy atlathatobb legyen a rajzunk, ezt a gadgetet igy rajzoljuk:

. ¢ .




Otlet

A XOR gadgettel egy grafban olyan Hamilton-kort keresiink, melyben ki tudjuk
kotni bizonyos élparokra, hogy a két él koziil a keresett Hamilton-kor
pontosan egyen haladjon at.

A teljes konstrukcié a 3SAT < HAMILTON-UT visszavezetéshez:

minden véltozéhoz létrehozunk egy értékvalaszt6 gadgetet, az x;-hez
tartozé két parhuzamos élt x;-vel ill. —z;-vel cimkézziik;

minden klézhoz létrehozunk egy haromszoget, az ¢ \ {5 V (5 klézhoz
létrehozott haromszog éleit rendre £1-gyel, ¢o-vel és £3-mal cimkézziik;

az ellentétes literdlokkal cimkézett élek kozott XOR gadgetet hozunk létre;
az értékvalasztd gadgeteket lancba kotjik;

a haromszogek cslicsaibdl, az utolsd értékvalasztd csiicsbdl és még egy plusz
csucsbdl pedig egyetlen nagy klikket készitiink;

végll az el6z6 pontbeli plusz csticsbdl még egy Gj cstcsba 1épiink.

Ez a konstrukcié egy 3SAT < HAMILTON-UT visszavezetés lesz.




lgy, mivel HAMILTON-UT <p TsP(E), igy a Tsp(E) probléma NP-teljes.

Tétel
A 3-SzINEZES probléma NP-teljes.

Megjegyzés

A 2-SzINEZES probléma P-ben van.
A 4-SziNEZES probléma trivialis sikbarajzolhaté grafokra.




NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

3Sat < 3-Szinezés: otlet

igy minden literdl szine R (=,hamis”) vagy G (=,,igaz") szinével kell

megegyezzen, komplementere pedig egy masikkal = kiértékelés
£y Ly U3

!
|
G { J { 4 {

L

Ellendrizhet6: ha mindharom literdl R szinét kapja, a plusz hat csiicsot nem lehet
helyesen 3-szinezni, ha viszont van koztiik G szinii, akkor igen




NP-teljes problémék halmazokra és szamokra

HARMASITAS
Adott: Hirom azonos méretii halmaz, F (fidk), L (lanyok), H (hazak), és
egy R C F x L x H relacié.

Kérdés: Megadhaté-e az R-beli harmasok egy olyan részhalmaza, melyben
minden fil, lany és haz pontosan egyszer szerepel?

Vildgos, hogy HARMASITAS € NP. J
Tétel
A HARMASITAS probléma NP-teljes. J

Megjegyzés
PARrOsITAS € P. J




HALMAZLEFEDES
Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C' = (S, ..., S, ) rendszere és egy

K szam.
Kérdés: Kivalaszthaté-e K darab az S;-k koziil Gigy, hogy ezek egyesitése
Uu?

HALMAZPAKOLAS
Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C' = (Si,...,S,) rendszere és egy
K szam.
Kérdés: Kivalaszthaté-e az S;-k kozill K darab, paronként diszjunkt
halmaz?

PoNTOS LEFEDES HARMASOKKAL

Adott: Egy 3m elemii U halmaz és 3-elem({i részhalmazainak (Si,...,S,)
rendszere.

Kérdés: Kivalaszthaté-e m darab S; Ggy, hogy ezek egyesitése U? (A
kivilasztott S;-k nyilvan diszjunktak.)




NP-teljes problémak halmazokra

Tétel

A HALMAZLEFEDES, HALMAZPAKOLAS, PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL
problémak NP-teljesek.

Bizonyitas
A HARMASITAS a Pontos LEFEDES HARMASOKKAL specialis esete.

A PonNTOS LEFEDES HARMASOKKAL a HALMAZLEFEDES, valamint a
HALMAZPAKOLAS specidlis esete is.




Ecisz ERTEKG PROGRAMOZAS

Adott: Egy n-véltozés, egész egyiitthatds linearis egyenl6tlenség-rendszer.
Kérdés: Létezik-e egész értékii megoldas?

A HALMAZLEFEDES felfoghaté az EcEsz ERTEKU PROGRAMOZAS specialis
eseteként:

n
Ar>1, Y 2, <B, 0<z<l,
i=1

ahol A oszlopai a halmazrendszer elemeinek felelnek meg.
Azt is meg lehet mutatni, hogy az EGESZ ERTEKU PROGRAMOZAS NP-ben van.

4

Tétel

Az EcEsz ERTEK( PROGRAMOZAS probléma NP-teljes.




NP-teljes problémék halmazokra és szamokra

A RESZLETOSSZEG probléma

Adott: ay,..., a, pozitiv egészek és egy K > 0 célszam.
Kérdés: Kivalaszthaté-e az a;-k koziil néhany elem tgy, hogy ésszegiik K
legyen?

Tétel
A RESZLETOSSZEG probléma NP-teljes.

Az NP-beliség vilagos, az NP-nehézséget a 3SATrél vald visszavezetéssel
igazoljuk.




NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

3SAT < RESZLETOSSZEG

Legyen p =c1 A...Acp egy 3CNF, ¢; = ;1 V42V ;3.
A p-beli valtozék legyenek x4, ..., Zp,.
Ebbdl elkészitjik a RESZLETOSSZEG probléma egy példanyat, melyben

n + m-jegyli (!) szdmok szerepelnek.
x;-bol a t; és f; szamok késziilnek:
e t; és f; els6 m jegye csupa 0, kivéve az i. jegyet, ami l-es;
o t; utolsé n jegye koziil az m + k. akkor 1-es, ha ci-ban szerepel x;, egyébként
0;
e f; utolsé n jegye koziil az m + k. akkor 1-es, ha cg-ban szerepel —z;,
egyébként 0.
Tovabba, a; = b; = 10° minden i = 1,...,n esetén.
Az eredmény: a {fi,t;: 1 <i<m}U{a;b;: 1 <i<n} halmazés a
K =11...133...3 célszdm (m darab 1-es, majd n darab 3-as).




Példa

Ha o= (1 V—-2aVas) V (21 V-oxeVay) V (0 VgV -oxy):

t1 = 1000110
f1 = 1000001
to = 0100001
f> = 0100110
t3 = 0010100
f5 = 0010000
ty = 0001010
f4 = 0001001

a1 = by = 0000100
az = by = 0000010
a3 = bz = 0000001

K =1111333

e t1 és fi kozil pontosan az egyiket kell

vélasszuk (K elsé jegye miatt);

altalaban t; és f; koziil is pontosan az
egyiket — t; valasztasa feleljen meg az

x; =1, f; vilasztédsa az z; =0
értékadasnak;

ezzel az m + j. jegyek mindegyike 0, 1, 2
vagy 3 lesz j = 1,...,n-re, annak
fliggvényében, hogy c;-ben 0, 1, 2 vagy 3
literal valt igazza;

ha az m + j. jegy 3, akkor j6, ha 2, akkor
valasszuk ki még mondjuk a;-t, ha 1,
akkor a;-t és b;-t is, ha 0, akkor nem
tudjuk ezen a jegyen elérni a célszamot




NP-teljes problémék halmazokra és szamokra

Az EcEsz ERTEKG PROGRAMOZAS egy masik speciélis esete:

HAT1ZSAK

Adott: n elem mindegyikének w; silya és c; értéke, valamint W és C.
Kérdés: Kivélaszthaté-e ismétlés nélkiil néhany elem lgy, hogy 6sszértékiik > C
és dsszsulyuk < W'?

v

Tétel
A HAT1ZSAK probléma NP-teljes.

Otlet

A RESZLETOSSZEG problémaban az a; értékekbdl rendre készitsiink egy targyat
w; = ¢; = a; sUllyal és értékkel, tovabba legyen C = W = K, a célszam.




HATIZSAK

Algoritmus a HATIZSAK eldontésére

A kovetkez6 rekurziv sszefiiggéssel szamithaté T'[i, w], ami a legfeljebb az elsé ¢
targy felhasznaldsaval egy w kapacitdsi hatizsakkal elérheté maximalis haszon:
0 hai=0
Tl,w] =< T} —1,w] i>0,w < w;
max{T[i — Lw],c; + T[i — L,w—w]} ©>0,w>w
Ez ad egy O(n - W) idSigényii algoritmust, ami nem polinom, mert az input
mérete n(logw; + logc;) + log W.

Felfoghatjuk gy is, hogy az algoritmusunk akkor polinomidejii, ha az inputban a
stlyokat unarisan reprezentaljuk, vagy ha a silyok a targyak szdmanak egy
polinomjaval korlatozhatdak.

Ez vezet el az algoritmikus bonyolultsdgelméletben a pszeudopolinomialitas
fogalmahoz.




Pszeudopolinomialis algoritmusok, erés/gyenge
NP-teljesség

Pszeudopolinomidlis algoritmusok

Legyen A egy probléma. Egy A-t eldontd algoritmus pszeudopolinomialis,
ha tetszbleges (a1, ...a,,) inputon a futasideje O((Z1gigm a;) ) valamely
konstans k-ra.

(Emlékezziink vissza: az input mérete >, _._ loga; volt!

Ha egy NP-teljes probléma eldéntheté pszeudopolinomialis algoritmussal, gy
gyengén NP-teljesnek, ha pedig unaris véltozata is NP-teljes, akkor
erosen NP-teljesnek nevezziik.

Atfogalmazés

Ha egy er6sen NP-teljes problémara van pszeudopolinomiélis algoritmus, akkor
P =NP.




Pszeudopolinomialis algoritmusok, er6s NP-teljesség

Példa
e A HATIZSAK probléma gyengén NP-teljes.
o A TSP probléma viszont er6sen NP-teljes.

o Pozitiv egészek faktorizaldsara van pszeudopolinomiélis algoritmus, de nem
ismert ra polinomideji.

A gyengén NP-teljes problémak mindazon példanyai gyakorlatilag megoldhaténak
tekinthetéek, melyekben az inputon érkezé szamok értéke korlatozhaté az input
méretének egy polinomfiiggvényével.

(Pl. a HATIZSAK vagy a PARTICIO sok , kisméret(i” targy esetén.)

PARTiCIO

o Input: a4, ..., a, pozitiv egészek.

Z1§'§nai7

o Kérdés: Van-e I C {1,...,n}, melyre 3", ., a;, =

A probléma (gyengén) NP-teljes.




Relaxacid

A HATIZSAK probléma egészértékii programozasi feladatként felirva:
n

Z W;T; S W
i=1

n
Z C; g Z C
i=1

OSl‘zgl

o zers

korében oldjuk meg. (Azaz elhagyjuk az ,z; egész" feltételt.)
Mivel LP € P, a relaxalt feladat hatékonyan megoldhaté.




TOREDEKES HATIZSAK
e Mint a HATIZSAK, de a targyak térhetdk: az i-edik targy x;-ed része,
0 <x; <1 egyciz; értékll, w;x; salya targy.
o Erre a feladatba a hatékony mohao algoritmus optimalis.

o Kérdés, hogy mennyire jol ,kozeliti” az eredeti (figgvény)problémat?




Approximacio

A kovetkezékben olyan optimalizalasi problémakra prébalunk adni hatékony
kozelito algoritmusokat, melyeknek eldéntési valtozata NP-nehéz.

Az f figgvény minimaliz4lasi/maximalizélasi probléma, ha

J(I) = argmingeg(r) c(s) / argmax,eg () c(s) alakd, ahol S(I) az I inputhoz
tartozé lehetséges megoldasok (nemiires) halmaza, ¢ pedig minden
megoldashoz egy valds kdltséget/értéket rendeld fliggvény.

Ha f egy optimalizalasi probléma, o > 0 egy konstans, A pedig egy olyan
polinomidejii algoritmus, melyre A(I) € S(I) minden I inputra dgy, hogy

e
A qrm))
v {(f(l))’C( <>>}S ’

akkor A egy a-approximalé algoritmus f-re.



CSUCSLEFEDES

Emlékeztetd

Input: G = (V, E) graf, K > 0 egész.
Output: van-e olyan, legfeljebb K méretli X csiicshalmaz G-ben, melyre igaz,
hogy G minden élének legalabb az egyik végpontja X-beli?

Optimalizalasi valtozat

Input: G = (V, E) graf.
Output: mekkora a legkisebb lefogé csicshalmaz G-ben? (megoldas: egy
lefogd cslcshalmaz; kéltsége: a mérete)

Természetesen ha az optimalizalasi valtozatra lenne egy hatékony médszer, akkor
az eldontésire is. Mivel az eldontési valtozat NP-teljes, igy az optimalizalasi
valtozatra sem ismert hatékony algoritmus.




CSUCSLEFEDES

Tekintsiik a CSUCSLEFEDES-re a kdvetkezd egyszerii algoritmust:
e Legyen X = ().
e Amig van él G-ben:

o Vilasszunk egy tetszoleges e élt.
o Vegyiik be X-be e mindkét végpontjat.

o Vegyiik el G-bol az 6sszes, e barmelyik végpontjara illeszkedd élt.

o Adjuk vissza X-et.




CSsUCSLEFEDES

Példa

TODO




CSUCSLEFEDES

Tétel

Az el6z6 folidn szerepld algoritmus egy 2-approximalé algoritmus a
CSUCSLEFEDESe.

Otlet

e Az algoritmus nyilvan egy lefogd csticshalmazt ad vissza.

@ Ha az X halmazba rendre az ey, eo, ..., e élek végpontjai keriiltek bele,
akkor eq, ..., e egy parositds G-ben, mindegyikiknek legalabb az egyik
végpontjat le kell fogni, vagyis a minimum legalabb k.

o Az algoritmus altal visszaadott eredmény pedig 2k.

A CsUCSLEFEDESre a mai napig nem ismert ennél jobb approximaciés
algoritmus.




TSP

Tétel

A TSP probléma nem kozelitheté: NiNCS a-approximalé algoritmus, csak ha
P =NP.

Otlet

Tegylik fel, hogy van egy a-approximalé A algoritmus TSP-re.
Akkor A-t felhasznalva meg tudjuk oldani a Hamilton-kort a kovetkezéképpen: a
G = (V, E) grafbdl készitsitk V' x V-n az alabbi D(G) tavolsagmatrixot:
d {1 ha (u,v) € E;
WU V] -a+ 1 egyébként.
Ekkor ha van Hamilton-kér, az optimum |V|; ha nincs, az optimum legaldbb
V] -a+1.




TSP

Otlet befejezése

Ekkor a kovetkezo algoritmus:
Ha A(D(GQ)) < |V|-a+ 1, fogadjuk el G-t, egyébként utasitsuk el

eldénti a Hamilton-kor problémat, polinomidoben.

igy varhatéan (hacsaknem P = NP) nincs approximalé algoritmus sem TSP-re.
Kereshetiink viszont olyan specialis esetet, amire van.




METRIKUS TSP

A probléma

Input: egy D tavolsagmatrix, ami teljesiti a
haromszogegyenlotlenséget:

Vi,j, k: Di,j + Dj,k > Di,k-
Output: a minimalis 6sszsulyd kordat sdlya.

Bonyolultsag

Az elddntési probléma tovabbra is NP-nehéz.
(llyen matrixot allitottunk elé a Hamilton-kér TSP (E)-re valé visszavezetésekor.)




METRIKUS TSP: 2-approximal6 algoritmus

Algoritmus

o Allitsuk elé (Prim vagy Kruskal algoritmusaval, példaul) D egy minimalis
feszitofajat.

Kettézzilk meg a fa éleit.

A kapott multigrafnak vegyiik egy Euler-kérvonalat.

A korvonalbdl hagyjuk el a kordbban mar meglatogatott csicsokat.
o Adjuk vissza az igy kapott kér dsszsulyat.

Kozelités
A fenti egy 2-approximalé algoritmus a METRIKUS T SP-re.




METRIKUS TSP: 2-approximal6 algoritmus

Példa
TODO




METRIKUS TSP: 2-approximal6 algoritmus

2-approximalas

Az algoritmus 2-approximald, ez a kovetkezokbdl all dssze:

egy tényleges korat koltségét adja vissza;
barmilyen koratbdl elhagyva egy élt egy feszitéfat kapunk = a minimalis
feszitdfa Osszsilya kisebb, mint a minimalis koruté;

az élek kettdzésével kapott grafban ill. annak az Euler-kdrvonaldban az élek
dsszslilya tehat kisebb, mint kétszer a minimilis korité;

a mér l4tott pontok kihagyisdval @ haromszog-egyenlotlenség
miatt nem névekszik az ésszsily.

Megjegyzés: %—approximélés

Az élek kettézése helyett egy , ligyesebb” mddszerrel kaphatunk egy

3_

5-approximalé algoritmust is.




Max-2SAT

A probléma

Input: egy 2CNF, klézonként pontosan két literallal; a literalok valtozoi
kiilonboznek.
Output: egyszerre legfeljebb hany kl6z elégithetd ki benne?

Bonyolultsag

Tudjuk, hogy a 2SAT probléma P-beli.
Viszont, ennek az optimalizalasi problémanak az eldéntési valtozata (input egy F
2CNF és egy K szam, kielégitheté-e F-ben egyszerre K kl6z?) NP-teljes.

El8szér adunk egy randomizalt %-kﬁzelitt’i algoritmust, aztin ezt
derandomizalva egy determinisztikusat.




Randomizalt algoritmus

Random: varhaté értékben approximaljon

Egy A randomizalt algoritmus a-approximélé, ha varhato értéke legfeljebb
a-szor rosszabb, mint az optimalis, vagyis:

E(A()  f()
v max{ (@) ’E(A(x»} = o

Max-2SAT

Ebben az esetben tehat egy olyan algoritmust kell adnunk, mely legalabb %X
klézt kielégit az input formulaban, ha legfeljebb X elégithet6 ki egyszerre.
Ennél tébbet tesziink: olyan algoritmust fogunk adni, mely (varhaté értékben) a
klézok 3-ét (teh4t nem csak az egyszerre kielégithetd klézokét!) igazzé teszi.




Max-2SAT

Randomizalt algoritmus

Allitsunk minden valtozét egymastél fiiggetleniil % — % valészinliséggel igazra vagy
hamisra.

Varhato érték
Mivel egy klézban két kiillonb6zd valtozd van, igy annak esélye, hogy a kléz igaz
3

lesz, I

A vérhaté érték additivitdsa miatt igy varhatd értékben a klézok %—ét kielégitjuk.

v



Derandomizalas

Most az el6z6 dian szerepld véletlen algoritmusban csokkentjik a generdlandé
véletlen bitek szamat: derandomizalunk.

Determinisztikus algoritmus
Legyenek x1,xo,...,x, az input formuldban szerepld valtozok.

o El6szor értéket adunk x1-nek, majd xa-nek, ..., végil x,-nek, az i-edik
menetben xz;-nek.

o Az i-edik menetben xy,...,x;_1 értéke mar rogzitve van.

e Szamitsuk ki b = 0, 1-re, hogy mennyi kléz elégiilne ki varhaté értékben, ha
x; értékét b-re valasztjuk, Tit1,. .., T, értékét pedig 3 — 3 valésziniiséggel,
fiiggetlendl valasztjuk 0-nak ill. 1-nek.

o Amelyik érték nagyobb lett, arra allitjuk ténylegesen x; értékét, és folytatjuk
a ciklust.




Derandomizalas

Vegyiik észre, hogy a varhatd értéket determinisztikusan ki tudjuk szamitani.
Annak esélye, hogy egy kléz értéke igaz, a kdvetkezOképp szamithato:

@ ha a klézban van olyan literdl, melynek értékét 1-re rogzitettiik, akkor 1;

o kiulonben 1 — 2% ahol 0 < k < 2 a klézban levd, még nem rogzitett értékil

valtozok szama.
A formuldban igazra allitott kl6zok értéke ezek dsszege.
Azt is be lehet konnyen latni, hogy minden menetben a varhaté érték nem

csokkenhet, igy az utolsé menet végére a ,varhatd érték” tovabbra is legaldbb a
klézok %—e lesz.




MAX-2SAT példa

Példa
F = (z1Va2) A (1 V—-x2) A (mz1 V) A (-2 V-za) A
(—|2171 \Y 1133) AN (—L?Jl \Y —|.T3) A (ZL‘Q V —‘333) AN (.TQ vV IL‘4) A
("33‘2 vV 373) A (—\ZCQ V —\LU?,) A (1‘3 V 334) A (—\LU?, vV —|.734)
Determinisztikus

Ha 21 = 0, a varhaté értékek: 1, 1
ha x1 = 1, a varhatd értékek 1, 1,

igy legyen 1 = 0.

1,1, 1,1, atdbbi 2, ésszesen 9.5;
1,1, 1, atdbbi 2, dsszesen 8.5;

Ezek utén ha 21 =0 és 25 = 0, a vérhatd értékek 0,1, 1,1, 1,1, 3, 1,1, 1,
3, dsszesen 9.5;
ha pedig z1 = 0 és x5 = 1, a varhaté értékek 1, 0,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1 3 &

szintén 9.5. Legyen mondjuk x5 = 1.
...és igy tovabb. ..




TOREDEKES HATIZSAK

Algoritmus a TOREDEKES HATIZSAKra

Erre a véltozatra a moho algoritmus optimalis:
o rendezziik csokkendbe a targyakat - szerint;

@ eszerint a sorrend szerint vegylink be annyi targyat teljesen, amennyit csak
tudunk;

@ az els6 targyat, ami nem fér be, pedig ,torjik” Ggy, hogy a téredék megtoltse
a hatizsak maradék kapacitasat.

Approximalas?
Adédik a kovetkezé otlet a HATIZSAK problémara:
o rendezziik csokkendbe a targyakat ;—1 szerint;
@ eszerint a sorrend szerint vegylink be annyi targyat, amennyit csak tudunk.

Ez az algoritmus nem a-approximalja a HATIZSAK problémat, semmilyen o
konstansra.




HATIZSAK

Példa
Ha pl. két targyunk van, w1 =1, ¢ =1, wo =W ésco =W — 1:
@ az els6 targy fajlagosan értékesebb, mint a masodik

. / , . —1 J W —1)2
o a toredékes valtozat optimumhelye (1, W=1), értéke 14+ W2l
@ a mohé algoritmus lefele kerekité véltozata tehdt az (1,0) helyen felvett 1
értéket adja vissza

e az optimumhely (0,1), értéke W — 1.

Ha tehat W elég nagy, 1-a < W — 1 lesz, igy az algoritmus ezen véltozata nem
a-approximalé.




HATI1ZSAK 2-approximdlhato

Kis modositas
A kévetkez6 algoritmus viszont 2-approximélja a HATIZSAK problémit:

o Tegyiik a targyakat fajlagos érték szerint csdkkené sorrendbe:
o> 2 > > Cn

w] — wy & = wp
e Szamitsuk ki a TOREDEKES HATIZSAK optimumhelyét:
(1,1,...,1,2,0,0,...,0), ahol = a k. targy (amelyiket el kellett torniink,
mert mar nem fért be).
k—1
o Adjuk vissza vagy Y ¢;-t, vagy ci-t, amelyik nagyobb.

i=1
Tehat: vagy fajlagosan csokkend sorrendben betesziink, amit csak lehet, vagy az
igy éppen kimaradé targyat egyediil rakjuk be, amelyik jobb.




HATI1ZSAK 2-approximdlhato

Amiért ez legalabb az optimum felét adja:

@ a toredékes hatizsak optimuma ennek a két értéknek az 6sszegénél kisebb, igy

a kett6 koziil a nagyobb legaldbb a téredékes optimumanak fele;

@ a toredékes hatizsdk optimuma (mivel relaxalt véltozat) legaladbb akkora,
mint a 0/1 hétizsaké.

Par kimaradt részlet

Az algoritmus igy akkor nem miikédik, ha minden targy befér egyszerre (ekkor az
lesz az optimumbhely), vagy ha a k. térgy egyediil se férne be (de az ilyen
targyakat eleve nem kell felvegyiik a listaba), de ezek kdénnyen javithatdk.




HATI1ZSAK 1 + e-approximalhato

Nézziink egy masik kézenfekvd algoritmust a HATIZSAK probléma kozelité
megoldasara:

Skalazas e-ra

e Legyen wy,...,wp,c1,...,cn, W a HATIZSAK probléma egy inputja és € > 0

egy valds szam.

e Oldjuk meg a wy,...,wy,cy,...,c,, W feladatot dinamikus programozassal,

ahol ¢ = [ %= - [2]], cmax = max; ¢; és adjuk vissza ennek az eredményét.

Cmax

Megjegyzés

Tehat mintha a maximalis haszn( targy haszna |2 | lenne, a tobbi haszna pedig
evvel ardnyosan skalazédna (egészrészt véve).

v




HATI1ZSAK 1 + e-approximalhato

A dinamikus algoritmus

A rekurziv 6sszefliggés most:
0 ha ¢ < 0;
Tli,c] = 00 ha 0 =i < ¢
min{T[i — 1,¢],T[i — 1,c — ¢;] + w;} egyébként.
»Mekkora zsak kell legalabb, hogy az els6 i targybdl meglegyen legalabb ¢
haszon?"

[do6igény
Ennek az algoritmusnak az iddigénye
O(poly(n, nmax ¢,log W)) = O(poly(n max clog W)). (Pszeudopolinomiilis.)

4




HATI1ZSAK 1 + e-approximalhato

O(poly(n max clog W))

Ha maxc = | 2], akkor ez polinom iddigény az eredeti input méretében.

Persze nem mindig szolgaltat optimalis eredményt, az osztas utani egészrész
vételekor vesztett pontossag miatt.
De ha rogzitjiik e-t, akkor polinom idéigényii és 1 + e-approximalé algoritmus!




PTAS, FPTAS

PTAS

Azt mondjuk, hogy az f optimalizalasi problémara van polinomidejii
approximacioés séma, avagy PTAS, ha van olyan algoritmus, melynek f
inputja és egy € > 0 szam a bemenete és tetszOleges rogzitett e-ra

(1 + €)-approximal6 polinomidejii algoritmus.

FPTAS

Azt mondjuk, hogy az f optimalizalasi problémara van teljesen
polinomidejii approximacids séma, avagy FPTAS, ha van r4 olyan
PTAS, mely tetszéleges (x, €) inputra poly(|z], %) idében fut.

Az el8z8 dian pl. egy FPTAS-t ldttunk a HAT1ZSAK problémaéra. J

Ha egy probléméara van FPTAS, azzal tetszbleges inputra tetszéleges pontossaggal
polinomidében meg tudjuk hatédrozni az optimumot.

144



FPTAS és pszeudopolinomialis algoritmusok

Tétel

Ha egy egészértékii optimalizalasi probléma
i) optimuma korlatozhaté az inputméret egy polinomjaval
ii) és van ra FPTAS,

akkor van ra pszeudopolinomialis algoritmus.

Otlet
1

Ha a fenti korlat n°, akkor € = = megfelel§ valasztas lesz.

Kovetkezmény

Ha P £ NP és egy, a fenti i) tulajdonsaggal rendelkezd probléma eldéntési
valtozata erésen NP-teljes, akkor nem lehet ra FPTAS.




Néhany tovabbi eredmény a P és NP osztalyokrol

Eddig minden N'P-beli problémankrél vagy azt mutattuk meg, hogy P-ben van,
vagy azt, hogy NP-teljes.
Azonban. ..

Tétel (Ladner, 1975)
Ha P # NP, akkor létezik olyan L € NP — P, mely nem NP-teljes.




P és NPC kozt?

GRAF-IZOMORFIZMUS
Input: két graf.
Output: izomorfak-e?

FAKTORIZALAS

Input: N, K > 0 egészek.
Output: Van-e N-nek K-nal kisebb primosztéja?

A fenti két probléma egyikérdl sem ismert, hogy P-beliek-e, sem az, hogy
NP-teljesek lennének.

Megjegyzés

A FAKTORIZALASra persze van pszeudopolinomialis algoritmus, tehat ha
P # NP, akkor nem lehet erosen NP-teljes; masfelsl coNP-beli is, igy ha
NP # coNP, nem lehet NP-teljes.




A coNP osztély

Definicié
coNP = {L : L € NP}

Példak
ERVENYESSEG

Adott: ¢ Boole-formula

Kérdés: Ervényes-e, azaz azonosan igaz-e ¢?
HAMILTON-UT KOMPLEMENTER

Adott: G graf

Kérdés: Igaz-e, hogy G' nem tartalmaz Hamilton-utat?

Allitas
Az ERVENYESSEG és HAMILTON-UT KOMPLEMENTER problémak coNP-ben
vannak.




NP és coNP

Egy probléma akkor van

@ NP-ben, ha minden igen példanyahoz létezik polinom méretii, polinom
idoben ellendrizhetd bizonyiték, és csak az igen példanyokhoz létezik ilyen
bizonyiték.

@ colNP-ben, ha minden nem példanyhoz létezik polinom méretii, polinom

idében ellendrizhetd cafolat, és csak a nem példanyokhoz létezik ilyen cafolat.

Allitas
Az ERVENYESSEG és HAMILTON-UT KOMPLEMENTER problémak
coNP-teljesek.




NP és coNP

Allitas

P C NP NncoNP.

Allitas
Tegyiik fel, hogy C zart a visszavezetésre és L C-teljes.
Ekkor C = coC < L € coC.

Kovetkezmény

NP = coNP < SAT € coNP < ERVENYESSEG € NP.




Determinisztikus algoritmusokkal. . .

@ 3SAT eldénthetd O(1.3303") id8ben (Makino, Tamaki, Yamamoto, 2011),
o 3-SziNEZES elddnthetd O(1.3289™) id8ben (Beigel, Eppstein, 2005),

o FUGGETLEN CSUCSHALMAZ eldénthetd O(1.2108™) id8ben (Robson, 1986
— Fomin, Grandoni, Kratsch 2009),

Az Exponencialis ldohipotézis azt a sejtést fogalmazza meg, hogy a
3SAT-ot (és sok mas NP-teljes problémat) nem lehet szubexponencialis
idében megoldani.

Ez a sejtés er6sebb, mint a P # NP. .. J




Tarbonyolultsag

A futdsidé mellett a felhaszndlt tarteriilet a méasik fontos erdforras.

Ismét igaz, hogy egy RAM-program esetében ha csak a hasznilt cellak szamat
vennénk alapul, irredlisan alacsony tarigény-fogalomhoz jutnank.

Cellanként

Egy memériacella igénye egy adott inputon: a benne a program futdsa soran tarolt
legnagyobb szim binaris alakjanak a hossza.

(Azaz 1+ |loga], ha ez a maximalis érték a, kivéve, ha a == 0, mely esetben 1).
PLUSZ 2 cella cimének binaris alakjanak a hossza.

v

Példa

Ha a W{7] regiszterben a program futasa sordn a legnagyobb érték 20, akkor
ennek a regiszternek a tarigénye 5 (a 20 = 101005 string hossza) plusz 3 (a
7 = 111, string hossza) = 8.




Tarbonyolultsag

Tarigény egy adott inputon

A teljes program térigénye egy adott inputon: az dsszes, a futas soran hasznalt
cella tarigényének Osszege.

A két memoriamodell

Amint egy celldt megcimez a program (direkt vagy indirekt cimzéssel, irasra vagy
olvasasra), hasznéltnak min&sl.
Kivéve a kovetkezé esetet:

e ha a program az input regisztereket csak olvassa,

e az output regiszterekbe pedig csak ir, raadasul stream médban: el8szor
O[1] kap értéket, majd O[2], O]3] stb.
akkor az input és output regiszterek tarigényét nem kell bevenni a tarigénybe. (Ez
az tn. ,,offline” vagy ,lyukszalagos” eset.)
(Ez megfelel annak a memériamodellnek, mikor a hivé fél biztositja az 1/0
teriiletet: az inputot nem irhatjuk at, az outputot pedig egy output stream
form4jaban kapjuk.)




Tarbonyolultsag

A program tarigénye

A program térigénye az f(n) : N — N fliggvény, ha barmely, legfeljebb n méretii
inputon legfeljebb f(n) tarat hasznal.

A probléma tarigénye

Egy probléma eldonthetd O(f(n)) tarban, ha van &t eldsnts, O(f(n))
tarigényli program. Ezen problémak osztalyat SPACE(f(n)) jeldli.

Példa
ELERHETOSEG eldonthets linearis tirban:

@ a szélességi keresés algoritmusa egy N-csicsi graf esetén két, egyenként
legfeljebb N méretii csticshalmazt térol (a mar elért ill. elért és kifejtett
csticsokét), ez pl. N hossz( bitvektor alkalmazaséaval egy-egy regiszterben
O(N) tarban megoldhaté.




Alapvet6 kiillonbség tar és id6 kozt

A tar Gjrafelhasznélhatd!

Lineéaris tarban. . .

o ...eldénthetd a HAMILTON-UT probléma is: ugyanazt a teriiletet

sz

o ...eldonthetd a TspP(E) probléma is, hasonléképp

o ...eldénthetd a 3-SzINEZES probléma is: ugyanazt a teriiletet (jrahasznalva
generaljuk a csiicsok Osszes 3-szinezését

Megjegyzés

Nem ismert, hogy NP és SPACE(n) kdzt mi az dsszefiiggés.
Csak annyit tudunk biztosan, hogy NP # SPACE(n).
(NP zért a visszavezetésre, SPACE(n) pedig — mint latni fogjuk — nem az.)




Nemdeterminisztikus tarbonyolultsag

Nemdeterminisztikus program id@bonyolultsigat a leghosszabb szl
hosszaként definialtuk.

Nemdeterminisztikus program tarbonyolultsagat egy adott inputon hasonlé
médon: a legtobb tarat hasznald szal tarigényeként definialjuk.

A nemdeterminisztikus program tarbonyolultsdga szintén akkor f(n), ha
tetszéleges, legfeljebb n méretii inputon legfeljebb f(n) tarat hasznal.

A nemdeterminisztikus programmal O(f(n)) tarban eldéntheté problémak
osztélyat NSPACE(f(n)) jeloli.




Nemdeterminisztikus tarbonyolultsag

Példa

function ND-ELER(G[1... N][1... N],s,t)
ui=-s
while u # t do
v:=ND(1...N) //v értéke nemdet. 1 és N kozti egész
if Glu][v] == 0 then return FALSE
ui=v
return TRUE
Térigény: nemdeterminisztikus logaritmikus: O(logn).
Eldénti az ELERHETOSEG problémat.

(Plusz egy, N-ig mend ciklusszamlaléval a végtelen ciklus elkeriilhetd, tovabbra is

logaritmikus tarat hasznalva.)




A nevesitett bonyolultsagi osztalyok

R, RE - eldontheté ill. felismerhetd problémak
TIME(f(n)), NTIME(f(n)) — det/nemdet. O(f(n)) iddben eldonthetd
problémak

SPACE(f(n)), NSPACE(f(n)) — det/nemdet. O(f(n)) tarban eldénthetd
problémak

o P =Tmvge(n*) = |J TiME(n*) — polinomidében eldénthetd problémak
k>0

o NP = NTIME(n*) — nemdet. polinomidében eldénthets problémak

L= Sprack(logn) — logaritmikus tarban eldénthetd problémak
o NL= NSrack(logn) — nemdet. logtarban eldénthetdek

o PSPACE-= Spacg(n*) — polinom tarban eldénthet8ek

o NPSPACE= NSpack(n*) — nemdet. polinom tarban. ..

o EXP = Timmg(2"). .




Alapvet6 osszefliiggések

Alapveté osszefuggések bonyolultsagi osztalyok kozt
i) TIME(f(n)) € NTIME(f(n)), SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))
ii) NTIME(f(n)) € SPACE(f?(n))

iii) NSPACE(f(n)) € TIME(ES(™)

Otletek
Az i) pont vilagos.




Alapvet6 osszefliiggések

NTIME(f(n)) € SPACE(f?*(n))

Tehét egy f(n) idOkorlatos N nemdeterminisztikus programot lehet szimulalni
f?(n) tarkorlatos determinisztikus programmal.

Feltehetjiik, hogy N-nek mindig pontosan két valasztisa van megillasig, a 0.
és az 1.

A determinisztikus algoritmus:

o Futtatunk egy k& szamlalét 1-t8l folfelé (ennyi lépésig szimulaljuk a
nemdeterminisztikus programot).
o k minden értékére leszimulaljuk az ésszes k hossz(i valasztési sorozatot (ez 2%
darab):
e ha van koztiik elfogadd, elfogadjuk az inputot;
e ha mind elutasitd, elvetjiik az inputot;
e kiildnben nodveljiik k-t és folytatjuk a ciklust.
(Kimaradt részlet: t utasitas végrehajtasa alatt egy RAM program O(t?)
memoriat hasznal — ez pl. ismét annak a kdvetkezménye, hogy a szorzas nem
elemi miivelet, az 6sszeadas nem névelheti | tdlzott litemben” a véltozdk értékét)




Alapvet6 osszefliiggések

NTIME(f(n)) € SPACE(f2(n)), tovébb

A szimulalast a tarteriilet Gjrafelhasznélisaval tessziik (feltehetjik, hogy N offline,
igy az inputot a szimulacié nem rontja el).

A k. menetben egy k hosszi bitvektorban tartjuk nyilvan az aktuélis valasztasi
sorozatot, ezt ndveljik mondjuk binarisan 0-rél inditva.

Mivel f(n) lépésben N is csak f2(n) tarat hasznal, a szimulacidhoz elég f2(n)
tar; mivel k < f(n), a bitvektornak is elég f(n) tar.




Alapvet6 osszefliiggések

NSPACE(f(n)) C TIME(k/™)

Tehat egy f(n) tarkorldtos N nemdeterminisztikus programot akarunk
determinisztikusan szimulalni.
Feltehetjik, hogy

o N offline;
o elfogadas eldtt kozvetleniil kinulldzza munkaregisztereit.

Nevezziik konfiguracionak a Ram program teljes leirdsat a szamitas egy
pillanataban, miutdn az n hosszi (a1, ...,a,) inputon elinditjuk:

@ a programszamlalé értéke: ky konstans sok lehetGség

e az 6sszes nemnulla munkaregiszter aktudlis tartalma (¢, W[i]) parok
listajanak formajaban: O(f(n)) bit hosszd lista, 20/ (M) _féle lehetdség

Osszesen ky - 20U(7) = EF(") konfiguracié.




Alapvet6 osszefliiggések

NSPACE(f(n)) € TIME(k!™), tovébb

Az adott inputhoz tartozé konfiguracids graf: a konfiguraciok a csticsok,
C1-bdl akkor vezet él Cy-be, ha IV atléphet C1-bdl Cs-be.

A determinisztikus algoritmus: elkészitjiik az inputhoz tartozé konfiguracids
gréfot és azon linedris id8ben megoldunk egy ELERHETOSEG problémit a
kezdSkonfiguraciébdl a (kinulldzas miatt egyértelmii) elfogadd konfiguracidba.
(A grafot nem kell elére elkésziteniink és letarolnunk, on-the-fly is szdmithatjuk.)

v

Megjegyzés

Az eddigiekbél NTIME(f(n)) € TIME(k/* ("), de
NTIME(f(n)) € TIME(kf™) is igaz.




A | nevesitett” osztalyok sorrendje

Kovetkezmény

LCNLCP CNP CPSPACE C EXP(CR)

Bizonyités
LCNL (i)
NL = NSPACE(logn) C TIME(k'°e™) C P (iii)
PCNP (i)
NP = NTIME(n*) C SPACE(n*) = PSPACE (i)
PSPACE = SPACE(n*) C TIME(2"") = EXP (i)

A kOzponti kérdés, hogy P = NP vagy sem, de a fentiek koziil egyiket se
tudjuk, hogy egyenldség-e!




A hierarchia tételek

Megengedett fliggvények

Az f : N — N monoton nové fiiggvény megengedett, ha létezik olyan
program, ami az 1" — 1/(") fiiggvényt szamitja ki (n darab egyesbdl f(n) darab
egyest készit) O(f(n)) tarban és O(n + f(n)) id6ben.

Id6hierarchia tétel
Ha f(n) > n megengedett fiiggvény, akkor
f(n)
TIME (O(logf(n))) C TIME(f(n)).
Emiatt pl. P # EXP.

Tarhierarchia tétel

Ha f(n) > logn megengedett figgvény, akkor
SPACE(o( f(n))) C SPACE(f(n)).
Emiatt pl. L # PSPACE.




Savitch tétele

Egy algoritmus
@ Input: irdnyitott graf, mondjuk G[1..N][1..N| szomszédsagi matrixaval
e Output: ?
function F(z,y, d)
if d == 0 then return (z == y) OR Glz][y];
forz=1...N do
if F(z,z,d —1) AND F(z,y,d — 1) then return TRUE

return FALSE
return F(1, N, [log N1);




Savitch tétele

A figgvény
Az f(x,y,d) hivds pontosan akkor ad TRUE-t, ha a G grafban van z-bdl y-ba
legfeljebb 2 hosszii Gt.
o d == 0: legfeljebb egy hosszu ut, vagyis © == y vagy van él z-bdl y-ba;
e d > 0: ha van z-bdl y-ba egy legfeljebb 27 hosszt Git, akkor ennek
felezépontjaba, z-be van z-bdl egy legfeljebb 2¢~1 hosszii Gt és z-bl y-ba is,
ez akkor teljesil, ha f(x,z,d — 1) és f(z,y,d — 1) is TRUE-val tér vissza.

A belépési pont

Az f(1,N, [log N) hivis tehat akkor ad TRUE-t, ha van legfeljebb 2/ N1 > N
hosszi Ut 1-bol IN-be, vagyis egy (determinisztikus) algoritmus az
ELERHETOSEG problémara.




Savitch tétele

Tarigény
e Az f fliggvény egy példanyanak tarigénye O(logn), hisz csak az , y, d, z
valtozokat deklaralja, mindegyik 0... N kozti értéket vesz fel;

@ a hivasi verem mélysége [log N = O(logn), legfeljebb ennyi példanya van
egyszerre f-nek a meméridban;

tehat a teljes tarigény O(log? n).

Ezzel beldttuk Savitch tételét:

Tétel

ELERHETOSEG € SPACE(log? n).




Kovetkezmény

NSPACE(f(n)) € SPACE(f*(n)),
ha f(n) > logn.

Otlet

Az ELERHETOSEG problémét a nemdeterminisztikus program konfiguracios
grafjan oldjuk meg.

Kovetkezmény

PSPACE = NPSPACE.

Kovetkezmény

NL ¢ PSPACE.

(Hiszen NL C SPACE(log® n) € SPACE(n) Savitch tétele és a tarhierarchia
tétel szerint.)




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nemdeterminisztikus algoritmus
o Input: graf, G[1... N][1... N] szomszédsagi matrixaval.

function UT(s, ¢, d) o A fiiggvény visszaadhat
i:=s; ACCEPT-et, ha s-bdl t d
while d > 0 do Iépésen belill elérheto.
if i == ¢ then return ACCEPT o Egyébként mindenképp
? = nd(N); . REJECT-et ad vissza.
REJEC: NOT G[i][j] then return Térigény: O(log n).
1:=7;

d:=d-1,;




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nemdeterminisztikus algoritmust hivé algoritmus

o Input: graf, G[1... N][1... N] szomszédsagi méatrixaval.

function T-IN-SK(s, ¢, prev, k)
check = 0;
foru := 1...N do
if UT(s,u,k — 1) then
check = check + 1;
if Gu][t] then return
ACCEPT
if check == prev then return
REJECT
THrOW ERROR;

e Ha prev az s-bdl legfeljebb
k — 1 1épésben elérhetd
csticsok szdma, akkor:

@ ha s-bél t legfeljebb k&
|épésben elérhetd, akkor az
eredmény ACCEPT vagy
ERROR, lehet ACCEPT;

@ ha nem, akkor az eredmény
REJECT vagy ERROR,
lehet REJECT.




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nd algoritmust hivé algoritmust hivéd algoritmus

e Input: graf, G[1...N][1... N] szomszédsagi matrixaval és s cslicsa.

prev = 1; @ Az algoritmus visszaadja
fork := 1...N do az s-bél elérheté csiicsok
current := 0; szamat, vagy ERROR-t
fort := 1...N do dob; van, mikor a szdmot
if T-IN-SK(s,t,prev, k) then adja vissza.
current = current + 1;

e Mindezt logaritmikus
prev = current; tarigényben.
return prev;




Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Belattuk az Immerman-Szelepcsényi tételt:

Tétel

Van olyan nemdeterminisztikus algoritmus, mely logaritmikus tarban
kiszamitja az input graf megadott csicsabdl elérhetd csiicsok szamat.

Nemdeterminisztikus fliggvénykiszdmitas: minden szalon vagy a helyes eredményt
adja vissza, vagy REJECT-et; tovabba van olyan szal, mikor a helyes eredményt.

y



Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Kovetkezmény

NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)),
ha f(n) > logn.

Otlet

A konfiguracids grafban elészor nd kiszamitjuk az elérhet6 konfiguracidk szamat,
aztan nd mindet megprébaljuk elérni. Ha annyit értiink el, amennyi csak elérheto
és egyik sem elfogadd, akkor ACCEPT, kilénben REJECT.

Kévetkezmény

NL = coNL.




A logaritmikus tarban val6 visszavezetés

A polinomidejli visszavezetésre nézve P minden nemtrivialis eleme ,P-teljes”.
Bevezetiink egy (formailag) ,, gyengébb” visszavezetést, melyet a P osztalyon belill
alkalmazunk problémak egymashoz viszonyitott nehézségének definialasara.

Az f fiiggvény az A eldontési problémanak a B eldontési problémara vald
logaritmikus tarigényi visszavezetése, ha

e f kiszamithaté logaritmikus tarban és
o tetszbleges I inputra A(I) = B(f(I)).

Ha létezik A-nak B-re vald logaritmikus tarigényii visszavezetése, annak jele
A </, B: A logtarban visszavezethet B-re.




A logtaras visszavezetés

Logaritmikus tarigény(i (tehat mindenképp offline) algoritmusnak legfeljebb
20(ogn) " 3zaz polinom sok konfiguraciéja lehet adott input esetén;mivel a

visszavezetés nem eshet végtelen ciklusba, igy polinomidében meg is kell alljon.

Vagyis ha A <, B, akkor A <p B is.

Megjegyzés

Nem ismert, hogy <, és <p egybeesnek-e. .. (ha igen, akkor L = P)




Nehézség, teljesség

Legyen C problémak egy osztalya. Az A probléma C-nehéz a logtaras

visszavezetésre nézve, ha minden C-beli probléma logtarban visszavezetheté A-ra.
Ha még A € C is, akkor A egy C-teljes probléma a logtéras visszavezetésre nézve.

Megjegyzés

Nem ismert, hogy a logtéras visszavezetésre nézve NP-teljes problémak
ugyanazok-e, mint a polinomidejii visszavezetésre nézve NP-teljesek.

(A SAT egy NP-teljes probléma a logtaras visszavezetésre nézve is; az ésszes
hatékony visszavezetés, melyet eddig lattunk, egyben logtéras is volt.)




A logtaras visszavezetés tranzitivitasa

Tétel

A logtéarban valé visszavezethetdség tranzitiv: ha f az A-nak B-re, g pedig a
B-nek C-re vald logtaras visszavezetése, akkor az f o g Gsszetett fliggvény az
A-nak C-re val6 logtaras visszavezetése.

A gond
Legyen My az f-et, M, pedig a g-t kiszamité program.
Az nyilvan igaz, hogy I € A & f(I)e B < g¢(f(I)) € C.

Csakhogy ha M (I)-t munkaregiszterekbe irjuk, sokkal hosszabb lehet, mint
log(|1])!




A visszavezetés tranzitivitasa

A trukk

Nem téroljuk el My teljes outputjat, csak a legutolséként irt output regiszter
sorszamat és a belekeriilt értéket.

z [ ]] LTI ]]

(Gegp@) [T TTTTTTTTTT]
M-nek sziiksége van egy nagyobb sorszami regiszter
tartalmara: folytatjuk M, szimullasat.

M-nek sziiksége van egy kisebb sorszamu regiszter
tartalmara: elsirdl kezdjik My szimul4lasat.




P-teljesség, NL-teljesség

Korabban lattuk, hogy P (igy NL) barmely két nemtrivialis problémaja
hatékonyan visszavezethet6 egymasra, igy a polinomidejli visszavezetésre nézve
ezen osztalyokon beliil a ,teljesség” fogalma értelmetlenné valik.

Azt mondjuk, hogy egy probléma NL/P-teljes/nehéz, ha a logtaras
visszavezetésre nézve az.

Tétel

A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-teljes.




Az ELERHETOSEG probléma NL-teljessége

Tétel
Az ELERHETOSEG probléma NL-teljes.

Otlet

Azt mar lattuk, hogy ELERHETOSEG € NL.

Az NL-nehézséghez mint korabban, az elérhetoségi maddszert alkalmazzuk:
egy nemdeterminisztikus, O(logn) térkorlatos gép konfiguracids grafjaban
megoldva az elérhetbségi problémat a kezdokonfiguraciétdl az elfogaddig, készen
vagyunk.

Kovetkezmény

Az ELERHETETLENSEG probléma NL-teljes.

Hiszen az Immerman-Szelepcsényi tétel szerint NL = coNL. )




Logaritmikus tar

Tétel
A 2SAT probléma NL-teljes.

Otlet

Azt mar tudjuk, hogy 2SAT € NL. Tekintsiilk az ELERHETETLENSEG egy
példanyat. Minden csiicshoz rendeljiink egy = valtozdt. A 2SAT azon ¢ példanyat
készitjiik el, mely az 8sszes —x V y tagokbdl &ll, ahol (z,y) él, tovabba az s és —it
tagokbdl, ahol s a kezdGcslics és t a cél.

Igy ¢ kielégithetd < s-b6l nem érhetd el t.

Emiatt a 2SAT komplementere is NL-teljes.




A polinomialis tar

QSAT

Adott: 3z,Vzs ... Q.2 kvantifikalt Boole-formula prenex
normalalakban dgy, hogy a ¢ konjunktiv normalalakd kvantormentes formula,
melyben legfeljebb az x4, ..., x,, valtozdk fordulnak el6.

Kérdés: Igaz-e az adott formula?

Megjegyzés
@ A kvantorok szigoru alternaldsa nem |ényeges.

e Az sem lényeges, hogy az elsé kvantor 3.




QSAT példa

Példa

Jz Vy( (xVy) A (mzV-y))

hamis, hiszen 2 = 0 esetén yy = 0, x = 1 esetén pedig y = 1 valasztasa mellett
hamis lesz a formula magja.

Példa

Jo Vy Iz Vw((-zVzVw) A (yV-z) A (zV-yVz))




A hosszabb példa

EI:c‘v’yEIsz((—'x\/z\/w) A (yV-z) A (:L'v—|y\/z))

A formula igaz: z = 0 valasztasa esetén tetszdleges y-ra legyen z = y, ekkor a
formula minden w-re igaz lesz.




Allités
A QSAT probléma PSPACE-ben van.

Algoritmus

Bemenet: Q121 ... QmTmy alakid zart formula.
Kimenet: a formula értéke.
function QSAT(F)
if ' == JzF' then
return QSAT(F’[x/0]) or QSAT(F'[x/1])
else if F == VzI’ then
return QSAT(F'[z/0]) and QSAT(F'[z/1])
else
return EVAL(F)

Ez az algoritmus O(n?) térban kiszamitja a formula értékét (ahol EVAL a
véltozémentes formulat polinom idében és lineéris tarban kiértékelé figgvény).




QSAT

Megjegyzés
A probléma akkor is PSPACE-ben van, ha

 tetszlleges kvantormentes Boole-formula.
a kvantorok nem feltétlenil valtakoznak.

p-ben az x1, ..., x,, valtozékon kivill egyéb valtozdk is eléfordulnak, és azt
kérdezziik, kielégitheté-e az egész formula.

a formula nem feltétlenil prenex alaku.

azt kérdezziik, hogy a formula hamis-e.




QSAT

Tétel
A QSAT probléma PSPACE-teljes.

Otlet

o Egy tetszdleges n* tarkorldtos M programhoz és x inputjdhoz konstrualunk
egy o formulat, mely pontosan akkor igaz, ha M elfogadja x-et.

e Egy konfiguraciét n* darab binéris véltozéval kédolunk.

o Tetszbleges t-re a ; formulat, aminek szabad véltozdi
Ty sy TpksYls - - -5 Ypk, Ugy konstrudljuk meg, hogy
©t(T1, .oy Tk, Y1, - - -, Ypk ) pontosan akkor igaz, ha az (x1,...,2,%)
konfiguraciébél az M program 2% 1épésen beliil az (yy,...,y,+)
konfiguracidba jut; tovabba ¢, ,,nem tdl hosszd”.

@ A keresett formula: ¢,,», behelyettesitve a kezd6- és az elfogadd
konfiguraciét.




@t—l—l(l‘l) vy Tk, Y1y e e >ynk)
Jeldlje X az x1,...,x,» valtozdé-vektort, Y az yy,...,y,»-t stb.
A Savitch-tételben latottal analég médon:
HZ(gat(X, Z)N(Z, Y)),
de ez til hosszu! (Exponencilis hosszd formula.)
Ehelyett:
HZVX’,Y’(((X’ S XAY =2)V(X =ZAY =Y)) = o X, Y’)),
ahol A= B az (a1 <> b1) A ... A (ayr <> byr) formula réviditése.
A formula magja (polinom méretii) CNF-re is konnyen hozhaté.




Tovabbi PSPACE-teljes problémak

HELYBEN ELFOGADAS

Adott: M determinisztikus program és x bemend szé.
Kérdés: Elfogadja-e M az x-et legfeljebb |z| tarban?

REGULARIS KIFEJEZESEK EKVIVALENCIAJA
Adott: Két regularis kifejezés.
Kérdés: Ugyanazt a nyelvet jelolik-e?

VEGES AUTOMATAK EKVIVALENCIAJA

Adott: M; és M, véges nemdeterminisztikus automatak.
Kérdés: M, és M, ekvivalensek-e?

Tétel
A fenti harom probléma mind PSPACE-teljes.




Késziilodés a PSPACE egy meglepo karakterizaciojara

Alternélés

Visszatériink még a PSPACE-re, de el6bb bevezetiink egy fogalmat, az
alternalast.




Alternalé program

Definicio
Az alternal6 program olyan program, melyben (a nemdeterminisztikushoz
hasonléan) egy sorszamot tébb sornak is kioszthatunk, tovabba minden sorszam
vagy Es, vagy VAGY tipusi sorszam.
Tekintsiik a program szamitasi fajat az = bemeneten.
Azt mondjuk, hogy egy C konfiguracié végiil elfogadod, ha
o (C-ben a gép ACCEPT soron all, vagy
o Es-sorszamon van, és minden kézvetlen leszarmazottja végiil elfogadd, vagy
e VAGY-sorszamon van, és valamely kézvetlen leszarmazottja végiil elfogadé.
A program akkor fogadja el az 2 bemenetet, ha a kezdd konfiguracié végiil

elfogadd, killdnben elutasitja azt. Az f(n) id6- vagy térkorlatos alternalé program
fogalmat értelemszeriien definialjuk.




Alternalé program

Definicio6

Legyen f(n) megengedett bonyolultsagi figgvény. (Id6 esetén f(n) > n.)
ATIME(f(n)): az 6sszes f(n) idSkorlatos alternalé programmal eldonthetd
nyelvek.

ASPACE(f(n)): az ésszes f(n) tarkorlatos alternalé programmal
eldonthetd nyelvek.

AL= ASPACE(logn)

AP= ATIME(n¥)

Vildgos, hogy NTIME(f(n)) € ATIME(f(n)) és
NSPACE(f (n)) C ASPACE(f (n)).

Hiszen a nemdeterminisztikus program olyan alternalé program, melynek csak
VAGY tipusi sorai vannak.




Alternalas és determinizmus

Az alternal6 bonyolultsagi osztalyok és a ,klasszikus” bonyolultsagi osztalyok kozt
érdekes oOsszefiiggések allnak fenn:

Tétel
AL =P.

Tétel
AP = PSPACE.

Az utébbi tételt megfogalmazhatjuk igy is:
PSPACE-be pontosan azok a problémak tartoznak, melyek reprezentalhaték
zérd 6sszegl, teljes informacids, polinom |épésszami kétszemélyes jatékként.




Kétszemélyes jatékok

A QSAT felfoghaté kétszemélyes jatékként:

e Jatékosok: 3, V
o Lépések felviltva: =, értéke, x5 értéke, ...
o 1 célja: kielégiteni a formula magjat

@ V célja: hamissa tenni




A hosszabb példa

EI:nyEIsz((—':U\/z\/w) A (yV-z) A (xVﬂy\/z))

A formula igaz: x = 0 valasztasa esetén tetszdleges y-ra legyen z = y és az
minden w-re j6 lesz."

Egy nyer6 stratégia 3-nek: valassza x = 0-t, majd V valasztja y értékét, 3
ugyenezt az értéket adja z-nek, V barhogy is valasztja meg w értékét, a formula
magja igaz lesz.

106



Egy kétszemélyes jaték

FOLDRAJZI JATEK
Adott: G = (V, E) iranyitott graf, 1 € V kezdbcsiics.
Kérdés: Az 1. jatékos nyer-e az alabbi jatékban?

e Az 1. jatékos kezd az 1 cslics megnevezésével.

@ Minden Iépésben minden jatékosnak egy olyan cstcsot kell valasztani, amely
még nem szerepelt, és amelybe vezet él az el6zéleg megnevezett csticsbol.

o Egy jatékos veszit, ha végiil nem tud ilyen csiicsot megnevezni.




Allitas
A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-ben van.

Otlet
@ A lépéssorozatok hossza a bemenet méretében polinomialis.
@ Létezik olyan polinom tarigényl algoritmus, mely adott allasra megkonstrualja
az allas rakovetkezoit, vagy ha ilyen nincs, eldonti, melyik jatékos nyert.
Minden ilyen kétszemélyes jaték PSPACE-ben van:
o Polinom térral elkészitjilk az adott jaték fajat.
o Mélységgel aranyos tarral eldontjik, kinek van nyer6 stratégiaja.

A két algoritmus 6sszetehetd: polinom tarkorlat.

Allitas
A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-teljes.




FavyFVu( (y vV -z) A (y Vz) A (my V) A (- V -y))
TODO




Az els6 jatékos donti el az egzisztencidlisan, a masodik az univerzalisan
kvantifikalt valtozé értékét, mely a cimkével ellentétes.

@ A maésodik jatékos valaszt egy tagot.

Az elsé jatékos akkor és csak akkor nyer, ha a tag valamely literélja igaz
(visszavezet§ él vélaszthatd).

@ Mivel ez minden tagra igaz, az elsd jatékos nyer < a formula igaz.

Megjegyzés

Iranyitatlan grafok esetén a probléma P-ben van.




Tovabbi kozismert PSPACE-teljes problémak

e GO: input egy gb allas, melyik jatékosnak van nyerd stratégija?

e HEX: input egy hex allas, melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

e REVERSI: input egy reversi allas. ..

e DAMA: input egy ddmaallis. ..

o AMOBA: egy amdbaillas. ..

@ SOKOBAN: megoldhaté-e az input Sokoban feladvany? (egyszemélyes!)
o RusH HOUR: megoldhaté-e az input Rush Hour feladvany?

o ELETJATEK: kipusztul-e minden cella egy adott kezd&4llasbdl elinditva
valahany Iépésben? (,nulla személyes”!)




Tal a PSPACE osztalyon

Definicié
EXP = TIME(2"")
NEXP = NTIME(2"")

Vilagos, hogy EXP C NEXP és tudjuk, hogy PSPACE C EXP.

Nem ismert, hogy az EXP és NEXP osztilyok megegyeznek-e.

Tétel
Ha P = NP, akkor EXP = NEXP.




Definicié
EXPSPACE = SPACE(2"")

Vilagos, hogy NEXP C EXPSPACE.

Tétel

Az alabbi probléma EXPSPACE-teljes: adott két regularis kifejezés, melyekben
négyzetreemelés is szerepelhet, ekvivalensek-e a kifejezések?

Definicié

’ILk
ELEMI = TIME(2"") U TIME(2?" ) U TIME(22” ) U ...

Tétel

Az alabbi eldéntheté probléma nem elemi: adott két regularis kifejezés,
melyekben komplementerképzés is szerepelhet, ekvivalensek-e a kifejezések?




TODO




Parhuzamositas

A Cobham—-Edmonds tézis, még egyszer

Egy problémét akkor tekintiink gyakorlatilag megoldhatéonak, ha van ra
polinom idGigényl algoritmus.

Biztos?

Vannak esetek, mikor a linedris iddigény is soknak bizonyul. . .

...de a RAM-gépes kiszamitasi modellben nem értelmezhetd szublinearis idGigény.

A hatékony parhuzamositas kérdése azonban gyakorlati szempontbdl |ényeges, igy
szitkség van olyan kiszamitasi modellre, melyben pl. O(logn)-es idSigény is
értelmezhetd.




Az elméleti parhuzamos szamitoégép

PRAM
Parallel, random-access machine.
@ osztott memdria
@ sok (de ,csak” polinom sok) processzor
@ minden processzor a meméria barmelyik bitjét O(1) idében eléri

@ a konfliktusok kezelésének médja (EREW, CREW, CRCW) nem rdgzitett, de
nem is lényeges igazan

A matematikai modell

PRAM gépek helyett logikai halézatcsaladdal fogjuk (ekvivalensen)
definialni a hatékony parhuzamosithatésag fogalmat.




Halozatcsaladdal valo eldontés

Hal6zatesalad

Hal6zatcsaladon logikai halézatoknak egy C = Cy, C1, . .. sorozatat értjiik,
ahol minden i-re C; olyan logikai hal6zat, melynek input kapuinak cimkéje az
{z1,...,z;} halmazba esik.

Eldontés

A C = Cy,Cy,... halézatcsalad elfogadja az z = b1by ... b, € {0,1}* szét, ha
Co(b1, by ) = 1.

A ¢ altal eldontott L(C) C {0, 1}* nyelvet a C altal elfogadott szavak
alkotjak.

v




Példa

Elfogadas, elvetés

Ha C35 a kdvetkez6 haldzat:

akkor C = Cy,...,Cs,... elfogadja a 001, 010 szavakat és elveti az 110-t.




Példa

(01)*-ot eldénté halézatcsalad

o CO . @
° C2i+1: @

o Cyiyo:
TODO




Korlatok

Halézatcsaladdal minden nyelv eldéntheté (mert minden Boole-fiiggvényhez van
6t reprezentald haldzat), igy megszoritasokat tesziink az ,elfogadhat6”
halézatcsalddra n fuggvényében

e a C,,-beli kapuk Szama szerint,
e a C, hilézat mélysége szerint,
e a halézatcsaldd tagjaiban megengedett kaputipusok szerint,

o uniformitas szerint (egy halézatcsalad akkor (logtar-)uniform, ha van
olyan algoritmus, mely C,,-t el8illitia O(logn) tar felhasznildsa mellett).




A hatékonyan parhuzamosithaté problémak osztalya

Definicié

Ha k > 0 konstans, akkor az INC* osztalyba azok a {0, 1} foltti nyelvek
tartoznak, melyek eldonthetok

@ valamely ¢ konstansra O(n¢), vagyis polinom sok kaput tartalmazd,
o O(logh n) mélységii,

o legfeljebb ketté befokl kapukat tartalmazé,

e uniform

halbézatcsaladdal.

NC = |J NC*, a hatékonyan parhuzamosithaté problémak osztélya.

k>0




NC': logaritmikus mélységti halézatcsalad

Példa: 1™
Az 1* nyelv eldonthetd logaritmikus mélységli halézattal: C), az input kapukat A

kapukkal koti 6ssze, egy majdnem teljes binaris faba szervezett topoldgiaval. Pl.
010 :

TODO




Fliggvények kiszamitasa

To6bb output kapu

Halézatcsaladokkal fliggvényeket is kiszamithatunk: ha a C = Cy, Cy, ...
csalddban a C), tagnak o,, kimeneti kapuval rendelkezik (rogzitett sorrendben),
akkor a csalad értelemszeriien kiszamit egy {0,1}* — {0, 1}* fliggvényt; az n
hossz( input szavakhoz o,, hosszi output szét rendel.




Osszeadd hélézatok

Osszeaddas
Osszeadas: a C,, halézat input kapui az =g, ..., 2,1, Yo, ..., Yn_1
valtozokkal cimkézettek, output kapui zg, ..., zn.

A bemeneti két n-bites szam &sszegét (egy n + 1-bites szamot) kell a kimenetre
kildenie.




Osszeadd hélézatok

Trividlis megvalositas

Linearis mélység!




Osszeadés logaritmikus mélységben

Elég kiszdmitani a carry biteket (¢; = 1, ha az i. helyiértéken keletkezik atvitel,
vagyis ha az xox1 ... Tn—1 + Yoy1 - .- Yi—1 Osszeg i. helyiértéke 1-es.

Ezek utdn z; = x; B Y; D c;_1, ahol & a kizdré vagy miivelet (8sszeadas
Zso-ben).

(pontosabban, z, = ¢,_1 és 2o = o B Yo.)

Ez parhuzamosan, konstans mélységben elvégezhetd.




Osszeadés logaritmikus mélységben

Carry és propagate

Adott zg...xpn_1 és Yo ...Yn_1 input egészek, bitsorozat formajaban és
0<i<j<n. Legyen

@ ¢ j=1 haazxxit1...25 + yiYiy1 ... y; 6sszegnél keletkezik carry;

o pij=1 haazzxip1...x; + yiyit1...y;+1 dsszegnél keletkezik carry.

Osszefiiggések
@ ¢cii=x; N Y.
@ pii=x; V Y.
® Ciitad = (Ciitd A Pitdt1,i+2d) V Citdt1,i+2d-
® Diit2d = Diji+d /\ Pitd+1,i+2d-

Ezekkel az osszefiiggésekkel O(logn) mélységben kiszamithaté a carry és a
propagate az 6sszes (0, j) parra.




Rendezés O(log? n) mélységben

A péros-paratlan mergesort (Batcher)

function MERGE(T[1..2N])
if N == 1 then compareAndSwap(T[1],T[2])

else
MERGE(T1,3,5,...,2N —1])
MERGE(T[2,4,6,...,2N])

for i =2,4,6,...,2N — 2 do compareAndSwap(T'[i], T[i + 1])
function sOrRT(T[1..2N])
if N == 1 then compareAndSwap(T[1],T[2])
else
SORT(T[1..N])
SORT(T'[N + 1..2N])
MERGE(T[1..2N])




compareAndSwap

> I

A paros-paratlan mergesort vizualizalva

0
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Rendezés O(log® n) mélységben
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TOBBSEGI FUGGVENY € NC?

A TOBBSEGI FUGGVENY akkor vesz fel 1 értéket, ha argumentumainak legalabb
a fele 1-es.

A fiiggvény az elézbek szerint N C>-beli:
o rendezziik a biteket;

e visszaadjuk az 7. elemet a rendezett sorozatbdl.




Matrixszorzas: O(logn) mélység

Az input kapuk: két n x n-es Boole-métrix elemei, z; ; ill. y; ; a megfelelé matrix
1. soranak, j. oszlopanak értéke

Az output kapuk: z; ;, a két matrix szorzatanak i. soranak j. oszlopanak értéke
n

zig =\ @ik Ayry)-
k=1

log n mélység

e Minden (i, k, j) harmasra kiszamitjuk az x; x A yx ; értéket parhuzamosan: 1
mélység, n> kapu.

e Minden (4, j) parosra a fenti z; ; értéket parhuzamosan: logn mélység (az
17-nél latott majdnem teljes bindris fa topolégiaval), 6sszesen n? kapu.

Vagyis: O(logn) mélység, polinom sok kapu.




ELERHETOSEG € NC?

o Legyen A € {0,1}"*"™ a G graf szomszédsagi matrixa.
o A+ I: afoatlét 1-re allitjuk.
o (A+1)*: az (i,4) cella értéke pontosan akkor 1, ha van legfeljebb k hosszi

séta i-bdl j-be.

ollogn]

o lterdlt négyzetreemeléssel meghatarozzuk (A + I) -t, majd ennek

visszaadjuk az (1,n) cell4jat.
o Egy négyzetreemelés: O(logn) mélység.
o logn négyzetreemelés szekvencialisan.

o Osszesen O(log? n) mélység.




Az NC osztalyok a klasszikusak kozt

Tétel

NC! C L C NL C NC? C NC® C...C NC C P.

Nem ismert, hogy
e igaz-e, hogy NC* = NC"™! valamely i-re?
e NC'vs. L?
o NC'vs. NL?
o NC?vs. NL?
o NC vs. P?

Az utolsé kérdés masképp: igaz-e, hogy minden hatékonyan megoldhaté (P-beli)
probléma hatékonyan parhuzamosithaté is, vagy vannak ,inherensen szekvencialis”
problémak?




Kriptografia

Alapfeladat

@ Chuck ne ismerhesse meg az lizenet tartalmat a hal6zat lehallgatasaval

o Megegyeznek két algoritmusban, E - kédolé és D — dekédolé és két
kulcsban, e € {0,1}* és d € {0,1}*

@ Oly médon, hogy tetszbleges = € {0,1}* lzenetre D(d, E(e,x)) = = legyen

e Tovabba, D és E legyen hatékonyan kiszamithaté

e Viszont E(e, x)-bél d nélkill z ne legyen visszanyerheté




One-time pad

Dé E
e A D, E algoritmusokrdl feltessziik, hogy Chuck ismeri ket

@ Csak a kulcsokat nem ismeri (mig azok 4t nem mennek a halézaton
titkositatlanul. . .)

One-time pad

Ha d = e egy (véletlenill generalt) n = |x|-bites szdm, E = D pedig a bitenkénti
XOR miivelet, ez teljesiti az el6bbi elvarasokat

Csakhogy
o a kulcsot csak egyetlen {izenet titkositasara hasznalhatjuk

e a kulcsot mindkét félnek ismernie kell (szimmetrikus titkositas)

A kulcs titkositott atkildésének probléméja pedig (most) ekvivalens az eredeti
feladattal.




Publikus kulesu titkositasok

Ha az e titkosité kulcs mindenki szamara ismert, d pedig csak Bob
szamara,

és e-bél d-t vagy (e, x)-bél z-et gyakorlatilag nem lehet d ismerete
nélkal kiszdmitani,

akkor nyilvanos kulcst titkositasrél beszéliink.

,Gyakorlatilag”

Az ONE-TIME PAD elméletileg is feltorhetetlen.
A publikus kulcst titkositasok azonban nem azok:

Ha Chuck ismeri y = E(e, z)-et és E-t, akkor nemdeterminisztikusan
megsejtve x-et tudja ellendrizni, hogy eltaldlta-e, hiszen e szamara is ismert

Ez tehat FINP-beli probléma =- abban az extrém esetben, ha P = NP,
minden ilyen rendszer polinomidoben toérhetd




Egyiranyu figgvények

Egy f (parciélis) injektiv figgvény egyiranyu, ha
e minden z-re f(z) legfeljebb polinomidlisan hosszabb/révidebb x-nél;
o f kiszdmithat6 polinomidében;
e f~! nem szamithaté ki polinomid8ben.

Nyilvan az inverz mindenképpen FINP-beli (megsejtjiik, ellenérizziik).

Ha a titkosité algoritmus egyiranyd fiiggvénnyel torténik, akkor a kulcs ismerete
nélkil nem lehet visszaéllitani az inputot.




Egyiranyu fiiggvény — jelsltek

Primek szorzasa
e Input: p < q primek
o Output: p-gq

A fiiggvény nyilvan injektiv, polinomidében kiszamithaté és jelen allas szerint
nem ismert, hogy inverze kiszdmithaté lenne polinomiddben.

Modularis hatvanyozas
e Input: p prim, » primitiv gyoke, 0 < z < p egész
e Output: r*modp.

Mivel 7 primitiv gyok, a fliggvény injektiv; mivel van iteralt modularis
hatvanyozas, polinomidében kiszamithatd, és jelen allas szerint nem ismert,
hogy inverze kiszamithaté lenne polinomidében.




RsaA

Adott: p, q primszamok, e szam Ggy, hogy € és ®(pq) = (p — 1)(q¢ — 1)
relativ primek.

o Input: 0 < x < pg szém
@ Output: 2¢ mod pq
A fiiggvény injektiv, ha e és ®(pq) tényleg relativ primek, polinomidejii (ismét

iterdlt moduléris hatvanyozas miatt), és szintén nem ismert, hogy inverze
polinomiddben kiszadmithaté lenne.

Publikus kulesu titkositasként

e Bob generdl p, ¢ primeket, és egy e szdmot, ami relativ prim ®(pq)-hoz

Bob kiszamitja azt a d szdmot, amire e - d = 1 mod ®(pq)

Publikus: pq és e
e Privat: d




Trapdoor fliggvények

Ha az egyiranyd figgvénnyel elkédolt Gzenetet Bob sem tudja semmivel
hatékonyan visszafejteni, az nem tdl hasznos.
Ezért az f egyirdny( fliggvényre tovabbi megszoritasokat tesziink:
Ha még az is igaz, hogy
e az f értelmezési tartomanyabél hatékonyan vehetiink mintat és
o létezik olyan d fiiggvény, melynek ismeretében f~! kiszamitasa hatékony,

akkor f egy trapdoor (csapda-)fiiggvény.

Az Rsa talan trapdoor fiiggvény, ezért alkalmas publikus kulcsi titkositasra (a
primszorzas és a moduléris hatvanyozis 6nmagukban nem azok).




UuPpP

Egy probléma akkor van az UP osztalyban, ha eldonthetd olyan polinomidejii
nemdeterminisztikus A programmal, mely

@ a ,nem" példanyokat minden szélon elveti,
e az ,igen" példinyokat pontosan egy szilon fogadja el.
(vessiik 6ssze: RP-nél pont hogy sok elfogad szalat kététtiink ki.)

Nyilvan P C UP C NP.

Példaul FAKTORIZALAS € UP.

Tétel
P # UP pontosan akkor, ha van egyiranyu fiiggvény.




Kvantumszamitas

»Quantum mechanics: Real Black Magic Calculus.”
— Albert Einstein, 1925

v

,God does not play dice with the universe.”
— Albert Einstein

v

»Not only does God play dice but... he sometimes throws them where they cannot
be seen.”
— Stephen Hawking

v

Mottd

,How | want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving
quantum mechanics.”
— Sir James Jeans

v




A kétrés kisérlet: hullam, mérés, részecske

Appearance
of screen

Double slit
N\

Single slit

Light source

7))

Hulldamtermészet? Csakhogy. ..

o Egyetlen foton is interferal.
o Ha detektort tesziink valamelyik résbe, az interferencia megsziinik. (Vagy
ha lecsukjuk valamelyik rést.)

e Ha egyszerre csak egy rést hagyunk nyitva és a becsapddasi poziciébdl
nem szamithaté ki, hogy melyik résen , kellett” 4thaladjon, akkor interferal.

v

929K



Szuperpozicié

Akkor. ..
e Egy foton (elektron, macska...) egyszerre tobb lehetséges allapot
szuperpozicidjaban van. ..
o ,melyik rés felé ment”
o ,életben van vagy elpusztult”
@ ...amig meg nem mérjiik (ekkor 0sszeomlik a hulldmfiiggvény és bell
egy éllapotba).
e ha a réshez tesziink detektort, ott omlik 6ssze és nem lesz interferencia
e ha az ernyéhdz, akkor csak ott és lesz interferencia




Kvantum 6sszefonédas (entanglement)

Amit lehet tenni
o Fotonokat gyartani vizszintes vagy fliggbleges polarizaltsaggal
o Megmérve ezeket 50-50%-ban gyartjuk

Egy fotonbsl két Osszefonddottat gyartani (prizméval)

o Osszefonédottak: ha megmérjiik mindkettd polarizaltsagat, ugyanazt
kapjuk
o Akkor is, ha a két mérés kozt annyi id6 telik el, ami a fénysebességnek is

kevés, hogy ,atadja” az informaciét

Einstein

~Spooky action at a distance” — ilyen nem lehet
Akkor a polarizaltsag mar benne van a részecskében, , rejtett” médon




Kvantum 6sszefonédas (entanglement)

Bell
o Engedjiik 4t mindkét fotont egy-egy © = 45°-0s polarizatoron és nézziik
meg, ugyanaz torténik-e veliik
@ Tudjuk: ha a polarizator szége © az eredeti polarizaldshoz képest, azt a
polarizator cos? © = 0.5 részben engedi at

o ...tehat a 0°-ost is és a 90°-ost is 0.5 részben engedné at mindkét oldal,
fuggetlendl, akkor 0.5 kellene legyen azon részecske-parok aranya, melyekkel
ugyanaz torténik

DE NEM ANNYI
hanem minddel ugyanaz torténik. Spooky.




Kvantumradir

351 nm
/——— Argon Laser

Filter 1 nm BW

Walborn, Cunha, Padua, and Monken, Double slit quantum eraser experiment with polarizer
(POL1) present. In this configuration, interference is detected at Ds.



Delayed choice quantum eraser, 2000
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Hullamtermészet, 6sszeomlas, 6sszefonddas

A kisérletek szerint

o A rendszer az 6sszes lehetséges 4llapot egy Szuperpozicidjaban van. ..
o ..
o ..

.amig ra nem mériink. ..
. akkor Ossze is omlik a hullamfliggvény és ,bedll” a mérés eredményére. ..
.egyszerre az Univerzum &sszes 6sszefonddott kvantumjaban

.. kivéve, ha a mérés eredményét garantaltan , kiradirozzuk”, akkor nem is
omI|k Ossze.

Erteni ugyan nem értjitk, miért, de elég érdekesnek latszik ahhoz, hogy jé
otletnek tiinjon szamitégépet épiteni beldle.




D-Wave Systems

Epiteni?
e Eddig 7 — 10 qubites rendszereket sikeriilt minden kutatécsoportnak
épitenie. ..
@ ...kivéve a kanadai D-Wave Systemst,

@ akik eladtak a Google-nak és a NASA-nak egy 512-qubites rendszert
2013-ban, miutadn a Lockheed Martinnak egy 128-qubitest 2011-ben

o amely rendszerekrél , jelenleg nem vildgos, hogy i) térténik-e benniik
kvantum-jellegii szamitas és ii) ha igen, attdl gyorsabb-e a rendszer
egyaltalan, mint egy laptop

Lassuk a matekot.




Val6szintiségi amplitudok

A hullamtermészetbdl eredé fazis modellezéséhez kevés, ha a 0 allapothoz egy
po, az 1 allapothoz egy p; valdszintliséget rendeliink.

Szuperpozicio

Ehelyett a 0 allapothoz egy ag, az 1 allapothoz egy a; amplitidot rendeliink:

g, ap komplex szamok
méréskor 0-t |ag|?, 1-et pedig |aq|? valésziniiséggel kapunk
ennek megfelelden |ap|? + |a1]? = 1 kell legyen

mérés soran a hullamfiiggvény 0sszeomlik: «; = 1 lesz, ha a mérés
eredménye i (a1—,; pedig 0)

Technikai jelélés: 1) = ag|0) + a1|1) (ez a (ap, 1) értékii qubit)




Tobb qubites rendszer allapotai

Ha a rendszerben két qubit van, akkor egy mérés eredménye lehet |00), |01), |10)

vagy [11)

Osszefonédas!

(Altalaban) nem kezelhetjiik fiiggetlennek az egyes qubitek amplitidéit
Pl. ha a két qubit 0sszefonddott, akkor a mérés eredménye vagy |00), vagy
|11) lehet csak

v




Tobb qubites rendszer allapotai

Megoldas
|1/)> = 0400‘00> + (101|01> + 0410|10> + 0111|11>,
® D> c22 la, |2 =1

o |u) mérésének valdszinlisége |cv,|?

@ |u)-t mérve a rendszer ténylegesen bedll az |u) llapotba

Még tobb qubit

Ha a qubitek szdma n, az egy 2"-tagu formilis 6sszeg

|1/1> = Z au|u>7 Z |Olu|2 =1

ue22m
ez 500 qubit esetén 2°°0 darab komplex szam!




Tenzor szorzat

A |0) = (1,0) és |1) = (0,1) azonositassal a |1} = ap|0) + ay|1) allapot épp a
[) = (ap, 1) alakot olti

Tovabbmenve, [00) = (1,0,0,0), |01) = (0,1,0,0), |10) = (0,0,1,0) és
[11) = (0,0,0,1) adn4, hogy

Z au|u) = (oo, 201, 10, 11)-
u€2?

Vektorok tenzor szorzata

Legyen u = (ay,...,a,) és v = (by,...,by). Akkor

UQRQU = (albl, aba,...,a1bg,asby,. .. ,anbk)
a két vektor tenzor szorzata.
(mint (a1v,agv,...,a,v), ,elhagyva a zardjeleket")




Miért j6 a tenzor szorzat

Asszociativ

u®(VRw)=(u®v)w

Konzisztens a ket-jeloléssel
|u) @ |v) = |uv), ha u € 2" v e 2k

Szuperpoziciok tenzor-szorzata szuperpozicio
Ha [¢) = 3", con aulu) & |@) = 37, con Bulv) lgy, hogy 3- || = 3|8, > = 1,
akkor

|¢> & |90> = Z au6v|uv>a

uvge2ntk

és > lauBu]? = 1.




Unitér transzformaciok

Unitér matrixok

Egy A négyzetes matrix unitér, ha a konjugélt transzponaltja az inverze
Példak

(10) (0 8) wd (i)

Ezek éppen valds matrixok, ekkor unitér = ortonormalt.




Miért?

A kvantummechanika masodik posztulatuma

Zart kvantumrendszer fejlddése unitér transzformaciéval irhaté le:
Tetszoleges t1, to idopontokhoz létezik egy U unitér operator, melyre ha a
rendszer t1-ben a |¢) allapotban van, akkor t3-ben Ul|t))-ben.

Avagy: a Schrodinger-egyenlet
Zart kvantumrendszer fejlédése unitér transzformaciéval irhaté le: létezik egy H

Hermite-matrix, amire
)

W~ Hpy).




Bitvaltas, fazisvaltas

X|0), X|1) - bitvéltas

wo= (L)1) (1)

és hasonléan, X|1) = |0).
Altaldban X(Oéo,Oél) = (041,040).

Z|0), Z|1) — fazisvéltas

(3 4)(3)=(2)n
= $)(2)= ()=

1
Altaliban Z(ao,al) = (Oé()7 —Ozl).

de




Hadamard keverés — szuperpozicio létrehozasa

H10)

H|0>=\}§<1 ”(é):(

S-Sl
~——

Tehat egy qubitet |0)-ra inicializalva, majd a H Hadamard-transzformaciét
alkalmazva rajta az —5|0) + —5[1) allapotba keriil a qubit; ezt 50 — 50%-kal
mérjik |0)-nak ill. |1)-nek




Klasszikus aramkorok kvantumgépen

Klasszikus, f: 2™ — 2 (pl. logikai dramkordkkel megvaldsitott) fliggvényeket is
szeretnénk kvantumszamitasunk sordn hasznélni (pl. mikor a feladat épp az, hogy
f egy zérushelyét keressiik)

A probléma

A klasszikus kapuk nem mind invertalhatéak! Az unitér transzforméaciok
viszont igen.

A megoldas

Kiegészité qubiteket alkalmazunk: a T Toffoli kapura (matrixra) igaz, hogy
Tla)|b)|c) = |a)|b)|c xor (a A D)).

Ha a nand b-t akarjuk kiszamitani, akkor a ¢ qubitet |1)-gyel inicializalva, majd

|abe)-t T-vel transzformaélva ¢ éppen az a nand b allapotba kerdil.




Klasszikus aramkorok kvantumgépen

Nincs kész!
A hagyoméanyos aramkérokben nem gond az output masolasa.

A no-cloning tétel

Nincs olyan U unitér matrix és |¢) allapot, melyre

U([)le)) = [¥)]4)

teljesiilne minden |¢)) &llapotra.

Klasszikus eset

Klasszikus biteket tudunk Toffoli kapuval masolni:
T[1)|a)|0) = [1)]a)|a).




Figgvények

A Toffoli-kapuhoz hasonlé elven tetszbleges f : 2™ — 2 fuggvény szimulalhatd egy
Up:|br...by)e) = |b1...by)|e xor f(b1,...,by))
kvantum aramkorrel.

|




Fliggvénykiszamitas egyszerre minden lehetséges inputra

Hadamard-keverés
e Inicializaljuk az n-qubites rendszeriinket a |000...0) allapotban.
e Minden qubiten hajtsuk végre a H Hadamard-transzformaciét.

Ekkor a kapott allapot:

01 0 0
V2 V2 V2
vagyis ﬁ > |u), tokéletes szuperpozicio.

ue22n

Mérés?
Ha most mérnénk, minden u allapot azonos valdszinliséggel allna be.
Ez nem tdl hasznos. (Ugyanaz, mint a random bedllits.)




Figgvénykiszamitas egyszerre minden lehetséges inputra

Hadamard-keverés + Uy

Alkalmazzuk a Hadamard-keverés utan az Uy aramkort a rendszeren, a |00...0)
allapotbdl inditva?

Az eredmény ...

Mérés?
Ha most mérnénk, egy |u)|f(u)) alakd allapotba allna be a rendszer, minden u-ra

azonos valdszinliséggel.
Ez sem tdl hasznos. (Ugyanaz, mint egy random helyen kiértékelés.)




A ,j6” fuggvényértékek fazisanak valtoztatasa

Uy, ismét

Us([u)le)) = [we+ f(w).

Felfoghatjuk gy is, hogy ha f(u) = 0, akkor ¢ nem véltozik, ha f(u) = 1,
akkor bitvaltas torténik.

Inicializalva az Uy kimeneti qubitjét H|1) = %—vel. .
e ha f(u) =0: marad H|1)
o ha f(u)=1: —H|1) lesz
Azaz: 0 ) 0 )
V2 V2
A tovabbiakban a % konstanst elhagyjuk:
ju) = (=1)7 ).

|u)




Grover keverés

|0...0)-ra tikrozés. ..

Vegyiik a kdvetkezd (unitér) operatort:

—|u) , egyébként.
(Az operator megvaldsithaté O(n) kvantum kapuval.)

P(lu)) = {'“>

yhau=0...0;

... kétoldali Hadamard-keveréssel

Ha a D = HPH transzformaciét tekintjik, kiirassal igazolhatd, hogy

D(ay,...,qm) = (2u — a1,2p — ag, ..
ahol =3 2 az amplitudok atlaga.

.72/,//_a2n)7

Tehat D végrehajtasa egy , atlag koriili inverzié".




Grover keresés

Elébb Uy, majd D
M darab ,,j6" u vektor (melyekre f(u) = 1) esetén

e ha |¢) az uniform szuperpozicié és |a) = \/T Y rossy |U) @ rossz
vektorok uniform szuperpozicidja, akkor:
Uy egy titkrozés |a)-ra,
D pedig egy tiikrozés [1))-re,
ezek eredménye pedig egy forgatas a két vektor sikjaban!
o Mégpedig, ha |¢) és |a) bezart szége ©, akkor 20-val valé forgatas.

o Ha ezt a forgatést ~ T /2 -szer ismételjiik, akkor a kapott vektor |a)-val

tehat a ,,rossz” vektorok alterével) bezart szége kdzel Z lesz
2

o Ekkor mérve tehat j6 eséllyel nem a rossz vektorok kéziil kapunk egyet.




Grover keresés

Osszefoglalva: van olyan kvantumalgoritmus, mely az f fiiggvényt csak
O(v/27)-szer meghivva, nagy valésziniiséggel ad egy olyan u € 2™-t, melyre
Flw) = 1.

Ez bizonyithatéan jobb, mint egy klasszikus valésziniiségi algoritmus (ott o(2")
hivds nem ad konstans valdsziniiséggel j6 eredményt, ha pl M = 1)

Ha az 0sszes j6 vektort meg akarjuk hatdrozni: O(vM2").

Ezek a korlatok (ebben a kvantumszamitasi modellben) aszimptotikusan
optimalisak is.




Kozel az 1 valoszintiséghez

A val6szintiség javitasa

€ megnodvelése: logn szamd iteralt végrehajtassal

A Grover keresés egy-egy f hivasa mellé még O(logn) egyéb kvantum-kapu
miveletet végez

Done.




