Bonyolultsagelmélet

Ivan Szabolcs

Friday 14™ May, 2021, 13:55

késziilt Esik Zoltan korabbi el6adasfoliai:
https://www.inf.u-szeged.hu/sites/default/files/szalap/bonyelm-print.pdf

és Christos H. Papadimitriou Szamitasi bonyolultsag c. kdnyve:
https://www.libri.hu/konyv/christos_h_papadimitriou.szamitasi-bonyolultsag.html

alapjan

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 1/ 223


https://www.inf.u-szeged.hu/sites/default/files/szalap/bonyelm-print.pdf
https://www.libri.hu/konyv/christos_h_papadimitriou.szamitasi-bonyolultsag.html

Az eloadas felépitése

A kiszdmithatdsag- és a bonyolultsagelmélet kialakuldsa

o Turing-gépek. A kiszdmitas RAM modellje.

e Problémék egymashoz viszonyitott nehézsége: a (hatékony) visszavezetés
e Eldonthetetlen problémak

o Bonyolultsagi osztalyok

o Teljesség, nehézség; NP-teljes problémak

e Approximacié, pszeudopolinomialis algoritmusok, parametrizalt komplexitas
o PSPACE-nehéz problémak

e Randomizilt algoritmusok

e Parhuzamositas
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check this

IVAN SZABOLCS

Megoldas

e pirosvirag: 20

o kékvirag: 5

e sargavirag: 1 (oh my so clever lulz)

o célfiiggvény (lol): 25

... mert csak négy kék szirom van

koészi a dc pmet errél
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https://www.facebook.com/szteinfosmemek/photos/a.1696325810393867/2607557512604021/?type=3&permPage=1

95% of people cannot solve this!

® - b - ® =
2% % ¥R
Can you find positive whole values

for '; &fb; andb?

4

check this

: 2
Legkisebb megoldasok
alma: 154476802108746166441951315019919837485664325669565431700026634898253202035277999
bandn: 36875131794129999827197811565225474825492979968971970996283137471637224634055579
ananédsz: 4373612677928697257861252602371390152816537558161613618621437993378423467772036

aki akar, megprébalhat ra programot irni, good luck
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https://www.quora.com/How-do-you-find-the-positive-integer-solutions-to-frac-x-y+z-+-frac-y-z+x-+-frac-z-x+y-4/answer/Alon-Amit

A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. problémaéaja (a 23-bdl)
Adott p(x1,...,x,) egész egyltthatds polinom, létezik-e (egész értékii)
zérushelye.

p|: .L‘I’ + 13 + 1% — 31?1‘2 — 3111'5 — 32%1’3 — 31’11'% — 3(L’§:L‘3 - SLQ.E% — brixox3.

1928: Hilbert
Talaljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus tetszéleges
formulajardl eldonthetjiik, hogy tautolégia-e.

Megjegyzés
Algoritmusbdl sokkal kevesebb (megszdmlalhat6an végtelen) van, mint eldntési
problémabdl (kontinuum) — Cantor, 1874 —, emiatt a problémak tilnyomé

tobbsége megoldhatatlan.
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. problémaja (a 23-bdl)
Adott p(z1,...,x,) egész egyiitthatds polinom, |étezik-e (egész értékii)
zérushelye.

pl: 9% 1?1 8% 307 396?397 _39W7 _ 3’V _ 3N 5@k N\,
Gytumolccsel minden jobb.
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?

1931, Godel: Primitiv rekurziv fiiggvények

o f(n)=0; RETURN 0
o s(n)=n+1; az input ndvelése eggyel
o (@1, .., k) = Ti; ,projekcié” = tdmbelem-kivalasztas
o f/n, qi/k,...,gn/k = h(x) = f(g1(x),...,gn(x)); ,kompozicié”
,az outputo(ka)t odaadjuk egy masik kiszamithats fiiggvénynek inputként”
o f/k g/(k+2) = LPrHmItiv rekurzié”
h(0,z) = f(x),
h(n+1,2) = g(n,h(n,z), ).

Intuitive vildgos, hogy ezek tényleg , kiszamithatd" fuggvények, konnyli rajuk mai prog-
ramozasi nyelven is kédot irni, mely biztos, hogy mindig meg is all
(a primitiv rekurziv hivasok is, mert n leszallasi feltételként miikodik)
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Néhany primitiv rekurziv fiiggvény

Az utolsé konstruktor magyarul ,rekurzivan hivjuk a fliggvényt eggyel kisebb
paraméterre, eztdn az eredménybdl, a paraméterbdl és az input tovabbi elemeibdl
kiszamitjuk az aktudlis értéket”.
Példak
e add(0,z) =z, add(n + 1,z) = add(n, x) + 1 — 6sszeadas
(adjuk ossze az eggyel kisebb n-t az xz-szel — rekurziv hivas — majd az
eredményhez adjunk egyet)

o mult(0,z) = 0, mult(n + 1, ) = add(mult(n, z), z) — szorzas
e pow(0,z) =1, pow(n + 1,z) = mult(pow(n, z), z) — hatvanyozas

o faktorialis, kiilonbség, egyenlOség tesztelés, elGjel, egészosztas, maradék, stb

4

Ha csak ezt a fajta rekurziét tdmogatjuk, az tényleg elég , primitiv".
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A0,n) =n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1)=A(m,A(m+1,n))

pl. A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(1,0)+1=A(0,1)+1=2+1=3.
e A(5,1) mar egy sokkal nagyobb szdm, mint ahdny atom van az ismert
univerzumban.
o Az Ackermann-fiiggvény nem primitiv rekurziv fiiggvény: gyorsabban
novekszik, mint amit el lehet érni a primitiv rekurzié konstruktoraival.
e Els6 ranézésre azért nem primitiv rekurzié, mert a harmadik esetben a belsé
hivds n mentén csokken, mig a tobbi hivasnal m csokken.

o Ettdl még lehet, hogy fel lehetne irni egy ekvivalens primitiv rekurziv
fuggvényt! De be van bizonyitva, hogy nem lehet.
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?

1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények
A primitiv rekurziv fliggvények konstrukcidi, plusz:

o f/(k+1) = h(z) =min,>o{n: f(n,z) =0}

az &ltalanos (parcialis) rekurziv figgvények.

e Magyarul , keressiik meg azt a legkisebb n-t, amire az eredeti fiiggvényiink O-t vesz fel, ha megkapja
n-t és magat az inputot”.

e Ez intuitive kiszdmithaté: inditunk egy while ciklust 0-rél és kiszdmolgatjuk f(0, x)-et, f(1,x)-et
stb, amelyikre el6szor O lesz, azt az n-t visszaadjuk.

e Parcidlis”, mert ha sose lesz 0, akkor a fiiggvény nem definialt.

Az Ackermann-fiiggvény is altalanos rekurziv fiiggvény. J

a defje ugyan nem ugy néz ki, de atirhaté ekvivalens, altalanos rekurziv alakira
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?
° 1931, Godel: Primitiv rekurziv fuggvények Ackermann: ez még kevés
e 1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények

e 1930-as évek eleje, Church, Kleene, Rosser (Princeton): A-definidlhatésag

1935: AMS New York-i 6sszejovetele

Church tézise: Az altalanos rekurziv fliggvények (matematikai fogalom)
megfelelnek az algoritmikusan kiszamithaté fliggvény fogalmanak (intuitiv

fogalom).

. Tézis": egy real-life fogalmat kot 6ssze egy matematikaival, igy nem lehet ,bebizonyitani”, csak elfogadni

1936: Kleene tétele
Az altalanos rekurziv fiiggvények megegyeznek a A-definialhaté fliggvényekkel.

, Tétel”: csak matematikai fogalmakrél beszél + be is van bizonyitva, vitathatatlan
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1936: Turing tétele és tézise
Bebizonyitja, hogy a Turing-gép

e https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
e https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
e https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiF9AHN4

ekvivalens a A-definidlhatésaggal (tétel), és megfogalmazza azt a tézist, hogy a
Turing-gép megfelel az algoritmussal kiszamithaté fliggvényeknek.

(persze Turing tétele és Kleene tétele miatt ez a tézis pont ugyanazt jelenti, mint Church tézise, ezért a neve

ma ,,Church-Turing tézis”)

A Church-Turing tézist tapasztalati tények és matematikai eredmények
tamasztjak ala:
e Minden intuitiv értelemben megoldhaté problémardl sikeriilt kimutatni,
hogy azok megoldhaték a matematikai modellekben is.

e A matematikai modellek ekvivalensek.
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https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiF9AHN4

A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Ezek utan. .. )

most méar, hogy mindenki megegyezett abban, hogy mi az matematikailag, hogy valami , kiszdmithatd”, neki

lehet allni bebizonyitani, ha valami nem az

1936, ’37: Church, Turing

Nem létezik olyan algoritmus, mely a predikatumkalkulus tetszéleges
formulajarél eldéntené, hogy tautolégia-e.

1971: Matijasevic

Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan.
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Kiszamithatdsag és bonyolultsag

Kiszamithatésagelmélet ’

Melyek az algoritmikusan megoldhaté problémak?

Bonyolultsagelmélet
Melyek a gyakorlatilag megoldhaté problémak? (er6forrasigény!) ’

Intuitive az Ackermann-fliggvény elméletben kiszamithaté, de gyakorlatban nem az

1971: Cook
P és NP osztalyok, NP-teljesség, SAT NP-teljes

1972: Karp

Ramutat az NP-teljes problémak valtozatossagara.

1973: Levin

Tobb kombinatorikus probléma ,,univerzalis a kimerité keresésre".
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Tovabbi bonyolultsagi osztalyok és szamitasi médok

A kurzuson a két kézponti (és gyakorlati szempontbdl is legmotivaltabb)
osztalyunk a P és az NP problémaosztaly lesznek, de lesz sz6 masrdl is

e L, NL, PSPACE, EXP, ...

e Valdszin ﬁSégi modellek kriptografiaban pl nagyon hasznos
e Parhuzamos szamitas a GPU programozas is motivalt dolog
stb.
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Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578
n! 14 16 19 22 24

Amig Moore torvénye (nagyjabdl) igaz, addig a polinomidejli algoritmusok egy-egy

Ujabb év elteltével konstansszor tobb adattal tudnak adott idon belil elbanni.




Aszimptotikus jelolések

Legyenek f,g: N — N fliggvények.

e f(n)=0(g(n)), ha létezik olyan ¢ > 0, hogy f(n) < c¢-g(n) majdnem
minden n-re.

o f(n) =Q(g(n)), ha g(n) = O(f(n)).
e f(n) =0©(g(n)), ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)).
Ha f(n) = O(g(n)), de g(n) # O(f(n)), annak jele f(n) = o(g(n)). (és w

hasonléan.)

15000000 ¢ 5
W 1000n + 3000 M 0.6n
12000000
5000000
6000000

3000000

0

0 1000 2000 3000 4000 5000

, 1000n 4 3000 = O(0.6n2)

A kép forrasa: Khan Academy
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https://www.khanacademy.org/computing/computer-science/algorithms/asymptotic-notation/a/asymptotic-notation

Aszimptotikus jelolések

Hatarértékkel altalaban konnyebb

Ha lim,,_ oo Ezg
o ...=0, akkor f(n) =o(g(n))

o ...< 00, akkor f(n) = O(g(n))

Példa

Ha p(n) és g(n) polinomok (pozitiv féegyitthatéval), akkor
e p(n) = O(q(n)) pontosan akkor, ha p fokszama legfeljebb akkora, mint g-¢;
e p(n) = O(g(n)) pontosan akkor, ha fokszdmaik megegyeznek.

Legyen a € N, a > 1. Ekkor p(n) = o(a™).

Nagyobb foki polinom jobban nd, exponenciélis még jobban.
v
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A P osztaly, informalisan

Egy probléma a P osztilyba esik, ha megoldhaté polinom id&igényii (vagy
O(n*) id8igényi) algoritmussal. J

Ezt még késébb pontositjuk: mi is az, hogy ,algoritmus idéigénye"?

A Cobham — Edmonds tézis
e Egy algoritmus akkor ad gyakorlatilag kielégitd megoldast egy problémara,
ha polinom iddigénydi.
o Egy problémat akkor tekintiink gyakorlatilag megoldhatéonak, ha a P
osztalyba esik.
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Egy tézist persze lehet vitatni is

Néhany ellenvetés

o Elfogadhaté-e egy O(n'%) iddigényii algoritmus?
o A konstansok nagysaga.

o Kisméretli adatokon egy exponencialis algoritmus is jobban viselkedhet,
mint egy polinomialis.

o Legrosszabb eset helyett a varhaté viselkedés vizsgalata is indokolt lehet.

o A P osztalyba es6 egyes problémak hatékonyan parhuzamosithaték, mig
masok (valésziniileg) nem.

Ugyanakkor
o A gyakorlatban el6fordulé P-beli problémak rendje kicsi.

o A P osztily elegdns matematikai elmélethez vezet.

e Fontos informacidkat szolgaltat a hatékonyan megoldhaté problémak

szerkezetérol.
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A kiszamitas modelljei

De milyen architektiran polinom?
A kiszdmitasnak szdmos (matematikai) modellje létezik:
e Altalanos rekurziv figgvények
e \-kalkulus
e Turing-gép
e RAM (Random Access Machine)

Ezek mind ,ekvivalensek” abbdl a szempontbdl, hogy ugyanazokat a fliggvényeket
lehet veliik kiszdmitani (azaz ugyanazokat a problémakat lehet veliik megoldani)

A kurzuson a RAM gépet (kb ,,pszeudokédot”, de formalisan definidljuk az elemi
utasitasokat, hogy tudjunk idSigényt szamolni) fogjuk hasznalni.
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A RAM gép

RAM gép

rendelkezik végtelen sok regiszterrel

e a regiszterek tipusai: Input, Output és Working (munka-)regiszterek,
minden tipus regiszterei 0-tdl indexeltek
e minden regiszter egy nemnegativ egész szamot tartalmaz
e cimzési médok:
e k — konstans
e I[k], O[k], W[k] — direkt
o W[WI[k]], W[I[k]] stb. — indirekt
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A RAM gép

RAM gép
e program: utasitasok egy véges sorozata

e minden utasitas egy sorszam és egy elemi muvelet

(egy sorszam legfeljebb egy utasitashoz tartozhat — egyelére)

o elemi miiveletek:
o X :=Y — értékadas
e X itt egy direkt vagy egy indirekt cimzés, pl. O[7] vagy W[I[3]]
e Y két cimzés &sszege vagy kiildnbsége (a — b eredménye 0, ha a < b)
o JZ r,f —har ==0, ugras az £. sorszam( utasitasra
e HALT, ACCEPT, REJECT — megallas
e a programszamlalé (PC) pozitiv egész, 0-rdl indul
o a gép egy lépésben végrehajtja azt az utasitast, melynek sorszdma a PC
tartalma
o a feltételes ugrast kivéve minden lépés utan eggyel né a PC

e ha nincs ilyen sorszdmu utasitas, a szamitas megall
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A RAM gép

e a szamitas tetszoleges pillanatdban csak véges sok regiszter értéke nem 0
ez azért j6, mert akkor lehet ,igazi” architektiran is szimulalni
e inicializalas:
e azinput az I[1], I[2], ..., I|m] szdmsorozat, ahol I[m + 1] az els6 O-t
tartalmazd input regiszter
e a tobbi regiszter tartalma 0
e az output
e ACCEPT/REJECT, ha a megillds egy ACCEPT/REJECT utasitas
végrehajtasakor kovetkezett be
e az O[1], O[2], ..., O[k] szdmsorozat, ahol O[k + 1] az els6 0-t tartalmazé
output regiszter, egyébként
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Feltételek, ugrasok

Persze a példainkban, konstrukcidinkban nem mindent kozvetleniil ezekbdl az
elemi miveletekbdl rakunk ossze: a kovetkezd par folian latunk néhany példat,
hogyan lehet RAM gépen strukturaltan programozni

if L==R goto Y

1. X=L+1

2 X =X-R

3.if X ==0 gOtO 6 ha L < R, itt ugrunk a 6-ra, azaz ,siman megyiink tovabb"
4 X =X-1

5. if X ==0 gOtO Y haL > R, itt nem ugrunk el Y-ra, hanem ,siman megyiink tovabb"” 6-ra

ahol X egy masra nem hasznalt munkaregiszter.

Feltétel nélkali ugras, <, >, <, > relacidk szerinti feltételek hasonlé médon

az ilyen alakd if-goto feltételes ugrds ugyan nem 1, de konstans sok |épés
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Stack memoéria, fiiggvényhivasok

Ha egy SP munkaregisztert (pl W |[0]-t) kineveziink stack pointernek, és
fuggvényeinket mindig rogzitett paraméterszammal definialjuk, akkor lokalis
valtozékat hasznald rekurziv (most: ,6nmagukat hivé") figgvényeket is
irhatunk a megszokott médon
e W|[SP] :=k, ahol k az a programsor, ahova a fliggvényhivas utan vissza
kell térniink
o SP egyesével novelése mellett a paramétereket sorban bemasoljuk
W |[SP]-be
e ugrunk a fliggvény belépési pontjara
e a fliggvény a verem tetején megtalalja a paramétereit, a sajat lokalis
valtozoit ezek tetejére hozza létre
e visszatéréskor a megfeleld értékkel (paraméterszam—lokalis valtozok szama)
csokkenti SP-t és a megfeleld, a veremben letarolt cimre ugrik vissza

Ha az argumentumokat mar kiszamoltuk, akkor a call+return is konstans sok |épés
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Heap memodria is kell?

A munkaregiszterek kettéosztasaval (pl. paratlan sorszdmdak a stack, parosak a
heap meméridhoz tartoznak) tébbféle memériat is lehet kezelni

o kineveziink egy regisztert heap counternek

e dinamikus memoriafoglalasnal visszaadjuk a heap counter értékét mint
»cimet” és megnoveljik a heap countert a foglalni kivant mérettel

e memoria-felszabaditas: nincs ra SZﬂkSég végtelen sok munkaregiszter van

v

ebben a modellben igy a dinamikus memériafoglalas is megy konstans idében
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Strukturalt programozas

while F do (R)

1.if F==0 gOtO 4 a ciklusok iddigénye fiigg attdl, hogy hanyszor is fut le a ciklus
2. R
3. goto 1

do (R) while F

1. R ha legfeljebb X-szer fut a ciklus és a magja legfeljebb Y |épés,
2. if F ==0 goto 4 akkor az egész max X - Y lépésben lefut
3. goto 1

fori:=1...n do (R)

1.::=1 kényelmi okokbdl olhashaté valtozéneveket hasznalunk W [42]-like nevek helyett
2. while ¢ < n do (

3. R

4. 1:=i+1)

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 27 / 223



Aritmetika

Legmagasabb bit

function HIGH(n) pl. HIGH(42) = 32
if n == 0 then return 0
a:=1

whilea+a<ndoa:=a-+a

return a a |épésszam log n-nel aranyos!

Paritas

function opD(n)

a:=0

while a 7é n do minden iterdciéban eggyel kevesebb lesz az 1-es n-ben (bindris rep)
n:=n-—a = max log n-szer fut le
a :=HIGH(n) a ciklusmag log n-nel ardnyos |épésszamot igényel

if a == 1 then return 1

return 0

ez igy logn - logn = log? n-nel aranyos lépésszam lesz
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Aritmetika

Felezés

Az el8z8 kett8hdz hasonléan szintén log® n 1épésben megvan: rendre
kiszamoljuk a legmagasabb bitet, kivonjuk, és a felét hozzaadogatjuk egy
akkumulatorhoz

Szorzas
function MULT(a,b) kb mint az ltsulis papiron szorzas, gyorsabb, mint b-szer dsszeadni a-t
r:=0
while b > 0 do ez max log b-szer fut le
if opD(b) then 7 :=r+a ez O(log? b) Iépés
b:= b/2 ez is O(log? b) 1épés
a:=a-+a ez O(1) lépés
return r

Ciklusmag 6sszesen O (log? b) lépés, O(log b)-szer fut = ez igy lefut O(log® b) lépésben

ezzel szemben b-szer dsszeadni a-t O(b) |épés lenne, ami sokkal tébb
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Aritmetika

Duplézas / shift left

2k elBallitasa

Inicializalas 1-gyel, majd & darab shift left — & 1épés (nem log k!)

v

Az {1,...,k} halmaz részhalmazaival végzett miiveletek

o [k darab regiszterben, mindegyikben 0 vagy 1 a karakterisztikus
fuggvénynek megfelelGen

e elem besziirasa, torlése, lekérdezése konstans idében

Ami fontos: pszeudokédban / RAM gépen ha szamokkal dolgozunk, melyeknek az értéke legfeljebb IV, azokat
lehet Gsszeadni, kivonni, szorozni, osztani log"c N lépésben valamilyen k konstansra (ezt gy hivjak, hogy a

Iépésszam polilogaritmikus N-ben), de példaul hatvanyozni mar nem
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Problémak eldontése defek

Eldontési probléman egy tetszdleges L C N* halmazt értink.
(azaz szdmsorozatok egy halmazit. Aki eleme a halmaznak, az ,igen” példanya, aki nem, az ,,nem”

példanya a probléménak.)

Az M RaM-gép eldonti az L problémat, ha tetszbleges I = aq, ..., a,, inputra
Accepr ,hale€ L;

M(I) =
(D) REJECT |, egyébként.

azaz: az algoritmus eldénti/megoldja a problémat, ha minden inputon megill és helyes valaszt ad: ,igen”

példanyokra ACCEPT, ,nem” példanyokra REJECT valasszal all meg.

Az L probléma eldonthetd, ha van 6t eldonté RAM-gép. J

Eldéntheté = algoritmussal megoldhaté

R jeloli az 6sszes eldonthetd probléma osztalyat. )
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Az input mérete és a futasido: defek

Futasid6 egy adott inputon: lépésszam

Az M Rawm gép idbigénye az aq, ..., a,, inputon a megdllasig végrehajtott
utasitasok szdma, ha M megéll a4, ..., a,-en; egyébként a gép nem all meg és
idGigénye végtelen

Az input mérete

Az aq,...,a,, input mérete az a; szamok binaris reprezentacidinak hosszanak
m

osszege (azaz > (1 + |loga;])).
i=1

Altaldban n jeloli az input hosszat.

A gép idGkorlatja
Az M RaAM gép idokorlatja az f(n) : N — N fiiggvény, ha tetszéleges n méretli
inputon legfeljebb f(n) Iépésben megall.

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 32 /223



A P osztaly

P jeloli az 6sszes polinomidoben eldontheté probléma osztalyat, azaz melyek
eldonthetéek O(n*) idékorlatos RAM-géppel, valamely konstans k-ra.

Ha RAM-gép helyett Turing-géppel definidlnank az R és a P osztalyokat, akkor
is ugyanezeket az osztalyokat kapnank: a bonyolultsdgelmélet fliggetlen a

valasztott architektdratdl.
(Mindaddig, amig az architektira realisztikus.)
(PI. pontosan azokat a problémékat lehet polinomidében megoldani Java nyelven, melyeket RAM-gépen is.)
o

A tovabbiakban problémaink inputjainak nem csak szamsorozatokat, de grafokat
és egyéb véges matematikai struktdrakat is megengediink; ez nem gond, mert

minden ilyen struktdra kédolhaté szamsorozattal.
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Polinom idoben eldontheto probléma

ELERHETOSEG
o Adott: egy G = (V, E) irdnyitott graf.
Feltehetjiik, hogy V = {1,2,...,n}.

o Kérdés: |étezik-e 1-bdl n-be vezetd iranyitott at?

Algoritmus
1. S = {1}.

2. Jeldljitk meg az 1 csticsot. @_’@_'@ egy igen” példany
3. Amig S nem iires: @_'@‘_@ egy nnem” példany

ezek a grafok az
ELERHETGOSEG problémanak az igen/nem
példanyai, nem pedig az algoritmusnak!

3.1 Valasztunk egy i € S csiicsot.

3.2 S = S—{i}.

3.3 5 = 1.
Ha (i,7) € E és j nem megjeldlt, akkor
S = SU{j} és jeldljik meg j-t.

Ha n megjelolt csics lett, ACCEPT, kiillonben REJECT.
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Polinom idoben eldontheto problémak

Néhany kimaradt részlet
e A bemenet megadasa — pl. szomszédsagi matrix
(Fiigg a modelltél, de lényeges szerepet nem jatszik.)
o S reprezentalasa

e sor: szélességi keresés
e verem: egyfajta mélységi keresés

Hatékonysag
e A matrix minden elemét legfeljebb egyszer hasznaljuk fel.

e Ha az egyszerli miiveletek (S egy elemének kivalasztasa, megjelolése, stb.)

konstans id8igényliek, akkor O(n?).
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Fiiggvényproblémak: defek

Fuggvényprobléma egy tetszbleges f : N* — N* leképezés. )

., Szamsorozatbdl készit szamsorozatot”
de barmilyen objektumbdl barmilyen objektumot készithet, miutan megegyeziink egy alkalmas kédolasban

Az M RaM-gép az f flggvényproblémat szamitja ki, ha M (I) = f(I)
tetszbleges I inputra. J

Az f fuggvényprobléma rekurziv, ha van 6t kiszamité RAM-gép. )

ez az ,altaldnos rekurziv'bdl jon

Mint korabban, a rekurziv figgvények osztalya sem valtozik, ha RAM-gép
helyett (példaul) a Turing-gép lenne a vélasztott architektdra. J
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Az utazoéiigynok probléma

Tsp (travelling salesman problem) tjabban travelling salesperson problem /shrug

Adott: az 1,2,...,n varosok és barmely két 4, j varos tavolsaga: d; ;.

Kérdés: talaljunk egy, az Gsszes varost pontosan egyszer érint6 legrévidebb
korutat.
Eldontési valtozata: Tsp(E).

,eldontési valtozat”: kapunk egy célszamot is és a kérdés, hogy van-e legfeljebb ekkora kdltségli korat
.

—1)! , . . 12z
("2 ) lehetséges korit megvizsgalasaval.

Trividlis médszer: az dsszes

Dinamikus programozassal: O(2" - n?) idSigény

Nem ismert, hogy TSP megoldhatd-e polinom idejli algoritmussal. J
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Melyik a nehezebb?

Maze vs Sokoban

!&ZJJ

!
=

Ugy érzi az ember, hogy a bal oldalira van linearis id6igény( algoritmus, a jobb

oldalira meg egy nagy keresési teret kell bejarni.

De ezzel két algoritmust hasonlitunk 6ssze, nem két problémat!
(A SOKOBANTra se talalt még senki polinomidejii algoritmust. De ez nem feltétlen jelenti, hogy nincs is. . .)

v
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Melyik a nehezebb?

Maze vs Sokoban

Ugy érzi az ember, hogy a bal oldalira van lineéris idéigényii algoritmus, a jobb
oldalira meg egy nagy keresési teret kell bejarni.

De ezzel két algoritmust hasonlitunk 6ssze, nem két problémat!
(A SOKOBANTra se talalt még senki polinomidejii algoritmust. De ez nem feltétlen jelenti, hogy nincs is. . .)

v
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Turing-visszavezetések

Turing-visszavezetés

Legyenek A és B eldontési problémak.

B legalabb olyan nehéz, mint A, ha létezik olyan hatékony médszer, azaz f
rekurziv fliggvény, mely az A tetszéleges © bemenetéhez hozzarendeli a B egy
f(z) bemenetét (példanyat) dgy, hogy az A-nak x akkor és csak akkor ,igen”
példanya, ha B-nek f(z) ,igen" példanya. ekkor az inputkonverzié , tartja a valaszt”
Jelben: A <p B, A Turing-visszavezethetd (vagy rekurzivan visszavezethetd)
B-re.

Ekkor:

e ha van egy B-t eldonté algoritmusunk, akkor A-ra is van:

return B(f(x));

e igy tehat ha A <p B és A-rdl tudjuk, hogy eldonthetetlen, akkor B is az
kell legyen.

function A(x) J
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Hatékony visszavezetés

Az f fiiggvényre tovabbi megszoritasokat tesziink, hogy a visszavezetés
fogalmunk ne csak , kiszdmithatésagra”, hanem ,bonyolultsdgra” is mondjon
valamit.

(Hatékony) visszavezetés

Azt mondjuk, hogy az A probléma (polinomidében) visszavezethets a B
problémara, ha létezik olyan polinomiddben kiszamithato f figgvény, hogy
minden z bemenetre

reA & f(x) € B.

Jelben: A <p B.

azaz: van olyan gyors inputkonverzié A-rél B-re, mely tartja a valaszt.
Ez lesz a default visszavezetésiink, ha valahol csak < szerepel, az ezt fogja jelenteni.
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HaMILTON-UT <p Tsp(E)

HamiLron-UT
e Input: G iranyitatlan graf.

e Output: van-e G-ben Hamilton-Gt (minden csiicsot pontosan egyszer érintd
at)?

HAMILTON-UT visszavezethetd Tsp(E)-re.
(1) :

Tehdt: d;; = 1, ha (4,7)
él volt G-ben, 2 egyébként; a
célérték N +1, ahol N a varosok
szama.

Ekkor ha van Hamilton-at G-
ben, annak 6sszkoltsége N — 1;
a két végpontjat dsszekdtve (en-
nek sdlya 1 vagy 2) egy legfel-
jebb N + 1 silyd kérutunk van.

=== -

2
1
0
1
1
2

RN O[N] wW

OIN| DN =] ot

N[ O[N] ]| &~

\
Uk W N —

és a célérték C' = 6.

Masfelél, ha van egy legfeljebb N + 1 sdlyd kérutunk, abban legaldabb N — 1 él sdlya 1 kell legyen; ezek
Hamilton-utat adnak G-ben.
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PAROSITAS <p SAT

PAROSITAS
e Input: G = (V, E) paros graf.

e Output: van-e G-ben teljes parositas?

SAT
e Input: konjunktiv norméalformajd (itéletkalkulus-beli) formula.

e Output: kielégithets-e?

A visszavezetés
e Minden (u,v) € E élhez rendeliink egy z,, , logikai valtozét.
e Intuicié: z, ., akkor 1, ha (u,v) parositasbeli él, 0 egyébként.

e Minden u cstcsra felirjuk, hogy legalabb egy ra illeszked6 élt
kivalasztunk. . .

e ...és azt is, hogy legfeljebb egyet.

e Ez minden.
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PAROSITAS <p SAT

(11 Va12) A (222 V Z24) ANZ32 A (Ta2 V TasV Tap)
N (135,4 \ [175,5) AN Z1,1 N (581,2 V €22 V €32 vV 1‘472)
N2xg3 N\ (.T2)4 V 335’4) 74\ ($4y5 V x5 5

A(mz1,1 VZ12) A (222 V To 4 Z42V 43

A (a2 V " Tas T43V Ty “T54 V 55
(
(
(

A( )
A )
—Z1,2 V T2 A(mx1,2 V 242)
A( )

o2 V T4 2 X320 V 40

)
( )
)A( )
AN ) N (—'.Tl,g V —\x372)
A (7222 V —\I3’2) N ( )
A (224 V 225 4) A (045 V —255)

nice CNF
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Visszatérve. ..

MAZE <p SOKOBAN

!&:JJ |
]
|
|
|
%I
Jobb alsé sarok mellé rakni az egyetlen l1adat, amellé a lyukat.

Btw tudjuk, hogy SOKOBAN <p MAZE nem igaz: nincs olyan inputkonverziés algoritmus, mely egy
altalanos Sokoban példanybdl gyorsan egy Maze példanyt készit valasztarté médon.
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Univerzalis RAM-gép

Dacéra egyszerii szintaxisanak, a RAM-gép is Turing-teljes szamitasi modell:
minden ,,hagyomanyos” programozasi nyelven megvaldsithaté algoritmusra
létezik RAM program is.

igy példaul RAM interpretert is irhatunk RAM nyelven. . . J

Az ,interpreter’t, olyan programot, mely egy masik program forraskédjat (is) kapja inputként és futtatja,

,szimuldlja” azt, ezen a teriileten ,,univerzélis program”nak nevezik

Létezik olyan U univerzalis RAM-program, amelynek ha adott egy M
RAM-program és annak egy x bemenete, tgy viselkedik, mint M az z-en, vagyis
U(M;z) = M(x).

Természetesen M szamsorozatként kédolva adott U szdmara (utasitésok,
témbcimzések stb. szdmokkal).
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A megallasi probléma — elso eldonthetetlen problémank

MEGALLAS
e Input: M program, x input.
e Output: Megéll-e M az z-en futtatva?

Tétel
A MEGALLAS probléma eldénthetetlen.

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy MEGALLAS eldénthetd egy M, programmal.
Legyen D a kovetkezé (RAM-program forraskédot vard) program:
D(M) = if Mo(M; M) then & else halt.
Ekkor:
D(D) =/« My(D;D) = ,igen" < D(D)#/,

ami ellentmondas.
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Visszavezetés: eldonthetetlenség bizonyitasa

Ha mar ismeriink egy eldonthetetlen problémat, masokrdl is meg tudjuk
mutatni, hogy eldonthetetlenek.

Hogyan?

Azt hasznéljuk fel, hogy ha
e A elddnthetetlen és
e A<y B,

akkor B is eldonthetetlen. )
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MINDENEN MEGALLAS

Az alabbi probléma algoritmikusan eldonthetetlen.
e Adott: M RAM-program.

o Kérdés: M megéll-e minden bemenetén?

Bizonyitas

Adott M és z esetén legyen M, olyan program, hogy az M, minden y inputjara:
M,(y) = M(x).

(azaz: M, tetszéleges y input esetén futtassa M-et z-en.)

lgy

M(z) #,7 < M, megéll minden bemenetén.

Ez az (M; ) — M, hozzérendelés kiszamithatd, tehat rekurziv visszavezetés; és
mivel az eldénthetetlen MEGALLAS problémat visszavezettiik erre a problémara,
ez is eldonthetetlen.
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URES INPUTON MEGALLAS

Legyen URES INPUTON MEGALLAS a kdvetkezd probléma:
e Input: egy M program.
e Output: megill-e M az iires inputon (azaz mikor minden input regisztert
0-val inicializalunk)?

Eldonthetetlen!
Visszavezetjilk r4 a MEGALLAS problémat.
Adott M-hez és z-hez legyen M, az a program, ami tetszbleges y inputra
e ha y az dres input, akkor futtatja M-et z-en;
o egyébként mondjuk megall.
Ez az M, az M;z parbdl elkészithetd és nyilvan
M megall z-en < M, megéall iires inputon.
Tehdt MEGALLAS < URES INPUTON MEGALLAS, igy ez utdbbi is
eldénthetetlen probléma.
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Mit lattunk eddig?

A MEGALLAS, MINDENEN MEGALLAS és URESSZON MEGALLAS problémak
eldonthetetlensége szerint. ..

e nincs olyan algoritmus, mely inputként kap egy JAVA forraskddot és hozza
egy inputot, és megvalaszolja, hogy a megadott program megall-e a
megadott inputon;

e nincs olyan algoritmus, mely inputként kap egy forraskédot és
megvalaszolja, hogy a program eshet-e végtelen ciklusba egyaltalan, vagy
akar csak azt, hogy paraméter nélkiil elinditva végtelen ciklusba fog-e esni!

v

A helyzet azonban ennél sokkal rosszabb. . . J

nemsokara meglatjuk, hogy mennyivel
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Rekurziv felsorolhatésag

Egy A probléma rekurzivan felsorolhaté (vagy Turing-felismerhetd), ha van
olyan M RAM-program, amire

AccepT ,hazed

ya , egyébként.

A rekurzivan felsorolhaté problémak osztalyat RE jeloli.

M(z) =

,recursively enumerable”

Nyilvin R C RE. (Hiszen egy RAM programot ACCEPT-t8l kiilonbéz8 valasz
helyett végtelen ciklusba egyszerii kiildeni.) }
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Rekurziv felsorolhatésag

Bizonyitas
Az eldénthetetlen MEGALLAS probléma rekurzivan felsorolhaté, pl. azzal a

RAM-programmal, mely futtatja az univerzalis RAM-programot az input M;x
paron, majd ha az megéll, ACCEPT vélaszt ad.
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A ,rosszabb helyzet”: Rice tétele

Rice tétele

A rekurzivan felsorolhaté problémak egyetlen nemtrivilis tulajdonsaga sem
dontheto el algoritmikusan.

Vagyis: ha ) # C C RE a rekurzivan felsorolhaté probléméak egy (nemtriviélis)
osztalya, akkor a kovetkezd probléma eldénthetetlen: adott egy M program,
igaz-e, hogy L(M) € C?

Masképp mondva: automatikusan semmi nemtrivialisat nem tudunk eldénteni
egy program viselkedésérdl a forraskddjanak ismeretében.

Ezért valnak sziikségessé példaul kommentek, tervezési mintdk hasznalata,
statikus és dinamikus tesztelés. . .
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Tovabbi eldonthetetlen problémak

Hilbert 10. problémaja
o Adott: p(x1,...,z,) egész egyiitthatds polinom.

o Kérdés: Létezik-e egész értékii zérushelye?

Tétel (Matijasevic)

Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan.

Post megfelelkezési problémaja
o Adott: w1, v1,...,Un, Vs € 2.
o Kérdés: Létezik-e olyan i1,...,i; (kK >0, 1 <1i; < n) sorozat, hogy

Uiy oo Ujy, = Vgy -+ - Vg, ?

Tétel (Post)

A fenti probléma algoritmikusan megoldhatatlan.
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Post megfelelkezési problémaja

Példa

Pl: 01) 110)

-nek van:
110 01 110
11 00 11

hiszen ha igy rakjuk le a domindkat (note: barmelyiket ér tobbszér is hasznalni), alul is és feliil is 110011100
lesz a teljes sz6

Post problémajanal is és Hilbert 10. problémajanal is ha van megoldas, azt kitart6 kereséssel el6bb-utébb
megtalalhatjuk:

e Post: elébb az 6sszes 1 hossz(i domindsorozatot, majd az sszes 2 hosszit, stb kiprébaljuk

e Hilbert 10: el8bb az 8sszes olyan egész (z1,x2, .. ., xy) vektort, melyben minden |z;| < 1, aztin
az sszes olyat, melyben minden |z;| < 2 stb.

Tehat ez a két probléma rekurzivan felismerhetd, de nem déntheté el.
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Egy domind probléma

e Adott: Dominé tipusok véges halmaza.

o Kérdés: Kirakhaté-e ezekkel a domindkkal az egész sik hézagmentesen?

Ul
Tipus: Usg us |, az u;-k szinek.

Ug

A kép forrasa: https://en.wikipedia.org/wiki/Wang_tile

A domindék nem forgathatdak. )

A dominé probléma algoritmikusan megoldhatatlan. J
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Egy megoldatlan probléma

e Adott: m pozitiv egész szam.
e Kérdés: Kongruens-e m?

Tehat azt kérdezziik, hogy létezik-e olyan derékszogli haromszog, mely oldalai
racionalis hosszisagtiak és melynek teriilete m.

1, 2, 3, 4 nem kongruensek. de mindhez sokat kell szamolni és &tletelni, hogy miért
5 kongruens (Fibonacci):
3 b 20 41
a = =5 = — = —
2 3 6 )
Nem ismert, hogy a probléma algoritmikusan eldontheté-e. )
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Legyen C problémak egy osztalya. Ekkor
coC := {L:LeC}.

Példak
e coR: azon problémak, melyek komplementere rekurziv
e coRE: azon problémak, melyek komplementere rekurzivan felsorolhaté

e coP: azon problémak, melyek komplementere polinomidoben eldéntheto
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R, RE és coRE

Ha A rekurziv, akkor A is az. |

Bizonyitas
Az ACCEPT és a REJECT sorok cseréjével. ’

Egy A probléma pontosan akkor rekurziv, ha A és A rekurzivan felsorolhaték. J

Bizonyitas
e A rekurziv = A rekurzivan felsorolhaté
A rekurziv = A rekurziv, igy A rekurzivan felsorolhaté

o Tegyiik fel, hogy A és A rekurzivan felsorolhaték. Ekkor A felismerheté egy
M, A pedig egy M programmal. Szimulaljuk M-et és M-et parhuzamosan!
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R, RE és coRE viszonya

Az el6z6ekbdl és abbdl, hogy R C RE, ezeket kapjuk: J
R = coR
RE # coRE

R = RE N coRE

MEGALLAS
°

RE

meg persze pl. P = coP is igaz
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Nemdeterminizmus

Lattunk ra bizonyitékot, hogy minden ,realisztikus" szamitasi modell
szimulalhaté RAM-gépen, |ényegi idGigény-romlas nélkiil.

Most bevezetiink egy nemrealisztikus szamitasi modellt. J

Egy nemdeterminisztikus RAM-programban
e tobb kilonb6z6 programsor is kaphatja ugyanazt a sorszamot

o egy lehetséges futds minden lépésében a PC altal kijeldlt sorszamu
lehetséges utasitasok egyike hajtodik végre

e (utdna a PC eggyel nd vagy ugras esetén a megfeleld értékre all be)

A program elfogadja az inputot, ha van olyan lehetséges futds, mely ACCEPT
utasitassal terminal, egyébként elutasitja azt

A Next c. mesében lathatjuk a koncepcié elényeit https://wuw.youtube.com/watch?v=1ufECeWtN34 J
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Nemdeterminisztikus generalas

Egy bit
1. a:=0
l.a:=1
2. ...

Egy n-bites szam

function ND(n)

1.7r:=0

2. if n == 0 return r
3.r:=r+r

4 r:=r+1

4. r:=r+0

5. n:=n—-1

6. goto 2
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Példa: HAMILTON-UT

e Input: G = (V, E) (irdnyitott) graf. Feltehetd, hogy V = {1,...,n}.
e Output: Van-e G-ben Hamilton-iit (azaz minden csticsot érint (it)? )
fori:=1...n do

Wi] :=ND(1 + |logn]|) generalunk szamokat egy n méretii tdmbbe
fori:=1...n—1do

if (Wi],W[i+1]) ¢ E then REJECT megnézziik, hogy séta-e
fori:=1...n do

for j:=1...n do

if W[j] == i then BREAK és hogy minden csiicsot érint-e

if j > n then REJECT

ACCEPT ha igen, akkor talaltunk egy Hamilton-utat, tehat van benne |
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Nemdeterminisztikus idoigény

Egy nemdeterminisztikus program iddigénye f(n), ha barmely n méretli inputon
tetszOleges lehetséges futds f(n) |épésben véget ér.

[ J [ ]
é {
idé (} ﬁ id8igény
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Nemdeterminisztikus idoigény

Hamilton-ut algoritmus id6éigénye
Az el6z6, Hamilton-Gtra adott algoritmus idGigénye példaul négyzetes:
e nemdeterminisztikusan general n darab, egyenként = log n-bites szamot, ez
nlogn |épés;
o (determinisztikusan) ellenérzi, hogy az n szdm ebben a sorrendben valéban
egy séta-e a grafban, ez n 1épés;
o (determinisztikusan) ellenérzi, hogy minden csics eléfordul-e a sétaban, ez
n? 1épés.

az input mérete mondjuk n? is lehet, ha szomszédsagi matrix, ekkor linearis az idéigény — de mindenképp

POLINOM az input bitjeinek szdmanak fliggvényében
Megjegyzés

Az utolsé ellendrzés hatékonyabban is elvégezhetd, most a pszeudokdd
egyszerliségét tartottuk szem el6tt.
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Példa: SAT

SAT you should know this by now by heart

e Input: konjunktiv normalformaji formula

e Output: kielégithets-e?

Algoritmus
e minden valtozénak nemdeterminisztikusan beallitjuk az értékét 1-re vagy
O-ra (linedris id6igény);
o determinisztikusan ellendrizziik, hogy a kapott kiértékelés kielégito-e
(linearis idéigény);

e ha igen, ACCEPT, egyébként REJECT valaszt adunk.
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Példa: 3 — SZINEZES

3-SZINEZES
o Input: G = (V, E) (iranyitatlan) graf.
e Qutput: kiszinezhet8-e G helyesen, vagyis adhatunk-e minden csticsnak
egy-egy szint egy haromelemii szinhalmazbdl, hogy szomszédos csiicsok
kilénb6zd szint kapjanak?

Figyelem: az inputban nincsenek szinezve a csiicsok!

e.' Ez egy ,,nem” példany, a csticsok helyes szinezéséhez kell legaldbb 4 szfn.J

Nemdeterminisztikus algoritmus
e minden csiicsnak nemdet. adunk egy szint az {R, G, B} halmazbdl;

o determinisztikusan ellendrizziik, hogy a kapott szinezés helyes-¢;

e ha igen, ACCEPT, egyébként REJECT valaszt adunk.
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Az NP osztaly

Az NP osztalyba mindazok a probléméak tartoznak, melyek eldéntheték polinom
idGigényl nemdeterminisztikus programmal.

Azaz, A € NP, ha van olyan M polinom id6korldtos nemdeterminisztikus
program, melyre

e ha z € A, akkor M-nek létezik elfogadé futdsa z-en, és

e hax ¢ A, akkor M-nek minden futasa elutasitja z-et.

HAMILTON-UT, SAT és 3 — SziNEzEs NP-beli problémak. J
Mivel minden f(n) idSigényli program felfoghaté f(n) idSigényli
nemdeterminisztikus programként is, igy nyilvan P C NP. J
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Polinomidoben verifikalhatosag

Az el6z6 példakban az algoritmusok mind a kovetkezé sémara épiiltek fel:
e nemdeterminisztikusan generaltak valami , bizonyitékot" arra, hogy az input
a problémanak egy IGEN példanya, majd
o determinisztikusan ellendrizték, hogy tényleg j6 bizonyitékot sikeriilt-e

generalni.

Ez a séma pontosan karakterizalja az NP osztalyt!
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Polinomidoében verifikalhatosag

Egy L probléma pontosan akkor van az NP osztalyban, ha létezik egy olyan
K C N* x N* relacié ,inputok” és ,,tantk” kozt, melyre a kovetkezok
fennallnak:
o létezik olyan k konstans, melyre ha (z,y) € K, akkor |y| < |z|*
azaz az egyes inputokhoz tartozé tandk ,,révidek”
e K polinom id6ben eldénthetd

azaz van hatékony algoritmus, mely az (z,y) parra eldonti, hogy y az x-hez tartozé tani-e

e 1 € L pontosan akkor, ha Jy : (z,y) € K

azok az inputok a probléma IGEN példanyai, melyekre van tand

A HAMILTON-UT probléménél egy grafhoz tartozé tand pl. maga egy
Hamilton-(t: linearis méretii és konnyl ellendrizni, hogy tényleg Hamilton-at
vagy sem, és — nyilvdn — pontosan az IGEN példanyokra van ilyen tant.
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Hatékonysag

Hatékonyak ezek a ,,polinomidejii” algoritmusok?

ONEDOES NOTSIME v
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Nehézség, teljesség

Legyen C (elddntési) probléméak egy osztalya.
e Az A probléma C-nehéz, ha C minden eleme visszavezetheté ra.

e Ha még A € C is, akkor A C-teljes.

Eszrevétel

Ha egy NP-teljes probléma polinomid8ben eldénthetd, akkor (és csak akkor)
P = NP.

(Hiszen akkor NP barmelyik problémaja eldonthetd egy polinomidejli
visszavezetés és egy, a fenti problémat eldont6 polinomidejli algoritmus

e

atkonvertaljuk a megoldandé probléma inputjat ezére a kdnnyli N'P-teljesére, ami megy, mert NP-nehéz,

aztan megoldjuk, ami gyorsan megy, mert P-ben van
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C-nehéz problémak keresése

Eszrevétel

A hatékony visszavezetés tranzitiv.

két gyors, valasztarté inputkonverziét egymas utan végrehajtva gyorsan konvertaltunk inputot, tovabbra is

valasztarté médon
Ezért hogy megmutassuk egy A probléma C-nehézségét, minddssze vissza kell ra
vezetniink egy masik, ismerten C-nehéz B problémat. Hisz ekkor

e minden C-beli visszavezethetd B-re,

e B visszavezethetd A-ra,

ezért (tranzitivitas!) minden C-beli is visszavezethetd A-ra.

Csakhogy. ..
...az els6é C-nehéz problémat hogy kapjuk?
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Visszavezetésre val6 zartsag

Azt mondjuk, hogy egy C bonyolultsagi osztaly zart a visszavezetésre, ha
valahdnyszor A <p B és B € C, mindig teljesiil A € C is. J

azaz: ha egy probléma benne van, akkor a nala kénnyebbek is

Az eddig latott bonyolultsigi osztilyok (P, NP, R, RE) zirtak a
visszavezetésre.

Ha C zart a visszavezetésre és A egy C-teljes probléma, akkor C-ben pontosan
az A-ra visszavezethetd problémak vannak (C = {B: B <p A}). Tehit A
reprezentalja az egész osztalyt!

Megjegyzés

P barmely két nemtrividlis A, B elemére igaz, hogy A <p B.
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Els6 RE-teljes problémank

MEGALLAS RE-teljes. J

Bizonyitas
Legyen A € RE egy tetszéleges probléma, amit felismer az M RAM-program.
Akkor tetszbleges x inputra

re€A & (M;z) € MEGALLAS,
hiszen ha M az A problémat ismeri fel, akkor pontosan az IGEN példanyain all
meg (ACCEPT valaszt adva), igy az z — (M;x) leképezés egy (hatékony)
visszavezetése A-nak a MEGALLAS problémara.

Igy ha MEGALLAS < A valamely A probléméra, akkor A is RE-nehéz:
e MINDENEN MEGALLAS
e URES INPUTON MEGALLAS

e EKVIVALENCIA
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RE-n kivul

Ha C’ zart a visszavezetésre, A pedig egy C-nehéz és C’-beli probléma, akkor
ccc.

Bizonyitas
Ha A egyszerre C-nehéz és C’-beli probléma, akkor
e minden C-beli probléma visszavezethetd A-ra (mert A C-nehéz);

e mivel A € C’ és C’ zart a visszavezetésre, ezért emiatt minden C-beli
probléma C’-ben van

e azaz C C (.
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RE-n kivul

Lattuk, hogy MEGALLAS < EKVIVALENCIA.

Az is igaz, hogy MEGALLAS < EKVIVALENCIA, tehdt EKVIVALENCIA
RE-nehéz és coRE-nehéz is egyszerre.

Mivel RE # coRE (emiatt persze egyikiik sem lehet része a masiknak, hisz ha
pl. RE C coRE, akkor coRE C cocoRE = RE, mely esetben egyenléek), ez
azt jelenti, hogy EXVIVALENCIA nem RE U coRE-beli probléma!

Azaz sem olyan algoritmus nincs, mely felismeri, ha két program ekvivalens, sem olyan, mely felismeri, ha
két program nem ekvivalens.

EKVIVALENCIA
[ ]

Rajzainkban altalaban az osztalyok ,,héjara”
tessziik az osztaly teljes problémait. J
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Logikai halézatok

Halb6zat def

Halézat: kormentes irdnyitott graf,

a csticsok cimkézettek: A, V, —, igaz, hamis, z;
A, V cimke esetén a cslics befoka 2,

— cimke esetén a cslics befoka 1,

igaz, hamis, x; cimke esetén a csiics befoka 0.

Altalaban megkéveteljilk még, hogy pontosan egy csiics kifoka legyen 0. J

Amennyiben a valtozék koézill az x4, ..., x, fordulnak elé a halézatban
(legfeljebb), akkor a hélézat kiszamit egy {igaz, hamis}™ — {igaz, hamis}
Boole-fuggvényt.
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HALOZAT-KIERTEKELES
e Adott: valtozOmentes haldzat.

o Kérdés: igaz-e az értéke?

HALOZAT-KIELEGITHETOSEG
e Adott: halézat.

o Kérdés: a valtozéknak lehet-e tgy értéket adni, hogy a halézat értéke igaz
legyen?

SAT duh
e Adott: egy konjunktiv normalformaji (itéletkalkulus-beli) formula.

o Kérdés: kielégithets-e?

HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT.
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A visszavezetés

Minden g cslicsnak feleljen meg a g valtozé.

g cimkéje x
g cimkéje igaz
g cimkéje hamis
g cimkéje V:
g
7N
g1 g2
g cimkéje A:
g
7N
g1 92
g cimkéje —:
g
T

g1
g kimend kapu

IVAN SZABOLCS
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x4+ g, azaz (—z V g) A (x V —g)
g
g

g < (g1V g2), azaz
(mgVg1Vg2)A(=g1Vg)A(mg2Vyg)

g < (g1 N g2), azaz
(mgVg1) AN(=gVg2) A(=g1 Vg2 Vg)

g < (mg1), azaz
(mg V =g1) A (g1 V 9)
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HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT

A keresett formula: a fenti formuldk konjunkciéja. J

Adott halézathoz a formula elkészithetd linearis idében.
Tovabba a halézat akkor és csak akkor kielégithetd, ha a formula az.
intuitive azért, mert az egyes kapukhoz gyartott klézok kikényszeritik, hogy a kapuhoz generdlt valtozé

értéke épp a kapu outputja legyen, miutan bedllitjuk az input valtozékat valamire
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HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT példa

Példa

@\2?/@

(91 <> 1) A (g2 <> x2) A (g3 <> 3)
A (g2 > (g1 A g2)) A (g5 <> (92 V g3)) A
(g6 <> (mga)) N (g7 <> (g5 N gs)) N gr.

CNF alakban:

(mg1 Vx1) A (91 V —21)

A (=92 V x2) A (g2 V —x2)

A (—gs V x3) A (g3 V —x3)

(792 V g1) A(=gaV g2) A(gaV —g1V —ga)
(=95 V g2V g3) A(gs V —g2) A(gs V —g3)
(=96 V —g4) A (g6 V ga)

(—g7V g5) A (=g7V g6) A (g7 V =5V =gs)
N gr.

A\
A
A\
A\

Itt pl. a formula kielégithetd az z1 = 0, 2 = 1, 3 = 1 és (az ezek miatt kikényszeritett) g1 = 0,
g2=193=1,94=0,95 =1, g6 =1 és g7 = 1 értékadas mellett; az eredeti halézatot pedig kielégiti

azxz; =0, z3 = 1, x3 = 1 értékadas.
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Elso kiszamithato teljes problémaink

Emlékezziink: egy C-beli probléma C-teljes, ha minden C-beli probléma
visszavezethet6 ra. l

Eddig még csak eldonthetetlen, RE-teljes problémakkal talalkoztunk: a
MEGALLAS ilyen volt. l

A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-beli. J

Tétel
A HALOZAT-KIELEGITHETOSEG probléma INP-teljes. ’

Kovetkezmény (Cook tétele)
A SAT probléma is NP-teljes. l
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Osztalyok és problémak eddig

EKVIVALENCIA

némelyik probléma még nincs a ,végleges helyén”
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SAT NP-teljességérol

Mivel a SAT probléma NP-teljes,
e ha polinomidében megoldhaté lenne, akkor P = NP.

Ebben persze lehet hinni. De eddig még senki nem oldotta meg polinomiddben.

e Nem ismert ra szubexponencialis algoritmus.
o llyenkor bevetheték (a teljesség igénye nélkil):

o heurisztikak

e randomizalt algoritmusok alkalmazasa

o a kovetelmények relaxaldsa... (pl. nem az 6sszes, de minél tobb kl6z

egyszerre torténd kielégitése)
e ...majd a relaxalt kévetelmények approximalasa
e vagy olyan specialis esetek keresése, melyre van hatékony algoritmus.

a heurisztikak kivételével mindbél fogunk latni példat
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A kielégithetGség valtozatai

A SAT problémanak vizsgalhatjuk specialis eseteit, pl:
o klézonként csak konstans sok literalt engediink meg

e csak specidlis (pl. Horn) alakd klézokat engediink meg

Legyen £ > 1. A ESAT a SAT azon specialis esete, amelyben minden kléz

pontosan k (nem feltétlenil kiilénb6z8) literalbdl All.
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3SAT NP-teljes, és igy k > 3 esetén kSAT NP-teljes. )

Otlet: SAT <p 3SAT
Vegyiik a kovetkez6 konstrukciét, mely egy klézhoz egy CNF-et rendel:
L — VIVY

£1Vf2 — El\/gz\/gz
fl\/EQ\/Zg = 81\/62\/83
NNV Ly — (VL Vo)A (mx VLl VL)

LNVl ...V,

1

(61 VEQ\/IL‘)/\(_'LZ?\/Eg\/y)/\
(my VLNV 2)A . A (—uV b1 VL)

ahol z, y, z stb. teljesen (j valtozdk
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Az el6z0 oldal konstrukciéjanak a [ényege:

o ha az eredeti ¢; literdlok valtozéinak egy értékadasa nem elégiti ki a bal
oldalon 1évé klézt, akkor ugyanezt az értékadast barhogy is , bovitjik ki",
hogy az (j valtozok is kapjanak értéket, a jobb oldalon l1évé CNF hamis lesz;

e ha viszont a bal oldali kl6z igaz egy eredeti értékadas mellett, akkor azt ki
lehet Ggy béviteni, hogy a jobb oldali CNF is igaz legyen

a kléz egyik igaz literaljatdl balra 1évd Gj valtozéknak az igaz, a jobbra lévéknek a hamis értéket adva

Legyen o =ci Aca A...... A ¢k konjunktiv normalformaja formula.
Minden c¢; klézhoz legyen ¢, az el6z8ekben adott kifejezés, ahol minden
kifejezésben 0j valtozékat hasznalunk.

Ekkor ¢ akkor és csak akkor kielégithetd, ha ¢’ = ¢ Ach A ... Ac), az.

Mivel SAT <p 3SAT és 3SAT € NP, ezért SAT NP-teljességébol kovetkezik,
hogy 3SAT is NP-teljes.
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A 2SAT problémara viszont adhaté hatékony algoritmus.

Legyen o egy 2 — CNF (minden kl6z két literalbdl all).

Készitiink ¢-bél egy G(p) grafot polinomidében, majd ezen futtatunk egy
polinomidejli algoritmust, amivel meg tudjuk oldani az eredeti problémat.

A G(p) graf
e csiicsok: a p-ben eléfordulé valtozdk és negaltjaik.

o élek: (o, B) él & @V B vagy BV @ a g tagja (azazhaa — Bvagy B — @
a p tagja.)

tehat klézonként lesz két él a grafban, ez megy linearis idében
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Példa
Legyen p = (-zVz) A (mzVy) A (-yV-z) A (zVi).

Ekkor G(ip):
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A ¢ formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha nincs olyan x valtozé, amelyre
létezik G(p)-ben irdnyitott Gt x-b8l —z-be és vissza.

Otlet

Minden él egy implikacionak felel meg.

igy ha £1-bél £y elérhetd, akkor ¢ = (€1 — £3).

Ha z-bél is elérheté —z és forditva, akkor ¢ |= (x <> —x), igy ¢ kielégithetetlen.
Ha nincs ilyen valtozé, akkor ciklusban:

e valasszunk egy olyan / literalt, amibél nem érhetd el 7 és melynek még nem
adtunk értéket;

o Allitsuk 1-re ¢-t és minden beldle elérhetd literalt, komplementereiket pedig
nullara;

amig minden véltozénak értéket nem adtunk (nem lesz iitkdzés, ha nincs olyan
x, akib8l —z elérhetd és viszont). Az igy kapott értékelés kielégiti ¢-t.
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2SAT

Példa
p=(xVz) AN (mxVy) A (-yV-z) A (zVi).

Vilasszuk el6szor z-et. G(p)-ben 2-bdl elérheté —x.

igaz-ra allitjuk —z-et és ¢t-t, hamis-ra z-et és —i-t.

Ezek utan valasszuk mondjuk y-t. y-bdl nem érhet6 el —y, tehdt o :=y.
igaz-ra allitjuk y-t és —z-t, hamis-ra pedig —y-t és z-t.

A kapott értékadas kielégiti o-t.
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Mivel az algoritmus (a graf legyartasa, majd abban pl. ersen 6sszefiiggd
komponensek kiszdmitasa utan ellendrizni, hogy van-e olyan z, mely —x-szel
azonos komponensben van) polinomidejii, belattuk a kévetkezét:

2SAT € P. )

Kés6bb majd a 2SAT-ot egy még ennél is (valdsziniileg) kisebb bonyolultsagi
osztalyba fogjuk tudni helyezni. J
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Horn-formuladk és Horn-atnevezheto formulak

Egy kléz Horn-kl6z, ha benne maximum egy pozitiv literal szerepel.
Egy CNF Horn-formula, ha benne minden kléz Horn-kléz.
Egy CNF Horn-atnevezhetd, ha bizonyos valtozéi komplementalasaval

Horn-formulava tehetd
Vagyis: ha van valtozék egy olyan X halmaza, hogy minden = € X-re = helyébe —z-et, -z helyébe x-et
irva a formulaba, az eredmény Horn-formula lesz.

Példa
e z A (mxzVy) A (tyVz) A (-yV —z) Horn-formula.
e (xVy) A (—zV —y) Horn-dtnevezhetd (pl.  és -z szerepének
cserélésével).

o (mzV-y) A(-xzVy) A (zV-y) A (zVy) nem Horn-tnevezhetd.
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Horn-formuladk és Horn-atnevezheto formulak

Horn-atnevezhet6 formulak kielégithetésége polinom idoben eldénthetd. J
Otlet

Az egységrezolicié alkalmazasa ezekre a formulakra teljes:
e amig talalunk egy egyetlen literalbdl allé {£} klézt:
o [ értékét 1-re allitjuk;
o toroljiik az Gsszes, (-t tartalmazé klozt;
e a maradék klézokbdl térdljitk az 2 literalt.

Ha kozben megkapjuk az Gres klézt, a formula kielégithetetlen; ellenkez6
esetben kielégitheto.

Az algoritmus (ésszer(i reprezenticidval) linedris id8ben végrehajthatd és

Horn-atnevezhet6 formulakra helyes.
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Horn-formuladk és Horn-atnevezheto formulak

Megjegyzés
Az is polinom idében eldonthetd egy CNF-r8l, hogy Horn-atnevezheté-e (ez a
definiciébdl nem ennyire egyértelmii).

»Keverni" nem tudjuk a két hatékonyan eldonthet6 specialis esetet: J

NP-teljes a kovetkezo probléma: adott egy olyan CNF, melyben minden kl6z
e vagy max. két literalbdl all,
e vagy haromelem( negativ kléz,

kielégitheto-e?

Otlet: 3SAT < ez

Vialtozénként (z V &) A (—z V =) és ehhez hozza minden eredeti klézban a
pozitiv x literdlokat —z-re cseréljiik. igy ami eddig —x volt, azt & veszi 4t.
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Az elofordulasszam csokkentése

Azt is prébalhatjuk korlatozni, hogy egy valtozd (vagy egy literal) hanyszor
fordulhat el6 legfeljebb a formulaban. J

NP-teljes a kovetkezd probléma: adott egy 3CNF, melyben minden valtozd
legfeljebb haromszor szerepel, kielégitheté-e? }

gyakorlaton

P-ben van a kovetkezd probléma: adott egy CNF, melyben minden valtozé
legfeljebb kétszer szerepel, kielégithet6-e? J
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NP-teljes grafelméleti problémak

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.

Kérdés: Létezik-e K elem( fiiggetlen csticshalmaz G-ben?

azaz K darab, paronként nem szomszédos cslics

A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ probléma NP-teljes. J

Otlet

Viladgos, hogy a probléma NP-ben van.

Megmutatjuk, hogy 3SAT <p FUGGETLEN CSUCSHALMAZ.

Legyen ¢ a 3SAT egy példanya, o =c1 A ... Acp.

Az elkészitett G graf alljon m darab haromszoghdl, melyek a ¢; klézoknak
felelnek meg, s melyek csiicsai a c;-kben 1évé literaloknak felelnek meg. Ezen
kiviil még kossiink dssze éllel minden ellentétes literalt. Végil legyen K := m.

© kielégitheté < G-ben létezik K elemi fliggetlen csiicshalmaz.
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FUGGETLEN CSUCSHALMAZ

Példa

Legyen p = (2 V-yVz) A (maVyV-z) A (maVyVz) A (-zV-yVz).
Ekkor a G gl’éf: G cslicsai nem szinesek, az csak illusztracio!
és K =4.

A zolddel jeldlt csticsok egy négyelemii fiiggetlen csiicshalmazt alkotnak; egy
kielégitd kiértékelés pedig: x =y =0, z = 1.
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NP-teljes grafelméleti problémak

Visszavezetés konstrualasakor rendszerint egy, az el6z6ekben mar tobbszor latott
modszert kovetilink, hogy belassuk a helyességét:

e az input egy ,igen” példanyanak egy tan(jabdl tudunk az outputhoz egy
tandt konstrualni?

e az output ha ,jigen” példany lett, annak véve egy tandjat tudunk
konstrualni egy tanit az inputnak is?

KLIKK
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.

Kérdés: Létezik-e K elemii klikk (teljes részgraf)?

KLikk NP-teljes. J

gyakorlaton
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NP-teljes grafelméleti problémak

CSUCSLEFEDES
Adott: G = (V, E) irdnyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Létezik-e olyan K elemii csiicshalmaz, hogy G minden éle
illeszkedik a halmaz egy csticsahoz?

A CSUCSLEFEDES probléma NP-teljes. J

gyakorlaton
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NP-teljes grafelméleti problémak

A HAMILTON-UT probléma NP-teljes. J

Otlet
,Ertékvalaszté” gadget:

oo ~o—e

(Balrdl jobbra ha megy egy Hamilton-at, akkor valasztanunk kell a ,fenti” és a

.lenti” Gtvonal kozil egyet.)
= mint egy értékadas — ilyen gadgetbdl valtozénként lesz egy
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HAaMILTON-UT NP-teljes

~XOR" gadget:

Minden Hamilton-(t egy olyan grafban, ami ezt a gadgetot feszitett részgrafként
tartalmazza, a kovetkezdk egyike ezen a grafon beliil:

.m:
m o
Hogy atlathatobb legyen a rajzunk, ezt a gadgetet igy rajzoljuk:

[ @ L

o L
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Vazlat

A XOR gadgettel egy grafban olyan Hamilton-kort keresiink, melyben ki tudjuk
kotni bizonyos élparokra, hogy a két él koziil a keresett Hamilton-koér pontosan
egyen haladjon at.

A teljes konstrukcié a 3SAT < HAMILTON-UT visszavezetéshez:

e minden valtozéhoz létrehozunk egy értékvalaszto gadgetet, az x;-hez
tartozé két parhuzamos élt x;-vel ill. —z;-vel cimkézziik;

e minden klézhoz létrehozunk egy haromszoget, az ¢ V £5 V {3 klézhoz
létrehozott haromszog éleit rendre ¢1-gyel, f5-vel és 3-mal cimkézziik;

o az ellentétes literdlokkal cimkézett élek kozott XOR gadgetet hozunk létre;
o az értékvalaszto gadgeteket lancba kotjik;

e a haromszogek csiicsaibdl, az utolsd értékvalaszto csicsbél és még egy
plusz cslicsbdl pedig egyetlen nagy klikket készitiink;

o végiil az el6z6 pontbeli plusz csticsbél még egy j csiicsba Iépiink.

Ez a konstrukcié egy 3SAT < HAMILTON-UT visszavezetés lesz.
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HamirToN-UT

Pl.az (zVyV -z) A (mxzV-yV-oz) A (zV -y V z) formuldhoz készitett grafbdl egy részlet:

e alul a lancba kotott értékvalasztd gadgetek; a bal oldali fekete csticsbél kell induljunk

o a fels6 haromszogek a klézok, minden élik rd van kotve XOR gadgetként egy lenti , hidra”
(csak néhany van berajzolva)

e a ,piros” élek megfelelnek az x = 1, y = 0, z = 0 értékadasbdl készitett sétanak a csticsokon

e amelyik irdnyba megyiink a , hidakon”, az oda kététt XOR gadgeteket mindet bejarjuk
(két —y gadget bejarasa nincs a képen, hogy atlathaté maradjon)

e ezutan be kell jarnunk a nem érintett ,hidak” parjait (mint pl. a harmadik kl6z z élét) is

e amit pont akkor tudunk megtenni, ha minden haromszégnek legaldbb az egyik élét bejartuk idejovet
(mert egy haromszégnek mind a harom élét nem tudja egy Hamilton-Gt bejarni, de egyébként
megoldhatd, hiszen a felsd csiicsokat egy nagy klikkbe kotéttiik (nincs az abran))
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Grafszinezések

lgy, mivel HAMILTON-UT <p TSP(E), igy a Tsp(E) probléma NP-teljes. J

A 3-SzINEZES probléma NP-teljes. )
A 2-SzINEZES probléma P-ben van.
A 4-SzZINEZES probléma trivialis sikbarajzolhaté grafokra.

,, Trividlis”: itt ez azt jelenti, hogy csak ,igen” példanya van: minden sikbarajzolhaté graf szinezhetd helyesen
négy szinnel, ez az Ggynevezett négyszintétel. Ezt bebizonyitani kordntsem ,trivialis".
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NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

3SAT < 3-SZINEZES: Otlet

T

igy minden literdl szine R (=, hamis”) vagy G (=, igaz") szinével kell
megegyezzen, komplementere pedig egy masikkal = kiértékelés

£y ) L3
[ [ J [ )
| | |
!
G { @ { @ R

Ellenérizhet6: ha mindharom literdl R szinét kapja, a plusz hat csticsot nem
lehet helyesen 3-szinezni, ha viszont van koztilk G szindi, akkor igen
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NP-teljes problémak halmazokra

Harmasitas
Adott: Harom azonos méretli halmaz, F' (fidk), L (lanyok), H (hazak), és
egy RC F x L x H relacié.
Kérdés: Megadhaté-e az R-beli hdrmasok egy olyan részhalmaza, melyben
minden fid, lany és haz pontosan egyszer szerepel?

Vilagos, hogy HARMASITAS € NP. )
A HARMASITAS probléma NP-teljes. J
PAROSITAS € P. pl. meg lehet oldani a polinomidejii magyar médszerreI.J
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NP-teljes problémak halmazokra

HALMAZLEFEDES

Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C' = (Si,...,S,) rendszere és egy K
szam.

Kérdés: Kivalaszthaté-e K darab az S;-k koziil Ggy, hogy ezek egyesitése U?

HALMAZPAKOLAS

Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C' = (Si,...,S,) rendszere és egy K
szam.

Kérdés: Kivalaszthaté-e az S;-k koziill K darab, paronként diszjunkt halmaz?

PonNTOS LEFEDES HARMASOKKAL

Adott: Egy 3m elem(i U halmaz és 3-elemii részhalmazainak (S1,...,Sn)
rendszere.

Kérdés: Kivalaszthaté-e m darab S; Ggy, hogy ezek egyesitése U?

(A kivalasztott S;-k nyilvan diszjunktak.)

4
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NP-teljes problémak halmazokra

A HALMAZLEFEDES, HALMAZPAKOLAS, PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL
problémak NP-teljesek.

A HARMASITAS a PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL specialis esete.
A PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL a HALMAZLEFEDES, valamint a
HALMAZPAKOLAS specidlis esete is.

ezt mondjuk dgy is, hogy pl. a PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL &ltaldnosabb, mint a HARMASITAS.

azaz tébbféle inputra van definidlva, mint az eredeti probléma, gy, hogy az eredeti problémanak is megfelelé
inputokra ugyanazt a valaszt varja el.

nyilvdn minden probléma visszavezetheté minden nala altaldnosabb problémara: nem is kell konvertalni sehova
az inputot, ezért pl. ezek a problémak is mind automatikusan NP-nehezek lesznek.
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NP-teljes problémak szamokra

EGisz ERTEKG PROGRAMOZAS
Adott: Egy n-valtozds, egész egyiitthatds linearis egyenl6tlenség-rendszer.
Kérdés: Létezik-e egész értékii megoldasa?

Otlet
A HALMAZLEFEDES felfoghaté az EGEsz ERTEK( PROGRAMOZAS specialis

eseteként:

Az>1, ) @i <K, 0<wz<l,
=1

ahol A oszlopai a halmazrendszer elemeinek felelnek meg.
Azt is meg lehet mutatni, hogy az Eciisz ERTEKG PROGRAMOZAS NP-ben
van.

Az EcEsz ERTEK( PROGRAMOZAS probléma NP-teljes. ]
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NP-teljes problémak szamokra

Példa a visszavezetésre

Pl. ha a HALMAZLEFEDES problémdban U = {1, 2, 3,4, 5}, a halmazaink S; = {1, 2,3}, S5 = {1,3,5},
S3 = {1,4,5} és K = 2, akkor a generélt egyenl8tlenségrendszer:

Ty + 22+ 23 <2

] +x2 +x3 > 1

1

vV IV IV

1 + T2

z3

v v
= s e =

T2 + T3
és 0 < z1,x0,x3 < 1.
Ha egy megoldasban z; = 1, az ,azt jelenti”, hogy S;-t kivalasztjuk; ha ; = 0, akkor nem (mas opcié az
utolsé feltétel miatt, és mert a valtozék egészértékiiek, nincs).
[gy az els feltétel azt mondja, hogy két halmazt valasztunk ki legfeljebb.
A tobbi pedig rendre azt, hogy legaldbb egy olyan halmazt is kivalasztunk, akiben szerepel az 1-es; legalabb

egy olyat is, akiben szerepel a 2-es, stb.
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NP-teljes problémak szamokra

A RESZLETOSSZEG probléma

Adott: aq,...,a, pozitiv egészek és egy K > 0 célszam.
Kérdés: Kivalaszthaté-e az a;-k koziil néhdny gy, hogy 6sszegiik K legyen?

A RESZLETOSSZEG probléma NP-teljes. J

Az NP-beliség vilagos, az NP-nehézséget a 3SATrél vald visszavezetéssel
igazoljuk.
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NP-teljes problémak szamokra

3SAT < RESZLETOSSZEG
o Legyen p =ci A...Acyegy 3CNF, ¢; =4;1 V2V ;3.
o A -beli valtozok legyenek 1, ..., 2Zy,.
e Ebbdl elkészitjiik a RESZLETOSSZEG probléma egy példanyat, melyben
n + m-jegyli (!) szdmok szerepelnek.
o 1,;-bdl a t; és f; szamok késziilnek:
o t; és f; elsé m jegye csupa 0, kivéve az i. jegyet, ami 1-es;
e t; utolsé n jegye koziill az m + k. akkor 1-es, ha ci-ban szerepel z;,
egyébként 0;
e f; utolsé n jegye kozil az m + k. akkor 1l-es, ha ci-ban szerepel —z;,
egyébként 0.
e Tovabba, a; = b; = 10° minden 4 = 1,...,n esetén.
o Az eredmény: a {fi,t; : 1 <i<m}U{a;,b;:1<i<n} halmazés a
K =11...133...3 célszdm (m darab 1-es, majd n darab 3-as).
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Példa

Ha o = (21 V2o Vas) V (21 Vme Vay) V (mxg Vag Vozy):

¢ = 1000110
1 = 1000001
t5 = 0100001
fo = 0100110
t5 = 0010100
3 = 0010000
t4 = 0001010
£1 = 0001001

a1 = by = 0000100
az = by = 0000010
as = bs = 0000001

K =1111333

t1 és f1 kozil pontosan az egyiket kell
valasszuk (K els6 jegye miatt);

altalaban t; és f; kozil is pontosan az
egyiket — t; valasztasa feleljen meg az
x; = 1, f; valasztésa az z; =0
értékadasnak;

ezzel az m + j. jegyek mindegyike 0, 1, 2
vagy 3 lesz j =1,..., n-re, annak
fliggvényében, hogy cj-ben 0, 1, 2 vagy 3
literal valt igazza;

ha az m + j. jegy 3, akkor jé, ha 2, akkor
valasszuk ki még mondjuk a;-t, ha 1,
akkor a;-t és bj-t is, ha 0, akkor nem
tudjuk ezen a jegyen elérni a célszamot
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NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

Az Ecisz ERTEKU PROGRAMOZAS egy mésik specialis esete: J

HATIZSAK

Adott: N elem mindegyikének w; stlya és ¢; értéke, valamint W és C.

Kérdés: Kivalaszthatd-e ismétlés nélkiil néhany elem Ggy, hogy 6sszértékik > C
és osszsulyuk < W?

A HATIZSAK probléma NP-teljes. J

Otlet

A RESZLETOSSZEG problémaban az a; értékekbdl rendre készitsiink egy targyat
w; = ¢; = a; slllyal és értékkel, tovabba legyen C = W = K, a célszam.
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OSZtéIyOk és problémék Eddig némelyik probléma még nincs a ,végleges helyén”

EKVIVALENCIA
[ ]

A amiLTON-U SAT 3SA

HAMIZTON-KOR, NP SZINEZES

HORNSAT
SAT ®

- A HALOZAT-KIERTEKELES
2SZINEZES
® Py

HALOZAT-KIELEGITHETOSEG
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Néhany tovabbi NP-teljes kozismert probléma

Szamos tovabbi kézismert probléma is NP-teljes, mint példaul:

e Adott egy, az ETERNITY II szabalyainak megfelel6 csempehalmaz.
Kirakhaté-e a csempékbdl szabalyosan egy négyzet?

o Adott az AKNAKERESO jaték egy részlegesen kitoltott tablaja. Be lehet-e
fejezni a kitoltést, hogy konzisztens legyen?

o Adott a SUPER MARIO jaték egy palyaja. Végig lehet-e rajta jutni?

o Adott a FLOOD-IT jaték egy palyaja. Megoldhaté-e?

e Adott egy részlegesen kitoltott SUDOKU tabla. Konzisztens-e?

e Adott a TETRIS jatékban elemek egy érkezési sorrendje és egy K szam.

o El lehet-e tiintetni K sort?
o Le lehet-e az els6 K elemet pakolni anélkiil, hogy betelne a tabla?
o |Lehet-e K-szor eltiintetni egyszerre négy sort?

Nagyon sok , puzzle”, egyszemélyes jaték azért ,elég nehéz” ahhoz, hogy
addiktiv / népszerii legyen, mert NP-nehéz. Késébb majd a kétszemélyeseket is
fogjuk targyalni.
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HATIZSAK

Algoritmus a HATIZSAK eld6ntésére

A kovetkezd rekurziv 6sszefliggéssel szamithaté T'[i, w], ami a legfeljebb az elsé
1 targy felhasznalasaval egy w kapacitast hatizsdkkal elérheté maximalis haszon:

0 hai=0
Tli,w] = T[i—1,w) i>0,w < w;
max{T[i — L,w],c; + T[i — 1,w —w;]} i>0,w>w;

Ez ad egy O(N - W) idGigényii algoritmust, ami nem polinom, mert az input
mérete n = N(lOg w; —+ log Ci) —+ log W dinamikus programozas

Felfoghatjuk gy is, hogy az algoritmusunk akkor polinomidejii, ha az inputban
a sulyokat unarisan reprezentaljuk, vagy ha a sulyok a targyak szamanak egy
polinomjaval korlatozhatdak.

Ez vezet el az algoritmikus bonyolultsdgelméletben a pszeudopolinomialitas

fogalmahoz.

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 121 / 223



Pszeudopolinomialis algoritmusok, erés/gyenge NP-teljesség

Legyen A egy probléma.
Egy A-t eldontd algoritmus pszeudopolinomiélis, ha tetszéleges (aq, . . . an,)
inputon a futasideje O((Z1gigm ai)k), valamely konstans k-ra.

Emlékezziink vissza: az input mérete E loga; volt!

1<i<m
tehat nem az input méretéhez képest, hanem az input értékéhez képest kell polinom legyen.
v

Ha egy NP-teljes probléma eldontheté pszeudopolinomiélis algoritmussal, tgy
gyengén NP-teljesnek, ha pedig unéris valtozata is NP-teljes, akkor erésen
NP-teljesnek nevezziik.

unéaris valtozat: amikor a szdmok unarisan jonnek be az inputra, pl a 4-et 1111 abrazolja

Ha egy er6sen NP-teljes problémara van pszeudopolinomialis algoritmus, akkor }
P = NP.

hiszen unaris szamabrazolasnal a polinomialis algoritmus ugyanaz, mint a pszeudopolinomialis: méret=érték
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Pszeudopolinomialis algoritmusok, eros NP-teljesség

o A HATIZSAK probléma gyengén NP-teljes.
a dinamikus programozés algoritmus pszeudopolinomialis

e A TSP(E) probléma viszont erésen NP-teljes.
hiszen a HAMILTON-UT <p TSP(E) visszavezetésnél minden generalt szdim 1 vagy 2, ezeket unérisan
is konnyi kigeneralni ugyanannyi id6 alatt

o Pozitiv egészek faktorizalasara van pszeudopolinomialis algoritmus, de nem
ismert ra polinomidejd.

Pl. a progalaprdl is ismert ,0szd végig a gyokéig mindennel” pszeudopolinomiélis

A gyengén NP-teljes problémak mindazon példanyai gyakorlatilag
megoldhaténak tekinthetoek, melyekben az inputon érkezé szamok értéke
korlatozhaté az input méretének egy polinomfiliggvényével.

(PI. a HATIZSAK sok ,kisméret(i” targy esetén.)
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Relaxacio

A HATIZSAK probléma egészértékii programozasi feladatként felirva:
n

Z Wiy S W
i=1

n
Z CiT; Z C
p=Il

oldjuk meg. (Azaz elhagyjuk az ,x; egész” feltételt.)
Mivel LP € P, a relaxalt feladat hatékonyan megoldhaté.

nem pont a szimplex algoritmussal, mert az néha exp rosszul viselkedik, de vannak polinomidejii LP solver

algoritmusok.
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TOREDEKES HATIZSAK

Néhany optimalizalasi problémanal a relaxalt feladat optimumabdl egy ,elég jo”

megoldést lehet eldallitani (de kordntsem mindnél, és persze kérdés, hogy kinek

mi az elég j6).

TOREDEKES HATIZSAK
o Mint a HATIZSAK, de a targyak torhetdk: az i-edik targy x;-ed része,
0 <z; <1 egycix; értékill, w;x; sulya targy.
ha a targyat félbetdrom, felez8dik az értéke. Ez pl. homokra igaz, Mona Lisadra kevésbé.
o Erre a feladatba a hatékony moho algoritmus optimalis.
el8szor a legjobb ar/sily aranydt, aztan a kdvetkezét stb, amig fér, utolsét eltorjiik.
e Kérdés, hogy mennyire jol ,kozeliti" az eredeti (fiiggvény)problémat?

Erre még visszatériink, de eldbb kell par fogalom.
v
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Approximacio avagy ,kozelités”

A kovetkezokben olyan optimalizalasi probléméakra prébalunk adni hatékony
kozelité algoritmusokat, melyeknek eldontési valtozata NP-nehéz.

Az f fliggvény minimalizalasi/maximalizalési probléma, ha

J(I) = argmin,eg(r) c(s) vagy arg max,ecg () c(s) alakd, ahol S(I) az I
inputhoz tartozé lehetséges megoldasok (nemiires) halmaza, ¢ pedig minden
megoldashoz egy valds koltséget/értéket rendeld fuggvény.

azaz: az inputhoz tartozé megolddsok koziil a legjobb koltségiit/haszndt keressiik.

Ha f egy optimalizalasi probléma, oo > 0 egy konstans, A pedig egy olyan
polinomidejii algoritmus, melyre A(I) € S(I) minden I inputra dgy, hogy
Al I
or s {SAD) GO
c(f(I)) " c(A(D))

akkor A egy a-approximalé algoritmus f-re.
azaz: ,ha az algoritmus altal széllitott megoldas értéke legfeljebb -szor rosszabb az optimumnal”
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CSUCSLEFEDES

Emlékezteto

Input: G = (V, E) graf, K > 0 egész.

Output: van-e olyan, legfeljebb K méretli X cslicshalmaz G-ben, melyre igaz,
hogy G minden élének legalabb az egyik végpontja X-beli?

Optimalizalasi valtozat

Input: G = (V, E) graf.

Output: egy legkisebb lefogd csticshalmaz G-ben (egy megoldas: egy lefogd
csticshalmaz; koltsége: a mérete)

Természetesen ha az optimalizalasi valtozatra lenne egy hatékony médszer,
akkor az eldontésire is. Mivel az eldontési valtozat NP-teljes, igy az

optimalizalasi valtozatra sem ismert hatékony algoritmus.
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CSUCSLEFEDES

Tekintsiik a CSUCSLEFEDES-re a kdvetkezé egyszerli algoritmust:
o Legyen X = 0.
e Amig van él G-ben:

e Vilasszunk egy tetszdleges e élt.
o Vegyiik be X-be e mindkét végpontjat.
e Vegyiik el G-bdl az 6sszes, e barmelyik végpontjara illeszkedd élt.

e Adjuk vissza X-et.
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CSUCSLEFEDES

Példa

) @ @

X=0 X ={A B} X ={A.B,C,D}
®
© © @

@

X={A.B.C.D.E.F}

Igy vélasztva az éleket (,lexikografikusan”: a legkisebb olyan csiicsot valasztva, akire még illeszkedik él,
azok kéziil azt, melynek a legkisebb a végpontja) egy 6 méretii csiicshalmazzal fedi le az éleket.

Ha az (A, C), majd az (F, D) élt valasztana ki, akkor egy 4 méretiit kapnank.

Egy optimum pl. az {A, C, F'} halmaz.

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 129 / 223



CSUCSLEFEDES

Az el6z6 félian szerepld algoritmus egy 2-approximalé algoritmus a
CSUCSLEFEDESre.

Otlet

e Az algoritmus nyilvan egy lefogd csiicshalmazt ad vissza.

e Ha az X halmazba rendre az ey, es, ..., e élek végpontjai keriiltek bele,
akkor ey, ..., ey egy parositds G-ben, mindegyikiiknek legalabb az egyik
végpontjat le kell fogni, vagyis a minimum legalabb .

e Az algoritmus altal visszaadott eredmény pedig 2k.

A CSUCSLEFEDESre a mai napig nem ismert ennél jobb approximdciés

algoritmus.
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A TSP probléma nem kozelithetd: nincs a-approximalé algoritmus, csak ha
P = NP.

Otlet

Tegyiik fel, hogy van egy a-approximalé A algoritmus TSP-re.

Akkor A-t felhasznalva meg tudjuk oldani a Hamilton-kort a kdvetkezéképpen: a
G = (V, E) grafbdl készitsiik V' x V-n az alabbi D(G) tavolsagmatrixot:

1 ha (u,v) € E;

|[V|-a+1 egyébként.

Ekkor ha van Hamilton-kér, az optimum |V|;

du,v =

ha nincs, az optimum legalabb V|- a + 1.
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Otlet befejezése

Ekkor a kovetkezd algoritmus:

Ha A(D(G)) < |V|:-a+ 1, fogadjuk el G-t, egyébként utasitsuk el

eldonti a Hamilton-kor problémét, polinomidében.

Igy varhatéan (hacsaknem P = NP) nincs approximélé algoritmus sem TSP-re.
Kereshetiink viszont olyan specialis esetet, amire van.
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METRIKUS TSP

A probléma

Input: egy D tavolsagmatrix, ami teljesiti a hdromszogegyenltlenséget:
Vi,j,k: Di;+Djr > Dy

Output: a minimalis dsszstlyd korat sulya.

Bonyolultsag

Az eldontési probléma tovabbra is NP-nehéz.

(Mert ilyen matrixot allitottunk el a Hamilton-kér TSP (E)-re valé visszavezetésekor: minden siily vagy 1
volt, vagy 2, ez teljesiti a hdromszog-egyenl&tlenséget.)
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METRIKUS TSP: 2-approximalé algoritmus

Algoritmus
e Allitsuk elé (Prim vagy Kruskal algoritmusaval, példaul) D egy minimalis
feszitéfajat.
o Kettbézzilk meg a fa éleit.
e A kapott multigrafnak vegyiik egy Euler-korvonalat.
e A korvonalbdl hagyjuk el a kordbban mar meglatogatott csticsokat.

e Adjuk vissza az igy kapott kor osszsulyat.

Kozelités

A fenti egy 2-approximalé6 algoritmus a METRIKUS TSP-re.
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METRIKUS TSP: 2-approximalé algoritmus

e o (]

- ‘ ‘ vz oz g r‘ . .
A csiicsok Minimalis feszitéfa Euler-bejaras Aki mar volt, kihagyjuk

Itt a (10, 8) pontbdl kezdtiik el a bejarast, és ennek megfeleléen hagytuk el a pontokat.
Az élek hajlitdsa csak azért van, hogy latsszon a harmadik képen a bejaras; egyenes élekkel a végeredmény:

(nem optimalis, pl. azért sem, mert vannak benne egymast keresztezd élek, ami javithaté lokalisan is.)

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 135 / 223



METRIKUS TSP: 2-approximalé algoritmus

2-approximalas
Az algoritmus 2-approximald, ez a kovetkezokbadl all ssze:
o egy tényleges korit koltségét adja vissza;
o barmilyen koratbdl elhagyva egy élt egy feszitofat kapunk = a minimalis
feszit6fa Osszsilya kisebb, mint a minimalis koraté;
o az élek kett6zésével kapott grafban ill. annak az Euler-koérvonalaban az élek
Osszstlya tehat kisebb, mint kétszer a minimalis koruté;

e a mar latott pontok kihagyasaval a haromszog-egyenlotlenség miatt nem
novekszik az osszsuly.

Megjegyzés: %-approximélés

Az élek kettGzése helyett egy , ligyesebb” mddszerrel kaphatunk egy

3 P . .
5-approximalé algoritmust is.
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MAx-2SAT

A probléma

Input: egy 2CNF', klézonként pontosan két literallal; a literalok valtozéi
kiilonboznek.

Output: egyszerre legfeljebb hany kléz elégithetd ki benne?

Tudjuk, hogy a 2SAT probléma P-beli.
Bonyolultsag

Ennek az optimalizalasi problémanak az elddntési valtozata (input egy F
2CNF és egy K szam, kielégitheté-e F-ben egyszerre K kl6z?) NP-teljes.

El6szor adunk egy randomizalt %—kézelfté') algoritmust, aztan ezt derandomizalva
egy determinisztikusat.
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Randomizalt algoritmus

Random: varhaté értékben approximaljon

Egy A randomizalt algoritmus a-approximald, ha varhaté értéke legfeljebb
a-szor rosszabb, mint az optimalis, vagyis:

L [EUAG) (@) X
v { @) ’E(A(x»} = o

Max-2SAT

Ebben az esetben tehat egy olyan algoritmust kell adnunk, mely legalabb %X
klozt kielégit az input formulaban, ha legfeljebb X elégithetd ki egyszerre.
Ennél tobbet tesziink: olyan algoritmust fogunk adni, mely (varhat6 értékben) a

klézok 3-ét (tehat nem csak az egyszerre kielégithetd klézokét!) igazzi teszi.

v
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MAx-2SAT

Randomizalt algoritmus

Allitsunk minden véltozét egymastdl fiiggetleniil 1 — £ valésziniiséggel igazra
vagy hamisra.

Varhato érték

Mivel egy klézban két kiilonb6z6 valtozd van, igy annak esélye, hogy a kl6z igaz
lesz, 3.

A véarhaté érték additivitasa miatt igy varhaté értékben a klézok %—ét kielégitjiik.
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Derandomizalas

Most az el6z6 dian szerepl6 véletlen algoritmusban csokkentjilk a generalandé
véletlen bitek szamat: derandomizalunk.

Determinisztikus algoritmus
Legyenek z1,xo,...,z, az input formuldban szereplé véltozdk.
o ElGszor értéket adunk xz1-nek, majd xs-nek, ..., végil z,,-nek, az i-edik
menetben x;-nek.
o Az i-edik menetben xzq,...,2z;_1 értéke mar rogzitve van.
o Szamitsuk ki b = 0, 1-re, hogy mennyi kléz elégiilne ki varhaté értékben, ha
x; értékét b-re vélasztjuk, 41, ...,y értékét pedig £ — 1 valdsziniiséggel,
fuggetlendl valasztjuk O-nak ill. 1-nek.

o Amelyik érték nagyobb lett, arra allitjuk ténylegesen x; értékét, és

folytatjuk a ciklust.
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Derandomizalas

Vegyiik észre, hogy a varhaté értéket determinisztikusan ki tudjuk szamitani.
Annak esélye, hogy egy kléz értéke igaz, a kovetkezdképp szamithato:

e ha a klézban van olyan literdl, melynek értékét 1-re rogzitettik, akkor 1;

o kiilonben 1 — QL,Q ahol 0 < k < 2 a klézban levé, még nem rogzitett értéki

valtozok szama.
A formulaban igazra allitott kl6zok értéke ezek dsszege.
Azt is be lehet konnyen [atni, hogy minden menetben a varhaté érték nem
csokkenhet, igy az utolsé menet végére a ,varhaté érték” tovabbra is legalabb a

klézok %—e lesz.
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MAXx-2SAT példa

Példa

F = ($1 \/LL’Q) A\ (1‘1\/—\332) AN (—\111 \/132) A ("ZL‘l\/_‘l‘g) N
("(El\/l’g) A (—|:c1\/—|:c3) A (IL’Q\/—\l’g) AN ($2V£L’4) AN

(ﬁ(Eg \Y 1‘3) N (ﬁCL'Q V ﬁ.’L‘g) A\ ({,133 V LL’4) A\ (ﬁ.’L‘g V ﬁ$4)
2 2, 1,1, 1, 1, a tobbi %, osszesen 9.5;
ha z; = 1, a vérhaté értékek 1, 1, 3, 3

1
20 2°
igy legyen 1 = 0.

Ha 21 = 0, a varhatd értékek:
%, a tobbi 3 4, Osszesen 8.5;

Ezek utén ha 21 =0 és 25 = 0, a vérhat6 értékek 0,1, 1,1, 1,1, 3, 3,1, 1, 2
és %, osszesen 9.5;
ha pedig 1 = 0 és x5 = 1, a vérhat6 értékek 1,0, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 3, 2 és 3,

szintén 9.5. Legyen mondjuk z5 = 1.

.. és igy tovabb. ..

Kdénnyebb persze szamolni, ha mindent felszorzunk 4-gyel és csak azokat Gsszegezziik, akikben szerepel az
aktudlis dontési valtozé és nem 1 még az értéke.
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TOREDEKES HATIZSAK

Algoritmus a TOREDEKES HATIZSAKra
Erre a valtozatra a moho algoritmus optimalis:
e rendezziik csokkenObe a targyakat 5}—1 szerint;
e eszerint a sorrend szerint vegylink be annyi targyat teljesen, amennyit csak
tudunk;
e az els6 targyat, ami nem fér be, pedig ,torjik” Ggy, hogy a toredék
megtoltse a hatizsak maradék kapacitasat.

Approximalas?
Adédik a kovetkezd dtlet a HATIZSAK problémara:
e rendezziik csokkenObe a targyakat % szerint;
e eszerint a sorrend szerint vegyiink be annyi targyat, amennyit csak tudunk.

Ez az algoritmus nem «a-approximalja a HATIZSAK problémat, semmilyen «

konstansra.
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HATIZSAK

Példa, amikor nem jol kozelit, ha truncoljuk a mohé6t
Ha pl. két targyunk van, wy =1,¢c1 =1, wo =W ésco =W — 1:
o az els6 targy fajlagosan értékesebb, mint a masodik
e a toredékes valtozat optimumhelye (1, %) értéke 1 + W
e a moho algoritmus lefele kerekitd valtozata tehat az (1,0) helyen felvett 1
értéket adja vissza
e az optimumhely (0,1), értéke W — 1.
Ha tehat W elég nagy, 1-a < W — 1 lesz, igy az algoritmus ezen valtozata nem
a-approximalé.
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HATI1ZSAK 2-approximalhaté

Kis mdédositas
A kévetkezd algoritmus viszont 2-approximélja a HATIZSAK problémét:

o Tegyiik a targyakat fajlagos érték szerint csokkené sorrendbe:
L> > > o

wyp — wy — = wy
e Szimitsuk ki a TOREDEKES HATIZSAK optimumbhelyét:
(1,1,...,1,2,0,0,...,0), ahol = a k. targy (amelyiket el kellett torniink,

mert mar nem fért be).
k—1
e Adjuk vissza vagy > ¢;-t, vagy ci-t, amelyik nagyobb.
i=1
Tehat: vagy fajlagosan csékkené sorrendben betesziink, amit csak lehet, vagy az igy éppen kimaradé targyat

egyediil rakjuk be, amelyik jobb.
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HATI1ZSAK 2-approximalhaté

Amiért ez legalabb az optimum felét adja:

o a toredékes hatizsdk optimuma ennek a két értéknek az Gsszegénél kisebb,
igy a kettd kozil a nagyobb legaldbb a toredékes optimumanak fele;

e a téredékes hatizsdk optimuma (mivel relaxalt véltozat) legaldbb akkora,
mint a 0/1 hatizsaké.

Par kimaradt részlet

Az algoritmus igy akkor nem miikédik, ha minden targy befér egyszerre (ekkor
az lesz az optimumhely), vagy ha a k. targy egyedill se férne be (de az ilyen
targyakat eleve nem kell felvegyiik a listaba), de ezek kénnyen javithatok.
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HATI1ZSAK 1 + e-approximalhaté

Nézziink egy masik kézenfekvd algoritmust a HATIZSAK probléma kozelitd

megoldasara:

Skalazas e-ra
o lLegyen wy,...,wp,cC1,...,cn, W a HATIZSAK probléma egy inputja és
€ > 0 egy valds szam.
e Oldjuk meg a wy,...,wy,c,...,c,, W feladatot dinamikus
programozassal, ahol ¢j = [ =%~ - [2 ||, cmax = max; ¢; és adjuk vissza

ennek az eredményét.

Tehat mintha a maximalis haszni targy haszna |2 ] lenne, a tobbi haszna pedig
evvel aranyosan skilazédna (egészrészt véve).

pl. ha e = 0.01, akkor a legdragabb targy (j értéke 100n lesz, a tébbi meg ilyen ardnyban leosztva, lefelé
kerekitve. Az eredetileg fele olyan draga targy (j értéke 50n lesz, stb.
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HATI1ZSAK 1 + e-approximalhaté

A dinamikus algoritmus
A rekurziv 6sszefliggés most:
0 ha ¢ < 0;
Tli,c] = 00 ha 0=1i < ¢
min{7T[i — 1,¢],T[i — 1,c — ¢;] + w;} egyébként.
»Mekkora zsak kell legalabb, hogy az elso i targybol meglegyen legalabb ¢
haszon?”

most a masodik tengelyen érték van, a korabbi algoritmusnal sily volt
IdGigény
Ennek az algoritmusnak az id6igénye
O(poly(n,nmax ¢,log W)) = O(poly(n max clog W)). (Pszeudopolinomiilis.)
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HATI1ZSAK 1 + e-approximalhaté

de a skalazas utan ez mar polinomialis lesz!

O(poly(n max clog W))

Ha maxc = |2 |, akkor ez polinom iddigény az eredeti input méretében.
Persze nem mindig szolgaltat optimalis eredményt, az osztas utani egészrész
vételekor vesztett pontossag miatt.

De ha rogzitjiik e-t, akkor polinom id8igényii és (1 + €)-approximalé algoritmus!

az (1 + e)-szoros eltérés az optimumtdl a kerekités miatt johet be, ezt nem bizonyitjuk be, az elv a fontos

A gyakorlatban is azt szeretjiik, ha a megrendel6 tud mondani egy hibakorlatot,
amivel mar elégedett (pl. ,ha gyorsan ki tudtok szamolni egy olyan megoldast,
ami csak garantaltan 1%-kal keriil tébbe, mint az optimum, az mar nekem j6",
itt e = 0.01, van akinek kisebb € kell, van akinek nagyobb is j6). Ennek van
neve is:
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PTAS, FPTAS

PTAS

Azt mondjuk, hogy az f optimalizalasi problémara van polinomidejii
approximacioés séma, avagy PTAS, ha van olyan algoritmus, melynek f inputja
és egy € > 0 szdm a bemenete és tetszbleges rogzitett e-ra (1 + ¢)-approximald
polinomideji algoritmus.

FPTAS
Azt mondjuk, hogy az f optimalizalasi problémara van teljesen polinomidejii
approximacioés séma, avagy FPTAS, ha van ra olyan PTAS, mely tetszéleges

(z,€) inputra poly(|z|, 1) id8ben fut.

Az el8z6 didn pl. egy FPTAS-t lattunk a HATIZSAK problémaéra. J
Ha egy problémara van FPTAS, azzal tetszoleges inputra tetszbleges
pontossaggal polinomidében meg tudjuk hatarozni az optimumot. J
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FPTAS és pszeudopolinomialis algoritmusok

Ha egy egészértékil optimalizalasi probléma
1) optimuma korldtozhaté az inputméret egy polinomjaval
11) és van ra FPTAS,

akkor van ra pszeudopolinomialis algoritmus.

Otlet
1

Ha a fenti korlat n¢, akkor € = - megfelel§ valasztas lesz.

Kovetkezmény

Ha P # NP és egy, a fenti I) tulajdonsaggal rendelkezd probléma eldéntési
véltozata er6sen NP-teljes, akkor nem lehet ra FPTAS.
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A coNP osztaly

coNP = {A : A € NP} J

a co operator errdl szélt: coC-ben a C-beli problémak komplementerei vannak
Példak
ERVENYESSEG
Adott: ¢ Boole-formula
Kérdés: Ervényes-e, azaz azonosan igaz-e (?
HaMILTON-UT
Adott: G graf

Kérdés: lgaz-e, hogy G' nem tartalmaz Hamilton-utat?

Az ERVENYESSEG és HAMILTON-UT problémak coNP-ben vannak. J

ezeknél nem az ,igen” példanyokhoz van ,tand”, hanem a ,,nem” példanyokhoz , cafolat”
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NP és coNP

Egy probléma akkor van
e NP-ben, ha minden igen példanyahoz létezik polinom méretii, polinom
idében ellendrizhetd bizonyiték, és csak az igen példanyokhoz létezik ilyen
bizonyiték.
e coNP-ben, ha minden nem példanyhoz létezik polinom méretii, polinom
idében ellendrizhetd cafolat, és csak a nem példanyokhoz létezik ilyen
cafolat.

NP N coNP-ben pedig ezek szerint akkor, ha az ,igen” példanyokhoz is |étezik
tand és a ,nem"” példanyokhoz is létezik cafolat, melyeket ha valaki megad
nekiink, gyorsan tudjuk ellendrizni, hogy tényleg tani/cafolat-e (a faktorizalasra
fogunk latni ilyet).

ebbdl még nem kévetkezik, hogy determinisztikusan legyartani is konnyii lenne barmelyiket!
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Néhany tovabbi eredmény a P és NP osztalyokrol

Eddig minden NP-beli problémankrél vagy azt mutattuk meg, hogy P-ben van,
vagy azt, hogy NP-teljes.
Azonban. .. )

Tétel (Ladner, 1975)
Ha P # NP, akkor létezik olyan L € NP — P, mely nem NP-teljes.

tehat akkor van, aki NP-n ,beliil”, de P-n , kivial” lakik

az ilyen problémakat hivjdk ,NP-kdztes” (NP-intermediate, NPI) problémanak
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P és NPC kozt?

GRAF-IZOMORFIZMUS

Input: két graf.
Output: izomorfak-e?
ez a két graf pl. egy ,igen” példany

Hogy N P-beli, az vildgos: csak nemdet meg kell feleltetni egymasnak a csticsokat és ellenérizni, hogy ugyanott
mennek-e az élek, az ,igen” vélaszra egy ,éltartd bijekcié” a tant
FAKTORIZALAS(E)

Input: N, K > 0 egészek.
Output: Van-e N-nek K-nal kisebb primosztéja?

A fenti két NP-beli probléma egyikérél sem ismert, hogy P-beliek-e, sem az,

hogy NP-teljesek lennének.

mindkettérdl az az ,elfogadottabb” sejtés, hogy NPI-ben vannak
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A FAKTORIZALAS

A FAKTORIZALASra persze van pszeudopolinomiélis algoritmus (végigosztjuk
N-t K-ig a szdmokkal), tehat ha P £ NP, akkor nem lehet er6sen NP-teljes;
masfelél coNP-beli is, igy ha NP # coNP, nem lehet NP-teljes.

FAKTORIZALAS(E) € NP N coNP
Nemdeterminisztikusan generalunk legfeljebb log N darab, egyenként
legfeljebb log N-bites szamot megsejtjiik a primtényezds felbontast
Determinisztikusan ellendrizziik, hogy primszamokat generaltunk-e és hogy
a szorzatuk épp N-e, ha nem, akkor ez a szal rejectel

A primtesztelés P-ben van, azt tudjuk. Legaldbb egy szal sikeresen kigeneralja a felbontast.

FAKTORIZALAS: akkor accepteliink, ha van kéztilk K-nal kisebb szam.

e FAKTORIZALAS: akkor accepteliink, ha nincs.

itt most tehat a primtényezds felbontas egyszerre tand az ,igen” és cafolat a ,nem"” példanyokra, tudjuk,

hogy létezik, de még nem ismert ra olyan determinisztikus algoritmus, ami polinomidSben legyartja
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A co operator

A co operator monoton: ha C C C’, akkor coC C co(C’. J

Legyen C C C’' és A € coC. A co defje szerint tehat A € C. Mivel C C C’, igy
A € C'. Megint a co defje szerint A € coC’, tehat coC C coC’.

Kovetkezmény
P C NP NncoNP.

e Tudjuk, hogy P C NP.
o Az el6z6bdl akkor coP C coNP.

e Mivel P = coP (determinisztikus algoritmusoknal elég negalni a valaszt
visszatéréskor), ez azt jelenti, hogy P C coNP.

o Tehat P C NP és P C coNP, ez maga az allitas.
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A co operator

Ha f egy visszavezetés A-rél B-re, akkor f visszavezetés A-rél B-re is. J

Mivel A inputjai ugyanazok, mint A inputjai és B inputjai is megegyeznek B
inputjaival, igy f egy (tovabbra is polinomidejii, ha eredetileg az volt)
inputkonverzié A-bdl B-be.

A vilaszt is tartja, hiszen A minden I inputjara

A(I) = A(I) = B(f(I)) = B(f(I)).

Kovetkezmény

Ha A C-nehéz, akkor A coC-nehéz.

Az ERVENYESSEG és a HAMILTON-UT problémak coNP-teljesek. J
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NP és coNP

Ha C zart a visszavezetésre és A C-teljes, akkor C = coC < A € coC. J

= Ha C = coC és A C-teljes, tehat A € C, akkor nyilvan A € coC is.
< o Ha A€ coC, akkor A € C.
e Ha A C-teljes, akkor A coC-teljes. Tehat tetszéleges B € coC-re B < A.
e Mivel C zart a visszavezetésre és A € C, emiatt tetszéleges B € coC szintén

C-ben van.
e Tehat coC C C. Alkalmazva a monotonitast: cocoC C coC, de persze

cocoC = C, tehat C C coC, igy a két osztaly egyenld.

Kovetkezmény

NP = coNP < SAT € coNP < ERVENYESSEG € NP.

tehat pl. ha a kielégithetetlenségre lenne NP algoritmus, akkor NP = coNP.

(A rezoliciérél tudjuk, hogy nem NP, tdl hosszi lehet egy levezetés.)
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Determinisztikus algoritmusokkal. ..

o 3SAT eldonthet6 0(1330?)”) idoben (Makino, Tamaki, Yamamoto, 2011)
e 3-SziNEZES eldonthetd O(1.3289™) idében (Beigel, Eppstein, 2005)

e FUGGETLEN CSUCSHALMAZ eldénthetd O(1.2108™) id8ben
(Robson, 1986 — Fomin, Grandoni, Kratsch 2009)

ugyanakkor

z z - ” 3 . ” -
o FAKTORIZALAS(E) eldénthets O(c V™" ") idében valamilyen ¢

konstansra Lenstra et al, 1993. Ez mar szubexponencialis: a kitevé o(n)
2 . ” Viegn. . .
o GRAF-IZOMORFIZMUS eldonthetd Qe ") idében

Babai, 2017. Ez is szubexponencialis

Az Exponenciélis |d6hipotézis azt a sejtést fogalmazza meg, hogy a 3SAT-ot (és
sok mas NP-teljes problémat) nem lehet szubexponencialis idében megoldani.
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Eg OSZtéIYkép nehény probléméval a ,legelfogadottabb” sejtésekkel

RE

HILBERT 10. PROBLEMAJA

POST MEGFELELKEZESI PROBLEMAJA

MEGALLAS

ELSOREND( FORMULA TAUTOLOGIA-E

R

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ
3SAT

IThLET <ULUS FORMULA TAUXOLOGIA-E

FAKTORIZALAS
[ ]

GRAF-IZOMORFIZMUS

GRAF-IZOMORFIZMUS

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ
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Tarbonyolultsag

A futdsidé mellett a felhasznalt tarteriilet a masik fontos eréforras. J

Ismét igaz, hogy egy RAM-program esetében ha csak a hasznalt cellak szamat
vennénk alapul, irredlisan alacsony tarigény-fogalomhoz jutnank.

Cellanként
Egy memoériacella igénye egy adott inputon: a benne a program futasa soran
tarolt legnagyobb szam binéaris alakjanak a hossza.

(Azaz 1 + |log a], ha ez a maximalis érték a, kivéve, ha a == 0, mely esetben 1).

PLUSZ a cella cimének binaris alakjanak a hossza.

Példa

Ha a W7] regiszterben a program futésa sordn a legnagyobb érték 20, akkor
ennek a regiszternek a tarigénye 5 (a 20 = 10100 string hossza) plusz 3 (a
7 = 1115 string hossza) = 8.
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Ha egy (elviekben) végtelen sok regiszterrel rendelkezé6 RAM architektdrat
realisztikus architektdran akarunk szimulalni (pl. Javaban), akkor a nem-nulla
regiszterek tartalmat tarolnank egy HASHMAP-ben, mondjuk.

A HASHMAP pedig kulcs-érték parok halmaza: el kell tarolnunk a kulcsot is
(ami a cella cime) és az értéket is (ami a cella tartalma), ezért definidljuk igy a

tarigényt.
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Tarbonyolultsag

Tarigény egy adott inputon
A teljes program tarigénye egy adott inputon: az dsszes, a futds soran hasznalt
cella tarigényének Osszege.

A két memoriamodell

Amint egy celldt megcimez a program (direkt vagy indirekt cimzéssel, irasra
vagy olvasasra), hasznaltnak miné&siil.
Kivéve a kovetkezo esetet:

e ha a program az input regisztereket csak olvassa,
e az output regiszterekbe pedig csak ir, rdadasul stream moédban: el6szor
O[1] kap értéket, majd O[2], O]3] stb.
akkor az input és output regiszterek tarigényét nem kell bevenni a tarigénybe.

(Ez az 4n. ,offline” vagy ,lyukszalagos” eset.)
(Ez megfelel annak a memériamodellnek, mikor a hivé fél biztositja az I/O teriiletet: az inputot nem
irhatjuk 4t, az outputot pedig egy output stream formajiban kapjuk.)
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Tarbonyolultsag

A program tarigénye
A program térigénye az f(n) : N — N fuggvény, ha barmely, legfeljebb n méretii
inputon legfeljebb f(n) tarat hasznal.

A probléma tarigénye
Egy probléma eldéntheté O(f(n)) tarban, ha van 6t eldonts, O(f(n)) tarigényli
program. Ezen problémak osztalyat SPACE(f(n)) jeldli.

Példa
ELERHETOSEG eldéntheté linedris tarban:
o a szélességi keresés algoritmusa egy N-csicst graf esetén két, egyenként
legfeljebb N méretii csticshalmazt téarol (a mar elért ill. elért és kifejtett

csicsokét), ez pl. N hosszd bitvektor alkalmazasaval egy-egy regiszterben
O(N) tarban megoldhatd.

note: ezért nem lenne j6 a ,,hasznalt regiszterek szama” mint mérészam, akkor ilyenek jéonnének ki, mint pl.
,az elérhetéség megoldhatd konstans tarban”, ami nem passzol a valé vilagbeli tarigény fogalomhoz
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Alapveto kiilonbség tar és ido

A tar Gjrafelhasznalhatd! J

a linedris iddigény jonak szamitott, a linearis tarigény nem annyira:

Linearis tarban. ..

e ...eldénthetd a HAMILTON-UT probléma is: ugyanazt a teriiletet
Gjrahasznalva generaljuk a csiicsok Osszes permutacidjat

e .. .eldontheté a Tsp(E) probléma is, hasonléképp

e ...eldénthet6 a 3-SZINEZES probléma is: ugyanazt a teriiletet
Gjrahasznalva generaljuk a cslicsok Osszes 3-szinezését

Nem ismert, hogy NP és SPACE(n) kozt mi az sszefiiggés.
Csak annyit tudunk biztosan, hogy NP £ SPACE(n).

(mert NP zart a visszavezetésre, SPACE(n) pedig — I4tni fogjuk — nem az.)
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Nemdeterminisztikus tarbonyolultsag

Nemdeterminisztikus program idobonyolultsagat a leghosszabb szal hosszaként
definialtuk.

Nemdeterminisztikus program tarbonyolultsagat egy adott inputon hasonlé
moédon: a legtobb tarat hasznald szal tarigényeként definialjuk.

A nemdeterminisztikus program tarbonyolultsidga szintén akkor f(n), ha
tetszdleges, legfeljebb n méretli inputon legfeljebb f(n) tarat hasznal.

A nemdeterminisztikus programmal O(f(n)) tarban eldénthetd problémak
osztalyat NSPACE(f(n)) jeloli.
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Nemdeterminisztikus tarbonyolultsag

Példa: ELERHETOSEG € NL
function ND-ELER(GJ[1... N][1...N],s,t)
U=3S
while v # ¢ do
V= ND(l A N) v értéke nemdet. 1 és N kozti egész: egy nemdet vélasztott cslics
if G[u][v] == 0 then return FALSE

u::=v

az input egy graf és két csicsa

return TRUE
Tarigény: nemdeterminisztikus logaritmikus: O(logn).
Az inputot csak olvassa, output nincs, két munkavaltozét hasznal, amikben 1 és N kdzti szamok vannak.

Eldénti az ELERHETOSEG problémat.

(Egy tovabbi, N-ig mené ciklusszamlaléval a végtelen ciklus elkeriilhetd, tovabbra is logaritmikus tarban.)

Altalaban a ,logaritmikus tarigény”re tigy lehet érdemes gondolni, mint az olyan algoritmusokra, melyek az
inputot csak olvassak és lokalis valtozéként csak konstans sok pointert ill. szamlalét hasznalnak; a szamlalék
csak polinomig szamolnak. Mint itt is, két pointeriink van tkp a grafnak egy-egy csiicsara, u és v, meg
esetleg egy |épésszamlalonk, mely maximum N-ig fut.
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A nevesitett bonyolultsagi osztalyok

e R, RE - eldonthet6 ill. felismerheté problémak

e TIME(f(n)), NTIME(f(n)) — det/nemdet. O(f(n)) id8ben elddnthetd
problémak

e SPACE(f(n)), NSPACE(f(n)) — det/nemdet. O(f(n)) tarban elddnthetd
problémak

e P =Tivge(n*) = |J TiME(n*) — polinomid8ben eldéntheté problémak
k>0

e NP = NTIME(n"*) — nemdet. polinomidében eldénthetd problémék
o L= Spracg(logn) — logaritmikus tarban eldéntheté problémak

e NL= NSpacCE(logn) — nemdet. logtirban eldonthet8ek

e PSPACE= SPACE(n*) — polinom tarban eldénthetéek

e NPSPACE= NSpACE(n*) — nemdet. polinom tarban. ..

,\,.
e EXP = TIME(?” ) . ebbél a targybdl ez az ,,exponencialis”!

v
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Alapveto Osszefiiggések

Alapvet6 Osszefiiggések bonyolultsagi osztalyok kozt
1) TIME(f(n)) € NTIME(f(n)), SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))
11) NTIME(f(n)) € SPACE(f2(n))

1) NSPACE(f(n)) C TIME(k/ (™)

Otletek

Az i) pont vildgos: egy determinisztikus algoritmust felfoghatunk Ggy is, mint
egy nemdeterminisztikus algoritmust, mely sosem agazik el. Tar- és idéigénye
ugyanannyi marad, akar igy néziink ra, akar Ggy.
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Alapveto Osszefiiggések

NTIME(f(n)) € SPACE(f?(n))
Tehat egy f(n) idékorlatos N nemdeterminisztikus programot lehet szimulalni
f?(n) tarkorlatos determinisztikus programmal.
Feltehetjik, hogy N-nek mindig pontosan két valasztasa van megallasig, a 0. és
az 1.
A determinisztikus algoritmus:

e Futtatunk egy k szamlalét 1-tdl folfelé (ennyi lépésig szimulaljuk a

nemdeterminisztikus programot).

e k minden értékére leszimulaljuk az Gsszes k hosszii vélasztasi sorozatot (ez

2% darab):
e ha van koztiik elfogadd, elfogadjuk az inputot; taldltunk acceptet
e ha mind elutasitd, elvetjik az inputot; bejartuk az egész fat

e kiilonben noveljiik k-t és folytatjuk a ciklust. & még kisebb, mint f(n), go deeper

(Kimaradt részlet: ¢ utasitas végrehajtasa alatt egy RAM program O(t?) memériat hasznal — ez pl. ismét
annak a kévetkezménye, hogy a szorzas nem elemi miivelet, az 8sszeadds nem névelheti ,tdlzott litemben”
a valtozdk értékét. Maga az f(n) fliggvény nem biztos, hogy egyéltalan kiszamithatd, ezért nem szamoljuk
ki elére, hanem iterativan mélyiild mélységikeresiink.)

1

~
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Alapveto Osszefiiggések

NTIME(f(n)) C SPACE(f%(n)), tovabb

o A szimuldlast a tarteriilet Gjrafelhasznalasaval tessziik (feltehetjik, hogy N
offline, igy az inputot a szimulicié nem rontja el).
Ha N nem offline, akkor atirjuk: el8szér masolja 4t munkateriiletre ,,maganak” az inputot és aztan
azzal dolgozzon. A kimenetet is hasonléan munkateriileten allithatjuk el8, majd atmasoljuk. Ettdl az

idigény nagysagrendben nem romlik el.

e A k. menetben egy k hosszi bitvektorban tartjuk nyilvan az aktualis
valasztasi sorozatot, ezt noveljiik mondjuk binarisan 0-rél inditva.

e Mivel f(n) lépésben N is csak f2(n) tarat hasznal (celldnként max f(n)
tarat, lépésenként max egy Uj cellat hasznal fel), a szimulacidhoz elég
f?(n) tar; mivel k < f(n), a bitvektornak is elég f(n) tar.
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Alapveto Osszefiiggések

NSPACE(f(n)) € TIME(k/(™)

Tehat egy f(n) tarkorldtos N nemdeterminisztikus programot akarunk
determinisztikusan szimulalni.
Feltehetjik, hogy

e N offline;
o elfogadas elott kozvetlenll kinulldzza munkaregisztereit.

Nevezziik konfiguracionak a RAM program teljes leirasat a szamitas egy
pillanatdban, miutén az n hosszi (a1, ..., a,) inputon elinditjuk:

e a programszamlalé értéke: ky konstans sok lehetoség

o az osszes nemnulla munkaregiszter aktualis tartalma (¢, W[i]) parok
listajanak formajaban: O(f(n)) bit hosszi lista, 20/ (")_féle lehetéség

Osszesen k; - 20U (1) = Ef(") konfiguracié.

gyakorlatilag listdban taroljuk a (kulcs,érték) parokat a felhasznalt regiszterekre
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Alapveto Osszefiiggések

NSPACE(f(n)) € TIME(k/(™), tovabb

Az adott inputhoz tartozé konfiguracios graf: a konfiguraciok a csicsok, C1-bol
akkor vezet él Cs-be, ha N atléphet C1-bol Cs-be.

A determinisztikus algoritmus: elkészitjilk az inputhoz tartozd konfiguraciés
gréafot és azon linearis idSben megoldunk egy ELERHETOSEG problémiét a

kezd6konfiguraciobdl a (kinullazas miatt egyértelmii) elfogad6 konfiguraciéba.
(A grafot nem kell elére elkésziteniink és letarolnunk, on-the-fly is szamithatjuk.)

Az eddigiekbdl NTIME( f(n)) € TIME(k!”(™) kijén, de az er8sebb
NTIME(f(n)) C TIME(K7(™) is igaz.
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A , nevesitett” osztalyok sorrendje

L C NL C P C NP C PSPACE C EXP(C R C RE) J
LCNL (i)
NL = NSPACE(logn) C TIME(k"s™) C P (i)

itt hasznéljuk, hogy k!°8™ = plogk

PCNP (i)
NP = NTIME(n*) C SPACE(n*) = PSPACE (i)
PSPACE = SPACE(n*) C TIME(2"") = EXP (i)

hatvanyozas-azonossag, igy mar latszik, hogy polinom

A kozponti kérdés, hogy P = NP vagy sem, de a fentiek koziil egyiket se

tudjuk, hogy egyenloség-e!
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A hierarchia tételek

Megengedett fiiggvények

Az f: N — N monoton novo6 fliggvény megengedett, ha |étezik olyan program,
ami az 1" — 17" fiiggvényt szamitja ki O(f(n)) tarban és O(n + f(n))
idoben.

Azaz n darab egyesbdl f(n) darab egyest készit, kézben nem hasznél indokolatlanul sok térat, sem idét. A
polinomok, exp, log fiiggvények stb. amik ,realisztikusan” el8jonnek tar/id8igényként, mind ilyenek
Id6hierarchia tétel

Ha f(n) > n megengedett figgvény és g(n) = o(f(n)), akkor
TIME(g(n)) ¢ TIME(f(n)).
Emiatt pl. P # EXP. ,sokkal t3bb id8 t&bb mindenre elég”

Tarhierarchia tétel

Ha f(n) > logn megengedett flggvény és g(n) = o(f(n)), akkor
SPACE(g(n)) € SPACE(f(n)).

Emiatt p|. L 7é PSPACE. ,sokkal tobb tar tobb mindenre elég”
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Osztalykép

IVAN SZABOLCS

(ORIZALAS

BONYOLULTSAGELMELET

coNL, NPSPACE,
coNPSPACE okkal
nincsenek a képen, ezt
nemsokara latni fogjuk, hogy
miért

ELERHETOSEG és
HALOZAT-KIERTEKELES helye
pontosodni fog nemsokara

GRAF-IZOMORFIZMUS és
FAKTORIZALAS helyét ennél
pontosabban nem tudjuk

a hierarchia tételek miatt pl.
P # EXP és

L # PSPACE

hamarosan lesznek

problémaink az NP és R
kozti részen is

177 / 223




Savitch tétele

A most kovetkez6 részben tarhatékonyan prébalunk megoldani problémakat. )

Egy algoritmus
Elemezziik az alabbi algoritmust!

Input: irdnyitott graf, mondjuk G[1..N][1..N] szomszédsagi matrixaval
Output: 7

function F(z,y, d)
if d == 0 then return ((x ==y) OR G|z] [y])
forz=1...N do
if <F(a:, z,d —1) AND F(z,y,d — 1)) then return TRUE

return FALSE
return r(1, N, [log N);

ez egy fuggvénydeklaracid

ez a main call
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Savitch tétele

A fiiggvény
Az f(z,y,d) hivas pontosan akkor ad TRUE-t, ha a G grafban van z-bdl y-ba
legfeljebb 24 hosszii (t.

o d == 0: legfeljebb egy hosszi ut, vagyis © == y vagy van él z-bdl y-ba;

e d > 0: ha van 2-bdl y-ba egy legfeljebb 2¢ hosszii (t, akkor ennek
felezépontjaba, z-be van z-bdl egy legfeljebb 291 hosszi (it és z-bdl y-ba
is, ez akkor teljesil, ha f(x,z,d—1) és f(z,y,d—1) is TRUE-val tér vissza.

A belépési pont

Az f(1, N, [log N) hivéas tehat akkor ad TRUE-t, ha van legfeljebb

2Moe NT > N hosszii (it 1-bél N-be, vagyis egy a kéd egy (determinisztikus)
algoritmus az ELERHETOSEG problémara.
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Savitch tétele

Tarigény
o Az f flggvény egy példanyanak tarigénye O(logn), hisz csak az z, y, d, z
valtozokat deklaralja, mindegyik 0... N kozti értéket vesz fel;
e a hivasi verem mélysége [log N1 = O(logn), legfeljebb ennyi példanya van

egyszerre f-nek a memoriaban
mert d értéke mindig csokken eggyel a rekurziv hivasoknal

tehét a teljes tarigény O(log? n).

Ezzel beldttuk Savitch tételét: )

Savitch tétele

ELERHETOSEG € SPACE(log? n).
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Savitch tétele

Kovetkezmény

NSPACE(f(n)) S SPACE(f*(n)).

Otlet
Az ELERHETOSEG problémat a nemdeterminisztikus program konfiguraciés
grafjan oldjuk meg.
e Egy O(f(n)) tarkorltos (nemdeterminisztikus, offline) programnak egy n
méretii inputon elinditva k/(") konfiguraciéja lehet.
o A konfiguraciés graf tehat ennyi csiicst: ezen futtatva a Savitch

algoritmust a tarigény:
log®(kT™) = (O(f(n)) -logk)® = O((f(n))*).
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Savitch tétele

Kovetkezmény ’

PSPACE = NPSPACE.

ezért nem volt ott az el6z6 osztilyképen NPSPACE kiilon

Hiszen polinom négyzete is polinom, igy pl. egy n® tarigényii
nemdeterminisztikus algoritmust O((n3)?) = O(nS) térigényii
determinisztikussal tudunk szimulalni, ami még mindig polinom tar.

Kovetkezmény

NL # PSPACE.

Hiszen NL C SPACE(log® n) C SPACE(n) Savitch tétele és a tarhierarchia
tétel szerint.
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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Most alulrdl felfelé haladva felépitiink egy 6sszetett nemdeterminisztikus

algoritmust.

A cél: nemdeterminisztikus algoritmus eredményét szeretnénk komplementalni. Ez nem megy siman
ACCEPT/REJECT cserével, mert a ,vegyes vélasz” tovabbra is az marad, igy tovabbra is elfogadnank, amit
el kéne utasitanunk.

Egy nemdeterminisztikus algoritmus

Input: graf, G[1...N][1...N] szomszédsagi matrixaval.

function U(s, t,d) pont mint az elss NIL | ® A fliggvény visszaadhat
i:=s; algoritmusunk, csak megkapja d-t is ACCEPT-et, ha s-b8l ¢ d
while d > 0 do [épésen beliil elérhetd.
if ¢ ==t then return ACCEPT o Egyébként mindenképp
j :=nd(N); REJECT-et ad vissza.
if NOT G[i][j] then return REJECT | o Tarigény: O(logn).
1= J:
d:=d-—1;

<
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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Egy nemdeterminisztikus algoritmust hivé algoritmus

Input: graf, G[1...N][1... N] szomszédsagi méatrixaval.

function T-IN-SK(s, ¢, prev, k) e Ha prev az s-bél
check := 0; legfeljebb k — 1 1épésben
foru ;= 1...N do elérhetd csticsok szdma,
if UT(s,u,k — 1) then akkor:
check := check + 1; e ha s-bdl ¢ legfeljebb k
if G[u][t] then return AcCEPT lépésben elérhetd, akkor
if check == prev then return REJECT az eredmény ACCEPT
Turow ERROR; vagy ERROR, lehet
< ACCEPT;
elészdr érdemes a check valtozé nélkiil megérteni a kédot, mintha
ott se lenne ’ e ha nem, akkor az
2 Ctncn = or I e e 3x U s T eredmény REJECT vagy
de ha minden ilyet megtalalt és egyikb&l se lehet t-be jutni, akkor ERROR, lehet REJECT.

tényleg nem lehet k Iépésben t-be jutni

e Logaritmikus tarban.
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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Ez lesz az algoritmus, amit szerettiink volna: J
Egy nd algoritmust hivé algoritmust hivé algoritmus
Input: graf, G[1...N][1... N] szomszédsagi matrixaval és s csiicsa.
prev = 1; e Az algoritmus visszaadja az
fork := 1...N do 5-bol elérhetd csticsok szamat,
current = 0; vagy ERROR-t dob; van,
fort := 1...N do mikor a szdmot adja vissza.
if T-IN-SK(s, t, prev, k) then ERROR-t még a T-IN-sK fiiggvény
current := current + 1; dobhatott, ez azt tovabb dobja mint egy
prev = current; kivételt
return prev; | Mindezt logaritmikus tarban.
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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Belattuk az Immerman-Szelepcsényi tételt: )

Az Immerman-Szelepcsényi tétel
Van olyan nemdeterminisztikus algoritmus, mely logaritmikus tarban kiszamitja
az input graf megadott cslicsabdl elérhetd csiicsok szamat.

Nemdeterminisztikus fliggvénykiszamitas jelentése: minden szalon vagy a helyes
eredményt adja vissza, vagy REJECT-et; tovabba van olyan szal, mikor a helyes

eredményt.

a FAKTORIZALAS probléma megoldasanal is valami ilyesmit csinaltunk: nemdeterminisztikusan generltuk a

primtényezés felbontast, és ha nem sikerlilt, rejecteltiink.
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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

A tétel megint akkor lesz igazan hasznos, ha a konfiguraciés grafra aIkaImazzuk.J

Kovetkezmény
NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)).

Otlet

A konfiguraciés grafban el6szér nd kiszamitjuk az elérhetd konfiguracidk szamat,
aztan ciklusban mindet nemdeterminisztikusan megprébaljuk elérni, szamoljuk,
hogy mennyit sikertilt. Ha annyit értiink el, amennyi csak elérhet6 és egyik sem
elfogadd, akkor ACCEPT, kiillénben REJECT.

Kovetkezmény
NL = coNL.

na coNL meg ezért nem szerepelt az osztalyképen
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A logaritmikus tarban vald visszavezetés

A polinomidejli visszavezetésre nézve P minden nemtriviélis eleme , P-teljes".
mert ami eréforrast az input konvertalasara hasznalhatnank, az mar arra is elég, hogy megoldjuk a problémat
Bevezetiink egy (formailag) ,, gyengébb” visszavezetést, melyet a P osztalyon
belil alkalmazunk problémak egymashoz viszonyitott nehézségének definialasara.

mert hat az azért mégsincs rendben, hogy 8ket mind egyforma nehéznek vessziik
v

Az f figgvény az A eldontési problémanak a B eldontési problémara valé
logaritmikus tarigényl (,logtéras") visszavezetése, ha

o f kiszamithatd logaritmikus tarban és

o tetszbleges I inputra A(I) = B(f(1)).

logtarban kiszdmithatd, valasztarté inputkonverzié
v

Ha létezik A-nak B-re vald logaritmikus tarigényii visszavezetése, annak jele
A <, B: A logtarban visszavezethet6 B-re.
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A logtaras visszavezetés

Logaritmikus tarigényli (tehat mindenképp offline) algoritmusnak legfeljebb
200 1) 3737 polinom sok konfiguraciéja lehet adott input esetén; mivel a
visszavezetés nem eshet végtelen ciklusba, igy polinomidoben meg is kell alljon.

Vagyis ha A <, B, akkor A <p B is. )

Nem ismert, hogy <, és <p egybeesnek-e. ..
...haigen, akkor L = P, hiszen akkor

e P minden eleme visszavezethet6 P minden nemtrivialis elemére
polinomiddben,

o akkor logtarban is a feltevés szerint,
e van L-ben is nemtrividlis probléma,

e igy ez az L-beli probléma P-teljes lesz a logtaras visszavezetésre,

e ami miatt L = P igaz lesz

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 189 / 223



Nehézség, teljesség

Legyen C problémak egy osztalya. Az A probléma C-nehéz a logtaras
visszavezetésre nézve, ha minden C-beli probléma logtarban visszavezetheto
A-ra.

Ha még A € C is, akkor A egy C-teljes probléma a logtéras visszavezetésre

nézve.

Nem ismert, hogy a logtaras visszavezetésre nézve NP-teljes problémak

ugyanazok-e, mint a polinomidejli visszavezetésre nézve NP-teljesek.

A SAT egy NP-teljes probléma a logtaras visszavezetésre nézve is; az dsszes hatékony visszavezetés, melyet
eddig lattunk, egyben logtaras is volt, implementalhatéak voltak konstans sok pointer / polinomig szamlalé
intek hasznalataval.
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A logtaras visszavezetés tranzitivitasa

A logtarban val6 visszavezethet6ség tranzitiv: ha f az A-nak B-re, g pedig a
B-nek C-re val6 logtaras visszavezetése, akkor az f o g 6sszetett fiiggvény az
A-nak C-re valé logtaras visszavezetése.

Ez miért is nem nyilvanval6?

A gond

Legyen My az f-et, M, pedig a g-t kiszamité program.

Az nyilvan igaz, hogy I € A & f(I) e B & g(f(I)) € C.

Csakhogy ha M (I)-t munkaregiszterekbe irjuk, sokkal hosszabb lehet, mint
log(|1])!

azaz, az elsd visszavezetés outputjat nem tudjuk eltarolni O(logn) tarban.
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A visszavezetés tranzitivitasa

A triikk
Nem tdroljuk el M teljes outputjat, csak a legutolséként irt output regiszter
sorszamat és a belekeriilt értéket.

e ]I JIITTT]]]

(feg)@ [ [T TTTITTTTT]

M y-nek sziiksége van egy nagyobb sorszamu regiszter tartalmara: folytatjuk M

szimulalasat.
M g-nek sziiksége van egy kisebb sorszamu regiszter tartalmara: el6lrél kezdjiik

My szimulalasat.

Itt pl. fontos, hogy az offline programok az outputra stream médban irnak.
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P-teljesség, NL-teljesség

Korabban lattuk, hogy P (igy NL) barmely két nemtrivialis problémaja
hatékonyan visszavezethetd egymasra, igy a polinomidejli visszavezetésre nézve
ezen osztalyokon belil a ,teljesség” fogalma értelmetlenné valik.

Azt mondjuk, hogy egy probléma NL /P-teljes/nehéz, ha a logtaras

visszavezetésre nézve az.

A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-teljes. |

jegyzetben ez is benne, ha kivancsi vagy ra

Mivel NL C P és ELERHETOSEG € NL, ezért ez azt is mondja, hogy az
ELERHETOSEG konnyebb, mint a HALOZAT-KIERTEKELES (ha NL # P).

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 193 / 223



Az ELERHETOSEG probléma NL-teljessége

Az ELERHETOSEG probléma NL-teljes. |

Otlet

Azt mér lattuk, hogy ELERHETOSEG € NL.
Az NL-nehézséghez mint kordbban, az elérhet6ségi modszert alkalmazzuk: egy
nemdeterminisztikus, O(logn) tarkorlatos gép konfiguricids grafjdban megoldva

az elérhetéségi problémat a kezddkonfiguraciétdl az elfogadodig, készen vagyunk.
(hiszen egy ilyennek k©1°8™) csiicsa van, annak a logaritmusa O(log n) lesz.

Az ELERHETETLENSEG probléma NL-teljes. J

Hiszen az Immerman-Szelepcsényi tétel szerint NL = coNL. J
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Logaritmikus tar

A 2SAT probléma NL-teljes.

Otlet
Azt mar tudjuk, hogy 2SAT € NL: vegyitk a 2SATot megoldd algoritmust.
o A G(ip) graf elkészithetd logaritmikus tarban.

o QOlyan x valtozét, melybdl -z elérhet6 és viszont, nemdeterminisztikusan
logtarban tudunk keresni, ha van.
o A két algoritmust a tranzitivitdsban megismert médszerrel

Osszekomponalva egy nemdet logtaras algoritmust kapunk.

Az NL-nehézséghez az ELERHETETLENSEG <, 2SAT visszavezetést mutatjuk
meg.
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Logaritmikus tar

Tekintsiik az ELERHETETLENSEG egy példanyat.

Minden csticshoz rendeljiink egy = valtozot.

A 2SAT azon @ példanyat készitjiik el, mely az dsszes —x V y klézokbdl all, ahol
(x,y) él, tovabba az s és —t egységklzokbdl, ahol s a kezd8cstics és t a cél.
Igy ¢ kielégithetd < s-b8l nem érhetd el t.

Példa
Legyen az ELERHETETLENSEG inputja az alabbi graf:

®\'@\' a ez egy ,igen" példany, hiszen 1-bél 4 elérhetetlen.

Akkor a visszavezetés a kovetkezd 2CNF-et késziti el:
(mx1 Vxe) A (mx2Vas) A (mzsVa) A (mzgVas) A zp A —ay.

Ami kielégithet6 az x1 = o = 3 = 1, x4 = 0 értékadassal.
(Ha s-bé&l t nem érhetd el, akkor egy kielégitd értékadas: az s-bél elérhetd csiicsokat allitjuk igazra — azokat
muszaj is —, a tébbit hamisra — ¢-t muszaj is.)

Emiatt a 2SAT komplementere is NL-teljes.
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Osztalykép

RE

HILBERT 10. PROBLEMAJA .
TELETKALKULUS FORMUDY_ TAUTOLOG

POST MEGFELELKEZESI PROBLEMAJA

MEGALLAS

ELSOREND( FORMULA TAUTOLOGIA-E § AT-KIERTEKELE;

RAT-KIELEGITHETOSEG
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A polinomialis tar

QSAT “quantified SAT”, kvantoros szat
Adott: egy Jz1Vrs ... Qnrm,p alakd kvantifikalt itéletlogikai formula Ggy, hogy
a magja, ¢ konjunktiv norméalalakl kvantormentes formula, melyben legfeljebb
csak az x1, ..., xy, valtozdk fordulnak eld.

Kérdés: |gaz-e az adott formula?

e A kvantorokrdl feltehetjilk, hogy alternadlnak: 3 és V felvaltva jonnek.

ha pl két 3 jonne egymas utan, betehetiink kozéjik egy Vy (j valtozét, a formula értéke nem valtozik

o Azt is feltehetjiik, hogy az els6 kvantor 3.

hasonléan, ha Va1-gyel kezdédik a formula, betehetiink elé egy Jz¢ 0] valtozét

e Fontos: itt az z; valtozdk logikai valtozok, értékiik igaz/hamis lehet! (nem

pedig elsérendi logika)
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QSAT példa

Példa

Jz Vy((zVy) A (-zV-y))

Ez a példany egy ,nem” példany, mert a formula hamis: = 0 esetén y = 0,
x = 1 esetén pedig y = 1 valasztdsa mellett hamis lesz a formula magja.

Példa

Jz Vy Iz Vw((-zVzVw) A (yV-z) A (zV-yVz))

Hogyan értékeliink ki egy ilyen formulat?
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A hosszabb példa

Mivel igazsagértékekrol van szd, a , létezik"-kel kvantalt x; valtozéknal pl. egy
lehetdség kiprébalni az x; = 0 és az x; = 1 értékadasokat is, behelyettesiteni a
konstansokat, egyszeriisiteni a formulat és hivni rekurzivan, ha valamelyik a
ketto koziil igaz lesz, akkor a formula értéke igaz, kilonben hamis.

A ,barmely"” kvantorral ellatott valtozéknal pedig akkor lesz igaz, ha mindkettd
igaz lesz.

Jz Vy Iz Vw((nzVzVw) A (yV-z) A (zV-yVz))

x = O-ra az egyszer{isitett formula Vy 3z Vw((y V=z) A (myV z))

z = 1-re pedig Vy 3z Vw((z Vw) A (yV —\z))

Ha a két formula kéziil barmelyik igaz, akkor az eredeti is az.

Az elsd formula Vy 3z Vw((y V=z) A (myV z))

Ez y = 0 valasztassal 3z Yw (ﬁz) lesz (ez a formula igaz: z = 0 j6 lesz),

y = 1 valasztassal pedig IzVw (z), ami szintén igaz, z = 1 vélasztassal.

Tehat a Vy 3z Vw((y V —2z) A (myV z)) formula mindkét lehetséges y vélasztas mellett igaz, igy 8 is
igaz; ezért az eredeti formulank is igaz, hiszen az egzisztencialisan kvantalt z-nek van legaldbb egy
valasztasa (az x = 0), ami igazza teszi a formulat.
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QSAT < PSPACE

A QSAT probléma PSPACE-ben van. J

Algoritmus hasonlit a DPLL-re, csak nem mindig vagyolunk a csiicspontokban
Input: F'= Q121 ... Qnmzmp alakid zart formula.
Output: a formula értéke.
function QSAT(F)
if == 3dzF’ then
return QSAT(F'[z/0]) or QSAT(F'[z/1])
else if F == VzF’ then
return QSAT(F’[z/0]) and QSAT(F'[z/1])
else
return EVAL(F)

Ez az algoritmus O(n?) tarban kiszadmitja a formula értékét (ahol EVAL a

véaltozémentes formulat polinom idében és linearis tarban kiértékeld fliggvény).
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QSAT

A probléma akkor is PSPACE-ben van (az algoritmus kdnnyen médosithatd),

ha

 tetszOleges kvantormentes Boole-formula.

a végén barmilyen formulat ki tudunk értékelni linearis idében és tarban, nem baj ha nem CNF

a kvantorok nem feltétleniil valtakoznak.

az algoritmus nem is foglalkozott vele, hogy valtakoznak-e

p-ben az x1, ..., x,, valtozdkon kiviil egyéb valtozdk is eléfordulnak, és azt
kérdezzik, kielégitheté-e az egész formula.

ehhez csak 3 kvantorral kell kétni a formula legelején a szabad valtozékat
a formula nem feltétleniil prenex alakd.

tobb if kell annak fiiggvényében, hogy a kiilsé jel milyen konnektiva

azt kérdezziik, hogy a formula hamis-e.

a végs6 valaszt kell csak negalni, ez egy determinisztikus algoritmus
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QSAT

Amiért a kotottebb alakd inputtal definidljuk a QSATot, az azért van, mert
mar ez a specialis forma is pont olyan nehéz, mint az altalanos alak:

A QSAT probléma PSPACE-teljes.

és innentdl mas PSPACE-nehézséghez elég a QSAT spéci formulait konvertdlni az aktudlis probléma

inputjaba, ezért j6 a specialis alak, ugyanlgy, ahogy a SAT esetében a 3SAT volt

Ennek a bizonyitdsahoz megint az elérhetoségi mddszert fogjuk hasznalni, kicsit
masképp:

vesziink egy polinom tarkorlatos programot
annak pedig a konfiguracids grafjat egy n méretii I inputon

és felirunk egy formulat, ami pont akkor lesz igaz, ha ebben a grafban a
kezddékonfiguraciobdl van Gt az elfgadé konfiguracidba

a nehézséget az fogja okozni, hogy ez az egész konstrukcié beleférjen a
polinomiddbe
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QSAT PSPACE-teljes

Otlet

o Egy tetszéleges n” tarkorlatos M programhoz és x inputjahoz konstrualunk
egy ¢ formulat, mely pontosan akkor igaz, ha M elfogadja z-et.

e Egy konfiguraciét n* darab binaris valtozéval kédolunk.

ennyi elég hozza, mert errl szdl a tarigény

o Logikai valtozék n* hosszi vektorat az x, y stb. fogjak jeldIni, pl.
x = (z1,29,...,2,x). Felfoghatjuk gy, hogy x értéke egy konfiguraci6
lesz.

e Minden ¢ > 0 egészre készitiink egy ¢¢(x,y) formulat.

ez a jel6lés azt takarta, hogy yi-ben a szabad valtozék x és y lesznek, amit felfoghatunk gy is, hogy

2 - n” darab szabad logikai valtozdja lesz, vagy Ggy is, hogy két szabad konfiguracié-valtozdja lesz.
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QSAT PSPACE-teljes

Otlet

o A p(x,y) formula akkor lesz igaz, ha az @ konfiguraciébdl el lehet jutni az
y konfiguréciéba legfeljebb 2! lépésben.
Savitch-tétel PTSD
e Ha x( jeldli a kezd6- és y,  cppr aZ elfogadd konfiguraciot, akkor ezek
szerint a formula, melyet a visszavezetéssel le akarunk gyartani, a
Pk (To, yACCEPT)'
hiszen n* hossz bitvektorbdl csak Q"k van, igy a graf ennyi csiicsi, tehat ennyi Iépésben eljutunk a

kezdbcslicsbdl az elfogaddba, ha egyaltalan el lehet.

o A po(x,y) formula pl. akkor kell igaz legyen, ha az x konfiguraciébdl vagy
egy lépésben eljutunk az y konfiguracidba, vagy © = y.
Ennek megadasatdl itt most eltekintiink, de felirhatd egy polinom hosszi
kvantifikalt formulaval.
mert t = 0-nal a lépéskorlat 2° = 1
j6 hosszi vagyolas, annak fliggvényében, hogy hanyadik utasitast hajtjuk végre x-ben, mindre felirva,

hogy melyik regiszter (max egy) tartalma hogyan kéne valtozzon
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QSAT PSPACE-teljes

pr+1(z,y)
A Savitch-tételben latottal analég médon akkor jutunk el -bdl y-ba max 2+1
|épésben, ha van olyan z konfiguracié, ami ,féliton” van, mindkett6tdl
legfeljebb 2¢ Iépésre, amit épp ;-vel irtunk fel, igy a kézenfekvének tiind
megoldas:

Hz(@t(wv z) A Qot(zv y))’

de ez tul hosszi!

Ez igy egy exponencidlis hosszd formula, hiszen ¢;41-hez felirjuk ¢;-t
lényegében kétszer, igy ¢ minden névelésekor duplazédik a hossza = a nekiink
kellé t = n*. formula hossza mar 27" lenne, ez nem fér bele a visszavezetés

idokorlatjaba, hogy legyartsuk.
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QSAT PSPACE-teljes

P41 (ZD, y)
Ehelyett:

EIsz’Vy’(((w' =zANy =2)V(@' =zAy =y)) > cpt(m',y')).
ahol @ =b az (a1 <> b1) A ... A (a,r <> b,x) formula réviditése.
Hiszen ez a formula mit mond: van olyan z konfiguracié (ez tovabbra is a
félaton 1évo lesz), hogy barhogy is valasztunk két konfiguraciot, o’-t és y’'-t,

e haax! =x ésy =z, akkor p;(x’,y') igaz — azaz: ¢i(x, z) igaz;

e ha pedig ¢’ = z és y' =y, akkor is (2, y’) igaz — azaz: pi(z,y) igaz.
Ez pont ugyanazt allitja, mint az el6z6 félidan a formula! Viszont nem irjuk le benne kétszer y;-t, hanem
van 3 - n® kvantélas az elején (konfiguraciénként nk) aztan az implikacié bal oldalan egy kb. 8 - n” hosszii
feltétel (az egyenl8ségek), és a jobb oldalan ¢, de csak egyszer.

Tehat ;1 csak 11 - n*-val hosszabb, mint ¢, és ezért ¢, csak
nF . 11-n* =11 - n?*-val lesz hosszabb, mint az alapbél is polinom hossz(i ¢!

Ez a konverzié mar megvalésithaté polinomiddben.
A formula magja CNF-re is kdnnyen hozhaté pl. a HALOZAT-KIELEGITHETOSEG < SAT visszavezetés
médszerével.
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QSAT faként

A QSAT-ot kiértékeld algoritmus rekurziv hivasait faként is tudjuk
reprezentalni:

Jz Vy Iz Vw((mzVzVw) A (yV-z) A (zV-yVz))

a példa kiértékelésekor csak a szines (z6ld igaz lett, piros hamis) csiicsokat értékeltiik ki, a tdbbit nem kellett
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QSAT faként

Az el6z6 félia faja egy, mestintbdl ismert minimax jatékfa volt:

két jatékos jatszik egymas ellen
az egyik a V cslicsok, azaz az 3 valtozok értékét mondja meg,
a masik a A cstcsok, azaz az V valtozék értékét mondja meg,

olyan sorrendben adjak meg a valtozdik értékét, ahogy azok a formulaban
deklaralva voltak,

a levelekben a jaték értéke attdl fuggden O vagy 1, hogy a legyartott
értékadas mellett a formula magja hamis vagy igaz,

mivel a biteken a vagyolas a maximumot, az éselés a minimumot adja
vissza, igy ez pontosan egy minimax jaték

az 3 jatékos célja (aki az elsd) igazza tenni a formulat, a V jatékos célja
pedig hamissa tenni.

A QSAT-ot ezért felfoghatjuk mint kétszemélyes jatékot, és az ,igaz-e a formula”-nak megfelel kérdés
azza valik, hogy ,igaz-e, hogy az elsd jatékosnak van nyerd stratégiaja?”
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Egy masik kétszemélyes jaték, ovodabol ismerjiik

FOLDRAJZI JATEK
Input: G = (V, E) irdnyitott graf, az egyik csicsa kezddcsiicsnak kijeldlve.
Output: Az I. jatékos nyer-e az alibbi jatékban?

o Az 1. jatékos kezd, ratesz egy babut a kezd6cstcsra.

e Minden Iépésben minden jatékosnak egy olyan csticsba kell attolnia a
babut, melyen még nem jartak és melyre egy élen keresztiil at tud Iépni.

o [Egy jatékos veszit, ha nem tud lépni.

Ez a jaték annak az ismert jatéknak a matematikai altalanositasa, mikor az
egyik 6vodas megnevezi Szegedet, majd rendre egy olyan még nem szerepelt

varost kell mondani, melynek kezddbetiije az el6z6leg megnevezett varos utolsé
betlije (pl. Debrecen, majd jéhet Nagybajom, stb)
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FOLDRAJZI JATEK

A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-ben van. |

Otlet
e A |épések szaméara van egy polinom felsé korlat. most pl. a G csiicsainak szdma
o Létezik olyan polinom tarigényli algoritmus, mely adott allasra legyartja az
allas rakovetkezoit, vagy ha ilyen nincs, kiszdmitja, hogy melyik jatékos
nyert.
Minden ilyen kétszemélyes jaték PSPACE-ben van:
e Polinom tarban elkészitjiik az adott jaték fajat.
o Meélységgel aranyos tarral kiértékeljik a jatékfat.
Hasonléan a QSAT-nél latott (gyorsitott) rekurziv kiértékelésre, az egész fat
nem gyartjuk le elére, hanem on-demand szamitjuk ki a cslcsait és toroljik a

memériabol, amiket mar elhagyunk, ezért lehet mélységgel aranyos tarban
kiszamitani.
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FOLDRAJZI JATEK

A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-teljes. J

Otlet
Visszavezetjitk rd a QSAT-ot. Tehat: egy Jz1Vaodxs ... Ve, @ alaki
formulabdl kell késziteniink egy grafot egy kezdbcsiicesal gy, hogy

e ha a formula igaz, vagyis ha a 3 jatékosnak van nyerd stratégidja a QSAT
jatékban, akkor a készitett FOLDRAJZI JATEK példanyban az elsé
jatékosnak legyen;

e ha pedig a V jatékosnak van nyeré stratégiaja, akkor a masodik nyerje a

foldrajzit.
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FOLDRAJZI JATEK

A konstrukcié

e Minden valtozéhoz elkészitjiik az alabbi gadgetet és ezeket lancba kotjiik:

H<>

o Amelyik jatékos az eldgazashoz ér, az valaszthat, hogy le vagy fel hizza a
babut; ez megfelel a kérdéses valtozé O-ra vagy 1-re allitasanak.

o Ezt kovetben a masik jatékosnak nincs mas valasztdsa, mint behlzni a
babut a gadget jobb szélére, mely a kovetkezd valtozé-gadget (ha van) bal
oldala lesz; ott az elobb valaszté jatékos van arra kényszeritve, hogy jobbra
htzzon és most a masik jatékos valaszt oldalt, azaz értéket.

o Felvesziink tovabba klézonként még egy (ij csticsot és az utolsé gadget jobb
oldaldbdl éleket hizunk ezekbe.

e Tovabb3a, a kléz-csiicsokbdl visszafelé hizunk éleket az értékvalasztd
gadgetekbe: ha z szerepel benne, akkor az x gadget alsé csiicsaba, ha -z,
akkor a felsobe.
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FOLDRAJZI JATEK

Nézziik meg ezt a szokasos példankon. )

Jz Vy Iz Vw((-mzVzVw) A (yV=-z) A (zV-yVz))

e

az élek nem szinesek, csak atlathatésag végett kékek a klézokbdl visszainduldk
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FOLDRAJZI JATEK

e A jaték sordn a jatékosok el6szor végighaladnak az értékvalaszté gadgeteken, ugyandgy valtakozva
valasztva fel- illetve lefelé iranyt, mint ahogy az eredeti QSAT jatékban felvaltva adnanak értéket a
valtozéknak

o Feltevés szerint paros sok kvantor van (ha nem, beszdrunk egyet) és V az utolsd, igy utoljdra V vélaszt
e Ezutdn 3 behizza az utolsé gadget jobb szélére a babut

e Most V vélaszt egy klézt. Ha a QSAT jatékben volt nyerd stratégidja és aszerint jatszott itt is, akkor
most a formula hamis, tehat az egyik kl6z hamis. Ekkor ide hiizza a babut.

e Ha V egy hamis klézba hizza a babut, akkor 3 vesztett: a klézbdl kifelé haladé élek Ssszes
végpontjan jartunk mar (pl. ha —x szerepel a klézban, és hamis lett, akkor z = 1, azaz felfelé haladt
a babu az x gadgetben, és a kl6zbdl is féntre vezet az él).

e Ha viszont V egy igaz értékii klézba hizza a babut, akkor 3 nyer: ez a kléz tartalmaz egy igaz
literalt, az annak megfelel$ élen 3 vissza tud szokni a gadgetba, de onnan V mar nem tudja tovabb
hdzni, mert a gadget végpontjdban mar biztosan jartak.

Tehat: a QSAT jatékban pontosan akkor van nyerd stratégidja az 3 jatékosnak, ha ebben a generalt
FOLDRAJZI JATEK példanyban az elsd jatékosnak, igy ez egy korrekt visszavezetés és FOLDRAJZI JATEK
tényleg PSPACE-teljes.
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Tovabbi PSPACE-teljeS problémék csak mutatéba

HELYBEN ELFOGADAS

Adott: M determinisztikus program és x bemend sz6.
Kérdés: Elfogadja-e M az z-et legfeljebb |x| tarban?

REGULARIS KIFEJEZESEK EKVIVALENCIAJA
Adott: Két regularis kifejezés.
Kérdés: Ugyanazt a nyelvet jelolik-e?

VEGES AUTOMATAK EKVIVALENCIAJA
Adott: M, és Mo véges nemdeterminisztikus automatak.
Kérdés: My és My ekvivalensek-e?

A fenti harom probléma mind PSPACE-teljes. J
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PSPACE és a kétszemélyes jatékok

Lattuk, hogy két PSPA CE-teljes probléma, a QSAT is és a
FOLDRAJZI JATEK is felfoghat6 volt mint kétszemélyes jaték. Ez nem véletlen:

Egy probléma pontosan akkor van PSPACE-ben, ha definidlhaté hozza egy
kompetitiv kétszemélyes jaték az alabbi tulajdonsagokkal:

o Mindkét jatékos teljesen ismeri a jaték allasat (konfiguracidjat);
teljes informéciés”, nincsenek ,rejtett lapok”
o A jaték polinom sok |épésben garantaltan véget ér;
o A jaték egy-egy allasa elfér polinom tarban;
o Minden allasban egyértelmii, hogy melyik jatékos kovetkezik és polinom
tarban meg lehet konstrualni az egyes rakovetkezo allasokat;

o Az els6 jatékosnak van nyerd stratégidja az ,igen” példanyokon, a
masodiknak a ,,nem” példanyokon.

ilyet definidltunk a QSAT-hoz is, de ezek szerint van ilyen jaték pl arra is, hogy két regularis kifejezés
ekvivalens-e
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Tovabbi kozismert PSPA

Nagyon sok ,,addiktiv" vagy ,népszer(i” kétszemélyes jatékot épp azért nehéz
»JOl" jatszani, mert PSPACE-teljesek, mint pl. az aldbbiak is:

e GO: input egy gb allas, melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?

e HEX: input egy hex allas, melyik jatékosnak van nyeré stratégiaja?
e REVERSIL input egy reversi allas. ..

e DAMA: input egy ddmaélls. ..

o AMOBA: egy amdbaillas. ..

e SOKOBAN: megoldhaté-e az input Sokoban feladvany? (egyszemélyes!)

és mivel NL # PSPACE, ezért nem lehet visszavezetni az ELERHETOSEGre, most mér tudjuk
e RUSH HOUR: megoldhaté-e az input Rush Hour feladvany?

e ELETJATEK: kipusztul-e minden cella egy adott kezd84llasbél elinditva

valahany [épésben? (,nulla személyes”!)
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Tal a PSPACE Osztélyon néhany fun fact még nehezebb problémakrol

EXP = TIME(2"")
NEXP = NTIME(2"")

Vilagos, hogy EXP C NEXP és tudjuk, hogy PSPACE C EXP.
Nem ismert, hogy az EXP és NEXP osztalyok megegyeznek-e. J

a P vs. NP vs. coNP kérdések allasa nagyon hasonlit az EXP vs. NEXP vs. coNEXP kérdések

allasdhoz, és nem is fliggetlenek egymastdl:

Ha P = NP, akkor EXP = NEXP. J
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Nehéz kozismert problémak. ..

EXP-teljes az. ..
e ... (&ltaldnositott) sakk;
e ... (japan) go;
e ... (iranyitott grafon jatszott) rendérok-rablé jaték.

Az iddhierarchia tétel miatt tudjuk, hogy az EXP-nehéz problémak biztosan nem oldhaték meg

polinomid&ben.

Ezek a jatékok bar kétszemélyesek, teljes informacidsak, vilagos, hogy ki
kovetkezik, az is, hogy mit |éphet, a polinom Iépésszamkorlatra vonatkozd
feltétel sériil ahhoz, hogy , automatikusan” PSPACE-be keriilhessenek (és
hacsaknem PSPACE = EXP, ami kb. az NL = P kérdéssel rokon, ezek
tehat nincsenek is PSPACE-ben).
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Tal a PSPACE osztalyon néhany fun fact még nehezebb problémakrél

EXPSPACE = SPACE(2"") |

Vilagos, hogy NEXP C EXPSPACE. J

Az alabbi probléma EXPSPACE-teljes: adott két regularis kifejezés,
melyekben négyzetreemelés is szerepelhet, ekvivalensek-e a kifejezések?

N —

nk nk
ELEMI = TIME(2"") U TIME(22" ) UTIME(22 )U ... J

és van amire egyszeriien nem elég fix magas ,,torony” se, de eldontheté

Az alabbi eldonthet6 probléma nem elemi: adott két regularis kifejezés,
melyekben komplementerképzés is szerepelhet, ekvivalensek-e a kifejezések? J
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