Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 01
Idoigény

/[Recap: idﬁigényJ ~

o ,pszeudokédjaink” inputjai mindig (akarhany bites) egész szamok, vagy azokbdl allo
tombok (kb BigIntegerek és BigInteger tombok), ezt a tipust roviden intnek
fogjuk irni

 a futasidét az input méretéhez képest adjuk meg
o ,méret”: hany biten tudjuk leirni az 6sszes bejovo szamot, altalaban n fogja jelolni

o a program/fiiggvény idSigényét n fiiggvényében adjuk meg, pl. ,az id8igény n? +
3n + 9”7 azt jelenti, hogy ennyi elemi lépés utan garantaltan megdll, ha n bites az
input (,,legrosszabb eset analizis”)

« pontos fels6 korlat helyett nagysagrendi korlatot elég adni, az elézdé pl. O(n?)

- J
/[Reca : ordé |
p: ordd | ~
Ha lim % < oo az f(n) és g(n) nemnegativ, monoton novo figgvényekre, akkor f = O(g).

Ha f=0O(g) és g = O(f), akkor f = O(g), ekkor azonos a nagysagrendjiik.

Pl. n2 4 3n + 200 = O(n?), hiszen lim 24325100 — 1 < o0
k ’ n—00 n )

/(Recap: SZOrzas, 6sszeadés} ~

 ha ciklusnak elemezziik az id6igényét, akkor 6sszeszorozzuk a ciklusmag idoigényét
azzal, ahanyszor lefuthat

o ha szekvencidlisan, egymas utan vannak kodblokkok, azok iddigényét osszeadjuk

« O(f)-O(9) = O(f - g), O(f) + O(g) = O(f +g), de ha pl. g = O(f), akkor
O(f +9) = O(f) (igy lesz pl. az O(n) + O(1) = O(n))

o algdbdl tanultunk ennél kifinomultabb becsléseket is (pl. amortizalt id6igény elem-
zésnél), de bonyabdl elég lesz igy

J
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A 1. feladat.

Elemezzik az alabbi kéd id6igényét! Itt és a tovabbiakban is az int tipus a fenti,
akarhany bites egész szamot tarolni képes adattipus az Osszeadas, kivonas, értékadas
elemi miveletekkel. Vegytik elemi miiveletnek a % maradékos osztast és az ==, < stb. Gssze-
hasonlitasokat is. Pszeudokodjainkban := az értékadas, == az Osszehasonlitas, a sima =
jelet nem hasznaljuk. Most feltehetjik, hogy A > 0.
| int isPrime(int A) {
2 for (int B := 2; B < A; B++) {

if (A % B == 0) return O
| }
5 return 1

o}

\

~

/-| 2. feladat.

Elemezziik az alabbi kéd idéigényét!
. int topBit(int A) {

2 int B := 1
while (B + B <= A) {
| B:=B+8B
5 }
6 return B
7}

\

A 3. feladat.

Elemezzik az alabbi kéd idéigényét!

. int mod(int A, int B) {

> while (B <= A) {

3 A :=A-B

| }
return A

o ¥

\

/| 4. feladat.

Elemezzik az alabbi kéd idéigényét!
. int mod(int A, int B) {
2 if (B <= 2) return O
while (B <= A) {
1 A :=A-B
}
6 return A

7}
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/| Recap ~

Ha egy programnak / fliggvénynek egy n biten tarolhaté 7' int tomb az inputja, akkor

o T.length-re mindig egy j6 becslés az O(n),

L T[i]-re, azaz egy tombelem értékére pedig az O(2"). y

/-| 5. feladat. ~

Elemezziik az alabbi kéd idoigényét! Itt mar egy tomb az input, ilyenkor n a tombbeli
Osszes szam reprezentalasahoz sziikséges bitek szama lesz. Pszeudokédjainkban T.length
adja meg a T tomb elemeinek szamat, indexelni 0-tél (T.length-1)-ig fogjuk 6ket.

1 int tombMax(int[] T) {

2 if (T.length == 0) return O

3 int max := T[0]

4 for (int i := 1; i < T.length; i++) {
if (max < T[i]) max := T[i]

5
6 }

return max

N

- J

/-| 6. feladat. ~N

Elemezziik az alabbi kdd idéigényét!

| int tombIncSum(int[] T) {

2 int sum := 0

3 for (int i := 0; i < T.length; i++) {
4 while (T[i]l > 0) {

5 sum := sum + 1

6 T[i] := T[i] - 1

7 }

8 }

9 return sum

0 F
. 4

Ivan Szabolcs 3 2022/11/10/15:01:47



1. feladat megoldasa.
A ciklusmag (egy maradékos osztds, egy Osszehasonlitéds, és egy if, abban esetleg egy return)
konstans id6igény(i. (amit O(1)-gyel tudunk jelolni)

A ciklus legrosszabb esetben (ha A primszam) kb. A-szor (ha pontosak akarunk lenni, akkor
(A — 2)-szer) fut le, ezt irhatjuk eddig O(A)-val.

Az egész ciklus id6igénye legrosszabb esetben tehat eddig O(A) - O(1) = O(A).
A végén a return az még egy 1épés, tehat Osszesen O(A) + O(1) = O(A) az id6igény.

Ezt még az input n méretéhez képest kell kifejezniink: az A szam n = O(log A) biten tarolhatd,
ebbdl A = O(2") és ezért az O(A) idbigény n fiiggvényében O(2"), ez a programunk idéigénye.

2. feladat megoldasa.

A lokalis valtozd deklaralasa és a végén a return konstans sok elemi 1épés, ahogy a ciklusmag
is csak egy Osszeadas és egy értékadas, igy mar csak az a kérdés marad, hogy hényszor fut le
legrosszabb esetben a ciklus.

A B véltozé értéke 1-rél indul és minden iteracidban duplazédik, ez addig megy, amig el nem
éri (a dupldja) az A értékét.

Tehat a k. iterdciéban B értéke 2%, a kérdés, hogy mekkora k-ra lesz mar 28 > A = k > log A-
ra, azaz a ciklus O(log A)-szor fut le (ha A negativ, akkor egyszer sem, olyankor konstans id6
alatt végez a program, ez nyilvan nem a legrosszabb eset, {gy most ezzel nem kell foglalkoznunk).

Az egész kbd tehat O(1) + O(log A) - O(1) + O(1) = O(log A) 1épés utan biztosan termindl.

Ismét, mivel A az egyetlen inputunk, igy n = O(log A) és ezért ez a fenti O(log A) futdsidé
O(n), azaz linearis id6korlatot jelent.

3. feladat megoldasa.

Ha B =0 és A > 0, akkor ez a kod végtelen ciklusba esik. Ha egyetlen olyan input is van, amin
a kod nem all meg, akkor a kodunk nem idékorlatos.
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4. feladat megoldasa.

Az els6 sor (egy Osszehasonlités, egy if, és esetleg egy return), a végsé return és a ciklusmag
(egy kivonas és egy értékadds) mind O(1) idGigénytiek, igy azt kell csak mar kifejezniink n
figgvényében, hogy hanyszor futhat le a ciklusmag. Ha A negativ, akkor egyszer sem fog,
nyilvan nem ez lesz a legrosszabb eset, igy ezzel megint nem kell foglalkoznunk.

Minden iteraciéban A értékét csokkentjiikk B-vel (ami legalabb 3), ezt egész addig tessziik, amig

A értéke B ald nem csokken, igy O(%)—szer fut le a ciklus, ezt kell még kifejezniink, hogy az
inputméret n fliggvényében mennyi lehet.

Maga az inputméret n = O(log A + log B), ennyi bitre van sziikség a két bejové szam abra-
zolasahoz. Az A/B tort értéke annédl nagyobb, minél nagyobb A és minél kisebb B; mivel
B legalabb 3 lesz, ha a ciklus egyaltalan lefut, ami egy 2-bites szam, igy ha 6sszesen n bitet
tudunk ,szétosztani” a két input szam kozott, az A/ B tgy lesz a legnagyobb, ha B = 3, az A
pedig egy (n — 2)-bites szam; ezek koziil a legnagyobb a 2("~2) — 1, igy az A/B hanyados értéke
O(X7=1) = 0(2).

3
Vagyis, a teljes kod idbigénye O(1) + O(2") - O(1) + O(1) = O(2") lesz.

5. feladat megoldasa.

A korabbi feladatokhoz hasonléan az id6igény
O(1) + O(1) + O(T.ength)-O(1) + O(1) = O(T.length)
lesz, ezt kell n fiiggvényében kifejezniink.

Nyilvan egy tomb minden egyes elemének taroldsahoz kell legaldbb 1 bit, igy ha az egész tomb
n biten abrazolhatod, akkor legfeljebb n eleme lehet, ezért T.length = O(n). Tehat az egész kod
idGigénye szintén O(n) lesz.

6. feladat megoldasa.

A kéd elején a véltozo-deklardlas és inicializdlds, és a végén a return O(1) id6. Ezek kozott két
egymasba agyazott ciklust latunk, elemezziik beliilrél kifelé: a ciklusmagban van egy 6sszeadas,
egy kivonas és két értékadas, ez O(1) lépés. A while ciklus teljes id6igényéhez meg kéne
hatarozni, hogy (mondjuk) n fiiggvényében hanyszor futhat le; mivel minden iteraciéban eggyel
csokken egy tombelem értéke, és addig fut, amig nullara nem csokken, igy az pl. egy jo becslés,
hogy mekkora lehet a tombelemek koziil a legnagyobbnak az értéke. A tomb Osszes eleme
Osszesen n biten reprezentdalodik (hiszen az az input), igy egy-egy tombelem is el kell férjen n
biten, tehat értékiik maximum 2" lehet, ezért a while ciklus legfeljebb 2™-szer fog lefutni minden
egyes elemre. Ezért a 4-7. sorok teljes id6igénye O(2")-O(1) = O(2") lesz, ez pedig a 3. sorban
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kezd6d6 for ciklus magja, ami pedig legfeljebb n-szer fut le (ahogy az el6z6 feladatban is, egy
n biten tarolhato tombnek legfeljebb n eleme lehet, mert minden elem ,,elhasznal” legalabb egy
bitet), igy a 3-8. sorok teljes id6igénye O(n) - O(2") = O(n - 2"). Ehhez hozzdadva a 2. és 9.
sor O(1) id&igényét, tovabbra is O(n - 2")-et kapunk.

Megjegyzés.

A bonyagyak szempontjabol elég igy kielemezni a ciklusokat, minden ciklusra . globalisan”
kiszamolva a magra is és az iteraciok szamaéara is egy-egy felsé korlatot, ebben a feladatban
azért tudunk adni jobb korlatot is: a kod minden egyes tombelemet egyesével lecsokkent nullara,
igy valéjaban a ,teljes” iddigénye O <T.lef§)h 1 T[z]) Ha a tombelemek szdméat mondjuk k-val
jeloljiik, és azok rendre ny, na, ..., ng biten reprezentalhaték, akkor egyrészt n = ny + ... 4+ ng
az 0ssz méret, masrészt az i-edik tombelem legfeljebb 2™ lesz (most 1-tél k-ig indexelve azokat
kivételesen), igy a futdsidé pedig legfeljebb 2™ + 272 + ... 4 2™ Mivel az Osszes n; legalabb
1, a tagok mindegyike legaldbb 2! = 2, ezért az osszegiik legfeljebb annyi, mint a szorzatuk,
azaz a futésidd legfeljebb 2™ x 272 x ... x 2™ = 2mitnetdne — 91 {ov a7 O(n - 2™)-nél ezzel a
moédszerrel egy jobb, O(2")-es felsé korlatot tudunk megadni a futasidére.

(Ilyen pontosségi elemzést nem varunk el gyakorlaton, elég a ,, Megoldas” részben leirt médszert
alkalmazni.)
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