Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 03

Visszavezetések

Recap: eldontési probléma}

c s

AccCEPT/REJECT)

Néhéany eldontési probléma:

SAT ~
o Input: egy F formula CNF alakban

Recap: CNFJ
itéletkalkulus-beli konjunktiv normalforma, pl. (pV q) A =p A —¢ ]

o Output: kielégithet6-e F'? (a megadott példa pl. egy ,nem” példiny, minden

értékadasra hamis lesz)

J
((DNF-TAUTOLC’)GIAJ ~
o Input: egy F' formula DNF alakban
Recap: DNFJ
diszjunktiv normalforma, pl. (p A ¢q)V —pV =q ]

o Output: tautologia-e F7 (a megadott példa pl. egy ,igen” példany, minden

értékadasra igaz lesz, azaz tautologia) )

/[Recap: az input elkédolasa szémokkal} ~

A fenti problémakban nem szamsorozatok az inputok, ez nem baj: azt kell vegyiik az
input n méretének, ahany biten ,értelmesen” el tudjuk térolni, pl:

« ha egy N-cstcst graf az input: n = O(N?), pl. a szomszédsagi métrixot haszndlva

e haegy N hosszu string: n = O(N), feltéve, hogy az dbécénk fix darab, elére rogzitett
betiit hasznal

« ha egyetlen N szam: n = O(log N) (ezt mar lattuk kordbban)

e ha egy formula: mintha string lenne
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Eldontési problémak egymashoz képesti nehézségét visszavezetésekkel definidljuk: kb. .a B
probléma legalabb olyan nehéz, mint az A, ha egy B-t megoldé algoritmus egy gyors A — B
inputkonverzié utdn meg tudja oldani A-t is”, azaz:

/[Recap: Visszavezetés} ~

Az A eldontési probléma (hatékonyan) visszavezetheté a B eldontési problémara, jelben
A < B, ha van olyan f inputkonverzios fliggvény, ami

o A inputjaibdl B inputjait késziti,

e polinomidében (ettdl ,hatékony”)

azaz pl. ha A inputja n-bites, akkor f (mondjuk) O(n?) 1épésben késziti el ebb8l B-nek az f(z) inputjit, vagy

O(n?) stb, valami polinom id8korlattal,

o és valasztarté médon: minden z inputjara A-nak A(z) = B(f(x))

azaz [ az A ,jigen” példdanyaibdl B-nek is ,jigen” példdnyait késziti, ,nem”-bdl pedig ,,nem”-etj

N\

Ha A-r6l B-re f egy visszavezetés, és B-re van (hatékony) solvertink, akkor A-ra is van:

I bool solveA(x) {
2 return solveB(f(x))

5 F

Recap: komplementer}

Az A eldéntési probléma komplementere, jelben A, az a probléma, melynek ugyanazok
az inputjai, mint A-nak, és minden egyes inputon épp a masik valaszt definidlja, mint A.

Példaul SAT inputjai ugyanigy CNF-ek, mint ahogy SAT-nak is, de pont hogy a kielégithe-
tetlenekre kell ,igen”-t és a kielégithetokre ,nem”-et mondjunk.

1. feladat.

Adjunk meg egy hatékony visszavezetést SAT komplementerérdl DNF-TAUTOLOGIAra! j

A PAROSITAS ~N

e Input: egy G graf

e Output: Van-e G-ben teljes parositas?

Recap: teljes pérosités}

azaz: tudunk-e kivalasztani élei koziil néhanyat ugy, hogy minden cstucsra pon-
tosan egy kivalasztott él illeszkedjen?
- J

Iranyitatlan grafokat altaldban G-vel, iranyitottakat G-vel fogunk jelolni.
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Példaul a kovetkezd graf a PAROSITAS problémanak egy ...mert a piros élek benne egy
igen példanya. . . teljes parositast alkotnak:

2. feladat.

Adjunk meg egy hatékony visszavezetést PAROSITASrol SATral

2-SZINEZES

mindig kiillonb6z6 szint kapjanak?

3. feladat.

Adjunk meg egy hatékony visszavezetést 2-SziNEZESrél SATra!

4. feladat.

ez
o Input: egy G graf kicsit
: L RN , . . fontos
e Output: ki lehet-e szinezni G cstcsait két szinnel gy, hogy szomszédos csicsok

Adjunk meg egy hatékony visszavezetést SATrél DNF-TAUTOLOGIAra!
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1. feladat megoldasa.

Kell adjunk egy olyan f, gyorsan kiszamithaté fliggvényt (gyors algoritmust), ami

o egy F CNF-b6l (SAT inputjabol) egy f(F) DNF-et (DNF-TAUTOLOGIA inputjat) készit
o valasztarté modon, azaz:

— kielégithetetlen F-bél tautolégia f(F)-et (a SAT ,igen” példdnyaibél a DNF-
TAUTOLOGIA ,igen” példanyait)

7

— kielégitheté F-b6l pedig nem tautolégia f(F')-et (,nem” példanybdl ,nem
példanyt)

Itt esziinkbe juthat logikardl két-harom dolog:

o kielégithetetlen formula negaltja tautologia lesz,
o kielégitheté formula negéaltja nem lesz tautolégia,

o ésegy negalt CNF-en ha alkalmazzuk a deMorgan-azonossagokat, akkor gyorsan kapunk
egy, a negalt CNF-fel ekvivalens DNF-et.

Tehat f: az input CNF minden egyes literaljanak vegyiik a komplementerét, és cseréljiikk meg a
V és A jelek szerepét is. (ez az ,alkalmazzuk a deMorgan-szabalyokat a CNF negaltjan” rész)

Pl (pVg A-pA—-q — (-pA—q)VpV g, erre tényleg igaz, hogy
» gyors algoritmus: O(n), azaz linedris idében végre tudjuk hajtani, egyszer kell hozza

csak balrdl jobbra végigolvasni a formulat és egybdl tehetjiik is outputra a készitett DNF
elemeit,

o valasztartd, hiszen a generalt DNF az input CNF negaltjaval lesz ekvivalens, igy kielégit-
hetetlenbdl tényleg tautologiat készit, kielégithetobol pedig nem tautologiat.
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2. feladat megoldasa.

Amikor a SAT problémdra vezetiink vissza valami A problémdt (most a PAROSITASt), érdemes
a kovetkez6 sémaban gondolkodni:

1. keressiink valamiféle ,tanusitvany”t az A probléma inputjaihoz, ami

« az adott inputra megmutatja, hogy a kérdésre a valasz miért ,igen”,
e maga a ,tandsitvany” mérete kicsi,
« ha valaki ad nekiink egy allitélagos ,tanit”, azt gyorsan tudjuk ellendrizni,

o az ,igen” példanyokra legyen tani (nem baj, ha tobb is van, de legyen legalabb egy),
a ,nem” példanyokra ne legyen tani

Ebben az esetben pl. egy ,lehetséges tani” az éleknek egy részhalmaza, ami akkor lesz tényleg
tani, ha minden cstcsra pontosan egy eleme illeszkedik.

2. ezutan keresiink egy ,logikai kodolast”, amiben logikai valtozok értékeivel kédolhatunk
el egy-egy lehetséges tantt

Most az éleknek egy részhalmaza egy lehetséges tanusitvany, amit pl. el lehet tgy kdédolni,
hogy minden egyes e élhez bevezetiink egy x. logikai valtozot, ugy, hogy ha z.-t 1-re allitjuk,
az jelentse azt, hogy e benne van a kivalasztott élek halmazaban, ha pedig 0-ra, az azt, hogy
nincs.

3. végiil, megprébalunk késziteni egy (rovid, gyorsan felirhat6) formuldt az igy bevezetett
valtozékon gy, hogy ha a valtozok egy értékaddsa (ami egy ,lehetséges tani”) tényleg
egy tanut kodol el, akkor a formula értéke igaz legyen, ha pedig nem tanit, akkor hamis
legyen.

Most pl. azt kéne felirnunk, hogy minden csticsra pontosan egy olyan ,véltozd” (él) illeszkedik,
aminek 1 az értéke. Ezt legegyszertibben logikaban tgy tudjuk felirni, hogy felirjuk h minden
csicsra legalabb egy 1 értéki valtozo illeszkedik (ehhez csak dssze kell vagyoljuk minden csticsra
a 14 illeszkedd élek véltozdit, ezeket Osszeéselni, eddig j6, mert ez egy CNF), és hogy minden
csucsra legfeljebb egy 1 értékii valtozé illeszkedik (ezt pl. tgy, hogy ha w is és v is illeszkedik
egy csucsra és u # v, akkor felvesszikk a =(x, A z,) tagot, azaz a (—-x, V —x,) klozt).

Tehat a visszavezetés Osszefoglalva: ha G = (V, E) az input graf, akkor

o minden e € F élhez felvesziink egy x. logikai valtozot,

o ciklusban végigmegytink GG csticsain, és ha a v csticsra az ey, . . . , e élek illeszkednek, akkor
felvessziik az (xe, V e, V... V z¢, ) klézt (,legalabb egy igaz kozulik”),

 ezen kivill, ha v-re e és ey is illeszkedd, kiilonboz6 élek, akkor a (—z,, V —z.,) klozt is
(,legfeljebb egy igaz koziiluk”).
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Ez az inputkonverzi6 valasztarténak valasztartd, még a futasidején kell elgondolkodni: de mivel
ciklusban végigmegyiink a csicsokon (ez O(n)-szer fut le), és minden csiicson beliil egyszer
végigmegytnk a szomszédain (ez a ciklusmagban egy O(n) id6igény), majd egyszer pl. két
egymdsba agyazott ciklussal végigmegyiink a kiilonbézd szomszédain (ez pedig O(n?)), gy a
teljes iddigény O(n) x (O(n) + O(n?)) = O(n?) lesz, ami polinom, tehat hatékonynak szamit.

Egy példa erre:

Ha az input grafunk ... akkor a kapott formuldnk:
az alabbi. ..
(712)
@ (2

A ( A
A ( A
Qv@ N (234 V Xy5) A
A ( A
A ( A

@A(a

3. feladat megoldasa.

Az elbz6 feladat mddszerét alkalmazvas:

o itt egy lehetséges tani egy szinezés: minden csics (pl) a kék és a piros szinek egyikét
kapja,

e ami akkor tani, ha minden élnek a két vége kiillonbozé szint lett,
o amit el lehet ugy kddolni, hogy minden v cstics kapjon egy x, logikai valtozot,
 a tant ellenérzése pedig: minden e = (u,v) élre felirjuk, hogy z, és x, kilénboz6, amit

az x, <> —x, formuldval tehetiink meg, ami CNF-ben (z, V z,) A (-, V —z,) lesz.

Egy példa erre:

Ha az input grafunk az ...akkor a kapott formulank:
alabbi. . .
(21 V 22) A (121 V —29)
A (22 V x3) A (e V —23)
A (3 V xg) A (mx3V Ty)
A (z3V x6) A (mxg V —16)
A (x4 Vx5) A (mxy V Ts)
A (x5 V x6) A (ma5 V —X6)
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4. feladat megoldasa.

Ha ez nem sikeriilt, ne busuljunk, eddig senkinek nem sikeriilt a vildgon adni egy ilyet, sem
pedig bizonyitani, hogy nincs ekozott a két probléma kozott visszavezetés.
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