Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 04
Eldonthetetlenség

Recap: eldﬁnthetetlenségJ
Egy eldontési probléma eldonthetetlen, ha nincs 6t eldonté algoritmus. ]

Azaz: barmilyen algoritmust is talalunk ki A-ra, vagy lesz olyan input, amin rossz valaszt ad,
vagy lesz olyan, amin nem fog megallni, és nem lesz olyan algoritmus, mely A minden inputjan
megall és helyes valaszt ad.

Recap: MEGALLASJ

o Input: egy M forraskdd és annak egy x inputja

o Output: M megall-e, ha z-en futtatjuk?

Példaul a kovetkezo paros:

1 bool M(int x) {

2 while (x > 1) {

3 if x%2==0)x:=x/2
4

else x :=3 xx + 1 ést =6
5 }
6 return true
7}

a megallasi problémanak (igy egytutt az M fenti kéd és az © = 6 input) egy inputja, st egy
sigen” példdnya (mert a ciklus iterdldsa kozben z értéke rendre 6,3,10,5,16,8,4,2,1 lesz és
ekkor megdll a futds, tehat ez az M megdll ezen az x-en).

A MEGALLAS (vagy ,megdllasi”) problémardl tudjuk, hogy eldonthetetlen.

/[Recap: eldonthetetlenség bizonyitésa} ~

Ha egy A (eldontési) probléma eldonthetetlenségét akarjuk megmutatni, akkor:

o vesziink egy mar ismerten eldonthetetlen B problémét (pl. a MEGALLASt)

o ezt a B-t visszavezetjik az A-ra

A visszavezetésnek nem feltétlen kell ezittal hatékonynak lennie, elég, ha (barmennyi
kid6n beliil, de) kiszamithaté (ennek a jele egyébként B <g A).

J
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Ha pl. a megéllasi problémat akarjuk visszavezetni az Gj A problémankra, akkor egy olyan
inputkonverzios fiiggvényt, egy olyan algoritmust kell megadnunk, ami

o inputként kap egy M forraskodot és annak egy = inputjat
o outputként elkésziti A-nak egy I inputjat

o valasztarté médon, azaz: ha M megall z-en, akkor I az A-nak egy ,jigen” példanya legyen,
ha pedig M nem all meg x-en, akkor I az A-nak egy ,nem” példanya legyen.

A gyakorlaton a feladatokban szinte minden esetben a megéllasi problémat fogjuk visszavezetni
az 1j problémankra.

ELFOGADAS

o Input: egy N forraskod és egy y inputja.

o Output: igaz-e, hogy N(y) = TRUE?

(vagyis a kiilonbség az ELFOGADAS és a MEGALLAS kozt: ha pl. M(x) = FALSE, akkor ez az
(M, z) paros a MEGALLASnak egy ,igen” példdnya, mert a kod lefut z-en és visszaad hamisat,
tehat megéll, de az ELFOGADASnak egy ,nem” példanya, mert ahhoz igazat kéne visszaadnia,
hogy ,igen” példanya legyen.)

1. feladat.

Mutassuk meg, hogy az ELFOGADAS probléma is eldonthetetlen! ]

MINDENEN MEGALLAS]

o Input: egy N forraskod.

o Output: igaz-e, hogy N minden lehetséges inputon megall?

2. feladat.

Mutassuk meg, hogy a MINDENEN MEGALLAS is eldonthetetlen! j

Megjegyzés.

Egyébként pl. a gyakanyag elsé oldalan 1év6 kédrél (ha péros, felezd, ha paratlan, szorozd
harommal és adj hozzd egyet, ha eljutsz 1-ig, &llj le) nem ismert, hogy minden inputon
megall-e vagy semﬂ — az ilyen tipusu kérdések nagyon ,egyszerii’nek latszoé koédok esetén is
lehetnek nagyon nehezek. Jellemzden a while ciklusok, vagy ami ezzel kb. ekvivalens, a rekurziv
fiiggvényhivasok azok, amik kiszamithatatlanul bonyolultta teszik a kod ,viselkedésével” kap-
csolatos automatikus elemzéseket.

lez az tn. |Collatz-sejtés
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https://en.wikipedia.org/wiki/Collatz_conjecture

EKVIVALENCIA]

o Input: két forraskod, M, és M.

o Output: igaz-e, hogy minden lehetséges y input esetén M;(y) = My(y)?

(Azaz: minden input esetén vagy mindkett6 elfogad, vagy mindkettd elutasit, vagy egyik se all
meg.)

3. feladat.

Mutassuk meg, hogy az EKVIVALENCIA probléma is eldonthetetlen! ]

ELERHETO SOR]

o Input: egy N forraskod és abban egy i sorszam

e Output: van-e olyan inputja N-nek, amin meghivva N-t a vezérlés elobb-utébb az
1. sorra fut ra?

Példaul ha az ELERHETO SOR probléma inputja a gyakanyag elsé oldaldn 1év$ forraskod és a
4. sorszam, akkor ez igy egyiitt egy ,igen” példdnya az ELERHETO SORnak, mert pl. ha az
input x = 3, akkor az els6 ciklusiteraciéban rafutunk az else agra.

4. feladat.

Mutassuk meg,hogy az ELERHETO SOR is eldonthetetlen problémal j

Megjegyzés.

Biztos mindenki dolgozott mar olyan IDEvel, ami aldhtzéassal jelezte, ha egy sor nem elérheto
(azzal a szoveggel, hogy ,,dead code” vagy ,unreachable code”). Ezek az IDEk természetesen
nem dontik el ezt a fenti eldonthetetlen problémat: annyit tudnak, hogy nem esnek végtelen
ciklusba, de az egyik iranyba tévedhetnek: ha aldhiznak valamit, az biztosan dead code, de
nem feltétleniil hiznak ald minden dead code-ot, csak amirdl rajonnek, hogy az.

Sok esetben pl. egy if(true)return; sor utani utasitasrél az IDE méar nem jon ré, hogy dead code
lesz.

Ez egy gyakori megkozelités: ha egy probléma eldonthetetlen, akkor sokszor van értelme annak,
hogy az eredeti probléma helyett annak valami ,alulrél” vagy . felilr6l” kozelitésére adjunk
eldontési algoritmust, ami csak az egyik irdnyba téved, és minden inputon garantaltan megall.

RENDEZES-EJ

o Input: egy N forraskéd, ami egy int[] (int tomb) tipust inputot var és azt is ad
vissza.

o Output: igaz-e, hogy N egy rendezé algoritmus implementacioja?

Azaz: igaz-e, hogy barmilyen int téombot is kap N, garantaltan meg fog allni és mindig az
eredeti tomb elemeit adja vissza, névekvibe rendezett sorrendben?
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5. feladat.

Mutassuk meg, hogy a RENDEZES-E probléma is eldonthetetlen! j

KONSTANS-E]

o Input: egy N forraskod, ami egy int paramétert var és egy boolt ad vissza

e Output: igaz-e, hogy N minden inputra ugyanugy viselkedik?

azaz: igaz-e, hogy N i) vagy mindenre TRUEt ad vissza, ii) vagy mindenre FALSEt ad vissza,
iii) vagy semmin nem alll meg?

6. feladat.

Mutassuk meg, hogy KONSTANS-E is eldonthetetlen problémal j
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1. feladat megoldasa.

Visszavezetjiik r4 a MEGALLAS problémat.

Azaz: a megallasi probléma inputjabol, egy (M, x) forraskéd-input parbol kell készitstink
az ELFOGADAS probléma inputjat, (N,y) szintén forrdskéd-input péart valasztarté médon,
vagyis:

M megéll z-en < N(y) = TRUE.

Erre pl. a kovetkez6 (N, y) paros megfelel:

1 bool N(z) {
2 M(z)
3 return true

1}

és y 1= x.

Itt az a fontos, hogy a készitett N kdédot is és az y inputjat is el tudjuk késziteni pusztan
az M forraskéd szovegébdl mint textbdl és az x inputbdl: itt pl. ha megvan az M
fliggvénytnk kédja, barmi is az, ezt a fenti négy sort mogé tudjuk irni és egy 1j N kodunk
lesz beldle, ezt meg tudjuk tenni anélkiil, hogy barmit is tudnank arrél, hogy M mit is csinal.
Hasonléan, y-t is siman egy masolassal allitjuk el6.

Azaz tobbek kozott: ahhoz, hogy elkészitsiik N-t és y-t, nem kell tudnunk, hogy
M megall-e r-en vagy sem és ez fontos: a visszavezetések pont arrél szélnak, hogy gy
konvertaljuk az egyik probléma inputjait a masikéra valasztarté médon, hogy kézben nem
soldjuk meg” egyiket sem, csak azt tudjuk biztosan, hogy a konverzié soran a valasz nem
valtozik, barmi is legyen az.

Miutdn megadjuk a konstrukciot, hogy hogy késziiljon el az 4j input (most N és y), meg kell
mutassuk, hogy tényleg tartja a valaszt. Ez most azért igaz, mert:

o Ha M megéll z-en, akkor N az y = x inputon (azaz az N(x) hivaskor) el6bb is meghivja
M-et x-en, ez valahany 1épés utan megall, az eredményt eldobjuk és visszaadjuk, hogy
TRUE, tehat ekkor N(y) = TRUE igaz, ,igen” példanybdl ,igen” példany lesz;

o Ha M nem all meg z-en, akkor N az y = x inputon elinditja M-et x-en és igy 6 sem fog
megallni, azaz N(y) =,"# TRUE lesz, azaz ,nem” példanybdl ,nem” példany lesz.

({taktika az ilyen feladatok megoldéséhozj N

Ezen a gyakon a tobbi feladatban is érdemes olyan ,mintakban” gondolkodni, ha forrasko-
dot készittiink (mint most N), akkor abba keriiljon bele, hogy valamilyen feltétel teljesiilése
esetén futtatjuk az eredeti M-iinket az eredeti z-en (most azért, mert y = z-et adjuk be
a z paraméter helyén N-nek), és esetleg aztan ha M megall x-en, utdna még csindlunk
valamit (most pl. visszaadtunk egy ,igaz”at)
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2. feladat megoldasa.

Visszavezetjiik r4 a MEGALLAS problémat.

Azaz: a megéllasi probléma inputjabdl, egy (M, z) forraskdd-input parbdl kell készitsiink a
MINDENEN MEGALLAS probléma inputjit, N-t, ami ezuttal csak egy forrdskdd, valasztarto
modon, vagyis:

M megéll z-en < N minden lehetséges y inputjan megall.

Erre pl. a kovetkezd N forraskdéd megfelel:

I bool N(y) {

2 M(x)

3 return true
|

¥

(vagyis: barmilyen inputot is kap N, elinditja M-et z-en és ha M valahdny lépésben megall
z-en, akkor N mindenképp igazat ad vissza.)

Valasztart6, mert:

o ha M megdll z-en, akkor N is tetszoleges y esetén (miutan futtatja M-et z-en) meg fog
allni, tehat ,igen” példanybdl ,igen” példany késziil,

e ha M nem all meg z-en, akkor N semmin nem fog megallni (mert mindenképp M-et
futtatja x-en, barmit is kap), tehat (nagyon) nem igaz, hogy minden inputon megallna,
igy ,nem” példanybdl ,nem” példany készil.

(Es persze ez az inputkonverzio kiszamithaté is: ha megkapjuk M kodjat és egy fix x inputot,
akkor gond nélkiil ki tudjuk boviteni egy 1j N fiiggvénnyel az egészet, ami mast nem is csinal,
csak meghivja az M fiiggvényt ezzel a kapott = inputtal, majd returndliink egy truet.)
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3. feladat megoldasa.

Visszavezetjiik r4 a MEGALLAS problémat.

Azaz: a megallasi probléma inputjédbol, egy (M, x) forraskéd-input parbol kell készitsiink az
EKVIVALENCIA probléma inputjat, Mi-et, és Ms-t, azaz két forraskodot, valasztarté mddon,
vagyis:

M megall z-en < minden y-ra M (y) = Ma(y).

Erre pl. a kovetkezo My és My forraskod megfelel:

1 bool Mi(y) { 1 bool M2(y) {
2 M(x) 2

return true 3 return true
.} .

Az vilagos, hogy ha megkapjuk M kodjat és egy fix = inputot, akkor ezt a két fiiggvényt gond
nélkil le tudjuk pluszban implementalni: az egyik siman visszaad mindenre TRUEt, a masik
meg még elotte meghivja a kapott M fiiggvényt a szintén megkapott fix konstans x inputtal,
azaz ez a konverzié algoritmikusan tényleg kiszamithato.

A vélaszt is tartja, hiszen:

e M5 minden inputra mindig TRUE-t ad vissza

o ha M megall x-en, akkor M; is (miel6tt ezt megtenné, ,f6loslegesen” még meghivja M-et
z-en, ami el6bb-ut6bb lefut, az eredményt pedig eldobja), azaz ilyenkor M; és M, tényleg
ekvivalens, ,igen” példanybdl ,igen” példany késziil,

e ha M nem all meg x-en, akkor M;(y) =, minden lehetséges y inputra, ami persze egész
méas, mint Ms(y) = TRUE, tehat ilyenkor nem lesznek ekvivalensek, ,nem” példanybol
y,hem” példany késziil.
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4. feladat megoldasa.

Visszavezetjiik r4 a MEGALLAS problémat.

Azaz: a megallasi probléma inputjédbol, egy (M, x) forraskéd-input parbol kell készitsiink az
ELERHETO SOR probléma inputjat, N-et, és az N kédnak egy i sorszdmét valasztarté médon,
vagyis:

M megdll z-en < valamilyen y-ra N(y) kiszdmitdsa kozben N réafut az i. sorra.

Erre pl. a kovetkezd N kod és ¢ sorszam megfelel:

I bool N(y) {
2 M(x J
(x) és i := 3. (azaz a ,return true” sor)
3 return true
.}

Ez azért tartja a valaszt, mert
o ha M megéll z-en, akkor N barmilyen y-t is kap, el6bb-utébb befejezi M (x) kiszamitasat,
és eztan rafut a 3. sorra,

e ha viszont M nem &ll meg x-en, akkor N barmilyen y-t is kap, a 2. sorbeli fliggvény-
hivasbol ,nem fog kijutni” és sose 1ép a 3. sorra.
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5. feladat megoldasa.

Visszavezetjiik r4 a MEGALLAS problémat.

Azaz: a megéllasi probléma inputjabdl, egy (M, z) forraskdd-input parbdl kell készitsiink a
RENDEZES-E probléma inputjat, N-et valasztarté mdédon, vagyis:

M megall z-en < N mindig az inputjaban érkezo szamokat adja vissza, novekvobe rendezve.

Erre pl. a kovetkez6 N kéd megfelel:

1 int[] N@nt[l y) {

2 M(x)

3 for (int i := 0; i < y.length; i++)

1 for (int j := i + 1; j < y.length; j++)
if (y[il > y(i) {

6 int tmp := yl[il

(magyaran:  futtassuk M-et z-en,
eztan pedig ha M megallt z-en, egy
buborékrendezést az eredeti tombon és

7 [i] := y[j] . : ,

) z[j] o zm; adjuk vissza az eredményt.)
9 }

10 return y

11 }

Ez a konverzi6 azért tartja a valaszt, mert

o ha M megéll z-en, akkor barmilyen y témbot is kap N, eldszor (,foloslegesen”) futtatja M-
et x-en, ez elébb-utébb véget ér, az eredményt eldobjuk és ezutan ténylegesen rendezziik
a tombot, tehat végeredményben biztos, hogy rendezni fogjuk a tombot,

e ha M nem all meg x-en, akkor pedig barmilyen y témbot is kap N, el se fog jutni
a rendezésig, mert ,beakad” mar az M (x) hivaskor, igy nemhogy nem egy rendezett
tombot, de semmit se fog visszaadni.

Es persze ez az inputkonverzié is elvégezhet automatikusan: ha megkapjuk az M fiiggvény
kodjat és annak egy fix x inputjat, akkor persze gond nélkiil tudjuk implementalni ezt az N
figgvényt. (Kulturdltabb programozasi nyelvekben azért van valamiféle beépitett SORT fiigg-
vény /metédus, olyankor persze elég azt meghivnunk egy kézzel implementélt buborékrendezés
helyett és az is teljesen jé megoldés.)
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6. feladat megoldasa.

Visszavezetjiik r4 a MEGALLAS problémat.

Azaz: a megéllasi probléma inputjabdl, egy (M, z) forraskdd-input parbdl kell készitsiink a
RENDEZES-E probléma inputjat, N-et valasztarté mdédon, vagyis:

M megéll z-en < N viselkedése fliggetlen az inputjatol.

Erre pl. a kovetkez6 N kéd megfelel:

1 bool N(int y) {

2 if (y == 0) return true
3 M(X)
4 return true

¥

Nyilvan ezt a fiiggvényt le tudjuk kédolni M és x ismeretében, a valaszt pedig azért tartja,
mert

o ha M megéll z-en, akkor ez a fiiggvény minden inputra TRUEt ad vissza (az y = 0O-ra
gyorsan, a tobbi lehetséges inputra lassabban, mert elobb még futtatja M-et x-en, de az
egyszer megdall és akkor ad vissza N TRUE-t), tehat ,igen” példanybdl ,igen” példany
késziil,

e ha viszont M nem all meg z-en, akkor pl. N(0) = TRUE és N (1) =7, amik nem ugyanaz
a viselkedés, tehat ekkor ,nem” példanybol ,nem” példany késziil.
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