Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 05

Nemdeterminizmus, NP-teljesség

Recap: nemdeterminisztikus algoritmus]

Egy nemdeterminisztikus algoritmusban megengedett elemi 1épés az x := nd()

nemdeterminisztikus értékadas: ezutdn az z valtozo értéke vagy O-ra, vagy l-re &ll
be.

1

Els6 kozelitésben felfoghatjuk tgy, mint egy randomizalt értékadast, mondjuk % — 5 es¢llyel

allitja be az = valtozo értékét O-ra vagy 1-re.

Igy persze tobbféle futdsa is lehet az algoritmusnak ugyanazon az inputon; ezeket egy szamitasi
faval lehet pl. abrézolni, mint ez:

o T e az id6 fentrdl lefelé telik

e minden nemdet bit generalasakor ket-
téagazik a szamitas, egyik irany a 0, masik
irdny az 1 lesz

id6 idoigény

« a fa aljan a z6ld/piros levelek az accept/re-
ject valaszok

é
@  az algoritmus akkor fogadja el az inputot, ha
® ® létezik zold levél

 idGigénye pedig akkor f(n), ha minden n
bites inputon minden egyes szamitasi szal
hossza (a fa mélysége) legfeljebb f(n)

Az NP osztalyba azok az eldontési problémak tartoznak, melyek eldontheték polinom
idokorlatos nemdeterminisztikus algoritmussal.

1. feladat.
Mutassuk meg, hogy SAT € NP!

Recap: 3—SZiNEZE’:SJ ~

o Input: egy G graf

o Output: kiszinezhetéek-e GG csiicsai 3 szinnel helyesen, azaz gy, hogy minden élnek
a két végpontja kiilonbo6zo szint kapjon?

J

Pl. ez a lenti graf a probléméanak egy ,nem” példanya, barhogy is probaljuk kiszinezni a cstcsait
3 szinnel, mindig lesz olyan él, melynek a két vége azonos szintire sikertil:
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2. feladat.
Mutassuk meg, hogy 3-SzINEZES € NP! j

/[Recap: NP-nehézség, NP-teljesség] ~

Egy eldontési probléma. . .

e NP-nehéz, ha minden NP-beli probléma (polinomid6ben) visszavezethet6 ra,

e ha ezen feliill még 6 maga is NP-beli, akkor 6 NP-teljes.
Néhany ismerten NP-teljes probléma:

« SAT
o 3-SzINEZES
o HAMILTON-UT (input: egy G graf, output: van-e G-ben olyan 1t, mely G' minden

cstcsat pontosan egyszer érinti?)

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy egy probléma NP-nehéz, elég visszavezetni ra egy is-
merten NP-nehéz problémat (mert a visszavezetés tranzitiv, ezért ettdl egyszerre minden
NP-beli probéma 14 is visszavezethetd lesz, egymads utan alkalmazva a két inputkonverziét)

Recap: HAMILTON—K@RJ

o Input: egy G graf

e Output: van-e G-ben minden csticson pontosan egyszer atmeno kor?

Pl. ez a graf a probléméanak egy ...mert a piros kor benne egy
sigen” példanya. .. Hamilton-kor:

3. feladat.
Mutassuk meg, hogy a HAMILTON-KOR probléma NP-teljes! j

4. feladat.

Mutassuk meg, hogy a 4-SzINEZES probléma NP-nehéz! j
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1. feladat megoldasa.

Megadunk SATra egy nemdeterminisztikus, polinom idokorlatos algoritmust:

o elso 1épésben gytjtsiik ki az input CNF valtozéit — ez O(n) 1épés (egyszer kell végigolvas-
nunk az inputot)

o ezutdn mindegyik véltozénak nemdeterminisztikusan generdlunk egy-egy 0/1
(hamis/igaz) értéket (ez tjabb O(n) lépés)

o végill determinisztikusan ellen6rizziik, hogy a generalt értékadas kielégiti-e a formulat
(ez ujabb O(n) 1épés)

o ha kielégiti, ACCEPT, ha nem, REJECT vélaszt adunk (ezen a szdlon).

Igy végeredményben van egy O(n) + O(n) + O(n) = O(n) idékorlatos nemdeterminisztikus
algoritmusunk, ami tényleg eldonti a SAT problémat, hiszen:

e ha az input CNF kielégithett, akkor legalabb az egyik szalon tényleg generalunk egy
kielégito értékadast, és az a szél el fogja fogadni az inputot = az egész algoritmus is,

e ha az input CNF kielégithetetlen, akkor mindegyik szl rejectelni fog = az egész algorit-
mus is.

Megjegyzés.

Minden NP-algoritmus ilyen alakra hozhato, mint a fenti:

o el6szor generdlunk valami rovid (polinom méretil) ,potencidlis tanit”, ami igazolhatja,
hogy az input a problémanak egy ,igen” példanya,

o eztdn determinisztikusan gyorsan ellenérizziik (gyorsan = polinom id6ben), hogy a
generalt ,,potencidlis tani” tényleg tanu-e, ha az, akkor accepteliink, ha nem, rejecteliink.

Sok esetben nagyon adja magat a tanusitvany-rendszer, sok olyan NP-beli problémat fogunk
latni, ami ,igaz-e, hogy az inputban van ilyen-meg-ilyen valami” alak, ilyenkor ezt a ,valami”t
kell csak megprébalnunk nemdeterminisztikusan kigenerdlni. (Nem mindig ennyire egyértelmii
a torténet azért, de gyakon sokszor lesz az.)
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2. feladat megoldasa.

Az el6z6 feladathoz hasonlé ,tand generalas” modszer itt kb. ilyen:

e generaljunk nemdeterminisztikusan G minden csicsdhoz két nemdeterminisztikus
bitet (terv: 00 jelentse az egyik, 01 a masik, 10 a harmadik szint, az 11 invalid)

o (innentdl mar végig determinisztikus lesz az algoritmus)
 ha van olyan cstics, amihez az 11 biteket generaltuk, akkor REJECT (ez biztos nem tant)

o kiilonben, iterdljunk végig az éleken és nézziik meg, hogy egyezik-e az él két végpontjan
mindkét generalt bit — ha igen, akkor REJECT

e ha minden él két végpontjan legalabb az egyik generdlt bit eltér az él masik végén 1évo
parjatol, akkor ACCEPT.

Ez ismét egy O(n) id6igényl nemdeterminisztikus algoritmus, és tényleg eldonti a 3-
SZINEZESt.

3. feladat megoldasa.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy egy probléma INP-teljes, meg kell mutatnunk, hogy NP-beli és
azt is, hogy NP-nehéz.

NP-beli: ismét tant generdlassal mehet, mint minden NP-beli probléma esetén:

minden egyes élt nemdeterminisztikusan vagy vélasszunk ki, vagy nem (ezzel egy
részgrafot generdlunk)

o (innentdl determinisztikusan ellenérizziik, hogy a generalt részgraf egy Hamilton-kor-e
vagy sem)

o minden csicsra nézziik meg, hogy pontosan két ra illeszked6 élt sikeriilt-e generaljunk,
ha nem, akkor REJECT

o mnézzitk meg, hogy a generalt részgraf 6sszefliggb-e (és nem pl néhény diszjunkt kor uniéja),
ha nem, akkor REJECT

o ha idaig eljutunk, akkor ACCEPT

Ez ismét egy polinom ideji nemdeterminisztikus algoritmus lesz, mely tényleg eldonti a
HAMILTON-KOR problémaét.

NP-nehéz: ehhez elég valasztanunk egy szimpatikus NP-nehéz problémat és azt visszavezetni
erre az aktualis problémankra.
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Talan célszerti lehet ilyenkor olyat keresni, ami ,hasonlit” az aktudlis problémankra, pl. most a
HAMILTON-UT ilyen. (Persze ilyenkor minden NP-teljes problémardl van erre visszavezetés,
csak van, amelyiket konnyebb és van, amelyiket nehezebb megkonstruélni.)

Vezesstik tehat vissza a HAMILTON-UT problémat a HAMILTON-KOR probléméral

Ehhez kell egy polinomideji (,,gyors”) inputkonverzi6, mely

o egy G grafbdl egy G’ grafot (a HAMILTON-UT inputjdbol a HAMILTON-KOR inputjat)
készit

o valasztarté modon, azaz

— ha G-ben van Hamilton-1t, akkor G’-ben lesz Hamilton-kor,
— ha pedig G-ben nincs Hamilton-ut, akkor G’-ben sem lesz Hamilton-kor,

— ezt az utébbit altaldban gy egyszeriibb ellenérizni (,kontrapoziciéval”), hogy ,ha
G'-ben lett Hamilton-kor, akkor G-ben is volt Hamilton-ut”.

Itt pl. egy oOtlet lehet a kovetkezo:

Kapjuk G-b6l G'-t tgy, hogy felvesziink egy Gj v csticsot és azt hozzakotjilk minden G-beli
eredeti cstcshoz.

Maga a transzformécié nyilvan polinomidejli (G eredeti szomszédsdgi métrixdhoz hozzé kell
venniink egy 1j sort és oszlopot, azt kitoltve 1-esekkel mindenhol, kivéve a sarokban, ahol 0
lesz, hogy ne vegyiik fel a hurokélet az 1j csicsra, ez O(n) id6ben megvan), és azért tartja a
valaszt, mert

e Ha G-ben van Hamilton-ut, mondjuk valami x ~» y Ut bejarja G minden cstcsat pont
egyszer, x-bol indul és y-ban végez, akkor G'-ben ezt az 1j v csticesal egy © ~»y — v — &
korré tudjuk hosszabbitani;

o Ha pedig G'-ben lett Hamilton-kor, akkor egy ilyen at kell haladjon v-n is, kell j6jjon
valahonnan és kell menjen tovabb valahova — igy ha ezt a kort ,elvagjuk” v-nél, kivéve
belble v-t, akkor amit kapunk, egy 1t lesz, ami G’ 6sszes nem-v csucsan pont egyszer
megy at, a korben a v utan érintett csticsbol indul és a korben a v el6tti utolsé cstcsban
fejez6dik be — ami ezek szerint egy Hamilton-ut lesz az eredeti G-ben.

Tehét ez tényleg egy hatékony visszavezetés a HAMILTON-UT problémérél a HAMILTON-KOR
problémara.
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Megjegyzés.

Ha két NP-beli problémat vezetiink vissza egymaésra, akkor sokszor igy néz ki a visszavezetés:

o megadunk egy transzformaciot

e a bal oldali probléma egy tényleges tanijat az eredményben megjelenitjiik és megmu-
tatjuk, hogy ,be lehet fejezni” a jobb oldali probléma egy tandjava (itt pl. egy Hamilton-
utat be tudtunk fejezni még két 1épésben a generalt grafban egy koérré v-n keresztiil)

e és a jobb oldali probléma egy tandjat pedig megmutatjuk, hogy (annak egy része) miért
is lesz tanu az eredeti probléma eredeti inputjéban (itt pl. az 4j grafban egy Hamilton-
korbol ha elhagyjuk az iijonnan generalt v csticsot, akkor pont az eredeti grafban kaptunk
egy Hamilton-utat, vagyis egy ottani tanit)

4. feladat megoldasa.

(persze NP-teljes is, nem nehéz ra adni az eddigiek alapjan egy NP algoritmust)

Els6 1épésben ismét egy elég hasonl6” NP-teljes problémat keresiink hozza, ez lehet pl. most
a 3-SZINEZES.

Adnunk kell tehat egy hatékony inputkonverziét, mely

o egy input G grafbdl (a 3-SzINEZES inputjdbol) elkészit egy G’ grafot (a 4-SzINEZES
inputjat)

o ugy, hogy ha G eredetileg kiszinezhet volt 3 szinnel helyesen, akkor G’ kiszinezhetd lesz
4 szinnel helyesen,

o ha pedig G’ kiszinezhet§ lett 4 szinnel helyesen, akkor G is az volt 3 szinnel.
Itt pl. egy oOtlet lehet a kovetkezo:

Kapjuk G-bdl G'-t ugy, hogy felvesziink egy 1j v csiicsot és azt hozzakotjiilk minden G-beli
eredeti cstucshoz.

A trafé6 még mindig persze polinomideji, kérdés, hogy miért is valasztart6? Ismét a ,tanit
tanuva és vissza alakit6o” modszerrel mutatjuk meg:

o ha G 3-szinezhets, akkor van helyes 3-szinezése, ami mondjuk az {1,2,3} szineket
hasznélja. Induljunk ki egy ilyenbdl és szinezziik ki G'-t pont igy, az j v csucsnak
pedig adjuk a 4 szint. Ekkor G’-ben tovdbbra se lesz iitkozés (az eredeti G-beli élek eleve
helyesen voltak szinezve, a v-t érintéeknek pedig az egyik vége a teljesen 1j 4 szint kapta),
tehat G’ is 4-szinezhetd, ha G 3-szinezhetd volt.

o a masik irdny is fontos: ha G’ 4-szinezhetd, akkor vegyiik neki egy helyes 4-szinezését.
Mivel az 4j v cstics mindenki massal szomszédos, neki egy teljesen egyedi szine van, igy
ha 6t elhagyjuk, a kapott szinezett grafban mar csak harom szint hasznalunk és a szinezés
tovabbra is helyes, tehdt GG tényleg 3-szinezhetd, hiszen ez neki lesz egy helyes 3-szinezése.
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Megjegyzés.

Az azért nem igaz, hogy minden grafos visszavezetésnél jo megoldas lesz a ,vegyiink fel egy 1j
csucsot és kossiik 0ssze mindenkivel” modszer :)
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