Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 07

Grafos visszavezetések I1.

/[Recap: HAMILTON-KOR / HAMILTON—UTJ ~

e Input: egy G graf

e Output: van-e G-ben olyan kér / ut, mely minden csiicson pontosan egyszer halad
at?

A HAMILTON-KOR és a HAMILTON-UT NP-teljes problémék, irdnyitott és irdnyitatlan
grafokra is.

- J

...mert benne a piros élek egy Hamilton-
kort alkotnak

AL A

Ha a grafbol elvennénk a fels6 ,,hosszu vizszintes” élt, igy mar ,nem” példany lenne, pl. azért,
mert a két  haromszog” kozt csak egy élen tudnank ,,atjarni” és vissza méar nem tudnank menni.

Pl. ez a lenti gréaf egy ,igen” példany. ..

" )
5 Hosszu KOor J

o Input: egy G graf

o Output: van-e G-ben olyan kor, mely a csticsoknak pontosan a felén halad at?

1. feladat.
Mutassuk meg, hogy az & HosszU KOR probléma NP-nehéz! j

Hasonléan az § HosszU KOR probléméhoz, lehet definidlni pl. az 55 H0sszU KOR vagy a
v/n HosszU KOR problémakat is.

2. feladat.

Mutassuk meg, hogy az j5; H08szU KOR és a y/n HosszU KOR problémédk is NP-
nehezek!

Masképp is megprobalhatjuk , konnyiteni” a Hamilton-tipust problémékat, példaul rogzithetjiik
az utnak a két végpontjat:

s-1 HAMILTON—GT}

o Input: egy G graf és két kijelolt cstcsa, s és t

o Output: van-e G-ben olyan Hamilton-ut, mely s-bél indul és t-ben végzodik?
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3. feladat.

Mutassuk meg, hogy s-t HAMILTON-UT is NP-nehéz! j

/[Recap: Részgraf, feszitett részgréf] ~

Egy G grafnak ugy kapjuk ...

« arészgrafjait, hogy G-bdl csticsokat és/vagy éleket elhagyhatunk (a csticsokat persze
a rajuk illeszkedd élekkel egytitt),

o a feszitett részgrafjait, hogy G-bdl csiuicsokat elhagyhatunk (a rajuk illeszkedd
élekkel egytitt).

(nem muszaj elhagyni semmit, egy graf 6nmaganak mindig (feszitett) részgrafja.)

N\

(FESZITETT) RESZGRAF IZOMORFIZMUSJ

o Input: egy G és egy H graf

o Output: izomorf-e a H graf G-nek valamely (feszitett) részgrafjaval?

(azaz: van-e olyan H' (feszitett) részgrafja G-nek, ami csak annyiban kiillonbozik H-t6l, hogy
masok a csticsok ,nevei”?)

pl. ha az input grafok. .. ... akkor ez a részgraf izomorfizmusnak egy
sigen” példanya, mert H ,megjelenik” G-ben
(pirossal):

Ao 1L e Jer ]

Viszont ugyanez az input a FESZITETT RESZGRAF IZOMORFIZMUSnak egy ,nem” példanya:
csak csicsok elhagyasdaval nem tudjuk megkapni G-bél H-t (el kell ahhoz hagynunk a harom-
szognek a ,bal oldali ferde” élét is).

ha pedig az input grafok. .. ... akkor ez egy ,nem” példany, pl. mert H-
ban van egy 4 fokszamu cstcs, G-ben pedig

minden csics maximum 3 foku, amit névelni
G — és H — persze nem lehet gy, hogy csticsokat /éleket
elhagyunk.

4. feladat.

Mutassuk meg, hogy a RESZGRAF 1ZzOMORFIZMUS NP-nehéz problémal j

5. feladat.

Mutassuk meg, hogy a FESZITETT RESZGRAF 1ZzOMORFIZMUS NP-nehéz problémal ]

Ivan Szaboles 2 2023,/09/01,/10:08:57



1. feladat megoldasa.

Itt a legcélszeriibbnek az tlinik, hogy a HAMILTON-KOR problémat probéaljuk meg visszavezetni
az % HosszU KOR probléméra.

Azaz adnunk kell egy polinomidejii inputkonverziét, mely

o egy G grafbol (HAMILTON-KOR inputjabdl) készit egy G’ grafot (2 HosszU KOR inputja
2

o ugy, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor G’-ben legyen olyan kor, mely a G’-beli
csucsok felén athalad,

o ¢és ha G'-ben lett ekkora kor, G-ben is kellett legyen Hamilton-kor.

Ha a ,tantbdl tanit/tanikezdeményt kapjunk” megkozelitéssel prébélunk egy megoldast
keresni, akkor egy olyan konverziora lenne pl. sziikségiink, melyben egy eredeti G grafban
1évé Hamilton-korbdl az uj G’ grafban egy G’ csticsainak felén atmend kor készil.

A legkézenfekvébb méd annak latszik, hogy érjiik el azt, hogy G részgrafja legyen G'-nek, és G'-
ben kétszer annyi csiics legyen, mint G-ben: igy a G-beli eredeti Hamilton-koér a G’ cstcsainak
pont a felén fog athaladni.

A vélasztartdshoz még annyira van sziikségiink, hogy G’-ben ne jelenhessen meg” 1ij (nagy)
kor azokhoz képest, amik G-ben méar eleve ott vannak: tehat gy kéne megduplazni a csticsok
szamat, hogy 1j kor ne keletkezzen egyaltalan, az mar egy helyes visszavezetés lenne.

Erre egy j6 médszer pl. (mivel a feladat nem kéri, hogy 6sszefliggé legyen a G’ graf) az, hogy
G't gy készitsiik el, hogy G mellé felvesziink még annyi izolalt csicsot, ahdny csicsa G-nek
van,

pl. ebbdl a G grathol. .. ...ez a G’ graf késziil:

VAN P Al

(itt épp ,nem” példanybdl készil ,nem” példany.)

Ez a konverzi6 jo lesz visszavezetésnek, hiszen linedris idoben hozza tudunk adni a grafunkhoz
ennyi csucsot, és tartja a valaszt, hiszen ha G-ben van Hamilton-kor, akkor G’-ben ugyanaz
a kor a G'-beli csicsok pont felén halad at, ha pedig G’-ben van csicsai felén athaladé kor,
akkor az nyilvan nem érintheti az ijonnan generdlt csticsokat, hiszen azok izolaltak, igy az a
kor csak a G'-ben 1év6 eredeti G-példany csticsait érintheti, annak pedig minden cstcsén at kell
haladjon, hogy a G’ csticsainak felét érintse, tehat ekkor ez egy Hamilton-kor lesz G'-ben.

Ez egy gyakori technika NP-nehézség bizonyitasara: ha egy ismerten NP-teljes probléma speci-
kerestink az input méretéhez képest, akkor sok esetben ,felfijhatjuk” az eredeti probléma in-
putjat akkorara, hogy az 0j probléméban egy (ahhoz képest) kis tani egyben az eredetire legyen
tani; ennél a moédszernél arra kell figyelniink, hogy amikor megnoveljiik az inputot, akkor ezt
ugy tegyiik, hogy a pluszban hozzagenerdlt rész ne tudjon segiteni a tani generaldsaban és
kénytelenek legyiink az eredeti részt hasznalni.
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2. feladat megoldasa.

Ismét célszertinek latszik a HAMILTON-KOR problémabdl elindulni és azt visszavezetni az
1j problémakra. Mindkett6 annyiban tér el a HAMILTON-KOR problémétél, hogy az input
méretéhez képest ,kisebb” tanit keresiink: itt ha hasznaljuk az el6z6 feladat ,input felfajé”
modszerét, akkor:

o az 155 HOSszU KOR probléménadl azt kell elérjiik, hogy a G-bél generdlt G’ grafban egy

ahhoz képest szazadakkora kor az pont egy Hamilton-kort adjon az eredeti grafban;

o a /n HosszU KOR problémandl pedig azt, hogy ha G’-ben dsszesen m cstcs lesz, akkor
abban egy /m hosszt kor garantéltan egy G-beli Hamilton-kor legyen.

Mindezt elérjik akkor, ha

* a7z a5 HosszU KOR probléma esetén ha az eredeti G grafunkban N darab cstcs van,
akkor ebbdl kapjuk tgy G'-t, hogy G mellé még felvesziink 99N darab izoldlt csticsot;

o a y/n HosszU KOR probléméanal pedig (mivel ha G’-ben m cstcs lesz, akkor egy /m
hosszi kor kellene legyen N hosszi, {igy m = N? csticsi G'-t kéne generaljunk) vegyiink
fel az N-csticst eredeti G graf mellé N2 — N darab izoldlt csticsot!

Mindkét esetben polinomidejii az inputkonverzié és tartja a valaszt: egy G-beli eredeti
Hamilton-kor pont megfelelé méretii lesz G'-ben, és G'-ben ha van egy eléirt méretii kor, akkor
az nem érintheti az izolalt csticsokat és emiatt 6 egy G-beli Hamilton-kor kell legyen.

Megjegyzés.

A logn HosszU KOR probléméaval mar nem lenne ez a mddszer mitkodéképes: ehhez egy N-
cstcst grafbol egy 2V-cstcsut kéne késziteniink, azaz hozzavenni az eredeti grafhoz 2V — N
darab izolalt cstcsot, ami viszont nem megy polinomidében (mert az input mérete ha mondjuk
szomszédsagi matrixszal van dbrazolva az input, akkor n = N2, amihez képest a 2 — N nem
polinom.)
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3. feladat megoldasa.

Mivel a két probléma (nevében is) hasonlit egymdshoz, célszerlinek latszik megpréobélni vissza-
vezetni a HAMILTON-UT problémat az s-t HAMILTON-UT problémara.

Azaz, kell adjunk egy olyan polinomideji inputkonverziot, mely egy G grafbol elkészit egy
G’ gréafot, és annak kijeloli egy s és egy t cstucsat, ugy, hogy G-ben pontosan akkor legyen
Hamilton-ut, ha G’-ben van s-bél t-be mend Hamilton-ut.

Ismét végiggondolva az NP osztalyon beliil altaldban miikodo ,,tantibdl tanit vagy lehetséges
tantkezdeményt kéne késziteni” modszert, az tiinik jo 6tletnek, hogy a G-beli eredeti Hamilton-
utak valahogy megjelenjenek G'-ben (tehat G legyen részgrafja G'-nek), mégpedig gy, hogy
minden eredeti G-beli Hamilton-utat ,be lehessen fejezni” G’-ben tgy, hogy G’-ben valjanak
Hamilton-utta, melyek rdadasul G'-nek az s csticsdbdél mennek a t cstcsaba.

Ebbol az latszik, hogy ha ezzel a mdodszerrel készitjiik a visszavezetést, akkor

o (’-nek a G részgrafja kéne legyen,

e s és t 0j csucsok kellenének legyenek (mert kiillonben nem tudjuk ,befejezni” a G-beli
Hamilton-utakat tgy, hogy s-bél menjenek t-be, hiszen lehet, hogy pont a kozepén van s
vagy t a G-beli tutnak),

e és barhol is van G-ben egy Hamilton-ut, annak egyik végét s felé, masik végét t felé meg
lehessen hosszabbitani.

Persze mindezt anélkiil kell megtegyiik, hogy tudjuk, ,hol” is van G-ben Hamilton-1it, ha van
benne egyaltalan, mert egy Hamilton-it megkeresésére nem ismert polinomidejii algoritmus,
igy ha a konverziéba beirunk egy ,keressiink Hamilton-utat G-ben és a két végére kossiink egy
s és egy t csucsot”, az ugyan tartand a valaszt, de nem lenne polinomideji konverzié.

Viszont, ha G minden csticsidhoz hozzakotjitk a pluszban generalt s és ¢ cstcsokat:

pl. ebbdl a G grafhol. .. ...ez a G’ graf készul:

S t

akkor az mar biztositva is van, hogy polinomidejii (linedris ideig tart felvenni ezt a két 0ij csticsot
G-hez és felvennni minden élt s-bél és t-b6l G eredeti csicsaihoz), és hogy ,igen” példanybol
sigen” példany késziil,

pl. ebbdl a G-beli tanabdl. .. ...ez a G'-beli tanu készitheto:

S t

és mar csak azt kell ellenérizniink a valasztartashoz, hogy ha a generalt G’-ben van s-b6l t-be
Hamilton-ut, akkor G-ben kellett legyen Hamilton-tut. Ez is teljesiil, hiszen egy Hamilton-1t
G'-ben, mely s-bdl indul és ¢-ben végez, a két csics kozott pont egy G-beli Hamilton-utat
kell bejarjon, hiszen kézben nem érintheti sem s-t, sem t-t még egyszer, igy G eredeti cstcsai
mindegyikét pont egyszer fogja bejarni, kizardlag G eredeti éleit felhasznélva, igy a G'-beli s-t
Hamilton-utnak a két végpontjat ,levagva” garantdltan egy G-beli Hamilton-utat kapunk.
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4. feladat megoldasa.

Ismét azzal érdemes kezdeni, hogy keresiink egy ismerten NP-teljes probléméat, ami ,,hasonlit”
ehhez az j problémankhoz.

Messzirol ranézve itt a feladat ,egy grafban keresni egy masikat” — pont ilyen feladat a
HAMILTON-UT is (amikor is egy N-cstcst utat keresiink az N-cstcs G-ben), a HAMILTON-
KOR is (amikor is egy N-cstcst kort), és a KLIKK is (amikor pedig egy k-cstcst teljes grafot).

Ezek alapjan egybdl adja magat harom visszavezetés is, melyek mind polinomidejliek és tartjak
a valaszt:

« a HAMILTON-UT < RESZGRAF IZOMORFIZMUS: az input N-cstcsi G grafban keressiik
azt a H grafot, mely egy N cstcsbol allo ,utgraf”:
pl. ha az input G gréf. .. akkor a generalt G’ és H' grafok. ..

AL A

e a HAMILTON-KOR < RESZGRAF IZOMORFIZMUS: az input N-cstcst G grafban keressiik
azt a H grafot, mely egy N cstcsbdl allo |, korgraf™:

és H = @ ® ® ® ®

pl. ha az input G graf. .. akkor a generalt G’ és H' grafok. ..

A1 e Jewes :

o a KLIKK < RESZGRAF IZOMORFIZMUS: ha a KLIKK inputja a G graf és a k szam, akkor
G-ben keressiik azt a H grafot, mely egy k csticsbdl all6 teljes graf:

pl. ha az input G graf és k szam. .. akkor a generalt G’ és H' grafok. ..

G:i E és k=4 G/:i i és H =

Ha esetleg a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ jutott esziinkbe, ott nem lesz j6 megoldés az, hogy
k darab figgetlen csicsot vegyiink fel, mert az mindenképp részgraf lesz G-ben (ha G legalabb
k-csticstt); viszont, ha pl. eldbb végrehajtjuk a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ < KLIKK vissza-
vezetést, majd az eredményen a KLIKK < RESZGRAF IZOMORFIZMUS visszavezetést, akkor a
kapott (0sszetett) inputkonverzié egy FUGGETLEN CSUCSHALMAZ < RESZGRAF IZOMORFIZ-
MUS visszavezetés lesz.
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5. feladat megoldasa.

Itt érdemes lehet abbdl kiindulni, hogy van mar visszavezetésiink egy nagyon hasonlé prob-
lémara, a RESZGRAF IZOMORFIZMUSra tobb is; hatha valamelyik jé lesz egyben visszavezetés-
nek a FESZITETT RESZGRAF IZOMORFIZMUSra is!

« A HAMILTON-UT < RESZGRAF IZOMORFIZMUS visszavezetés, amit lattunk az elézé fe-
ladatban, nem lesz jo visszavezetésnek: a generalt G’ és H' grafok azonos cstucsszamuak
lesznek, igy pont akkor lesz a FESZITETT RESZGRAF IZOMORFIZMUSnak egy ,igen”
példanya a (G', H') par, ha G', azaz G is konkrétan az N-csicsu ,utgraf”, azaz ez a
konverzi6 erre a problémara nem tartja a valaszt.

o Ugyanez a helyzet a HAMILTON-KOR esetében is: az N-cstcsi kor pont akkor lesz fes-
zitett részgrafja az N-cstics G-nek, ha G maga is egy kor (ami nem ugyanaz, mint hogy
G-ben van Hamilton-kor).

e Viszont a KLIKK < RESZGRAF IZOMORFIZMUS visszavezetés megfeleld lesz: ha G-ben
van egy k-csucsu klikk, akkor G-bdl elhagyva a nem ebbe a klikkbe tartoz6 cstcsokat
pont egy k-cstcst teljes grafot kapunk feszitett részgrafként (tehat tanibdél tanit tudunk
késziteni balrdl jobbra, ,igen” példanybdl ,igen” példdny lesz), ha pedig G-nek feszitett
részgrafja a k csucsu teljes graf, akkor nyilvan részgrafja is, azaz van G-ben k darab
paronként szomszédos csucs.

Tehat a probléma tényleg NP-nehéz, az el6z6 feladat KLIKK < RESZGRAF IZOMORFIZMUS
visszavezetése egyben egy KLIKK < FESZITETT RESZGRAF IZOMORFIZMUS visszavezetés is
lesz.
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