Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 08

Formulas visszavezetések 1.

/[Recap: SATJ ~

o Input: egy ¢ konjunktiv normalformaji formula (CNF), pl. (pV ¢) A (—pV q) A —g,
nincs az inputban iires kloz

o Output: kielégitheté-e 7
A SAT egy NP-teljes probléma.

N\

1 Hijan SAT

o Input: p CNF

o Output: van-e olyan értékadés, ami kielégiti ¢ klézait, legfeljebb egy kivételével?

Pl. a (pV¢)A(=pVq) A—qa SATnak egy ,nem” példanya, de az 1 HIJAN SATnak egy ,igen”
példanya, pl. a ¢ = 1, p = 0 értékadas kielégiti harom klozabdl kettot.

1. feladat.
Mutassuk meg, hogy 1 HiJAN SAT NP-nehéz! ]

2. feladat.
Mutassuk meg, hogy a 2 HiJAN SAT is NP-nehéz! j

Nem csak ugy tudjuk , gyengiteni” formailag a SATtal kapcsolatos elvardsainkat, hogy egy
konstans szammal csokkentjik az egyszerre elvart kielégitett klozok szamat, hanem akar egy
aranyat is kérhetjiik (pl. 2/3-SATnak az inputjai szintén CNF-ek, és akkor ,igen” példany egy
¢ CNF, ha van olyan értékadas, mely ¢ klozainak legalabb a 2/3-at kielégiti). Ez konkrétan a
2/3 vélasztés esetén nem segit sokat:

3. feladat.
Mutassuk meg, hogy a 2/3 SAT is NP-nehéz! j

4. feladat.
Mutassuk meg, hogy a 3/5-SAT probléma is NP-nehéz! j

5. feladat.
Milyen bonyolult az 1/2-SAT probléma? ]
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A 3x3SAT ) ~

A 3x3SAT a kévetkezd probléma:

e Input: egy CNF, melyben minden klézban legfeljebb 3 literal szerepel és melyben
minden valtozé legfeljebb 3-szor fordul el6

L Output: kielégitheté-e?

6. feladat.
Mutassuk meg, hogy a 3x3SAT is NP-teljes! ]
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1. feladat megoldasa.

Egyrészt, a feladat hasonlit a SAT problémaéra, ezért érdemes lehet talan a SATot megprobalni
visszavezetni ra. Tehat kéne egy olyan polinomidejli inputkonverzi6, mely

o egy ¢ CNF-bdl egy ¢ CNF-et készit,

o ugy, hogy ¢ kielégitheté < ¢’ ,max egy hijan” kielégithetd.

Hasonlé probléma-modositast lattunk mar: a Hamilton-kérnek az ,n/100” stb. varidnsait.
Ott az a modszer miikdodott, hogy az input grafot ,felfijtuk” olyan részekkel, melyek nem
jatszhattak szerepet egy Hamilton-kor kialakulasaban.

Ennek a mintajara pl. ha lehetne iires klozt is hasznalni, a kovetkezé visszavezetés juthat
eszlinkbe:
o = AU

Hiszen ha ¢ kielégitheto, akkor egy kielégitd értékadas az 6sszes p-beli klozt kielégitené, [J-ot
pedig nyilvan nem, igy a jobb oldalon generalt formulabdl egy hijan elégitene ki minden klozt
(tantibol tanut tudunk késziteni balrdl jobbra); ha pedig a jobb oldalon max egy kléz hamis
egy értékadas mellett, akkor az az egy kloz csak az [ lehet, és igy az az értékadas ¢ Osszes
klozat kielégitené (tanibol tand készithetd jobbrodl balra).

Itt viszont az volt a kikotés, hogy nem hasznédlhatunk tires klézt. A masodik konstrukcid, ami
ez alapjan esziinkbe juthat:

o = o Ap A p
ahol p egy valtozé (valéjaban nem szamit, hogy 1j vagy sem).

Ez a konstrukcié nyilvan polinomidejli, csak hozza kell éseljiink még két literalt ¢-hez; és a
valaszt is tartja, hiszen

 (tanibdl tanit balrdl jobbra) ha p-nek A egy kielégité értékadasa, akkor A vagy p-t, vagy
—p-t is ki fogja elégiteni (ha A(p) = 1, akkor p-t, ha 0, akkor —p-t), igy A kielégiti ¢
minden klézat, és még p és —p koziil is egyet, igy maximum egy kloz lesz hamis a generalt
©'-ben;

o (tantbdl tanut jobbrdl balra) ha a generdlt formuldnak max egy hijan minden kl6zat
kielégiti egy A értékadds, akkor (mivel nem elégitheti ki egyszerre p-t és —p-t) a két 1j
egységkloz kozil az egyik lesz a hamis; emiatt A a ¢ eredeti klozait mindet kielégiti, és
ezért ¢ tényleg kielégithetd lesz.
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2. feladat megoldasa.

Az el6z6 feladathoz hasonléan gondolkodva, ha megint a SATot probaljuk meg visszavezetni
erre a problémara és felfijni” az inputot ,kielégithetetlen” klozokkal, akkor bar a kévetkezd

konstrukecié miikodne:
w = o ANOAL,

hiszen igy a jobb oldalon beraktunk két klézt, melyeket semmilyen értékadas nem tudna
kielégiteni, azonban tovabbra sem hasznalhatunk tires klozt a feladat szovegezése szerint. A két
(1 alapjan johet a kovetkezo otletiink:

o = © AN pr A pr A pa A g,

ami nyilvin egy polinomidejii transzformacié (itt p; és ps alapvetéen mindegy, hogy milyen
valtozok, lehetnek tjak is, de nem feltétlen kell azok legyenek), és valasztarté is:

 (tand balrdl jobbra) ha A kielégiti ¢-t, akkor a jobb oldalon a p; és a —p; egységklozok
koziil is, meg a py és —py egységklozok kozill is egyet-egyet elégit ki, a mésikat hamisra
allitja — ezért A a generalt ¢’ formulanak pontosan két klézat nem elégiti ki, tehat ,,igen”
példanybdl valoban ,igen” példany késziil,

« (tant jobbrdl balra) ha pedig a generalt ¢ formuldban A legfeljebb kett6t elégit ki, akkor
az a két kloz a py A —py Apa A —py klozok koziil kell legyen ketto, mert ezek kozil egyszerre
csak ketto elégithetd ki egyszerre, a masik kettd hamis lesz. Emiatt, mivel az egész
formulaban max két kléz lesz hamis A mellett, igy a ¢ eredeti klozat A igazza kell tegye,
tehat ha valamibdl ,igen” példany késziil, akkor az eredeti formulank a SATnak kellett
sigen” példanya legyen.
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3. feladat megoldasa.

Ismét a SAT problémat latszik legkonnyebbnek visszavezetni erre a problémara, és ez ismét egy
»az input méretéhez képest az elméletileg elvarhaténal valamivel kisebbet teljesité tani van-e”
alaku feladat.

Az el6z6 két feladat sémdajéhoz hasonldéan esziinkbe juthat egy ilyen konstrukeié (miutdn az
n/2-r6l rajoviink, hogy az kevés lesz, mert az a 3/4-SATra lenne egy vilasztarté visszavezetés):

Cl/\.../\C'k — C'l/\.../\Ck/\pl/\—|p1/\p2/\—|p2/\.../\pk/\—|pk,

ahol py, ..., pg valtozék. (Nem feltétlen kell hozza az sem, hogy tjak legyenek, s6t az sem, hogy
kiillonbozzenek. )

Ez a konstrukcié polinomidejii, hiszen el6szor megszamoljuk a klézokat, majd for ciklusban
kifrunk ennyi darab pozitiv és ugyanannyi negativ egységkldzt az eredeti ¢ input klozai mellé;
ez megy linearis idében.

A vélasztartasrél pedig szintén a korabbi ,felfijos” érvelés miikodik:

+ (tantbdl tanit, balrél jobbra) Ha ¢ kielégithetd, pl. kielégiti az A értékadés, akkor
ugyanez az értékadas a generalt ¢'-ben (mivel p; és —p; valamelyikét mindenképp hamisra
allitja, A(p;)-tol fiiggben), igy a hatsé 2n darab Gjonnan generalt klozbol A pontosan k
darabot hamisra allit. Mivel a generdlt ¢’-nek ésszesen 3k kléza van, ennek 2/3-a 2k, amit
pont ki is elégit ugyanez az értékadés (¢-nek mind a k eredeti klézat, plusz a hozzdadott
2k egységkloznak a felét, ami szintén k, Osszesen k + k = 2k klozt).

 (tantbdl tanut, jobbrél balra) Ha az A értékadas kielégiti a generalt ¢'-beli Osszesen
3k kléznak a 2/3-at, azaz 2k klozat, akkor — mivel tetszéleges A értékadas a pluszban
hozzarakott 2k darab kléznak pontosan a felét elégiti ki, és emiatt k kl6z abban a részben
mindenképp hamis lesz — A ki kell elégitse p-nek mind a k klézat (killonben 2k-nal
kevesebb kléz lenne kielégitve). Ez pedig azt vonja maga utdn, hogy ¢ kielégithetd,
hiszen A igazza teszi minden klézat egyszerre.

Tehat sikertilt adjunk egy polinomidejti valasztarto visszavezetést az ismerten NP-teljes SATrél
a 2/3 SATra, ami emiatt szintén NP-nehéz kell legyen.

(Egyébként NP-beli, tehat NP-teljes is.)

Ivan Szaboles 5 2023,/09/01,/10:09:13



4. feladat megoldasa.

Ezt az el6z6ek mintajara, ezuttal csak roviden és egy kicsit altalanosabban: ha a SATot sz-
eretnénk ré visszavezetni, és kérdés, hogy egy ¢ = C; A ... Cy CNF-hez mennyi p; A —p; alaki
klézpart szeretnénk ,pluszban hozzairni”, hogy kijojjon, akkor ezt gondoljuk meg:

e ha m klozpart irunk hozza, akkor lesz 6sszesen k + 2m klozunk,

e amibdl egyszerre maximum k + m kielégithetd, annyi pedig pontosan akkor, ha ¢ kielégi-
theto.

Tehat, most ezt az egyenletet kapjuk a 3/5 SAT esetén:

Y

k+m B §
k+2m 5

amit ha atszorzunk:
5k + 5m = 3k + 6m,

azaz (kivonasok)
2k = m,

ami azt mutatja, hogy a

Cl/\.../\Ck — C'l/\.../\Ck/\pl/\—'pl/\pg/\—'pg/\.../\pzk/\—'pgk
inputkonverzié (hasonléan a két kordabbi feladat indokldséhoz) egy polinomidejii, valasztartd
visszavezetés lesz SATrél 3/5-SATra.
Megjegyzés.

Barmilyen racionélis « = p/q > 1/2 hanyadosra el6 tudunk allitani hasonlét: itt az otlet,
hogy barmilyen tort kijohessen, ami tobb, mint 1/2, annyi, hogy az eredeti CY, ..., Cj klézok
mindegyikébdl felvesziink = (pozitiv egész) darabot, a p;, —p; klézparokbdl pedig k-y (y pozitiv
egész) darabot.

Ekkor lesz kx + 2ky klézunk, melybdl kx + ky az, ami legfeljebb egyszerre kielégitheto; ha ugy
allitjuk be x-et és y-t, hogy teljesiiljon a
ke +ky—1
kx + 2ky

kx + ky T+y Yy

< < = =1—
pla < kx +2ky x4+ 2y r + 2y

egenlotlenség-sorozat, akkor kész is vagyunk. Marmost ha vesszik a p = x4+ y, ¢ = = + 2y
egyenletrendszer megolddsat, azaz y = ¢ —p, x = 2p—q j6 lesz (mivel 1 > p/q > 1/2,igy ¢ > p
és 2p > q, tehét ezek pozitiv egészek lesznek), ahogy tortént a 2/3 és a 3/5-SAT esetében is.
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5. feladat megoldasa.

Itt ismét fontos, hogy az inputban nem szerepelhet tires kloz, hiszen ha szerepelhetne, akkor a
C’l/\.../\CY].C — Cl/\.../\Ck/\D/\.../\D

inputkonverzid, azzal, hogy k példanyban vessziik fel az tres klézt, adna egy SAT<1/2-SAT
visszavezetést.

Viszont igy, hogy az input CNF-ben nem szerepelhet iires kloz, igy haromféle kléz lehet benne:

« melyekben van pozitiv és negativ literdl is: ezeket a konstans 0 és a konstans 1 értékadas
is kielégiti;

« melyekben csak negativ literalok vannak (és legaldabb egy kell legyen belélik): ezeket a
konstans 0 értékadas kielégiti;

« melyekben csak pozitiv literdlok vannak (és legaldbb egy kell legyen beldliik): ezeket a
konstans 1 értékadas kielégiti.

Ezért, ha a masodik két kategériabdl a csak negativ literalokat tartalmazé klézokbdl van tobb
a formulaban, akkor a konstans 0 értékadas kielégiti a CNF klozainak felét; ha pedig a csak
pozitivakbél (vagy egyforma sok van bel6lik, vegyes pedig nincs), akkor pedig a konstans 1
értékadas elégiti ki a klozok felét.

Tehét azt kaptuk, hogy ez a probléma trivialis: minden (nemiires) CNF-re van olyan értékadas
(pl. vagy a konstans 0, vagy a konstans 1), ami kielégiti a klozainak legalabb a felét, meg se
kell nézniink az inputot és visszaadhatunk egy true értéket.
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6. feladat megoldasa.

Ami itt esziinkbe juthat:

o vezessiik vissza ra a 3SAT problémat

o 1gy, hogy ha egy x valtozé 3-nal tobbszor fordul eld, akkor helyette vezessiink be 1j,
mondjuk xy, z9,. .., x, valtozokat, mindegyiket egyszer hasznaljuk,

« ¢és valahogy ,kényszeritsiik ki”, hogy ezek a valtozok ugyanazt az értéket vegyék fel.

Arra, hogy ,x1, xa, ..., T, értéke ugyanaz” persze jé lenne felirni azt a formulat pl, hogy
(x1 > ) A (T2 > 23) Ao A (T € Th),

de ennek a CNF-jében (majdnem) mindegyik valtozé mar négyszer szerepel, kicsit ennél jobban
kell csinaljuk.

Ahogy biztos lattunk mar matematikai bizonyitasokat arra, hogy i) ekvivalens ii) ekvivalens
iii)”, azok sokszor ugy miikodnek, hogy ,i)-bol kévetkezik ii), ii)-bol kovetkezik iii) és iii)-bol
kovetkezik 1)”, ez a médszer viszont mar mitkodik:

(k1 = x2) N (g = 23) A oo A (Tpe1 = xn) A (T = 27).
Ennek a CNF-jében:
(mx1Vag) AN(—zeVaz) A ... A (mxp_1 Va,) A (0x, Vo)

mar mindegyik x; csak (pontosan) kétszer szerepel, igy az eredeti formuldban szerepld
példanyaikkal egyiitt mar mindegyik csak pontosan haromszor fog.

Egy példa a visszavezetésre: ha az eredeti, 3SSAT input formulank
(xVyVz) A (maVyV-z) A (xV-oyVz) A (-xV-yV-oz),
akkor a generalt 3X3SAT formulank:

(k1 Vi Vz1) A (22 Vye Voze) A (x3VoysVzs) A (mxgVoyg Voozg) A
( A (mxaVaxg) A (mx3Vay) A (mzgVa) A

(o1 V) A (myeVys) A (tyzVya) A (ya Vi) A

( A (D22 Vzg) A (mz3Vzg) A (2 Vozp)

X1 vV 172)

21 V ZQ)

Megjegyzés.

Gondolkodjunk el rajta, hogy mennyiben valtozik a feladat, ha minden generalt kl6zban pon-
tosan harom literalt kovetelnénk meg!
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