Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 09

Formulas visszavezetések 11.

Nem Mind Egyenl$ SAT]
o Input: Egy ¢ CNF.

e Output: Van-e olyan értékadas, mely ¢ minden klézdban allit legalabb egy literdlt
igazra és legaldbb egy literdlt hamisra is?

Pl. az (xVyV —z) A (mzVyV z) formula a probléménak egy ,igen” példanya, hiszen pl. az
x=1,y=0, z =1 értékadés az elso klozban az x-et 1-re, y-t pedig O-ra, a masodik klézban
—z-et O-ra, 2-t pedig 1-re allitja.

Az (x Vy) A (—xVy) formula viszont egy ,nem” példany, ezt a lehetséges értékadasok
végignézésével (is) megdallapithatjuk.

1. feladat.
Mutassuk meg, hogy a NEM MIND EGYENLO SAT probléma NP-teljes! j

Masik SAT
o Input: egy ¢ CNF és egy A kielégito értékadasa.

o Output: van-e p-nek egy A-t6l kiilonbo6z6 kielégito értékadasa is?

Itt természetesen a ,kiilonbozo értékadas” azt jelenti, hogy olyan értékadas, mely legalabb egy
o-ben ténylegesen szerepld valtozén eltér A-tol.

2. feladat.
Mutassuk meg, hogy MASIK SAT is NP-nezéz! j

FormSAT
o Input: egy o itéletkalkulus-beli formula.

e Output: kielégitheté-e 7

3. feladat.
Adjunk meg egy FORMSAT <p SAT visszavezetést! j
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1. feladat megoldasa.

Kéznfekvonek tlinik, hogy a SATot vezessiik vissza erre a problémara. A gond az, hogy vannak
olyan formuldk, amik ugyan kielégithetéek, de nincs ilyen ,vegyes” kielégit6 értékaddsuk (pl.
ha a formulaban van egységkloz, akkor mar eleve nem lehet ,igen” példanya a NEM MIND
EGYENLO SATnak).

Valamilyen médon ,bele kéne csempészni” egy olyan literdlt minden egyes klézba, melyet akar
hamisra is allithatunk, elsé otletnek adhatja magat a kovetkezd konstrukcio: vegyiink fel egy
1j x valtozoét, és azt rakjuk bele az Osszes klozba pluszban! Azaz,

Az vilagos, hogy ha A egy kielégit6 értékadésa az eredeti ¢ formulanak, akkor az az A’, melyet
tgy kapunk, hogy A'(z) = 0 és minden eredeti y véltozora A'(y) = A(y), ezt a generdlt ¢
formulat ,vegyesen” elégiti ki: az eredeti kl6zokban A mellett mindegyikben lesz 1 értékii literal,
és az A'(x) = 0 miatt igy minden ¢'-beli klozban lesz 1 értékii és 0 értéki literal is.

Vajon kielégitheté-e az eredeti ¢ formuldnk, ha tudjuk, hogy ¢ a NEM MIND EGYENLO SAT
problémanak egy ,igen” példanya? Ekkor van olyan A’ értékadas, mely mellett minden (C;V z)
klézban szerepel 1 értéki literdl is és 0 értéki literdl is. Ha A'(z) = 0, akkor ez azt jelenti,
hogy A’ kielégiti az eredeti ¢ formuldt is (mert ekkor minden C; klozban szerepel emellett
az értékadas mellett 1 értéki literdl), ez az 4g OK. Ha viszont A'(z) = 1, akkor A’-rdl csak
annyit tudunk, hogy ¢ minden klézaban legaldbb egy literalt 0-ra allit (hiszen z-et allitja 1-re
és minden klézban lesz 0 és lesz 1 értéki literdl is).

Ekkor viszont az a B értékadds, melyre minden y valtozé esetén B(y) = —A'(y), biztos, hogy
¢ minden klézaban legalabb egy literalt 1-re allit, igy ¢ ekkor is kielégitheto, és ez a konverzio
valoban egy (polinomidej(l) vélasztarté visszavezetés SATrol NEM MIND EGYENLO SATra.
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2. feladat megoldasa.

Erre a problémara is a SAT visszavezetése latszik egy kézenfekvo opcidénak.

Kellene tehat egy olyan ¢ +— (¢', A) konstrukciét adnunk, mely egy ¢ CNF-bél egy olyan ¢’
CNF-et készit, mely mindenképp kielégithetd, mégpedig példaul a szintén a konstrukcié altal
készitett A értékadassal, de

» ha o kielégithetetlen, akkor csak A legyen az egyetlen, '-t kielégito értékadas,

« ha pedig ¢ kielégithetd, akkor ¢'-nek legyen masik kielégité értékadésa is.

Az el6z6 feladat visszavezetése:
CiNCoN...NC,y = (CiV)AN(CoVa)AN...AN(C,V )

abbodl a szempontbol hasonld volt ehhez a kovetelményhez, hogy egy olyan formulat konstrual,
mely mindenképp kielégithet6 pl. dgy, hogy minden véltozét 1-re allitunk (hiszen ekkor x is
igaz lesz), azonban ez még nem teljesiti azt a kritériumot, hogy ez legyen az egyetlen kielégit
értékadds, ha ¢ kielégithetetlen (hiszen pl. az z = 1 és minden mas 0 értékadas is biztosan
kielégiti ezt a formulat).

Azonban, ha ezt a konstrukciét kiegészitiink egy ,,ha x = 1, akkor minden eredeti valtozo értéke
is 1 kell legyen” feltétellel, akkor mar olyan konverziét kapunk, mely teljesiti a feltételeket,
hiszen:

o ha @ kielégithet6 mondjuk egy A értékadassal, akkor az az értékadas, mely ugyanaz, mint
A, és melyben az 0j x értéke 0, egy, a konstans 1-t0l eltérd, tehat ,masik” értékadas lesz,

o ha pedig @ kielégithetetlen, akkor a generalt ¢'-t csak olyan értékadas tudja kielégiteni,
melyben z értéke 1, ami miatt pedig minden eredeti valtozd értéke is 1 kell legyen, azaz
ekkor csak egy kielégit6 értékaddsa lesz a generdlt ¢’ formulanak, mégpedig a konstans 1.

Ezt elérhetjiik azzal, hogy ha ¢ eredeti valtozoi xq,...,z,, akkor felvesziink x — x;, azaz
(—x Vx;) alakt klézokat. Tehat a visszavezetésiink, ha ¢ = Cy A...ACy, és p-ben az xy, ..., x,
valtozok szerepelnek:

o' =(CyVvz) AN (Cava) A ... AN (CpVa)
AN (mxVa) A (mxVa) A .. A (mx V),

és A legyen az az értékadas, mely minden valtozéhoz 1-et rendel.
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3. feladat megoldasa.

A két probléma kozt annyi a kiilonbség, hogy a SATban CNF az input, a FORMSATban
meg nem feltétlentil. Tanultuk tobb targybdl is korabban, hogy minden formulat lehet CNF-
re hozni (pl. — és <> elimindldsdval, majd deMorgan-azonossdgokkal, végil disztributivités
alkalmazdsaval), és ez valéban egy valasztarté inputkonverzi6 lenne, de nem polinomidejii,
hiszen pl. ha a formulank a

(k1 A1) V (22 AYy2) V ooV (2y Ayy)

(4n. diszjunktiv normélalaku formula), akkor ezen ha a disztributivitast alkalmazzuk, tgy
kapunk 2" darab, egyenként n literalbdl all6 klozt, tehat ez a konverzid, mely potencidlian egy
exponencialis méretii formulat allit el6, semmiképp nem lehet polinomidejti.

Az el6adédson a halézat-kiértékelésre latott mdodszer viszont mitkddhet: ott minden logikai ka-
put egy-egy 1ij valtozoval kodoltunk el, és , kényszeritettiik”, hogy ezek a valtozok a kapuk
tényleges kimeneti értékét vegyék fel értékiill minden kielégito értékadéas mellett.

Ez most is miikodik, hiszen egy formula valdjaban egy nagyon specidlis (fa) alaki halézat: ¢
minden egyes 1 részformuldjira bevezetiink egy 1j, z, valtozdt és:

« ha ¢ =1y V 1hy alaki, akkor az outputba generdljuk az x, <> (xy, V zy,) formuldt, azaz
a (2Ty V Ty, V Tyy) A (g V 2y) A (my, V xy) klozokat;

o ha ¢ = ¢); Aty alaki, akkor az outputba generaljuk az x, <+ (z4,/Ay,) formulat, azaz a
(my V yy ) A (X V Tyy) A (T, V 2Ty, V xy) klbzokat;

« ha ¢ = =)y alaki, akkor az outputba generaljuk az x, <> —xy,, azaz a (—xy V Ty, ) A
(xy V 2y,) klozokat;

o ha ¢ = 9y — 1y, akkor az outputba generdljuk az zy <> (xy, — xy,), azaz a (—xy V
Loy V Tapy ) A (Tpy V ) A (DT, V 2y) klbzokat;

o ha ¢ = ¢y ¢ 1)y, akkor az outputba generdljuk az z, <> (zy, > xy,), azaz a (—zy V
Ly VL) A (g VT, V Ty ) A (T V Ty, V) A (T V Ty, V xy) klézokat;

« ha pedig ¢ = z;, akkor eljarhatunk agy is, hogy az x, valtozét z,-nek deklardljuk, vagy
ugy is, hogy felvessziik az x,, <> x;, azaz a (—xy V ;) A (—x; V 2y) kldzokat,

» tovabba, felvessziik az x, egységklozt.

Példa: hap = = V (y A (—zVz)), akkor a generalt formuldnk (azzal, hogy —z helyére az 1,
-z V z helyére az xq, (y A (-2 V x)) helyére az x3, az egész formula helyére pedig az x4 valtozét
vezetjilk be, Ggy a (most mér polinomidejil) visszavezetés kimenete:

(x1Vz) A (mzpV—z) A

(mxa Vi Va) A (mxpVa) A (mxVa) A
(mx3Vy) A (mzg V) A (myV-xe V) A
(mzyVaVas) A (mxzVay) A (53 V) A

xTq.
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