Bonyolultsagelmélet gyakorlat — 11

Approximalas II.

A kovetkez6 probléménk, melynek eldontési véltozata (annak ellenére, hogy 2SAT P-ben, s6t
NL-ben van):

/[Recap: MAXZSATJ ~

e Input: egy olyan F' CNF, melyben minden kl6z pontosan két literalt tartalmaz,
melyek valtozoéi kiillonboznek és egy K > 0 egész szam

« Egy megoldas: egy értékadas

A megoldas haszna: az altala egyszerre kielégitett klozok szama

N\

(ez egy maximalizalasi probléma.)

Erre a probléméra létezik egy 4/3-approximalé (determinisztikus) algoritmus, ami azért lesz
4/3-approximald, mert a klozoknak garantaltan kielégiti 3/4-ét (és igy az optimumnak is
legaldbb a 3/4-ét persze):

/| Recap ~N

o Ciklusban értékadunk elébb xi-nek, majd xs-nek, ..., végiil x,-nek.

o Az z; valtozd értékét a kovetkezOképp hatarozzuk meg: kiszamolunk az z; = 0 és az
x; = 1 (parcialis) értékadas mellett is egy-egy értéket, és amelyik esetben nagyobbat
kaptunk, azt valasztjuk (egyenl6ségnél mindegy).

o Az értéket uigy kapjuk, hogy az x;-t tartalmazo kl6zok mindegyikéhez rendeliink egy
sulyt, és ezeket a stlyokat Osszegezziik. Egy kloz silya

— 2, ha szerepel benne az x; valtozo, és az x;-t tartalmazo literal értékét a vizsgalt
értékadas 1-re allitana;

— 1, ha szerepel benne az z; valtozo, mellette egy masik, és az x;-t tartalmazé
literal értékét a vizsgalt értékadas O-ra allitana;

— 0 kiillénben (azaz ha a klozban csak egyetlen literal szerepel, ennek véltozdja z;,
és a vizsgalt értékadas a literalt hamisra allitand).

o Miutan beallitottuk a fenti stulyok Osszegét maximalizalé értékre x;-t:

— azokat a klozokat, melyek igy igazza valnak, toroljik a CNF-bol;

— azokat a klézokat, melyek igy biztosan hamissa valnak, szintén toroljik a CNF-
bol;

— a maradék klézokbdl pedig toroljik az x;-t tartalmazo literalt (ha van benne).

J
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/-| 1. feladat. ~

Hajtsuk végre a 4/3-approximdlé algoritmusunkat a kovetkezé 2CNF-en:

(.Tl V _|.T2) A (_LTI V IEQ) A\ (SCl V LU3) A (.TQ V _|.T3) A (_LTQ V _|‘T4) A (132 V _|JZ5)/\
(mxo Vas) A(x2Vas) A (mza V—as) A (mag Vayg) A (g V —oxy) A (Dxg V oxy)

- J

Az utolsé approximécios feladattipusunk a metrikus TSP:

/[Recap: Metrikus TSPJ ~

o Input: N varos és a koztiik 1é6v6 tavolsdgok d; ; matrixa, ami teljesiti a kovetkezdket:

— d;; = 0 minden i-re,
— szimmetrikus: d; ; = d;; minden i-re és j-re;
— haromszog-egyenldtlenség: d; ; + d; i > d;, minden i¢-re, j-re és k-ra.

« Egy megoldas: a cstcsoknak egy tetszéleges sorrendje (melyben minden cstics pon-
tosan egyszer szerepel).

« Egy megoldas koltsége: a csiicsok megadott sorrendje (mint kor) szerint megadott
Ossz tavolsag, azaz ha a megoldas iy, ..., 1y, akkor

N
dN,l + Z dij_l,ij‘

=2

N\

(Ez persze egy minimalizalasi probléma.)

/| Recap ~N

A METRIKUS TSP problémara egy 2-approximal6 algoritmus:

« Hatédrozzuk meg (pl. Prim algoritmusaval, 1d. algoritmusok és adatszerkezetek kurzus
vagy wiki) a tdvolsdgméatrix altal megadott teljes grafnak egy minimalis fesz{t6fajat

o Ezt a fat jarjuk be egy tetszolegesen valasztott pontbdl mélységi bejarassal, a csicsok
visszaadott sorrendjét az elérési idejitk (amikor eldszor lattuk Gket) hatdrozza meg.

- J

Ezt ,rajzban” konnyl ugy megadni, hogy ,korberajzoljuk a fat”, ha egy 2D racson kapjuk meg
a pontokat az euklideszi tavolsaguk szerint, és minden csticsot akkor vesziink fel, mikor ,,el6szor
latjuk”.
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/-| 2. feladat.

Hajtsuk végre a tanult 2-approximal6 algoritmust a kévetkez6 METRIKUS TSP inputon,
ahol a varosok a jelolt racspontok, tdvolsaguk pedig az euklideszi (,,vonalzis”) tévolsag:

~
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1. feladat megoldasa.

Elészor x1-nek adunk értéket, az 6t tartalmazé klozok: (x1 V —xs), (mxy V o), (1 V 23).

° Ha T = O, akkor

— az els6 kléz még nem elégiil ki, de van benne mésik valtozo, igy silya ekkor 1
— a masodik kloz kielégiil, sulya tehat ekkor 2
— a harmadik kl6z még nem elégiil ki, de van benne masik valtozoé, igy sulya ekkor 1

— tehat xy = 0 esetén az osszsuly 4.
e« Ha x; =1, akkor

— az els6 kloz kielégiil, tehat silya ekkor 2
— a masodik nem, de van benne masik valtozé, tehat silya ekkor 1
— a harmadik kielégiil, tehat sulya ekkor 2

— tehat x1 = 1 esetén az osszsuly 5.

Mivel 5 > 4, igy az x; = l-et védlasztjuk és toroljik az igy garantaltan igazza / hamissd vald
klézokat, a maradék klozokbdl pedig az xi-et tartalmazoé literalokat. Ezt kapjuk:
o A (22 V 2x3) A (12 V 1xg) A (22 V —25)A
(_|1'2 V 175) A (ZEQ V {['5) N (_\ZL‘Q V _\ZL‘5) A (ﬁl‘g V 1'4) A (I’3 V _|I4) VAN (_|I3 V _|I4)

Most zo-nek adunk értéket, az 6t tartalmazé klozok: xa, (xo V —x3), (mxe V —xy), (2 V —s),
(mxe V x5), (X2 V x5) és (mxe V —5).

e Ha x5 = 0, akkor koziiliik

— kielégiil: (mzo V —xy), (mx2 V x5), (mx2 V —x5), nekik a sulyuk 2, ez eddig 6sszesen 6

— nem elégil ki, de marad még benne valtozo: (zV —x3), (x2 V —x5), (22 V x5), nekik
a sulyuk 1, ez még Osszesen 3

— nem elégtl ki és nem marad benne valtozo: o, neki a silya 0

— tehat ekkor az Osszsily 9.
e Ha x5 =1, akkor:

— kielégil: o, (22 V —x3), (22 V —x5), (22 V x5), nekik a silyuk 2, ez eddig sszesen 8

— nem elégiil ki, de marad még benne valtozo: (—za V —xy4), (mxe V x5), (m2 V —x5),
nekik a silyuk 1, ez 6sszesen 3

— nem elégtl ki és nem marad benne valtozo: ilyen most nincs

— tehat ekkor az Osszsily 11.

Mivel 11 > 8, {gy az x5 = 1-et védlasztjuk és toroljiik az igy garantaltan igazzd / hamissa valo
kl6zokat, a maradék klozokbdl pedig az xi-et tartalmazoé literdlokat.
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Ezt kapjuk:
(mxg) Aas A (mxs) A (mxg V og) A (23 V —xy) A (—zg V —ay)

Most z3-nak adunk értéket, az &t tartalmazé klézok: (—x3V z4), (x3V —z4), (023 V —2y).

o Ha z3 = 0, akkor koziiliik

— kielégiil: a széls6 kettd, osszes sulyuk 2 x 2 =4,
— nem elégtl ki, de marad benne valtozo: a kozépso, sulya 1,
— nem elégtl ki, nem marad benne valtozo: ilyen nincs,

— tehat ekkor az Osszsily 5.
o Ha z3 =1, akkor koziilik
— kielégtil: a kozépso, stlya 2,
— nem elégil ki, de marad benne valtozo: a szélso ketto, sulyuk Osszesen 2 x 1 = 2,

— nem elégtl ki, nem marad benne valtozo: ilyen nincs,

— ekkor tehat az osszsuly 4.

Mivel 5 > 4, most az x3 = 0-t valasztjuk és toroljik az igy garantdltan igazzd / hamissa valo
klozokat, a maradék klozokbdl pedig az xi-et tartalmazoé literalokat. Ezt kapjuk:

—xy N 5 N\ x5 N x4

(Note: vegyiik észre, hogy itt NEM hagyjuk el az ismétl6do klézokat!) Most z4-nek adunk
értéket, az Ot tartalmazo klézok —xy és —xy.

o Ha x4 =0, akkor az 6sszsily 2 x 2 = 4;

e ha x4, =1, akkor az Osszsuly 2 x 0 = 0,

o ezért az x4 = 0-t valasztjuk.
Marad: x5 A —x5. Ezutan zs-nek is adunk értéket, mindkét esetben 1 lesz az 6sszsuly, mindegy;,

melyiket valasztjuk, legyen mondjuk x5 = 0.

Tehat az étékadas, amit kaptunk: z; = 1, 29 = 1, 23 = 0, x4 = 0, x5 = 0, ami az eredeti
formula klézaibdl kielégit 11-et (nem elégiti ki az eredeti 12 formuldbdl a (—zo V x5) klozt), ami
vagy a maximum, vagy nem, de garantaltan a klézok 3/4-e.
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2. feladat megoldasa.

Ezen pl a (7,15) pontbdl inditva a Prim algoritmust (mely mindig a még bekotetlen cstucsok
koziil a legrovidebb éllel bekothet6t valasztja és jeloli meg bekotottként) a kovetkezd feszit6fat
(piros) kapjuk:

)
\

[SRE!

amibdl a visszaadott korut, ha megint a (7,15)-b6l mint gyokérbdl inditjuk a bejarést (ha a
,rajzos” modszerben gondolkodunk, akkor ,balra indulva”):

1
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Ez a korut tehat legfeljebb kétszer olyan hosszi, mint az optimalis.
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